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MÉMOIRE
SUR LES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE
( SUITE),

PAR M. P A U L P A I N L E V É ,
CHARtxÉ DK COURS A LA, FACULTÉ 'DES SCIENCES DE LILLE.

4. Les équat ions canoniques que nous avons introduites dans le
paragraphe précédent sont commodes pour certains calculs, parce
que trois termes sont nuls dans le coefficient différentiel. Mais elles
présentent plusieurs désavantages : une infini té de ces formes ré-
dui tes correspondent à la îïiêm,e classe d'équations
(i) y-=K[.r,(^):l.
Les invariants qu'elles définissent dépendent de deux constantes
arbi t ra i res , in t rodui tes par les deux. quadratures qui figurent dans la
subst i tu t ion
. , HY 4- H'i / .v..
(^ ^-KYTK^ -^(^

Supposons, par exemple, qu'on étudie une propriété qu i soit carac-
tér is t ique d 'une classe d'équations (i). L'équation canonique de cette
classe dépend de deux constantes arbitraires Bo et h, et cette propriété
se t r a d u i t par des relations différentielles entre les I, J, X, dont l ' in-
tégrale générale comporte ces deux constantes. C'est ainsi (pour
fixer les idées) qu 'une in f in i t é d 'équat ions de la forme

dV
dX

:Y3+J(X)

appart iennent à la même classe, à savoir les équations

^Y^Biiy(BîX^A).
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Une propriété, caractéristique d 'une classe de ces équa t ions , se tra-
duira donc par une re la t ion

J=B5./( Î^X-hA),

j é tant une fonction dé te rminée , ou encore par une équa t ion di l îe-
ren t ie l l e
.,, . /^J dS ,.\(.) y^,^,j^o.

Cette équat ion est d 'une terme par t icu l iè re ; elle reste inal térée si
l'on substi tue ^ à Y et (B;;X+A) à X. Or, les expressions —-, —
gardent la même valeur dans cette subs t i t u t i on ; posons donc

j73 y y
F"^ -P-"^

et exprimons F et J" en u et v dans (3); la î 'e lat ion résolue par rap-
port à P devient

i - = : F ( / / , J ) ;

elle doi t rester la même si l 'on change J en B ^ J ; par sui te , F est indé-
pendant de J, et la relation (3) s'écrit

vv /V^\
(3') ^(JF)-

Si l'on pose V3 == r, JP == t, l ' équat ion (3'), comme le remarque
M'. Appe l l , s'intègre par quadra tures . On peut poser encore" =u;
i l vient

^ = 3 F ( ^ ) — 5 ^ .

r } " i 1 ' 1 1
Les quantités <-—? —p sont elles-mêmes des invar ian ts des équa-

tions de la classe, et s 'expriment sans constante ni quadra ture à Faide
des coefficients de ces équations. La propriété caractéristique de la
classe se traduit par une relation en termes finis entre ces deux inva-
riants. Cette relation connue, l'équation canonique s'obtient par deux
quadratures.
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N'est-il, pas possible de trouver des formes rédui tes ou n ' in te r -
v i e n n e n t que des quant i tés telles que ces deux derniers invariants,
qu i ne comportent , par conséquent , ni constantes ni intégrat ions? .11
su f f i t pour cela de dé f in i r des équa t ions canon iques t e l l es que la ré-
d u c t i o n d 'une équa t ion donnée à la forme canonique ne se puisse
ef fec tuer que d 'une seule façon (ou d ' un nombre f i n i de façons). Les
équa t ions canon iques d 'une classe donnée seront, par le f a i t même,
en nombre f in i : la réduct ion s'opérera a lgéb r iquemen t .

Ces nouve l l e s formes rédui tes présenteront u n au t r e avantage. Quand
on a reconnu q u ' u n e des équat ions canoniques i n t rodu i t e s plus l i an t
j o u i t d ' u n e cer ta ine p rop r i é t é , par exemple est intégrable, on ne peut
reven i r à l ' équa t ion pr imi t ive ( i ) que par deux quadra tu res , qui sou-
vent sont i n u t i l e s et s ' é l iminent dans le ca lcul . Par exemple, nous
avons mon t r é que les é q u a t i o n s ( î ) , q u i a d m e t t e n t un groupe cont inu
de s u b s t i t u t i o n s (2), se t 'amènent , par deux quadratures, à "une équa-
tion à coeff icients cons tan ts . Leur in t ég ra t ion semble donc entraîner
t rois q u a d r a t u r e s ; en réal i té , deux. suf f i sen t dans tous les cas, comme
nous le ve r rons p l u s lo in .

.De mêî'n.e, cherchons à reconnaî t re sur une é q u a t i o n canonique (5') ,
si l ' in tégra le ^é001'^0 n 'admet que n va leurs au tour des points cri-
t iques mobi les . Quand i l en est a ins i , l ' équa t ion se ramène à une équa-
tion. de Riccat i . Mais, si nous repassons à l 'équat ion (î) pr imi t ive ,
nous obtenons les coeff icients de l ' équa t i on de Biccati correspondante
à l 'aide de deux quadratures . Or, nous savons que ces coefficients se
ca l cu len t a l g é b r i q u e m e n t . Ces exemples suff isent à mettre en évidence
la nécessité d ' é l i m i n e r ces quadratures parasites et jus t i f ien t l ' intro-
duc t ion des nouvel les formes canoniques .

De telles formes se peuvent déf ini r d 'une i n f i n i t é de .manières . Nous
chois i rons la su ivan te , dont l ' u t i l i t é appara î t ra quand nous trai terons
les problèmes que nous avons en vue dans ce Chapitre.

A i n s i que nous l 'avons, déjà r emarqué , si. les deux équations

^».IÏI-1>^^):.1Y _^^^^

(^) ^_îM:.ri^i):l
Jl'" Qi[7i,(^):l
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sont de la même classe, les valeurs dey et de y ^ qui rendent i n f i -
nies ̂  et —.? se correspondent par la substi tut ion

hr^-\-h^
y == ^ — — — — — , .̂ . ̂  ̂  ( .z; ).J ky^k, ^ u

Cette substitution conserve le nombre et la mul t ip l i c i t é des racines
des équations Q == o, Q^ = o. Dans le cas par t icu l ie r où — Â l est une
racine d'ordre À de Q^ une racine de Q d'ordre de À est i n f i n i e : Q est
de degré v — "À— 2.

Ceci posé, nous décomposerons les équat ions (.1) en trois groupes :

Premier groupe. — Le dénominateur Q, de degré v -"- 2, a au moins
trois racines distinctes.

Servons-nous de la transformation

.- ^'U^^^"""A-^OYTT^

de façon que les valeurs de Y qui, correspondent à trois racines a, a , ,
a^ de Q soient trois constantes arbi t ra i rement choisies, ^, o et i , par
exemple. Il suffit pour cela de faire

h=k^ h^k^ y t l ̂ ^Z^.
k ^ — .03

Nous choisissons pour a, a,, a, les trois racines d'ordre de m u l t i p l i -
cité le plus élevé

î̂ ^.

L'équation (i) devient

^^Mix}__-—— ^^"^—"^o
dx '- ) '^\ ( y - t)\ ( Y^--^^-^~ '̂T:"::Ty;Y^T:. ;+yo) '

Supposons d'abord que tous les ^, yj ne soient pas des constantes, et
soit C(.r) la première des quantités

<?v...i, ^v..̂ , ..., c^ y(v-x-.5,^.)^3)y ..., yo
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q u i dépende de -y. En posant, C(.r) == X, on ramène l ' é q u a t i o n à n n e
des formes

'/Y -=; S > m (YV 4" K ' - 1 Yv " ! H"" • • •+ XY/ 4" J / -1 Yw 4" " • 'lAV ± Jrt)

^X ~ " ( ' ' " """""^"Y'^'Y'— /+T7Y"-)-- lo) ' "~ :

rn - S ^ X ) - _ _ — ^^t1^-!!'!!^!:''^1^'^^^__ ' •„_rl\ """ 1 1 ^ 1 - 1 } -Y^^Y — ̂ >. ̂ Y^-r^::x-:î)-^:^ ^ ;̂  ^^••-^^^-^^ ^_ ̂ ^ ̂ ^^^^ ̂ ^ .

Les K, L sont des constantes, les P, J, 1 des fonctions de X. Tous
ces coefficients, a ins i que X==C(.z") , s ' expr iment a lgébr iquement à
l'aide des a^ ap •—;» - • " et sont autant d'invariants de l'équation (i).

Pour que deux équat ions soient de la même classe, il faut et il s u f f i t
qu'elles soient réduct ib les à la même forme (4). Si l 'on veut encore, i l
faut et il suf f i t q u ' i l existe une fonction, ,^===y(,z ' , ) sat isfaisant aux
ident i tés obtenues en égalant les invar iants de ( i ) et de(i ' ) , invar ian t s
mis en évidence sur l 'équation (4). Dans le cas où À = = = A ^ = = = : Â 2 = = i , ces
invar ian t s sont au nombre de av — 4» d'où 2v — /4 identités. Si ^, X , ,
As sont quelconqu.es, il faut j o i n d r e à ces (2v — i — À — 5^ — À^) con-
d i t i o n s les ("X 4- X, 4- \ — 3) condi t ions qui expriment que (^ a,
comme Q, trois racines d'ordre À, )^, A^ respectivement.

La réduction à la forme (4) n'est év idemment possible que d 'un
nombre f ini de manières. Si m désigne le nombre des combinaisons
de trois racines de Q, o^-, a/c, a^, telles que a/ soit d'ordre À, a^. d'ordre
À ^ , a /d 'o rdre A^ , à la classe d 'équat ions (i) considérée correspondent
m équa t ions canoniques (4)- I^GS i nva r i an t s (K, L, I, J, P, X ) sont
des fonctions algébriques à m valeurs des a,, ay, —. • - • • Ce sont les
racines d'une équa t ion de degré m, dont les coefficients dépenden t ra-
t i o n n e l l e m e n t des a^ a^-, —? • " • ? et déf inissent les i n v a r i a n t s absolus
de l'équation (i).

C'est anasi, par exemple, que les é q u a t i o n s

, _ a^ ,y5 + ̂ 4 y4 -h... "+• <^o
y """" ( y — a ) (7—ai ) (y—a.;)

Ann, de l' Èc. Normale, 3e Série. Tome Ï X . — A-VIUL 1892. Î .4
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se r amènen t à des équations de la forme

d\ __ Y!±LXY1±13 ̂ -tiLÏllL:1 ll-̂  Jo
^-=.1. ^v) , Y(V~~I)

ou
//Y Y5 -h K. Y4 + XY3 -+- ,L Y^ +.. . -4- Jo^ .̂  i, ( X ) — — — — — — — — — ^ ^ . _ — ,

ou e n f i n
'ïl -p^Y^Y:l±JvlY'+•••~+"K^i+x
^^ — t fA; ^^^,

Les coefficients de ces équations se calculent a i sément à l 'aide des
a^ ay. A une classe de tel les équat ions correspondent six formes
réduites (4).

Les équat ions (4) ne sauraient admettre de proupe con t inu de trans-
formation (2); a u t r e m e n t la réduct ion de (i) à une forme (4 ) s'effec-
tuerai t d 'une i n f i n i t é de manières.

Mais cette réduct ion suppose que dans l ' é q u a t i o n en Y et x les coef-
f icients <?/, Yy ne soient pas tous constants. Si l'on se trouve dans ce
cas e x c e p t i o n n e l , en posant

dX.='M^)€U,

on ramené l ' équa t ion à avoir ses coefficients constants .
Ceci nous montre que l ' équat ion (i) admet alors un groupe c o n t i n u

de substi tut ions (r?), et, de plus, qu'elle s'intègre à l 'aide de d e u x
quadratures po r t an t respectivement sur une fonc t ion de .2" et u n e fonc-
tion de Y.

Deuxième groupe. — Le d é n o m i n a t e u r Q[j, (x)\ n'a que deux ra-
cines dis t inctes

/ P | ' r , ( . r ) | / - ,•^^r^yr:^ ^^^-^ A^). ^

En posant
v-^'^-fl,
./ „ , , '
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on ramène l 'équation à la suivante

,/ _ ̂  Lri» (^)] _ ^/ . (y;+ <k^-l.r';-l+• • •+ ^o) .y —— ———————————— .— ̂  ^ ̂  )̂ ——„—————————————————————————

yt1 .rî11

Co est d i f f é r e n t de zéro. Faisons ensui te
yi=AY,

et d é t e r m i n o n s A de façon que, dans la nouvel le équa t ion , le coefti-
cient de Y^ soit é^al au terme constant du numéra t eu r ; i l s u f f î t pour
cela que

A^c,,.

L'équation ainsi ob tenue s'écrit

^Y^N.,^(VV+î)- lYV-- l+••^i>.^+-—,— _—• Li i '•v j — ' " ' — . — - — — - - - - . . . . .—.
da ' ' Y^

Soit C(^) le premier des coeff icients

S\.^,, 1)^2, . . . , Di

q u i dépende de x. Si l 'on fai t X, == C(.r), il v i e n t

., dV ., .,,„ ( T^ + Kv..,,., Y^-1 +...+• K/4.1, Y"-1-14- XT' + J/'-iJ^- ̂ +^.. +,.1, Y +^0( 3 ) ^ = a, ( x ) - - — ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ . , _ ^ ^ . _ ___^^^^^^^^ -, „.„ _ ^ . ,

les K désignant des constantes, les J des fonct ions de X. Ces quan t i t és ,
a i n s i que P et X(\z'), sont des invar iants de (i).

C'est ainsi que I n é q u a t i o n

/.„-. ^,y^-+- a^.}/l+^ylj"^J/J" ^<»
l/ ~ { y ' ~ - y ' ) ( } / — y ' l )

se ramené à l 'une des é q u a t i o n s

<-ZY ,,,..:. -Y4 + X Y3 4- Ja 'Y12 + J, Y + î •^ = 1- W——————y~.—————
ou

^Y ,, ̂ , Y^+ K,T^ XY^h J iY+î^ == P ( X ) ——————y-———————?
ou enfin

^Y n /Y ^ ^''-^ K^Y3±K1Ï1±^Y^^ = : f ( X j ^ — y
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l)e même, l ' équat ion

/_ a ^ y ° -}- .̂',.r' -+- ci-j, y3 -+- a-î. y'1 -I- ^i.)' + ^•>} " " ^-_^^ _ ^ ̂

correspondra à F une des formes canon iques

^ _ i-> /•v JY--+- ^^4 •+- ̂ ^^ . . . + J, Y -4- i)^._1 (X).—————,-,——.^——————— -

0 U
rn[ — 1 > x • LY!4"̂  r^^'-^' •1?2-Y124" • • •+ J 'Y '"i":.n,

on e n f i n
^ n • y ,( Y54- K '̂  V'1- • - • ̂  K^ Yâ 4" x Y •4" ')^ = î, ( \ ) _-..._^^^^^^^^^ .

Cette réductiori n'est possible toutefois, comme la précédenUs que

si les coefficients D/(.r), qui figurent dans l'équation en (,', ne sont

pas tous constants. Si cette circonstance se présente, u n e q u a d r a t u r e
ramène l ' équat ion ( i ) à u n e é q u a t i o n d o n t les coefficients sont con-
s tan ts . I /équation ( ï ) s'intègre ainsi à l 'aide de deux quadra tu res . En
dehors de ce cas, l 'équation (0 ne saura i t a d m e t t r e u n groupe c o n f i n u
de subst i tu t ions (2 ) .

3° Troisième groupe. — Le dénomina t eu r n'a q u ' u n e racine d i s t i n c t e
(cette racine est alors m u l t i p l e d'ordre v — a )

-11 ~ (r-a)^
En posant

r = a 4- ^ i

il vient
^1__ /-. ^V i /. ^v.....,l ,
^S ————————— (..̂  .«J ~~\———— C ̂  ,n,.., )[.•••» ^ , ^ — — — , ^ ^

Faisons ensuite
z "=: ^ -i- A,

et dé terminons A. de façon que le coefficient de /v ' "1 soit nu l dans
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l ' é q u a t i o n en / ; il suff î t pour cela que

v c\

alors
/ '=M(.r) (r-'+^-a^--2^.. .-+-^0).

P osons encore
t ̂  BY,

B étant choisi de façon que le coefficient de Y^ dans la nouvel le équa-
t ion soit é^al au coeff ic ient de Y^; i l su f f î t de prendre

B^=.^(.T),

a moins que l ne soit égal à ï , a u q u e l cas B do i t vé r i f i e r l 'égalité

—\y^m\d^m\\
Faisons i égal au plus pet i t des indices autres que ï , pour lesquels

( / [ n'est pas nu l . L 'équat ion est ainsi réduile Ji une des formes
d!
'(.U-
_ ,:., N ( ,r ) ( Y^ + 1)^2 Y^-2 +... + S.) ï Ï1 + J )

( G ) / o ï l

f d^ := N(.r) (¥^4- 1)^^'~'2+' • • + ̂ 7+ ̂ i v ) *

Ceci suppose que l ' é q u a t i o n en t n ' a p p a r t i e n t pas a la classe

^=N(^)(^"+-^) .

Cette dernière équa t i on s'intègre, comme on sait, à l 'aide de deux qua-
dratures , effectuées successivement sur des fonc t ions de <r. Elle admet
un groupe c o n t i n u de subs t i t u t i ons (îî).

Laissons de côté ce cas particulier et revenons aux équat ions ( 6 ) .
Si, tous les coefficients I)/ sont des constantes, l'équation se ramène
comme précédemment à une équation dont les coefficients sont con-
stants. Sinon, soit C(.r) le premier des coefficients

S)y«2, j ) ^ — 3 > « • • ? ^ l »
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qui dépende de .r. En faisant X = = C ( ^ ) , l 'équation (ï) se t rouve
ramenée à la forme canonique

dY
^X— = P(X) (¥^4- K^Y'-2-^ • • • 4- K^iY^^ XY^+ J^-i Y./-1 +... + Ji Y + ï )

(7) ! / ^=P(X)(YV+K^YV-2+.;.4-K^,Y^••+XY^+J/...-lY^14- Y +J,Y),

on enfin

^. -= P(X.) (T-}~ K.-„,YV^+... +- KH-^Y^^ ¥'+ X.Y).

Les K, J, P, 'X.(x) sont des invariants; les K désignent des constantes.
Par exemple, l'équaiion

..''— ^2llJl- îZ!̂ L'_^^0
•) •""•" /^y4. //„

correspond à la forme canonique

( S ) ^^(XHY^XY-M),

à moins toutefois qu 'e l le n ' appar t i enne aux types except ionnels

^'

' ^/Y\ •^.-^VW^+KY+I),
( ^-^(^(T+d^)

< K désigne uiic constante, </, une fonc t ion ( le a- ) .
Comparons ces équat ions à lîi forme n i d n i l c <•

«)) ^-.YÏ+.I.(X.).

En se servant de l 'expression de J^ donnée au paragraphe précédent ,
on trouve aussitôt

â / f i % . î C P ( X )/ a f dx. îc p ( x )
Xi= ^X.P(X.)<? ' ,X i=< ^X.P(X.)<?

•" • ; i r xp(X) / /s •
JL-.:= (:;
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et inversement , en passant de (8) à (9),

y — __ J î / ï t
-v —— ' " 0 ^ 1 fjl 1 ?

1 J_

' _ ^ WV r ^IZV
P ( X ) - 9 V J ï ^ HJ Î /

ï ' 3 I'^Comme nous l 'avons remarqué, —5 — sont des invariants absolusJ 1 J i
de (8) qui s 'expriment algébriquement à l 'aide des a^ hj, ̂ S • • • • Le
premier type exceptionnel (8^) correspond au cas ou J , est, soit con-

_ .t_
stant (mais différent de zéro), soit égal à (B( ,X, -+-À) 2 ; le second
t y p e (8') correspondra au cas ou J est n u l .

De même, l 'équation la plus générale, telle que

/ ^ ^4 y4" 4- a3y;î-4- €Uf"•i•-{-• ai y 4- ci^
f- ————————— " • 1 - 1 1 " - . . — — , . - . . - „ - . ^ _ _ . » < _ _ _ . . ^ - . - ~ . - „ — — ç . ^ ™ _ _ — — — — — — — — , - „ . . .,

(y^a)-

se ramène à l 'équat ion c a n o n i q u e

^ = P ( X ) ( Y'4 -t- XY2 -h JY + i )</Y
/TX

ou
<^Y
^X : P(X.) (Y^-+- KY2"!- XY+ Q,

en laissant de côté les types exceptionnels.
Remarquons que les formes de réduction (7) conv iennen t aux équa-

tions des deux premiers groupes, et les formes (5) aux équa t ions du
premier.

Les observations faites au sujet des coefficients invar iants des équa-
tions (4) s 'appl iquent aux équat ions (5) et (7). 11 serait faci le , d'ail-
leurs, d ' in t rodui re d 'autres formes canoniques où f igurera ien t seule-
ment des invariants absolus, fonctions ra t ionnel les des a/, hj, -—^ • • • -
Mais ces équations seraient peu avantageuses pour le ca lcul .

Les équat ions (7), pas p lus que les équa t ions (5) et (4 )» ne ^»-
raient admettre un groupe con t inu de t ransformat ions (2).

En déf in i t ive , nous venons de mettre en évidence des formes rédui tes
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des équat ions (i), telles que les équat ions canon iques d ' une même
classe soient en nombre l imité.

Les substi tut ions (2) qui permet tent de ramener une équa t ion ( î )
a sa forme réduite sont également en nombre l imi té , et s 'obt iennent
algébriquement. Les seules équa t ions ( î ) , pour lesquel les il n'existe
pas de pareilles formes canoniques , sont celles qu i a d m e t t e n t un groupe
c o n t i n u de subs t i tu t ions (2). Une telle s u b s t i t u t i o n , qu 'on d é t e r m i n e
algébriquement, ramène alors l 'équat ion à un des types

^ = N(.r) R(Y), ^ -= N(.r) Ï^+ P(.r)Y.

Dans le premier cas, l'équation s'intègre à l'aide de deux quadratures,
portant respectivement sur deux fonctions de ;r et de Y. Dans le second
cas, elle s'intègre à l'aide de deux quadratures successives effectuées
sur des fonctions de <r. L'équation de Riccati l'ait exception à ce théo-
rème.

Nous appellerons formes canonùfues ou réduites de première espèce,
les formes introduites au n0 2, et formes de seconde espèce celles dont
nous venons de parler.

On peu t se servir bien a i sément de ces dern ières pour met t re en évi-
dence des cas d'intégrabilité des équa t ions ( r ) . Je rne borne à i n d i q u e r
ici la nature générale des quest ions qu/on se t rouve amené ainsi à
résoudre.

Nous laissons de coté les équations admet tan t un groupe con t inu de
s u b s t i t u t i o n s (2), équations que nous savons intégrer , et nous cher-
chons à déterminer si l 'on peut passer, à l 'a ide d ' u n e s u b s t i t u t i o n

//•(.rO/i 4-/h /y-T^^i^ —(^
d'une équa t ion (i) donnée

à une équation (î/)
^=RLM-):]

fe-K<[,ro(.^);l

qui joui t de certaines propriétés, par exemple est intégrable.
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On reconnaî t tou jours s'il en est a ins i à l 'aide d'opérations purement
algébr iques; mais le calcul des subs t i tu t ions (2) elles-mêmes est de
nature différente su ivant les circonstances. Tout d 'abord, si l 'équa-
t ion ( lY est e l l e - m ê m e n u m é r i q u e m e n t donnée , il n'existe qu'un
nombre f in i de subs t i tu t ions (2) et elles s 'obt iennent a lgébriquement .
De même, si les coefficients de (i)' dépenden t exp l i c i t ement de con-
stantes, il su f f i t de ramener (i) et (i)' à la forme canonique et de
vérifier si les deux équat ions coïncident pour un choix convenable
des constantes.

Mais dans l 'hypothèse la plus générale, les a\, b^ sa t i s fon t à cer-
ta ines relat ions, d i f fé ren t ie l les ou non , qui définissent les a^ bj à
l 'a ide de fonctions et de constantes arbitraires. La réduction de ( i /à
la forme canonique présente alors des d i f f icu l tés en ce qui concerne
le changement de la var iable x^ en X,,. Mais il est toujours aisé de
ramener les équations (:r)' par une subs t i tu t ion

7i=
Â(^t)Yi-h^(.r i :
Â- (^OYi+^(^)

à une forme qu i se déduit de la forme canonique par le seul change-
ment de X< en x^ :

(a) ^=p[Y,,(.r,)].

Supposons donc les équat ions (i)' données sous cette forme, et rédui-
sons ( r ) à l 'équation canonique

((3) ^==R[Y,(X)].

Pour que ((3) soit de la même classe qu 'une équat ion (a), il faut et il
suff i t qu ' i l existe une fonction

X=^(^)

telle que la subst i tut ion, de ̂  à X fasse coïncider l 'équation (?) avec
une des équations (a). Si, les équations (a) qui, appartiennent à la
même classe sont en nombre l imité , il ne saurait exister qu 'un nombre
l imi té de fonct ions ^(^"O et- ̂ ^ se dé terminent algébriquement.

Mais il est possible qu 'une i n f i n i t é d'équations (a) soient de la
Ann^de l'Ec. Normale. 38 Série* Tome ÏX. — AVRIL 1892. ï^
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même classe. Ces é q u a t i o n s se dédu i sen t d 'une même équat ion cano-
n i q u e par le changement de X i en ^^

X,r^(.r,);

^, est une fonction a r b i t r a i r e ou s a t i s f a i t à u n e r e l a t i o n d i f f é r e n t i e l l e
plus ou moins c o m p l i q u é e . Dans le premier cas, l ' équa t ion C p ) d o i t
coïncider avec u n e des é q u a t i o n s (a); dans le second, X=: '^ (^)
est l ' intégrale d 'une é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e .

Pour éclai rc i r cette d i f f i c u l t é par un exemple, p renons pour équa-
tions (iY toutes les équat ions

^) ^^(P+l)^-!-,),

dont. les coefficients sa t i s fon t à la re la t ion

i •=: — (,:r}4- i).2'î "•1-" i ) .
, ,r i

Ces équa t ions , qu i se t rouven t mises sous la fo rme ([ï), se r a m è n e n t ,
par le chaii^ement de la fonc t ion Y 2 ^ ^ , à une é q u a t i o n de R i c c a t i ,
et comme elles admet ten t l ' in tégra le p a r t i c u l i è r e Y = = ^ " , , e l l e s s'in-
tègrent par quad ra tu r e s . Pour q u ' u n e é q u a t i o n ( i) soit de la menu1

classe qu'une des équat ions (y), i l fau t d'abord que, u n e fois r édu i t e ,
elle s'écrive

( o ) ^ ^ ^ ( Y ^ + J Y ^ + I ) .

Effectuons alors le changement de variable X == 'K^'»)' 1*1 vien( '•

-pL^^^ry.-H.XX)^.- , ! ;
dx^ d.^i î

si cette équat ion coïncide avec une des équat ions (y), on a

dx^ ^ ^ ( ̂ ) r ̂  . r / Y Vr2 t- î !^ ..,-. •̂ ~ [,z, + J (X)^,+i j ,

c'est-à-dire que x^ (X) doit être une intégrale de (0).
Nous voyons, en somme, que le calcul des subst i tut ions •"(^) ne pré-

sente de d i f f i cu l t é s que dans le cas où une i n f m i t é ' d ' é q u a t i o n s (?),
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dépendant de q constantes arbi traires , appa r t i ennen t à la même classe.
La recherche de la f o n c t i o n .^(X) peut alors dépendre de l ' in tégra-
t ion d 'une équat ion dif férent ie l le d'ordre y. Mais cette s ingula r i t é ne
se rencontre guère dans les exemples qui s 'offrent n a t u r e l l e m e n t .

5. Avan t de revenir à la q u e s t i o n qui nous a c o n d u i t s a cette étude,
j 'é tendrai , en que lques mots Ici théor ie précédente aux équa t ions q u i
ne sont pas résolues par rapport à y.

Soit une re la t ion algébrique que l conque en t re y et y'

( i ) r /^M'y• l4-./^- lM^--l"+-. . .4-./Mi-T- M,,=:o.

Les Mo, M! , .. - , My sont des polynômes en y de degré m,,, m,, . . . , Wy
et dépenden t de y d ' u n e façon que lconque . Eflectuons sur celle équa-
t i o n u n e s u b s t i t u t i o n ( 2 )

// r, 4- //,i . .(.) r~:^+7;' —^^
l'équation devient

0 Y Nv [y,, (^ ) ] y ̂  + N^a [.?•!, ( ̂ i ):1 j7 1 + - . 4- N.-^ [r,, (.^ ):] == o,

les N, désignant des polynômes de degré i eny^ et v le p lus grand des
nombres m^ (m^ 4~ 2), (m.^ 4- 4)» " • • » (w//4- ^y)-

On peut déf in i r pour ces équations, et de bien des manières , des
(ormes rédui tes ana logues à celles que nous avons déjà é t u d i é e s ' d a n s
le cas de q == i : so i t , par exemple, en cherchant à a n n u l e r trois
termes de (s) ' , convenablement choisis, comme au n° 2, soit en assujet-
tissant les équa t ions canoniques à des cond i t ions qui les dé te rminen t : ,
pour chaque classe,, en nombre f in i , comme au n° 4. Je me borne li
dire on mot de ces dernières (ormes, et à étendre a u x é q u a t i o n s d u
premier ordre les p l u s générales tes théorèmes établis tou t a l 'heure
sur les équa t ions qu i admet tent un groupe c o n t i n u de s u b s t i t u -
tions (2).

L e s ' p o i n t s singuliers de la fonc t ion y [ y , «)] sont les points
j = ff.(x) oh/ est i n f i n i e , et les points y == ^(^) où deux va leurs de
y ' se confondent . Soit

F[j, (.r)]^o, G|;y,(.^]==,.o
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les deux équations qu i dé te rminen t respectivement les va leurs a(,r),
P(.r), pour l 'équation (i) ramenée à sa forme la plus générale (i)'. Si
l'on effectue dans (i) une substitution (2), les valeurs s ingul ières a , ,
pi de la nouvelle équa t ion correspondent par les formules (2) aux a, p.
La substi tution (2) conserve le nombre et l 'ordre de m u l t i p l i c i t é des
racines de F et de G. Pour certaines transformations, une des quan t i t é s
a,, pi peut devenir i n f i n i e .

Ceci posé, considérons d'abord les équat ions ( r ) telles q u e trois au
moins des valeurs a, (3 soient dis t inctes . Disposons de la transforma-
tion

__ //f .r)Y-4- h,(.r}j =: ̂ ^.,^^^ ,

de manière que les valeurs Y == ^, Y = = o , Y "-= î correspondent aux
valeurs y == a, y =-= 6, y .-= c. Nous désignons par a, &, c les trois ra-
cines de F et G d'ordre de m u l t i p l i c i t é le p lus élevé. L'équation devient
a ins i

n /^V ii / ^YV" 1 ,,
M^) ̂ ^-{^) +...+!I.v^-o.

Si les rapports des coefficients de chaque polynôme II/ ne sont pas in-
dépendants de x, en égalant un de ces rapports à X, nous sommes
conduits à une forme canonique q u i répond aux cond i t i ons exigées.

Si tous ces rapports sont constants , écrivons 1/équation a ins i :
/ ^Yy îV..i(Y) /^Y~-1 ^ IUY)
\dx ) N^(,^ \dxj < • • • "'" No('^ """" i> '

Les 1̂ - sont des polynômes en Y dont le terme de degré le p lu s élevé
a pour coefficient l 'uni té ; les Ny sont des fonctions de x. Si je pose

i
M-7

(3) -^-î^X,
N^

le changement de x en X ramène l 'équation \\ une forme canonique
invariante . Ceci suppose toutefois que les rapports (3) ne soient pas
tous constants.

Au cas contraire, on a
Ny^^^N^.^^A^^).
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Le changement de variable
^——r/X

A(^;) """

ramené l ' équat ion à une équation dont les coefficients sont indépen-
dants de X.

Passons au cas où le nombre des valeurs a, (3 d is t inc tes se r édu i t
h 2. Il ne saurait se réduire davantage, car la. fonction nniltifbrme
y [ y ^ ( x } \ , déf in ie par la relation irréductible ( i ) , possède au moins
deux points crit iques ^, (^. La transformation

y-êil4-^
-/ — ,; + i

ramené l ' équat ion à une autre, où la fonction :;'|;s,(,r)| n'a comme
points s inguliers que z ^ - o et ^=co. Nous disposons encore de la
transformation

^•:=AY, .r=9(X).

D'ailleurs, z ' se développe suivant les puissances de z1^ k étant un
entier. Si l'on pose

Z^'^ Uy

il vient
da r,/ {^ + ^,,».i ^""1 + * . . -i-- Co^ ̂  " • - . .——.— ̂ ^—..,--...-

car — ne saurait devenir inf ini , pour d'autres valeurs que M = = O ,
a==x). Il est perniis d 'ai l leurs de supposer m <^n — 2, sinon on chan-
gerait u en ! • Nous retrouvons ainsi une des équa t ions du second
groupe ou du troisième groupe, étudiées dans le paragraphe précédent .
U n e t ra n s fb r m a t i o n

u = BU,

A-^yCX)

la rend canonique, à moins qu'elle ne se ramène à une équation à
coefficients constants ou qu'elle ne soit de la forme
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La fonc t ion .̂  s u b i t la t ransformat ion correspondante

z ^B^Y,
.r=:9(X),

et l ' équa t ion (i) est ainsi r é d u i t e à une é q u a t i o n c a n o n i q u e , les cas
exceptés où elle se ramène soit à une é q u a t i o n d o n t les c o e f f i c i e n t s
sont constants, soit à une équat ion

/ '
z^Cz+Dz^

Pour donner un exemple de telles réduc t ions , cons idé rons les é q u a -
t i o n s

y2 4- (^j2^- <^y -4- ^o) /-•[•- lh,y''~\- b^r^-\-~ /^r^-h h^r 4- /v^= < > .

1 1 n'existe pas de valeurs y == a rendante infini.
L'équation, résolue par rapport à;)^, s'écrit

r^^— (^^)•24- a^r -\- a^) :± v^^L.c, ( , ^ ' / J -

Plaçons-nous dans le cas le p l u s général , ou les qua t r e rac ines de 11;
sont d i s t inc tes , et où le r n o d u l o du rad ica l dépend de ;r. Une forme
canon ique de l 'équat ion sera

^ = - ( \,\i -h- A i Y 4" Ao ) .± /PTX:yvTY1 - I'K \. - X ).

Les A^ , A.i , A() , P, X. sont des i nva r i an t s .
Nous venons de nie tire a ins i en évidence des formes r é d u i t e s des

équat ions ( î ) algébriques en y etj; mais les procédés que n o u s avons
employés s ' é t enden t sans p e i n e à toutes les équa t i ons du p r e m i e r
ordre. Soit

y ' ^ F(7,.r1)

une équat ion du premier ordre, où F dés igne une f o n c t i o n a n a l y t i q u e
que l conque de y. Beprésentons par c c ( a ' ) les valeurs de y q u i r e n d e n t
y ' i n f i n i ou indé te rminé . S ' i l existe trois v a l e u r s a d i s t i n c t e s , on se sert
de la t r ans fo rmat ion

/ / Y ' 4 - / / ,
y __ ..^^
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pour rendre ces valeurs égales à oc, o et i . On développe alors -y-

s u i v a n t les puissances de Y ~ Yo, Yo é t a n t un point régulier de -r-?

^ = l3^) [(^ - '-uV'-i- ^-M ( 3 - .^o)^1 -+- . • . : 1 -

Quand, tous les Cy ne sont pas constants, on pose, comme plus l iant ,
C,(^)=-X;

s inon l 'équat ion se ramené à avoir ses coefficients constants.
Admettons ma in t enan t qu ' i l n'existe que deux valeurs a d is t inc tes ,

a , , a^. La transformation
__ Oi z -4- aa

rend l ' u n e de ces valeurs nul le , l 'autre inf in ie . On dispose encore de la
s u b s t i t u t i o n

( 4 ) - ^AY, .:r=o(X).

D'autre part, faisons ^ == ^; i l vient

dz . ^//^ .. ., . -,- , - . . - :_,<^— == p //, (.r)
a^ a.r

ou bien
^ =: /1>, ( .z- )] — c-o + c, n + €2 ̂  -4- . . .,

p et/ d é s i g n a n t deux fonct ions holomorphes de u.
Ajoutons qu 'à la. t ransformation (4) correspond la suivante

u •= U 4- L. A. = l:i + î'5, 'r .= 9 ( X. ).

Disposons de B de manière que, dans le développement de ̂

' / u=Co4"ClU+C2U 2+•. . ,
a.z'

le rapport L2 so i t égal à une quanti té arbitraire donnée. Il faut , pour
cela, que

f^l ~ y
'f'W^
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si/' ety désignent les dérivées ôf^ ̂  où l'on fait u == B. La quan-
ti té B une fois déterminée, on écrit

^=P(,r)(U/+D/•,„liï^+l+...),

et l'on pose
Dy( . r )=X.

L'équation en z se trouve ramenée a in s i , par la subst i tut ion

^Y^, _ X= 'D/( . r ) ,

à une forme canonique , en exceptant le cas par t icul ier où elle corres-
pond à une équation dont les coefficients sont constants.

'Remarquons toutefois qu'on ne peut calculer B co'mroe nous l 'avons
f"cu\fait que si ^-^ est fonction de B. Qu'arrive-t-il quand,

f'W^,^^77^--/^)-

Tout d'abord, si. Y == o, l 'équation en u est une équation l inéa i re ;
sinon on trouve

^---fW--^d^,

d^ d, y dépendant de x. L'équation en z correspondante est alors

^ = d,z -h d^W== d.z 4- d^.

Si § ne dépend, pas de x, l 'équation s'intègre par quadratures. Au
cas contraire, on pose S ==X, et l'on dispose ensuite de A de façon que
le coefficient de Y11 dans l 'équation rédui te soit l 'unité, autrement dit
que l'on a i t

^^(X^hY^

On peut, à l 'aide d'une quadrature, ramener la même équation à la
suivante

^=:P(X)Y-
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et, à l'aide de deux quadratures/à la suivante
/7V^ — YQWciii~~ '

Ces diverses formes mettent en évidence des cas d'intégration.
Pour terminer, il nous reste à examiner le cas où la fonction

y''== F[y, C^)] n'admet qu 'un point singulier a. La transformation

le re|ette à l ' infini . Nous disposons encore de la substitution
;s =-:::: AY-h B, . r==îp(X).

Laissons d'abord x == X, et développons l'équation en Y

A dTY dk .,.r <^B r A v , ïi / \i.^^+^^.,+^=p[AY^B,(^)]

^p(B)+^AY^^A-P+...

:= Co-t- CiY -h C^-h 63 Y3-h...;

p représente une fonction holomorphe de z == AY-i-B ; p^B), p^B), '..
ses dérivées par rapport à z où l'on fai t z ==,,B. Déterminons B de façon
à annuler le coefficient Ça de Y2 ; il faut pour cela que

p ^ ( B ) = o .

Ceci exige que p" ne soit pas indépendant de z (l'équation serait alors
une équation de Riccati), et aussi que p" ne soit pas égal à e^, g étant
une fonction holomorphe de s. Si cette circonstance se présente,
on dispose de B de façon que ̂  soit égal à une constante donnée,
ce qui exige que

ff-y
p^2 "-^

ou encore que
^-4-^2
" — — ^ î w ^

0

|^--/=ô.
o

Afin. de l ' É c . Normale. 39 Série- Tome IX.—- AVRIL 1892. ï6
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II n'y a d'exception que si •— •^===5^ c^ ne dépendant que de ^>. Si

^ n'est pas nul , g'== ^L(mz 4- /?•); mais, par hypothèse, ^ est holo-
morphe. Le seul cas exceptionnel est donc celui où S, est nul . Nous le
traiterons dans un instant. Dans le cas général, une fois B calculé, on
assujettit A à la condi t ion que le rapport des coefficients de Y ^ e t Y 7 ,

fî Y"dans le développement de -r-? soit égal à l 'uni té . Quand l 'équation
en t = z •— B n'est pas de la forme

t' •=-.: ml 4- n€\

la valeur de A se calcule sans quad ra tu re , en p renan t ï et / diHereiits
de i. La réduction s'achève dès lors sans diff iculté en égalant à X le
rapport des coefficients de V, Y77, à moins que tous ces rapports ne
soient constants.

Revenons au cas où l 'équat ion en z s'écrit
dz .
— z= m -4- fi s -1- pe'^'dx l

[c'est le cas où o^ == g^Ç z)=a\. On f a i t
t
F

il v ient alors
dt ,
-, = c/o + ai £ •+• clé1.

On pose ensuite
/ = Y ̂  B,

et on assujettit B à la condit ion

par suite

d! ^,.
e^d^ '

d\
^="(^^^hl)o);

on fait alors D(, == X, à moins que D^ ne soit constant. Si, d, = o, B ne
peut se calculer a insi , mais l 'équat ion

dt
^^d^dé

se ramène à une équation linéaire en posant u == e^
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En définitive, soit
g.=F[y,(.)]

une équation du premier ordre, où F représente une fonction analy-
tique quelconque dey et x. Nous venons d ' indiquer une méthode
pour ramener, à l 'aide d 'une subs t i t u t i on (2), cette équation à des
formes canoniques , c'est-à-dire à des formes dont un nombre l imité
seulement appar t iennent à la même classa.

Les seules équations qui- ne soient pas susceptibles d 'une telle ré-
duction sont celles qui admettent un groupe continu de substitu-
tions (2). Ces dernières correspondent toutes, par une transforma"
tion (^), à des équations à coefficients constants. La seule équation
de Riccati mise à part, elles se ramènent, sans quadratures , à l 'une
des formes

^ = M ( X ) N ( Y ) ,

^/Y
dX^ = A Y ^ B Y -

et, par suite, s ' intègrent à l 'aide de deux quadratures (1) .

6. Nous allons appl iquer main tenan t ces propriétés de la transfor-
mation (a) à la recherche des cas où l ' intégrale de l ' équa t ion

r , \ ^ _ D | ^ /^vi^1 '^^)](0 ^"-^Ly^-^J-Q^^^

ne prend que n valeurs autour des points cri t iques mobiles.
Quelle modificat ion apporte dans l'intégrale la substi tut ion

'" ^fê^ -0(-)?

(1) La même méthode s'applique à la recherche dos équations d'ordre supérieur qu'ad-
mettent un groupe continu de transformations de la forme y == '-l—-^ ,r_ c(^i), le

h:)\ -{- A'i
groupe dépendant d'une ou plusieurs constantes arbitraires. Mais c'est là un point que je
me réserve de développer ailleurs.
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L'intégrale est définie par une relation

F (y, ^)=J/^4-y(^l)Jro~ l-^-y(/,-2)J?-2+...•4-yly+yo
(3) . =J^(a^y,+P^OJ///-î+...

f + y^'-+-... -h (aiy,4- Pi)j + ̂ -4- (3o== o,

Y^ vérifiant Inéquation
^ ' ^ M y ^ + N y + P .<2t^'

Après la substitution, elle devient

(Àyi+ ̂ i)"+ (^-i7.+ (^-i) (^Ji"+- Ai)^1 (A-ji + A-i) -r...
-+• 7/(^7i+ Ai)^/^^ A-i)^+...+ (aoy,+ (3o) (/.,yi+ Â-i)"= o,

ou encore
.rï -+- é^-D.rr1 + • " • + À^jl + - • • +• giy^ + é'o = °.

les ̂  étant des fonctions de x ^ . On voit que gi se calcule en fonction
de y; par les formules

A.y/-hB , ,
^=A7y7+-B.' ^--=<P(^.);

par exemple, si i= o,

<. - ̂  ±^-11^11!^ "tl- • ±^1/^1 ± 7<» ( ̂ ^^•-1 î ^ï""1 '̂l -(" ^.«..-.^ï^ ̂  "!••• . . . 4- ̂  )^<1) - 7^ 4- p^^, A/. -Ï7. +7: ^ 4, p r̂i ̂ ^^^•j^^^^ ,

quand on remplace x par ç(^ )•
Ceci étant, on peut disposer de la subst i tut ion (2) soit pour s impl i -

fier l'équation ( ï ) , soit pour simplifier a priori la forme de l'équa-
tion (3). La remarque suivante permet d ' introduire des substitu-
tions (2) qui. contribuent en même temps à ce double résultat.

Pour fixer les idées, faisons i^. o dans l'équation (3). Elle devient

y1 + (a^7o"4- P/^O.y^-h (a/^yo^ ̂ ^y^^r ... +(aiy,, ̂  (3i)j + yo1:1:::-: o,

avec
y o ^ M y ^ + N y o + P ,

ou encore
. ~^£ht1il(̂70 ""/i(^)+C9i(^)

(G désigne une constante).
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Admettons que le dénominateur Q de (i) ait une racine r = o
d'ordre A : quand une valeury d'une intégrale s'annule, 1 autres va-
leurs de la même intégrale s'annulent en même temps. Si donc, pour
x == .T^, Yo s'annule,

., ̂  ^__ ,A^o ) ^C9 ( ^o ) .
/(U^O/ — ~7"-——-———7^——;——-- == 0,yl(• ' ro)-+-^?l(^o)

Ti, Ya, . . . • » ^ s'annulent par le f a i t même, c'est-à-dire que ^(^-o),
^(.x'o), . . . , P),(^o) sont ïm^ q110^ (îue ^it ^o» donc nuls identique-
ment. On voit aussitôt que ceci subsiste dans le cas par t icul ier ou ^
ne dépend pas de C.

De m.ême, quand Q a une racine infinie d'ordre'Â (autrement dit
quand le degré de Q est inférieur de À + 2 unités au degré de P), les
coefficients a/^^ a,,,,, ..., a^ sont nuls : y,^, -y^,, ...,7^ sont
indépendants de la constante d' intégration.

Plus généralement, soit y == a une racine d'ordre \ de Q. Écrivons
l'équation (3) ainsi

y 1 1 + p .̂r-1 + p,/,-^-2 +.. .
-+- PiJ + yo(^,-iy^1 + ̂ /^ay"-2^-... 4- ̂ y 4- ï) ̂  H(y) + 7oK(j) = o.

La racine y == a doit être racine d'ordre (À + î) de cette équation,
quel que soit 7^. Il faut et il, suff i t pour cela que

li^ ~ Iï/^ _ •Iî//(^) -- -- .H)L(^)
K(a) ~ ^ { a ) ̂  ¥^{a) -"—— ̂ ^

W(a\ K^(a) désignant des dérivées d ' indice i de H et K p a r rapport
à y, où l'on fait y =.= a.

Ces remarques faites, voici comment il convient d'employer la sub-
stitution (2).

On commence par rendre respectivement infinie et nul le les deux
racines de Q d ' indice le plus élevé. On dispose encore de la transfor-
mation

y=AY, ^=:y(X).

Si l'équation (i) est une équation donnée, on se sert de cette transfor-
mation pour la ramener à sa forme la plus simple, par exemple à l'une
des formes canoniques étudiées plus haut. S'il s'agit, au contraire, de
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déterminer tontes les équations ( î ) dont le coefficient différent ie l est
de degré donné et dont l 'intégrale générale est définie par une équa-
tion (3), on peut diriger le calcul de la même manière, ou encore se
servir de la subst i tut ion pour simplif ier cette équation (3). Q ue lque
soit le procédé adopté, on obtient des conditions où ne figurent que
des invariants de (î) . Il suffit de remplacer ces invariants p a r l e u r s
valeurs en fonction des coefficients d 'une équation quelconque de la
classe, pour avoir les condi t ions auxquel les doit satisfaire l 'équation
cherchée la plus générale.

Quand le dénominateur Q de R, dans (i), n'a qu 'une racine, on la
rejette d'abord à l ' in f in i . On dispose ensui te de la subs t i tu t ion

j ^ A Y + B , ^ = 9 ( X )

pour simplifier, suivant les cas, les équat ions (î) ou (3).
Nous allons appl iquer ces procédés généraux de calcul à plusieurs

exemples particuliers.

7. Reprenons, en premier lieu, l'étude des équations

^ l̂(î) y=ri[7,(^)] ^ûTy.(^):15

dont l'intégrale générale ne prend que deux valeurs autour des points
critiques mobiles.

L'intégrale s'écrit
^^(ayo+^-hyo^o,

et l 'équation (î), qu i lu i correspond, a son coefficient di f férent ie l de
degré v == 4 ou v =•= 3.

Soit d'abord v ==: 4- Le dénominateur Q a ses deux racines distinctes ;
car si y == ce est racine double de Q, trois valeurs d'une intégrale par-
ticulière deviennent égales ensemble à a, ce qu i est impossible dans
le cas actuel. D'une manière générale, quand l'intégrale d'une équa-
tion (î) ne prend que n valeurs autour des points critiques mobiles, l'ordre
de multiplicité des racines de Q est au plus égal an — t.

Ramenons donc d'abord l 'équation (ï) à la forme

(iy y'—^^ZlltJ1^.:^^
~ ' ^ y
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l ' intégrale vérifie alors l'équation

y 2 — 7 = 0
avec

y^M-^-hNy-i-P,

c'est-à-dire que l 'équation (s ) 7 doit coïncider avec la suivante

9.yy'=: Mj^ "+• Ny2 4- P.

Cette équat ion, ramenée à la forme canonique de seconde espèce,
devient

d! - À(x)œ:f"XYâ±^)
clX "~ "" """" Y~ ~ '

Pour qu'une équation (s) (v=:4) soit de la classe considérée, il
faut et il suff î t que , dans sa forme réduite

<fY A ( X ) ( Y^J:, Y^ X:Y2 -4" J,, Y -+- r )
dÏ= "<"111~ "" ' "~" Y—~-—^^^^^^^^^^^ "^

les invariants .li et ,13 soient nuls. Signalons le cas part icul ier oii le
coefficient ,L de Y2 serait indépendant de ;r; l 'équation correspon-
dante

dv ̂  ̂ ^ l̂̂ 0!̂
dx ̂  """ Y

s'intègre par deux quadratures.
Passons aux équations v == 3. On ramené d'abord Péquation consi-

dérée à la suivante
y,.-.,, ̂ y$ ̂  ̂ yï ̂  ^^y ^ ̂ ^

et son intégrale s'écrit
y2-!- aj •4- yo^= o.

Posons
<y.

l'intégrale prend la forme
y2 =: y^ i

avec
-/LL-My^-Ny-^ P.
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L'équation en z s'écrit donc

2^==M^-l-N-c2-^-P,

et pour que v =3, il faut que le second membre soit divisible par z
(donc que P soit nul), ou encore que M soit nul : le second cas se
ramène au premier en changeant z en ^ et l'équation étudiée est de
l'espèce

^=:A^+B^,

équation que nous avons déjà signalée et qui s'intègre par deux qua-
dratures. Dans la forme canonique

dj_
dX.

=Y ; Î+J,

qui lui correspond,
=0.

8. Voici donc traité, bien aisément, un exemple qui n'était pas
exempt de difficulté avant l 'introduction de la substitution (2). Abor-
dons maintenant l'étude plus compliquée des équations (i) dont l ' in-
tégrale générale ne prend que trois valeurs autour des points critiques
mobiles.

Le degré v du coefficient différentiel de (ï) peut être alors égal à 3,
4, 5 ou 6. Considérons, en premier l ieu, le cas où v == 6, les quatre
racines du dénominateur Q étant dist inctes.

Réduisons d'abord l'équation à la forme

( a ) y^ ̂ ^^t^Ï^^y ( y — 1 ) (j-"-^)
L'intégrale s'écrira

y3 4- Ay2 — îîyy — y = o
OU

y3 4- Ay2 — îîyy — y = o

^-^^LAz!f^ BJ+T

y^M/^Ny+P
avec

(y dépend toujours de la constante d'intégration, sinon y ne renfer-
merait pas de constante).
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Les fonct ions A(.'r), B(.r) sont liées, de plus, par l 'égali té

A B + a ( A . + B ) + 3 = = = o ,

qui expr ime que Y -=- ï est racine de Q. L'équation en y do i t co ïnc ider
avec la s u i v a n t e :

1 -î B y ( y --1 ) [y - ̂ } / =•= M .r" 4- a MA ̂  + r4 ( MA2 4- NB -4- W )
( 3 ) , ..;„ ^ [̂ T (AB 4- î ) + Air- BA / ]

( 4- y2 (NA 4- PI'î'2— A/) 4- ^PBj 4- P.

D'où l'on conclu t sans peine

( A:-^, B = ^ > M = ^ P=^,
] 30,; 3<f/o a

( 4 ) <
J . / <r/;,r/i \ Oi fo^d', a^a.\ a\ a\
\ \ ̂  a<j «o ^ "" ^o \ 9- ̂ (i 3 '^ ^o / ^ ̂  ̂ ii ^ ̂ jî '

avec les conditions

' ;̂i ^i
| rtfi w " ^u?

( 0 . 1 . 0 1 , (a- r / t \..ji-1 ^4 ^ 4-.J. 4, j 3^:0
; ^(i^O \^i ^O/

1 <;/ / ci^ a^ \ (\ a. ï / r/4 a;, «3 r/1 \ a \ a \
)'dx v ^^o / " ^o \ ^o ^o y 4^;î 4^r

^ / 3 f/2 1\ / a-, 3ao\ / d\ ^ l^4^ / (7l 2^(;\ / ^î ^2Û f l ^] -^ „ -.:: a ̂ 3 4-. ~— + —- -—~ ~1- —— + —- 4- — 7— — ——
dx \^ a^ a/ \a^r» ^1 / \4^i; ^o /' \a^ ^3 j \ 4^o ^o y

Les coeff ic ients a^ a de l 'équat ion (2) sont des invar iants de l 'équa-
tion la plus générale de la classe. Nous avons ainsi les (v — 2)-= 4
condit ions auxquel les doivent satisfaire les invariants de l'équa-
tion (r) ( v = 6 ) pour que son intégrale ne prenne que trois valeurs
autour des points cri t iques mobiles . Quand ces condit ions sont réali-
sées, l 'équation se ramène par la transformation

à l 'équation

_ y3 4"" A. y2
y ._ ̂ ^ .̂

/^My^N^-P,
Ann.dff l 'Rc . Norînti.la. 3^ Série. Tome IX. — AVRIL 1892.
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A, B, M, N, P s 'expr imant en fonction des invariants de ( i ) par les for-
mules (4)"

Si l'on veut ramener l 'équation (2) à une forme canonique de se-
conde espèce, i l convient de dist inguer plusieurs cas.

Quand la q u a t r i è m e racine a de Q dépend de x, on pose

X=a(.z1),

et l'équation devient

^ -^ r ̂  ̂ ±jbJl^l^^ —+ J 'Y """t~ fL) •
dK'" { ) Y ( Y - ï ) ( Y - X )

les J vér i f ien t les relations obtenues en remplaçant dans les équa-
/ ^ ,,,. / r , T \ <^7/ (^(GJ/)t ions (:)) a par X, a, par (bJ^) , •^ par —^y— •

Si a est une constante, les conditions (5) nous montrent que A et B
sont constants.

L'équation (2) peut alors s'écrire

dy _ b ( y" -I- c". r15 "+- b'. T" + . . . -h ^3 .Y42 •+• ^i ̂ ^J^^L! •
^ "~ .y (..:)" — i ) ( y — oc J

les b sont des fonctions de ,T, et a, c,, c^ des constantes qu i vér i f ient
les relations

c^aci, c. Ci 4- 4(^î +• ^i) + î^=o.

Les deux autres relations (5) deviennent

îî/^ 4 ,
c,a^———— =-^,,

^ 1 ^ 3 , <-!

'T' f

a a b^ ' . 4 /
_———,L.., 4-c 1 6 o-^ — ^ 2 -
^i^ , . ^
""""T <r' *zi

Si Z>o n'est pas constant, on pose &o(^) ̂  X; si A() est constant , on
pose &2(.'x?) === X; enf in , si b^ et ^ sont constants, b^ et &/. le sont
également et l 'équation est de la même classe qu 'une équation à coef-
ficients constants .

Examinons maintenant les équations v == 6, telles que Q ait des
racines mult iples : l'ordre de mult ipl ici té ne peut dépasser 2. Suppo-
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sons d'abord que Q ait une seule racine double, et ramenons l'équa-
tion à la forme

/ ^ — <fyfiyG "•)- ^s.^ + • • • ~^~ ^1 y "4~ ̂
( 2 ) 'dx ~ ' J ( r - i )

L'intégrale satisfait à la relation
y3^_ A.j2— y -== o

avec
" / ^ M y ^ + N y + P ;

de plus, B vérifie la condition
3-4-2 iA=-=o ou A=:—i,

qui exprime que y = i est racine de Q; on peut donc poser

y^^—Sy2 ,

et l 'équation (2)' doit coïncider avec la suivante

(3) ' 6j(y — i)y== ^Mj'5— i^My^ QM^4-!-- aNy'5-- SNy2^- P,

ce qui exige qu'on ait
(M:A

(4•) / ) N = 3 a 3 ,
[ P =:6ao

avec les conditions
(S/ a;,=:—3^6=—ta4, 303-4-203== o, ^=0.

Quand ces dernières conditions sont remplies, l 'équation se ramené
par la transformation
- »t 0 *>y =2./"— ̂ r
à l'équation

y ̂  M y2 -h N y 4- P.

Supposons enfin que Q ait deux racines doubles. Ramenons l'équa-
tion à la forme

aoy6^. . .+c7iy4- ^o
y " •————-?——~1'1~ '
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L'intégrale est donnée par la formule

j3 -~ 7 =: °

y^ M •^N7-4-P.

L'équa t ion considérée est donc de la forme

j'y = ̂ j» + <^ -+- a,.

Nous avons énuméré ainsi toutes les équat ions q u i répondent à la
quest ion et pour lesquelles v == 6. Soit m a i n t e n a n t v =— 5 : si les trois
racines de Q sont d i s t i n c t e s , on peu t écrire a ins i l ' équat ion d o n n é e

,. , ih y''' -t- ̂  .r4 -+-.. • 4- h, y + ^oi (j ) y —— —————————————————————-..„.„.,-—..„-.,„„...,,„..„„.„„,„.,„ .

• y (j-o
Son intégrale s a t i s f a i t à la relation '

yîî -(- A y2

7 = "'i7:rr
avec la condition

AB ~ t -3 (Â+ 1:0 +3=o.

L'équat ion (G) do i t donc coïncider avec l ' équa t ion (3) calculée précé-
demment, ce qui ne peut avoir l ieu que si ( y — a) est en (acteur dans
les deux membres de (3 )< S'il en est a in s i , on a

0,;=: b^
a^b^-^b^
a,^ b.^— y.b^
* ' * • ' * • • • • • • ?
^ i ' = ^ u — y.b^
^=-apo,

et les coefficients 0, satisfont aux relations (5). La première donne

a:, _ ^i
^(î ' ' ̂ 0

c'est-à-dire
/ ^ i \ b,

OC 1 + •.- :̂: Ï + — .
V /^/ ^
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.En remplaçant dans les trois dernières a et les cii par leurs valeurs
en fonct ion des bj, on a les trois condi t ions nécessaires et suffisantes
auxquel les sont assujettis les coefficients inmriants de (6) pour que
l ' in tégrale soit de la forme vou lue . Je me dispense d'écrire ces condi-
t i o n s , qui, sont sans intérêt. Deux de ces condi t ions sont d'espèce dif-
fé ren t i e l l e , et renferment l 'une la dérivée de

I+^̂
a== ——•—-?

, 4 ^ 1
^

l ' a u t r e la dérivée de
^1 a^ __ ^O ^îî ( ̂ 0 •̂i -+- ^1 ^4 )

<^ a G """" ( ÔQ + ̂ i ) ( ̂ a 4- ^4 )

Quand ces condi t ions sont remplies, l ' équat ion (6) se ramené à
l 'équat ion

^My^Ny+P,
par la t ransformat ion

r:î+A.^By^
les A, B, M, N, P sont donnés par les formules (6) à l 'aide des a / , a,
par suite en foncl ' ion des B/.

Une remarque impor tante est la s u i v a n t e : un calcul pén ib l e véri-
f i e ra i t que y === a est une in tégra le de (6); donc

, _ ^+A,
y __ |f ̂ -7

est u n e intégrale de l 'équat ion de K,iccat i , et cette équation s'intègre
par quadratures . Mais ceci est évident ci priori : nous faisons

y=/(y,.r)

dans l ' équat ion de Riccati ; elle devien t

^/y^^ ^ + M/^4- N/ + p.
à y <)x v '

Pour que
yi^/O'i^')
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soifc une intégrale, il faut et il suffit que l 'équation précédente soi t
vérifiée quand on y fa i t j==j^; or y == a annu le à la fois — et le
second membre de cette équat ion; donc

y^/^-^)
est une intégrale de l 'équation de Riccati. C'est là d'ailleurs un fa i t
que nous démontrerons tout à l'heure d'une manière générale. Nous
l'avons rencontré déjà dans le cas particulier où n = 2, v == 3.

Admettons maintenant que, v restant égal à 5, Q ait une racine
double. L'équation peut s'écrire

— ̂ yl^^ + - • • + ^>_ „ .-̂ .,.,_,..,,,_,..,..,̂  ^(6)' /

FintéOTale doit être de la forme

y=y^ (y -hA) .

Nous pourrons toujours changer y en — jAy et poser

yrr=j2(2J-3).

Si l'on se reporte aux calculs faits pour le cas de v == 6y on voit que
l'équation (6)' doit coïncider avec l 'équation (3)', ce qui exige que
(y — i) soit en facteur dans le second membre de (3)' et qu'on ait

06=: &8,

a^b,,—b^
^=63—^,,

a^=bo—bi,
ao =— b^

Aux conditions (5y correspondent alors les conditions

bi, == ~- a ôg, ! b^ —, 6g == —y- — i b^ b^ = b^4 4

Quand elles sont remplies, la transformation

y ==.^(27-3)
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ramène l 'équation (6)' à l'équation de Riccati

y^^y^s^-^y-ô^.

L'équation (6y admet l 'intégrale y == i, et l 'équation en (7) admet
l'intégrale y = — T .

Si "̂  n'est pas une constante, l'équation (6)'se trouve ramenée elle-
même à u n e f o r m e q u ' o n peut regarder comme une forme canonique de
seconde espèce. Il suffi t de poser

^^v
T- — x ^^o

et l 'équation devient
dY 'Bf) ( x ) ( t^J^^ .. ••+• XY5 )^ . ^ . _ , „ ^

Les J^, po, X sont des invariants liés par les relations

•X _ 3X.
"7" .? ^ 2 ""•::: 7"4 4

..- „„,. .«. ,/». -B- «.̂  /Y

,J4=:——2A,, J;t=:-y, ,J2==-y-—-2.

Si •̂  est constant, l 'équation se ramène à une équat ion dont le?
coefficients sont constants.

Le cas où v == 4 se trai te sans plus de diff icul té , en exprimant que
les deux membres de l 'équation (4) contiennent à la fois en facteur
y —• i et y — -.r? et en ramenant ensui te l 'équation à une forme cano-
nique par une subst i tu t ion

y==aY,

,^=œ(X).

On connaî t alors, en général, deux intégrales particulières de l 'équa-
tion (ï), qu i , toutefois, peuvent se confondre dans certains cas. Mais
je n ' insiste pas davantage, pour ne pas m u l t i p l i e r les calculs, sur cette
classe d'équations que nous étudierons tout à Plieure d 'une autre
façon, et je passe, pour terminer cette discussion, au cas où v serait
égal à 3. •
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Nous ramenons d'abord Inéquation à la forme

y' •= Co 4- 3 Ci y 4- 3 C^r2 + C,r\

Son intégrale s'écrit
^ 4- A y" -h ( B - C y )j + y r= o,

et nous pouvons toujours nous servir de la substitution

y=zhy,^h^

de façon que cette dernière équation devienne

. — ^1:"L^/ -""- {^^~\/ """"" (J"^^:'73

et en posant C< (*z*) ^^ X, on aura
.„_. y'+.r
^"XyTT

avec
/ r^My^Ny+P.

Ceci suppose, toutefois, B différent de zéro et C^ fonct ion de x. Dans
le cas où ces conditions ne seraient pas réalisées, on donnerai t à y
l 'une des expressions

y :;•=: —:—— ou y "= —1 f^î. f CoJ-r-.

^ désignant une constante.
Prenons d'abord le cas où, l'on a

7'3 4- yy^xTTî5

et exprimons que l'équation

y^^My^l-Ny+P

coïncide avec l 'équation (i) donnée quand on y remplace y par cette
valeur. Il faudra exprimer qu'un polynôme du sixième degré est divi-
sible par un polynôme du troisième : d'ou trois équations l inéaires en
M, N, P, dont les coefficients dépendent de X- Ces équations né peuvent
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être indéterminées; sinon on pourrai t 'd isposer arbitrairement de l'in-
var iant u n i q u e J de l 'équat ion, et toutes les équat ions

Y^Y^+JCX),

par exemple, au ra i en t leur intégrale de la forme cherchée, quelle que
fût la fonction J (X) . Il en résulte qu'une seule valeur de M, N, P satis-
fa i t aux condi t ions précédentes; il n'existe donc qu 'une équation (ï)
d i s t i nc t e qu i soit de l'espèce cherchée, au t rement dit toutes les équa-
tions qu i répondent à la question se déduisent de l 'une d'entre elles
par u n e s u b s t i t u t i o n

//Y-I-//,! ..,,,y-^.^ —?(x.)
qu 'on délennine par des opérat ions l inéaires .

Pour ce qui est des cas où 'y est de la forme
r:t .„-„ y'''-i-i

7 "".}•+ ' ' y ""'" ^y4" ï 7

on v o i t auss i tô t qu ' i l s correspondent à une équa t ion ( ï ) de l'espèce

y' -^ N ( x ) ( y^ "h ^o./2 + ^o .y H- ̂  ),

a,,, & ( > , c^ é tan t des constantes.
Si donc l ' équa t ion (r.) (v -== 3) n'est pas de la classe d'une équat ion

à coefficients constants , il su f f i t , p o u r v o i r si elle fait partie des équa-
tions cherchées, de reconnaî t re si elle se ramène à une de ces équa-
t i ons par t i cu l iè res , par exemple à l 'équat ion

y/-.^, .̂......,..,..,...̂ Lr,:::,̂
' ,z'[aj(^' • ~ a) -4- 3j

dont l ' in tégrale générale esl donnée par l'égalité

(.ry-4- , r ) (.y — r ) 2 [(^ — a).y 4- i]-^ const.

Ceci nous montre que ("r) s'intègre alors algébriquement, ce qui
était à prévoir, pu i squ 'on connaî t trois intégrales part iculières de
l 'équat ion. Ces trois intégrales ne sont pas distinctes quand (ï) est
de la classe d 'une équation à coefficients constants; on reconnaît

Ann. de l'Ac. Normale. 3e Série. Tome Ï X . — MAI 189». l8
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algébriquement si l'intégrale d'une telle équation

————^ __ == N (^) ̂  = rfX,
7ti-haoy"-+-/^J'+c-o

est une fonction à trois valeurs de X, et l 'équation s'intègre alors par
une quadrature.

On serait arrivé aux mêmes conclusions en se servant de la forme
rédui te

Y^Y^KX)

de l'équation (i). En identifiant cette équation avec celle qu i se d é d u i t
de l 'équation de Riccati par la substitution

y=: yl^^z^B^,7 -^^—•- .

on trouve, si l'on él imine M, N, P, A, B, G, que J vérifie la rda l ion

/ , JT P 18 r ( '^\^(a) ^^^^^ .

Une équation de cette forme déf ini t ; , comme nous. le savons, les inva-
riants J d 'une même classe d'équations (î) (v == 3). El le s ' intègre sans
difficulté ainsi que l 'équation en y correspondante. Si l 'on r a m e n a i s
par une subs t i tu t ion

Y=aYi, X=9(X,)

l 'équat ion à la forme canonique de seconde espèce

^i -" A r x \ I v ' ^ ^1 Y î» r \-j-—— — A (, A î ; 1 ï ^ — —j~ ï î + 1 ),
a Ai \ .) ]

on trouverai t
^ ï MX,=^^

et
2 //'Y

A ^ ] 3 a IA .j:\ —— .9 --—.---.
,aX,i

par suite, d'après Ça),

1 ^JLxV9» A •^\
A " ^^^ 3^)'
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L'équation cherchée est donc

^^____^_ ^-^Y-^
d^~- i /o ' 4 ^\^ 3 Y • + ï ; •,X^-^X^

Elle s'intègre algébriquement.
T/3

Cette réduction n'est impossible que si — est égal à une constante k,
c'est-à-dire si l 'équation se ramené à une équation à coefficients con-

•r/3
stants. Cette constante doit être telle que — == k satisfasse à l'équa-

2 f

t ien (a); il faut pour cela et il suffit que k soit égal à -^y

S). Nous avons di t tout à l 'heure que, chaque fois quev n'était pas
égal à 2/?,, on connaissa i t sans intégration au moins une intégrale de
l 'équat ion (i) et par suite de l 'équation de Riccati à laquel le elle se-
ramène. Le fait, comme nous l 'avons remarqué dans l'exemple v === 5,
n === 3, est une conséquence même de la marche du calcul. Voici com-
ment on peut le démontrer directement.

L' intégrale de (i) est donnée par une égalité

/ ^ .r" •+• ̂ /-i y^1 ̂  - • -l"a^ —,/ — îL^A1.w ^—^^.^^^^^^—— ^y-.. j,^^

Y vérifie une équation
(?) y ^ M y ^ + N y + P ,

où nous pouvons toujours supposer M^o, sinon on changerai t y en
-T-, et y se changerait en ̂  Dans ces conditions, l 'équation (py, trans-
formée de ([3) par la substitution (a)

(py P(y,^)y:=Q(.r^),
a son second, membre de degré 2^, et l'ordre de son coefficient diffé-
rentiel, ne peut s'abaisser que si P et Q renferment au moins un fac-
teur commun, ( y — c)'1. D'autre part, si ce facteur figure dans P à la
puissance r, (r-+-1) valeurs de y deviennent égales à a, pour la valeur
correspondante de y. Donnons à x une valeur quelconque; l 'inté-
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grale de (i) qu i prend pour x la valeur c(ûc) n 'admet ce poin t x que
comme point de ramif icat ion d'ordre r — y + i , c'est-à-dire que les
Çr y 4- i ) branches de cette intégrale consti tuent toutes les fonc-
t ions de x qui satisfont à l 'équation ( î ) et prennent en x la va l eu r c.
Mais, d'autre part, l 'équation (a) déf in i t ( r -4 - î ) fonct ions de x q u i
jouissent de ces propriétés; ces (r 4- i ) fonctions coïncident donc avec
les ( r— q 4- .r) précédentes; autrement d i t , l ' équa t ion (a) se décom-
pose. Mais, par hypothèse, l 'équation (a) est i r réduct ib le , c'est-à-dire
qu'elle ne se décompose que pour des valeurs except ionne l les de la
constante C. Donc y(c) correspond à une va leur invar iable de G quand
x varie;

y ~" c

est donc une in tégrale de ( i ) ;

-„.., cn "4" ^//--i c r ' i l " ' l " i "4"" • • •1 '4"" ^1.€
/ '~" ^^-^^rT1:^^1'1'';^ .,^„1111^117:•1111:1^1 ^ '

est une intégrale de (p) (r). < ; . Q. D.
Donc chaque fois que v ne sera pas é^'al à 2/A, l ' équa t ion ( i ) s ' inté-

grera par quadratures. On connaîtra même en général p lus ieurs i n t é -
grales de l 'équation de RiccatL Cherchons d'abord à d i s t inguer les cas
ou l'on n'en connaî t ra qu 'une seule*

Nous pouvons toujours admettre que cette in tégra le s o i t y = ^ o
[sinon on changerait y en y-+-yo(^)'| et que y :== oo ne soi t pas une
intégrale; dans ces conditions, y dépend toujours de la constante C, et
nous avons

y ^ Y ' 1 +"^.-1 y1""1 -+" . . . 4- a^1 ''""̂ ^
y ^ M ^ + N y ( M ' ^ o ) .

En formant l 'équation en j, on voit aussi tôt que le coefficient de y
(de degré 2n — 2 au plus) contient en facteur jA"-1, tandis que le se-
cond membre de l'équation est divisible par y\ Donc, si les deux

(Q On peut rattacher cette proposition au théorème déjà connu (rEuler : On obtient
une intégrale d'une équation du premier ordre en annulant son facteur intégrant. Voir
le Mémoire de M. Darboux Sw les ér/uatiow digèrent le Ues du premier ordre {Bulletin
de.v Science!? mathématique.^ 1873).
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membres n'ont pas d'autres facteurs coirmnins, on a
.->, //, „ ), -^ f -;= y

ou encore
1 •::::•: ^ //, -h 1 ---" ^.

Comme "X est au plus égal à n, ce cas ne peu t se présenter que si n est
i n f é r i e u r ou au plus égal à v --- s .

Passons aux équations ( ï ) pour lesquel les on connaî t seulement
deux intégrales part icul ières . Nous pouvons admettre que ces deux
intégrales soient

•y '= o, y = w.

Si ces intégrales correspondent à deux valeurs de la constante G, y dé-
pend de G, et l'on a

_ y ' 1 -r- a^^y'1-1 41". . • -1- a^^y "-••" f^^yf' ,^... ...̂  ï

(p<i'n — 1), avec 7- === N.
Si ces intégrales correspondent à la même valeur de G, on peut

poser
„.,.., .y" •+- ̂ .-•iV""1 -+- • - • -+" ^o

^- ^^yp^^^^^

a v e c y ; = = N Y , ^ - P , (^</^-- - r ) .
Dans les deux cas, on trouve

•y ~:z: îi + p — ̂  + y.

Toutes les équations qui n 'appart iennent pas aux mêmes classes
que/ ces équations que nous venons d 'énurnérer s'intègrent algébri-
quement . D'une manière générale, si y = ^•(^-î) (ist une intégrale
m u l t i p l e d'ordre } ,̂ on a

•y :=:= 2n -1i-- ;S(Àr— Q;

cette égalité est analogue à celle qu'a donnée M. Darbouxpour les in -
tégrales algébriques.

Appliquons rapidement ces remarques à l 'exemple v === 4» y i ^ ^ '
On connaîtra en général deux intégrales de l 'équation (i), soitj == o,
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y == co. Si ces intégrales correspondent à deux valeurs de G, on a

y^r+A^ / _ ^ .
^By+T"-^ y -^

donc
^ + ̂ .^ _ "z74:.̂  -„ N "
7 7 -+- A" By 4-1 "

ou
y/ [ ̂  By2 ̂ . ( ̂  _;„ g )^ ̂  A ]

^ Ny(y 4- A) (I:V +1)4- W y { y 4- A) - A^Bj 4-1 ) .

Comme on dispose encore du changement de fonction y = = a y , , on
peut supposer AB == — i . D'autre par t , si l 'on prend comme forme
canonique des équations (v == 4) là forme suivante ^ •

^Y _ ,... Y , Y3 4- J., Y2 + J\, Y 4- Jo
.̂  — lt ( A J .——•—————-"——— ?

ax i,Y^4-Y- —
V - 21,;

( l ' un des J étant é^al à X), l'équation qui précède nous permet d'é-
crire aussitôt les conditions auxque l les sont assujettis ces invar iants
K, J.j, J , , Jo. Le cas où les deux intégrales y == o, y = œ correspondent
à la même valeur de C se traite aussi a isément .

Pour que les racines du dénominateur soient égales, il, f a u t que B
et A (liés par la condit ion AB == — i) soient constants; l 'équat ion se
ramène alors par une quadrature aux équations à. coefficients con-
stants. La quadrature qui reste à effectuer d o i t être algébrique.

On formerait de même, à l'aide des égalités

_ U y 4- î
y,̂ ,̂,,-,

/ ^ N y + P ,

les types des équat ions v === 4> ^==3 , pour lesquelles les deux inté-
grales connues se confondent.

10. Je n'insiste pas davantage sur ces applications par t icul ières .
Elles suffisent à montrer comment l ' introduction de la subst i tu t ion

/ y \ 7iri4" h^ . .
^ y~=Ty^-k^ ^--y(^)
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rend relativement faci les des calculs qui autrement seraient inextri-
cables.

Cette transformation rend d'ailleurs les mêmes services quand l'é-
quation ( r ) , au lieu d'être résolue par rapport à y, est de genre p
quelconque.

Cherchons à reconnaître si l ' intégrale de l 'équation

( i / ) F[j^(^)]=o

ne prend que n valeurs autour des points critiques mobiles, le genre rs
de la relation entre les constantes intégrales é tan t nu l .

L'intégrale s'écrit alors

I\(y, x)^ 4- I\,i (y, .r)y1-1 4-. . . •4- Po(y, ^) = o;

les P; sont des polynômes en y de degré m (si m est le degré de F
en y ) , et la fonction y est déf in ie par l 'équat ion

7^= M/M-. N74-P.

Le coefficient de la plus haute puissance de y ' dans F est de degré
v — 2m, quand on fai t sub i r à cette équation la t ransforma lion (3) la
plus générale, v est le de^ré du coefficient d i f î é r e n t i e l , par dé f in i t i on .
Si le coefficient a une racine in f in ie d'ordre a, I\ et I\_i ont a facteurs
communs en y- De même, si ce coeff icient a une racine nu l le d'ordre ^
PO et Pi on t p (acteurs communs. Quand les coefficients de y, y^-1,
y^2 admettent la racine y == o, les polynômes Pô, P^ P^,. • • admet-
tent-un facteur commun, etc.

Par exemple, si m' == 2 et n == 2, on peut toujours se servir de la
transformation. (3) pour rendre nulle et i n f i n i e deux racines d u coef-
ficient de y11. Dans ces condit ions, l ' intégrale s'écrira

^g^+^+y=o

ou bien
A 7 4 - B7r+y+^^

avec
y / = , M 7 ^ + N 7 + P.
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Cette forme de l'intégrale se prête à des calculs assez simples. On
peut se rendre compte, avec elle, de la na ture des équations les plus
générales de cetle espèce. Le degré de leur coefficient différentiel est
au plus égal à 8, c'est-à-dire que leur équation s'écrit

y^Lr, (^)]+-y ^Lr» (^)]+As[y, (^)]=o,

A,,, A C , Ag dés ignant des polynômes en y de degré 4. 6» ^-
Quand l ' équat ion (m'= 2, n = 2) est d'une forme plus simple, on

connaî t en général des intégrales particulières de l 'équation de Rie-
cati auxquel les on la ramène. Le ra i sonnement que nous avons em-
ployé au paragraphe précédent est, en effet , susceptible d/extension.
Toutefois, les choses se passent ici d 'une façon p lus compliquée, a
cause de la double na tu re des points cr i t iques de l 'équat ion (i),
points où dL est in f in ie , et points où ̂  est indéterminée. La recherche
de la l i m i t e infér ieure de n, au, delà de laquelle l 'équat ion de Biccati
s'intègre par quadratures, nécessite une discussion détaillée ( ^ ) qu i
nous entra înera i t trop loin. des équat ions ra t ionnel les en /, aux-
quelles nous bornerons ces a p p l i c a t i o n s .

(i) Voir à ce sujet une Note Sur l'intc^mîion a,lge'bri(pe de^ (^uatIoiiK da premier
ordre (Comptes rendue de l'Académie' dcf! Sciences, rniu 1891) , eL deux Notes Sur les in-
tégrales à n 'valeurs des équations du. premier ordre (Compter rendrn-, janvier et lévrier
189-2).

(A sawl'e.}


