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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

COMPLÉMENTS
A ,tA

DES
PAU M. L. S A U V A G E ,

PnOPKSSEUK A LA FACÏÎLTO DES 8(3ïr-;NŒS 1>'E M M'WKÎLU':.

L

i. Le ihéorerne fbndaroental <lo lailléorie <les formes hilhiéîdres ( ' i i i < " )
<-,isl le suivant :

Soient deux former bUi ficaire aux me/ne.'s 2^ 'wriable^ 1

f^^^^Wfi,
9 ::-r -S^ap^wypî

M /^ déterminant de la forme f n'est pas nul^ la nouvelle fonne

Frr^-4-9.

( 1 ) 'Voir la Théorie des dlçUcurx élémentaires dans lo» Annales de l'Écolo ^annale
supérieur G ; ï 89 ( *

^^/t. de l'Éc, Normale. 3* Série, Tome X. -— JA^VïfôK iSg.'L ^



je !^- SAUVA CxE.

où .? est une indéterminée, peul s'écrire

/.rp

F^^I:(^-^)(^)<,+(^)^:|.

/y _ ^¥, est l'un quelconque des p diçùeim élémentaires du détenninant
de la forme F. On a, en outre, par définition,

(^)^i-^o pour e-^ i,
(^ )<.= ̂ y],-i 4-" ^i ̂ -2 - i 1 - . . . -h £<..-.., i ̂ u ;

fc.ç ^ ,ço/î<î des fonctions linéaires, indépendantes et à coefficient cnn-
stanis de y^ y^ ..., r/,, et les T] sont des fonctions analo^^ de ,r.,
X^, . » ., ;2 .̂

Si les détemninants des formes /et y sont nu l s tous bt4 (hu^
mais ^i l'on peut trouver deux nombres m et /i tels (lue la ùmw
/*, ==m/4"^ç ait un déterminant différent de zéro» or'ï pourra ti[1»-
pl iquer kj\ et Sx çl.e théorfet'ne précédent.

Le seul cas où l'on ne sache donc pas réduire la forrr 'H» F c^t c ( * l u i mt
le1 déterminant de cette forme est ident iquement n u L C'est le cw ( j n e
nous allons ma in tenan t examiner.

Nous suivrons encore la marche indiquée par M, Darhoux dann sa
profonde analyse des formes quadratiquea (Journal de Malkémniif/tn^
pures et appliquées ; î 8 j 4 ).

. 2. Supposons donc que le dé terminant

oi^^^n * . . ^l/^•14"l^,i
B(.)= ......... ... .....^.

| a^S+ b,^ * . . ^m^^^nn

soit identiquement n u l , ou encore que tous1 les coeff ic ients du poly-
nôme B(^) soient idcntiqueme'ot nuls.

Plus généralement, supposons que tous le^ m i n e u r s de Bf^) soient
identiquement nuls jusqu'à ceux de l'ordre m exc lus ivement ,

Nous pourrons établir ̂  relations de la forme '

' ( ï) ' ! ClYr+-C2Yr l4111•11...4-C/,IIY/,=:o, !



COMPLÉMENTS A LA TiïÉOHÏE DES DIVÏSEURS lOXMKNTAÏl'ŒS. l i,

les C étant des fonctions rationnelles en .y, et les Y représentant les dé-
rivées partielles de F par rapport aux y. On a donc

Y/:= (^.y -h bu) Xi 4-.. . 4" {a,,iS 4- ^/n )^.

11 faudra que les C satisfassent iden t i c jue rnenfc aux re la t ions

Ci (rtn.s- -l"- /An) 4- . .. 4" C,/,̂ ,̂  + î^n) — o,

Ci {a^fî 4- b^ ) 4-. .. 4" Cn (<^A" 4- b^ „,).== o.

Ce système du premier dcîgré admet în' so lu t ions i n d é p e n d a n t e s en C i ,
C^, ,.., C^, et, par sui te , il y ci exactement rrs relations distincieH de la
forme (i).

L'étude de ces re l a l ions n o u s arrêtera un ccr(,!ms l(*inps.

3. 1.es q u a n t i t é s C qu^on v i e n t d 'ob ten i r soni , en général , des fonc-
t ions rat ionnel les en .y, de sorte que, si l 'on ordonne par r appor t a la
lettre ^, on aura, au l ieu des re la t ions ( i ) , des r e l a l i o n s en s de la
forme

( a ) ! SP ()(, — ̂ "1 [Ji -(" ^""iB<â IL — . . . ± 1.1,, ̂  o,

où les coefficients l.J(.p U^ . . . , Vp sont des f o n c t i o n s l inéa i r e s (Je Y, ,
Y , , . . . , Y,.

Considérons d'abord le cas ou l 'on au ra i t une rc î l a t ion de la fo rme

U — o,
ne renfermant pas s. Soit

IJ^ralYr-h'-. .4-a,/Y/,"=o.

Parmi les coefficients constants < % ^ , .. * , 0^, l 'un au moins n'est pas nul
Posons alors

ji"«iji»
y, ;:=<%/ v iy,;:= oî/Vi •4- 7^ (/11= 2, 3, ^ - , n)
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Nous aurons
à¥ à¥ â'F ,,—— =: ai -^— -4- . . . 4- a,^ -.— =: [J := o.<yi ^yi ày^

Ainsi, après le changement de variables, y\ aura disparu.
Supposons qu' i l en soit ainsi et que la forme F soit ramenée a

l'expression
-S(^ap*y -+" ^ap)''<-a./(^

où l'on suppose, par exemple, que le coeff ic ient dey, soif : i den t i que -
ment nul. On aura

^S(aai^+ b^xy:-:. o,

ou encore, séparément et s imultanément ,
Arf<%û(( Xy^'^ Oif

îb^x^o.

Le nombre des fonctions Y'étant alors moindre que n, i l faudra pour
qu'il en soit a ins i» que l'un des x soit, dans les deux fonct ions / et. o
à la fois, une fonct iondinéaire des autres x. En remplaçant cel: y jmr
cette combinaison dans la forme F, on voit qu'on aura f i na l emen t une
forme F' ne dépendant plus que do n — i variables *î*1 et n — î va-
riai) lesy.

Sans écarter le cas précédent de notre discussion, nous suppaseroris
que les ro relations distinctes de la forme (ï) renfe rment s et puissent
s'écrire
(3) L^^U;-^- lUi+^^2U^-...=;fcl]^-o ( /= : î , ^ . , , , w ) .

4. Dans les relations L /=o , on peut toujours supposer que h.*^
coefficients U sont linéairement indépendants. Car, si cette hypollu*^*
n'était pas d'abord réalisée, on pourrai t remplacer le système âw
équations L^=== o par 'un système équivalent d'équations de degrés p.^
p^ ..., p'^en s, et, de plus, la. somme E/^ pourrait être rendue infé-
rieure à ïp. C'est ce que nou.s allons montrer.

Admettons qu'il y ait une relation linéaire, à coeftieient» constante
et identique, de là forme

.(4) ^ (^U^+<. .+^ I U^)==o l ( l ^ t ^ , ^ ^ ï s ) ^ 1 1
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Si nous remarquons que les fonctions

v àf àoY ::= s -/- 4-" —-
ày ày

sont linéaires en s, nous pourrons poser

V •=.'W-\-s'V,

et il faudra que les fonctions linéaires à coefficients constants \y et II",
où les variables sont x^uc^, ..., x^, satisfassent, quelle que soit la va-
leur de.?, aux relations (3) et (4)" Nous aurons donc, en supprimant ,
l'indice ^pou'r la simplicité de la notation,

^(U;+^Uï)-^^(lJ^h^UÎ)+. . .±:((^4^U;)^o.

Il faudra, en conséquence, que nous ayons

Uî=o,
Uo~l,Jï=:o,
lJ,—U^.o,

U;,=:o,

d'où nous tirerons
IÎQ^ U(^

l.]\ = u^ 4- fîU^
IJg—: U^-[- ^^3,

Up==^^p^i,

en appelant u^ u^ ..., u^^ des fonctions linéaires à coefïïcmnts con-
stants des variables x ^ , x.^^ . . . » ̂ .

Mais alors la relation (4) devient

S [ /o Uf) -h ̂  ( ̂ i + ̂ ^4 ) 4- , •. . 4- ty .^(.€^.t ] =:: o,

et se décompose en deux autres

(6) 1 ( ̂  UQ 4-^1 + .. . 4- t^i Up^i ) := o,

2 ( ̂  UQ 4- ̂  ̂ i 4-. , - 4- t/, Up^ ) = Q.
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Revenons maintenant aux anciennes fonctions ( J . Nous aurons

(/o:= Uu,

«i--=Ui—,îU(,

(/a^Uî—.çiJi+.çmo,

M/,-, == (J/,-1 — ,tU.,-ii+ . . . ± ,S-/' ' IJB.

Par suite, les formules (6) deviendront

(7)
A=.S[^U«+^(Ui-A'U,,)+...]-o,

B = î ( ;, U,, + /, ( Ui - ,y (JJ 4-. . . ] .--• o,

c'est-à-dire doux nouvelles relations identiques entre les derivw.s y
de la forme F.

On peut écrire

A ---:^[U,(^-.^+.. .±,/'-^,_,) 4- U,(/. -,,,^.,|-.. .:+: A-/'-»^) 4-,. . . 1 . ((,, , / / , , |

B =^[U.(<,-,^4-... ± .</'-• ̂ ) 4-U,(^-,^,,.!.....=F ,/--.^) ,.i»...„(„. lt/,...^|

On tire de là

A + ,îB = 2 [Uo (^ ± sr {„ ) + [], ( <, :p ,,/'-< ̂  ) . .!- . . . . .) . (j^^ ̂ , , „) ̂ , ,^, .^

ou encore, à cause de la relation (7(),

A + ,vB = ̂ ^,[- (J/, 4- ,v U/,-, - ,<s Lf/,..., 4. . . . ± .</- U,, |,
ou enfin

(8) A-l-,ïB4-^(±<;/,L) ::o.

^ On peut toujours supposer que l'une au moins des qii;»nfit^ /'
t-^ ..., Ç, est différente de zéro. Car. en substituant aux formes prÏ
posées deux de leurs combinaisons linéaires mf 4- //,'?, w'/- 4- /»'ç. l.cl;,

reviendrait à remplacer . par m^ dans les calculs précédents. ̂

on pourrait toujours faire en sorte <,ue l'équation (4) renfermât un
terme ̂ , si U;, est le terme indépendant des dans l'équation L,=o.
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Il résulte de ce qui précède que l'on aurai t les équations

Lt=0 (/= I, 2, . . .,^),

A = '̂ o,

et, entre ces équations, la relation ident ique (8). Or i l ne peut y avoir
que ^ relations distinctes entre les fonc t ions U, ou, ce q u i revient au
même, entre les fonctions Y. Il faut donc que , en prenant dans
les cï4-jr équations distinctes précédentes ^ relations, la dernière soit
une conséquence des^ équations choisies.

On peut donc remplacer le système précédent par

Ly=o [/=i, a, . . . , ( O T — I ) ] ,
m A 4- fi B :;.::-: o,

m et n é t an t deux constantes quelconques. On écrira s implemen t

,L :̂:::0 (^ :~ : : l f , 9., . - . , C T ) ,

et l'on remarquera qu'on a pu remplacer l 'une des équat ions l^sso,
celle du plus haut degré en .y, et qui entre dans l ' i den t i t é (8), par u n e
relation

ni A 4" //' B =: o

d^un de^ré infér ieur au moins d'une unité.

5. Supposons donc que l'on ait ^ relat ions L /==o de degrés p^
p^ ...,^ par rapport à A", et don t les coefficients exprimés en y,!,
¥2, .... Y^ soient l inéai rement indépendants .

Soit posé

1^== o4i YI 4-... --h o4,/Y/, (i:::=. 1 ,2 , . . . , ^ ; ^ =;: o, i, as, .... /^)»

Puisque le dé terminant de tous les a n'est pas n u l , on peul cho i s i r ,
pour chaque i n d i c e s , un dé terminant de constantes qu i ,ne soit pas n u l ,
mais de p l u s les /^4-i 'éléments Y q u i ont ces a comme coeffixîientH
dans les équations précédentes peuvent être pris complè tement dilïe-
rents pour chaque valeur -de. l ' indice "L 1 , 1 .
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Supposons, par exemple, que pour un indice i quelconque le déter-
minant

aoi ... y-op^i [

ne soit pas nul.
Posons alors

a^i ... a^^.+.i

y, =: 0/0.1 y\ 4-. .. 4" a^ i y'p, 4-. i »

y^+î== ao^iyi 4-... -f- ^,/,, +.i.r/»i"M»
y/^+s-"-^ ^o/^+â./i ̂ " • • - "-!- ^i/ï,..4-2y//i."i-i 4-,)//^+•2•>

y,, == ao^y i 4"... 4- û ,̂ // J^, .4-1 -1'- fuf

Nous tirerons de là

àV àV f)V ,,
^^ao.^+...4.-a,.^:::.ll,

()F rfF âV ,,
^^=^,^+...4^,,^^

Nous voyons maintenant qu'on peut préparer les fûmes / ci o, d^*
manière que les relations L,= o p rennen t In (orme

1.::=..^^.^-^
àym. àym+i ^ y / / < > â

rfF

et les y qui entrent dans l 'une de ces rdaf . ions ifentm'orii pas dans
une au t re .

6. Nous supposerons main tenant que cette hypothèse aoit Bat iafa i le-
Or, une relation L == o, par exemple

^^^^.^^.,,^.-.,^^
4n , ày^ ! ^ra

_dr^^

est la condition nécessaire et suffisante pour qm la •fonction F ne dé-



pende que des combinaisons

Jl ==1 .:)'! -h .V'2»

ra^r? -+'-v;î,

.///=.rp+^'jp+.i,

c/est-à-dire que, si Von prend pour variables si idépendanles y^
j^, ...,^,et J^-M, cette dernière variable s'éliminera de la forme F.
Cette proposition est facile à démontrer.

Donc, si l'on a 0 équations L == o, on peut trouver dans la forme F
çï "h î groupes de variables

y\^ }'^ • ' • •» .7^+1 ( . { = r " î » 2 ? . . . , ?îï),
,y'î > y^^ ' " ' '» ,y//.»

de inaniere que cette fbrroe no dépende efïectiveîi ' ieriit que des seules
va ri al) les

y ' i f y ïf • • • î y^i^ j'ii» y y « • • y y / i y

dont le nombre est i n f é r i e u r de TD' unités au nombre des variables pri-
mitives.

Quant au nombre h, il est déterminé par la relation

Â4..CT .+/v+". . .41"/^^1 '"//1,

et, comme tous ces nombres doivent être pos i t i f s , on a la, condit ion
-S/-»<, n — w.

7. Nous pouvons donc écrire

F =" ̂ ^<r^yii + * * > + ̂ yi'i) •+" Fî (^ ^'â» • • • » l r^. Vî » J.» - • ( * .r̂  • < » ) -
i

Les nouvel les variables ^ sont des combinaisons l inéaires des
anciennes variables ̂ , ..^ ̂ , Je dis que les coefficients qui entrerî t
dans ces combinaisons sont iîidépcndants de ^. En effet , supposons
qu'ils dépendent de s, et revenons aux anciennes variables y\,..., 7^.,
qui ' sont indépendantes. Le coefficient de y^^ doit être linéaire en .y

Ann^ de l'Éc. 'NormaU, 3^ Série. Tû'me X* — «ÎAHVIBB i8g3. . 3
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à cause de la forme primitive de F. Il, f au t donc que o?^ soii i r i d é p e i ê "
dant de s. Le coefficient de y^.est ^^-f--^. Il doit être l inéa i re m
s, donc ^_i est indépendant de,?, .. ..

Les variables x1 sont indépendantes entre elles; car, si elles é ta ien t
liées par une combinaison l inéa i re quelconque, on pourrai t r édu i r e la
forme

^(.rlj^4...-....-<^J
i

à renfermer au moins une variable ̂  et au moins IHHS va r i ab le y1 de
moins ; or cela est 'impossible, parce que lesy sont- i r idé j^e î ida î l i s ^n t rc
eux.

Nous poserons, en général, quelle que soit la signifiai ion < 1 ( 8 IL

Iw::;rlK,,^ll+ll .dî//,^

et nous nous servirons de cette notation dans toute la suiU; du Mémuin, ' .

8. On peut échanger les lettres x efcj dans les raisonrHmMUilt.s IH*^;^-
dents. On aura donc

Î̂ ^ "-rt • •^^J^) ̂ W't "i' • • - ^^iMf.)

+'Fi(^i, . . .,.z'a»J^ . . ̂ Ja)+ ^'^(^u ' • ^ .^^r^ . . .,^J.

Les ^^ et les y1 ne renfermeront plus ^ et seront indépeiKlanis. (hs a u x ^ i
en outre

/y* ———, ,vï ,,,,1,,.., t» »>'•
'"•'W "—" <w//f, i " (1•<1•'/M,4-1,»

jM^J^+^Jw^i...^

pi .4- . . . .4-p^ 4- /y^ ......|..,... . , 4. ̂  ..-̂ . ^ .̂  ^ :,;., ,/,

On en conclut la nouvelle condition

( Hp -h ïq) ̂  n •— w,

compat ib le avec la condition déjà trouvéi1.
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9. Avant de simplifier encore plus la, forme F, remarquoïls q'iie l'osi
peut donner aux, relations L == o des formes variées sans qu'elles cessent
de satisfaire aux conditions qui, leur sont imposées.

Supposons qu'on mult ipl ie les relations L , = = o par des fonctions
quelconques de s, pourvu qu'elles soient rat ionnelles* Soit posé

K.I.LI •+• K.2.L2 4- . . . 4- K^Ï^r'-'^ 0,

K'i , IL, . . . , KCT étant des fractions irréductibles raliorênelles ers s. Soil
•v = h une valeur de ^ qui rend infinie une ou plusieurs de ces fract ions.
En décomposant le premier membre de .1/éqiiation précédente en frac-
tions simples, on aura un terme en -.-.î dont le numéra t eu r sc^ra une1 1 .V — II " " ' ' 1 1 1 ' ' " ' 1 1 ' 1 ' 1 "1

fonction linéaire des polynômes U e f c ne pourra être ru'iL
Donc toute équation nouvelle L = o, é tan t entière en s et dépen-

dant des autres dont le nombre est déjà trï, est une combinaison de la
forme

-S Kl. "..:-: o,

ou les coefficients K, sont des polynômes ent iers en s.
Supposons qu'on remplace les équations L — o par les coml.Hmusons

qu'on vient d ' i nd ique r , on aura, par exemple,

'mi-^.^^^—^r^^ î 4-.. . .:•;,•. o.o •" " T o

Les fonctions "V seront des combina isons l inéa i res des ÏJ, et^ si elles
sont indépendantes, i l faudra que leur nombre soit le morne que celui
des IL 11 est donc nécessaire q u e Sr=::Sj^ c'est-à-dire que la somme
des degrés des équations M^.= o soit la même que colle des degrés des
équations î^== o.

inversement, on voit que, si ces condit ions sont remplies, les deux
systèmes ,L,=== o, M,== o 'peuvent être équivalents.

On conclut de là que ce qu'il y a do fixe dans la dernière forme de F,
c'est le nombre des variables x^^ et le nombre des variables K,^ qui
disparaissent quand on in t rodu i t les noirvelles variables ï et y. Quant
au groupement des variables ̂ , a?^ ..,, ̂  pour former les variables ï,
il est aussi arbitraire que la manière do former les équations L/=^ o m
M^o.
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10. Nous réduirons maintenant Fox pression, F à u n e forme p l u s
simple en nous appuyant sur un lernme que nous a l lons de montrer .

Considérons la forme générale

F = Ï{a^f! -h ^ap^ayp'"^ -SAap.r^j^.

Partageons les variables en deux groupes, d 'une /pari les v a r i a b l e s - r ' i ,
^, , . , , ,r^, y,, j^, ..., y^, et d 'autre part les variables /-r^..,, . . . , .r^,
,y^+n • ( ^ ,7/î" Nous représenterons les variables du premier groupe par
la notation x^ y ^ ' et les variables du second groupe par .r^, y^ dr
sorte que les indices a et a' pourront prendre les valeurs 1 , 2 , . , , , a
et que les indices (î et f^ pourront prendre les valeurs ;,A -h î , ..., ̂

L'expression F pourra s'écri-re

.SAaa'^ocya- -l- 2A%p'^aJ(i' •••+" -SA^a'^^J'a' •+- 2A^'..r^y^.

Remplaçons maintenant x^ et jp' par o^-h A^ (î l j^. 4- A1^1, e(, no$is
aurons

^A.a^^a.ya"+ -2Aa^.ra(j^' 4"" A'^)

+ 2Apa/(^p4"" Ap)ja' -h ̂ A^^^^-h //^) (j^. + ̂ •).

Nous décomposerons celte expression en trois parties

(!) SAaa^aJa' 4- ïAap'^a^p' 4- .SApa^pra- 4- ^A^- / /pÂ1^,

(II) .SA^^aJp- + -SApa^pJa' 4- 2App'(.T^Â^ ^-Jfi'//^),

(IIÏ) lAp^.z-pjp-.

Nous supposerons qu'on remplace les indéterminées k ^1 h par di^
fonctions linéaires des variables ̂  et j^ et noon n îont î^ron^ q î f « ? i
peut choisir les coefficients constants qui entrent dans ces fmwt.bes d < *
manière que la seconde partie prenne la, forme

( I ï /) ^^P^Mja'^^.
Posons, en effet ,

/ i / , =/i^<:ri -t1-111. . . -4- /f/t^r^
ki—.k^r^.^.. ....- 1,^^ , 1 1 1 ^ 1 :

et identifions les deux expressions ( I I ) et, ril'),
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II faudra que dans (II) le coefficient de sx^ soit identique au coeffi-
cient de Xa+\ - On, devra donc avoir identiquement

^ a^\ry "+- ̂  ̂ W ^•PaJ-'P' '"= ̂  ̂ a.M ,p',rp' -•t- ̂  ̂  ̂ ,a.-Mrp'.
p' ^P- P' P^'

1 1 faudra que le coefficient de yy soit nul identiquement, quel que
soil S', c'est-à-dire qu'on aura

a^ ̂ ^W^^ ^ahl'?' ""l'h^//^'//^l;(--l ( "
p ("s

En donnant à (3' successivement toutes les valeurs ;j. 4-1" i, ..., ^ on
aura un système du. premier degré qui déterminera les coellicients
Âp^-.M quand on connaîtra les coefficients À^.

Le déterminant \bw\ peut être supposé difîerent. de zéro* II esi, (u'i
(ilïet, le déterminant de la forme S^pp'-'^y^ et 1'on periiî. f.oujours, |'?ar
des corrihioaisons préalables, faire que dans la forme

^A^.r^;»-'^

le terme indépenîlanfc de s ait son déterminant dilréreîst de zéro.
On voit donc que Pon peut choisir ardniTair^irumt //.(.,, ^^h^^ et

calculer successiverrKïiît
h^ ..., //.^

^l;^ . • ^ /^p."

On pourra de môrrie calculer les eoelïicients /p^.
I/expressiors (î) peut être ramenée à une forme analogue a la précé-

dente, soit à la forme

( r\ v •r' p' î ^ •v n' -l1 ; ,-M.^a § y, "T- ^,)' a' va •

Posons, en effet ,
p^ ^/^aî,yi "•+•••• -+ p^y^
0^— y^^.^, -h. . . -h ya'^-^i.^

et supposons le calcul qui ramène (tl) h (IIQ ellectué, de sorte que
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l'exprgssion ( I ) est réduite à une fonc t i on InIJnéai re des seules va-
riables oc^yy:- Soit

IBaa'^A>'%' =: ̂ (^'W^ +-• /4a' ) •^Jo''

cette fonction.
Identifions cette forme avec la forme (T). Nous aurons

^•x-x' ""^ P'a+ î , a' 1•11•11•1"" ^'41,^1

^aa'"^/W +• '7r/'%-

ïl est facile de résoudre ces équations en^ ei ^* (.iar les équa l io r ï s j ï ï ^ e - 1 '
cédentes entraînent la relation

^a-t-l.ot' :::ii::i Pw.-i-i^Â' " " ^ " " (/a',^^1"!

et, par suite, on aura
€1^' •-"••- ^oi,,..,n,a' '̂̂  ^/a<'4•l»l« "1"""'1"1'1" 'ya^a111^1! »

c'est-à-dire que l'on connaît les difÏercnces de deux termes successifs
dans une même direction diagonale du tableau

^Hy '712 ? • • • ? ^/IIA?

f]^ ^'&îv • • " + '7^.p.»

'y^î» ^xa» - " • ? ^/{Ap,*

II suffira donc de prendre arbitrairement les termes de la premi i în*
ligne et de la dernière colonne par exemple, et les autres termes1 s'ai
déduiront . De p luSy la relation

Pw ̂  ^aa' " 1 " 1 1 ' 1 ' 1 ' 1 " ^/OE'^-»

donnera ensuite tous les coefficients/^ El le mont re même ( J I K * l'oo
pourrait se donner arbitrairement

^/n? '712» • • • i ^/îp.»

P î i f Plï9 • ' • » 7il|A»

.aiî.l.ieu des arbitraires indiquées plo^ l iant.
En résumé, on peut poser

.^Aa|3^rp ̂  ̂ ^aPa + S/rOa- 1 1 ^ 2.r^\ -...}..^ ïr^-V^ ^ - i 1 - 1 1 SA^..r^^
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ou p lus s implement , en réunissant les termes de même forme

1-Aap.Z'a.yp ̂  ̂ •aPa 4- 1-Ja'Qa' + lA^'a'^j-ft-.

11, II est main tenant fac i l e de ramener l 'expression

F = 2 «^4W • • • •+' <^)14- 2 <^ ̂ + • • • l l l ! i 1 1 - y^ '.)/ (
•+F /(.^, ...,.'4,7,, ...,.7a^)

à une forme simple définitive.
Si F' ne renferme que des variables x9 et y ' indépcmdarites des •vîi"

mbles^' et y1 qui servent de coefficients aux y et; aux .ï, la forme F
• sera décomposée en deux parties : la prerBière qu'on v ient (le .meUre

en évidence sous les deux signes S, cl la seconde qui peut être tmiée
par les règles ordinaires et indéperidariïrrsent de la première,

iMais, en général, les oc1 et les y1 seront des conibinî-sisons l iné i l i r e s
des anciens x ou des anciens y qui ne servent pas à former les x ou
lesj. Dansées condi t ions , on pourra, exprimer u n certain i sombre de
variables x ' et y an moyen des ̂  et desj^ car ces dernières vîmiî lbles
sont in dé pendante s.

Or le nombre des variables x1 est ^p et le nombre des vamblesy
est ïy. Supposons que l'ori ait , par exemple^

ïp^ïff,

nous exprimerons Zp variables x ' en fbnclkm des^' et ïp variables y'
en (onction des y, de sorle que l'expression F' prendra la fo rme

F'(.y^ ...,.^,j^ .-.y^,.^, .-,^^Jn ...,,rp,y,, ..^Jp,^,

et, d'après le lemme établi plu,s haut , pourra se mettre sous la forn-ie
a ;̂  Ï./i a'=;:S/»

S ̂  ê]>a "+ 2 '̂̂ ' 4' r('^ - - ̂ ^^î? - • î <^^ ̂
%r::l ô(';.;:,:: î

F" renfermani des variables où indépendantes de celles qui en t rent
dans les termes précédents.
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En réunissant maintenant tous les termes semblables dans un soûl
terme, on peut écrire

F = ̂ y\ Ï\ 4- . . . 4- J )̂ 4- 1 ( œ\ J^ •+-... + 4^ ) ̂  ¥\

et supposer que les variables
,Y,l .-u,l ,-yil .•yi I' ,y ry' fj
../.̂  , . . . y "t- (ftf '•L •I î . . . » ^-^ '-•'" 1 » • • • •> ^'•p

sont indépendantes. Leur nombre est n •— CT'. Or le noml)re des^y é l î in l .
le même et le déterminant de la forme F n'étant pas nul, i l f a u t que
.les variables

.ru " ^ y^ y^ • • ^ J^ y^ • • • ' r^
au nombre de 'n—'s soient aussi indépendaiites* On p o u v a i t donc a v o i r

Ïp^lf/,

et alors le nombre [5 satisfait à la relation ( 4 )

ïp "h (î ';:, ri — w-

12. Si l'on considère les variables irulépendariles

.r, x, ^\ y, y, f,

Je déterminant de F, qui n'est pas n u l , se réduit au d é l ( * r m i r u u x t (1(*
F". Donc F" peut être ramené à une forme simplifiée par rapplH'îdkHî
des règles ordinaires.

13. En résumé, on, peat énoncer la proposition suivante :

Etant données deux forrneîî InMnécdmsf el ç aux m.êrw..^ ^n wwi//U^^
oa peut former deux combinaùam dùtirwu^

m/'+ n^,
/n'/^ n'o,

( î ) P o • a ^ ^ = o , on peut ramener F à unô fonne (l'urî nombre raioiïidre de variahtoM
îndépôndaîiies oi h réduction est înifflôditito. Si l'ori écîîrie (îes le 'mit'ûtûtm de tp
sera •CT et l'on aura alors p — n — 3m. Or p esi jîOBitii', donc on, a /i-ï Sw/e'egt-â-dipo que
le maximum de rîy ©si le1 plus grand entier cantonu da«8 ̂  1 '
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au moyen de quatre constantes m, m\ n, n1\ dont le déterminant ne soit
pas nul, de manière que la forme

.F == ( m.f -i- n 9 ) .s' -h ( m'f + ri' 9 ),

y^?" renferme une indéterminée .y, .yr̂  réductible à plusieurs groupes de
termes à variables indépendantes ayant respectivement les formes

y i.ri -4-.. .+..r .̂̂ ,

^l./! -h * • • 4- ^.^fy»

— ( s — -s"/ ) ( '£;n ),,, — ( ̂  ) ,<,..-1.

,/̂ .y diviseurs ( s —- À*/)^' .9on<?1 /<?,? dmseurs élémentaires d'un certain déter-
minant de degré ̂ n — 'G-Ï —î,p — Sq que l'on a appris à former; xs e^l
l'ordre des premiers mineurs qui ne /annulent paff identiquement dans le
déterminant de la forme F; les nombres p^ "..., pi, q^ ..., (fi sont les
degrés respectifs en s des relations à coefficients indépendants qui relient
les dérivées partielles de F.

iA. Si l'on considère deux formes quadra t iques ^ et ^ aux menues
n variables ^.,, ..., ̂ , elles ont mêmes dé i e rminau l s que les (bnnes
l ï i l i n é a i r e s

i> ^ ï ()i£

^^ÏI^

rf. ^ ï ^^
^-i.^^

et ces déterminants sont symétr iques . De là résul te lo théorème dé-
montré par M. Darboux pour les (ormes quadrat iques :

Etant données deux formes quadratiques^, on peut toujours en former
deux combincusons linéaires distinctes de manière que la forme

( m <ï + n ̂ ) s + ( m1 ̂  -4- n1^ )

soit décomposable en plusieurs groupes de termes ayant respectivement les
formes suivantes :

.y^ï 4-* . -"h ̂ ^,

-(^-^)(^).r--(^)<.-.i.

les variables a/^ x et $ étant indépendantes.
Afin. de /"',/t'c* 'Nûr'f'nale» 3° Série** Toyir»<* X < — JANVIEB îSçS. 1 4
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15. En égalant à/le coefficient de s dans F ̂ p + 9 et à ç le terme
indépendant, on aura les expressions d e / e t 9 sous formes rédui tes
avec mêmes variables indépendantes .

On aura, par exemple,

• y =y^ 4-... -s- y^'p -4- .<ri + • • • + ^'py'p " ̂ (^)^
9 -=y,.r2 -h ... + .r̂ .M -+- ̂ ij, + • • '. -+• ^/.J^M + ̂ /(^)<-< + ̂ (^)'',1- « -

On a des résultats analogues pour les formes quadra t iques .

16. Considérons un groupe de termes tels q u e

y^i +. . <+jy^ •+• 'r\r\ +. . .4- ̂ y^

et formons !(» dé te rminan t de cette forme en p renan t pour var iables
indépendantes lesï et les/r', les y et les y', et, eu outre , ^^, ct^
Nous obtiendrons le dé t e rminan t

(X)

00

ï 0

()0

ou encore, en échangeant les lignes, sauf la dern ière

Or, si l'on se rappelle que» si l'on pose

ap '-{- bq i^. ff,
grf — hp ::::::.: t^

et si le dé te rminan t ga -h hb est ditiférent de zéro,. ̂  est/le He'yl di-
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viseur é lémenta i re du déterminant

oo
00

0 t'M

t ' n o
[P,Q]-

^u

uo

000

000

on peut dire que dans la f o r m e précédente, i l y a un d iv i seu r é l émen-
taire 1.1e ou Cap 4- bc/y1 devenu i n d é t e r m i n é [ § V de la, Théorie des divi-
seurs élémentaires (Annales de l'Ecole Normale supérieure; 189 î ) j .

On peut alors considérer la forme du d é t e r m i n a n t c a n o n i q u e du
§ V de la Théorie des diviseurs élémentaires comme éùn'it tout: a ( a i l géné-
rale. On aura donc dans tous les cas

P, 0

00 . . . ( ' / / i

00 ... / / j 0

4T/1 . . . 00

u i o . , . oo

00 . . . 00

00 , . , 00

00 . . , 00

00 . . . 00

00 . . . 00

00 . . . 00

00 . . , 00

00 . . , 00

00 , . . i'//^

00 . , . //nO

r^» ... oo
//.,; 0 , . . 00

:::

même quand certains diviseurs élémentaires u^, a^, ... dev iendroni
indéterminés. Cette indé te rmina t ion correspond a u x divers groupe-
ments de l ignes et de colonnes que l'on peut f a i n » alors dans [P, Q]
sans en changer la forme, ces divers groupements é tant déterminés
par les diverses formes des équat ions L/== o-

17. Pour que deux formes f et y puisseru être transformées'en dewy
autres former f et ^, il faut et il suffit :

i° Que le nombre m sou le même pour les formes

F :.=/^ 4" V ^ f ' s ^ ^ ;
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2° Que les degrés en s des équations L/= o, L '̂ o pi fuse fit être ra-
menés les uns aux autres;

3° Que les formes à déterminants non nuls

F; et ¥^

qui servent à achever les décompositions de F et T , aient les mêmes diviseurs
élémentaires.

Ces conditions nécessaires sont évidemment sufl isantes, p u i s q u e l'on
pourra ramener F et F'à des formes réduites ulent iques, En égalant de
part et d'autre les variables correspondantes, on aura les suhs i i tu -
lions qui t ransforment /e t cp en/ et <p'.

On peut énoncer d 'une façon synthét ique le théorème précédeni de
la manière su ivante :

Pour que deux formes f et ç puissent être ramenées à deujc Jormes j '
et (p", il faut et il su/fit que les déterminants des deu^ formes fs -}••••• ^
^f f's "4- ^ aient mêmes diviseurs élémentaires.«/ i

Mais alors, dans cet énoncé, i n t e rv i ennen t les d iv i seu r s é lémenta i res
indéterminés, dont la signification est f o u r n i e par les part ies î ° et ^
de l'énoncé complet donné plus haut .

II.

18. Delà décomposition du dïilerminanf,

| «n^ '-i-" ^n • • < ^ i / /^ -+•• l> m
A ( À )

//,,iÀ -h b^ ^ . ^/»//1 -4" ^//.{ * ' ' ' { nfi A * l i l't"" " n u

en diviseurs élémentaires, on a déjà pu tirer un cer ta in nombre d < *
propositions intéressantes. Nous nous proposons m a i n t e n a n t de revenir
sur quelques-unes de ces proposi t ions^ et d'en a jouter d'autres Toyieî4
ces propositions seront des corollaires de la théorie générale.

19. Pour décomposer A ( A ) en diviseurs élémentaires» on doit ré-
soudre l'équation A( l )=-o; nous dirons que cotte1 équation eai ^/^
équation en X ! ! ! !
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Parn'ii les cas particuliers de cette équation, il y en a un assez im-
portant pour que nous l u i d o n n i o n s une désignation spéciale. Nous
appellerons équation en s une équat ion de la forme

b^~\-€(s b^ . . . /^

A (.<?)=: bîl b^+as ' " Ù2fl

/^i h,^ . . . />,/,„•+• as

où. les coefficients sont réels et symé t r iquemen t ésaux, et où l ' in -
connue s n 'ent re que dans la d iagonale p r i nc ipa l e avec un seul et
même coefficient.

20. Il y a une différence essentielle à établir entre une équation en À
et une équation en s\ Celle dernière a toufours n. diviseurs élém.enl(dres
simples et réels.

M. Darhoux. a démontré, par un procédé d'une ^rarulo généralité,
au § VI de son Mémoire sur les formes r/nadraUf/w^, que Féq nat ion
en -v a toutes ses racines réelles et que tout diviseur (.y — .y')^ du
premier membre A(^) ou Bo(^) divise aussi Bo(.9), .1^ (.y}, ..., B^,.,,,(y),
c'est-à-dire le déterminant A(^) horde o fois, ï fo is, ,.., p — i fo is
avec des arbitraires quelconques* Ces llléorémes reviennent a dire que
le déterminant A(^) a tous ses diviseurs élémentaires réels d'abord e(
simples ensuite,

On peut suivre d'autres marches pour démontrer cette proposition
analytique si importante.

Considérons, par exemple, les deux (ormes quadratiques

/=^?^.rj+...+^,
9r:::^Aa%.yâ +- ̂ Aa^ajp ( a, (3 := ï , 2, . .., n).

Puisque la f o r m e / n e peut s 'annuler qu'en égalant à %éro toutes les
variables^?, si la forme 9 a ses coefficieuls A réels, il est nécessaire
que le d é t e r m i n a n t de la forme yï 4- y a i t n diviseurs élémentaires
simples et réels (1). Comme conséquence, les racines de toute équa-
tion en s sont réelles.

0) Fw la proposition de 'M. Weiorstrass, au g Vt , n^ ̂ , de îa 'Théone de^ dwwurff
(î lame/Heures.
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21. La forme ordinai re de l 'équat ion en .ç est.

c^, — .s* a^ . . . î,,

^âi ^aa— l s > ' • • ^ïn
^)

Plus généra lement on pour ra i t appeler équa t i on en ,y toute é q u a t i o n
qui a n d iviseurs élémentaires simples et réels. Car, d 'après la t héo r i e
des (ormes h i l i néa i r e s , on pourra i t r amener cette é q u a t i o n eu s a la
f o r m e c a n o n i q u e

A(.)=:

â2. Les équat ions en A servent, connno on l'a vu , dans ta théorie
des formes biHnéaires ou. cpadraliques. Mais, par tout où l 'on t rouvent
des équa t ions ou. des déterminants A ( A ) en X, la discussion sera l a < ' i "
l i t ée p a r l a no t ion de diviseur é lémentaire .

Kn voici un exemple intéressant , que nous avons déjà t ra i té rapi-
dement en app l iquan t la théorie des d i v i s e u r s élémenhures a la re-
cherche des propriétés des intégrales des équa t ions l inéa i res ( ( ) »

On sait que l 'on a i d e n t i q u e m e n t

(' i ) x^yi +... ••••h ^nyn •^ .r'\f\ -+"1-. .. 4- ^t/f^

si l'on a les équations

( ' ï ) .r;:::":C^.yi4-. ..<-M:.;̂ .̂
(3) r.^C,/^^t]--.ll•^C.^ ( l i - • l : • i i î - ^ ' i - ^ i ^

On aura 'de même i d e n t i q u e m e n t

( , ' ) X.J^4--4•«•X,J,^X., ]r ',.-.,.4--^

si l'on a

^) 1 ^ .X I^ I -C^Xî41 1 1 1 . . ,4-<. ; „ /X„ 1 1 1 1 , ; 1 . , '

t1 ï ) y^'oir le | VU do la Théorie des divi^cw^ éiffmcfïîetîreâ,
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et de nouveau les équations

(3') j,=C^^+...-|-C^r,.

Peut-on a jou te r à ces équat ions évidemment compat ib les d e u x n o u -
velles relat ions de la, forme

( 4 ) X/ "= a^ J'i 41-. . . 4- a^ ̂ ,

a/) X/=:^,,<+...^^,-^9

Si les sept équations ( i ) , (2), (3), (V), (a'), (4)» (4') ^ml compa"
tibles entre elles, il devra en être de même de leurs conséquences.
.En part iculier , si, nous él iminons les X et les X', nous aurons l 'équa-
tion

^ft ( ̂ /i -^1 4- ... -h a fri -^ ) '=- ^V, ( €t'^ X\ -h . . . -h ̂  .r^ )

ou encore
(5) ia^a^y.^Ïa'^^y',.

Nous voyons donc que l'on devra avoir à la fois cette é q u a t i o n ( f^el
l 'équation

,z-ij, 4- ., . 4- .r^y,, ::::: ̂ ,7', •+ .. . + ̂ /,,

à la condition suffisante que l'on ait

( a ) x'i ;r= (:3/i .z\ 4"... -h C^ .r,,,
(3) .r/=Ci/y,4-...4"-C^.y,,

c'est-à-dire que les substitutions (2) et (3) devront t ransformer à la
fois les deux formes

: ï ) Ï^^y, et ï^y'i

dans les deux, formes

( ï ï ) iaij^jyi et ^.^y/*

On. en conclut que les deux déterminants

1 a,^ \^\ et | ̂ -1^ | ^y^ j ̂  ̂ -/ 1^

auront les mêmes diviseurs élémentaires1-
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Réciproquement, si les deux déterminants précédents on t les mêmes
diviseurs élémentaires, on peut, par des substi tuions l i n é a i r e s , trans-
former à la fois les deux 'formes (I1) dans les formes (11), Mais alors, a
cause de la relation

I^,y,=:2^.r^

il faut que la subst i tu t ion faite sur les y soit inverse de celle ( a i l e sur
les x, c'est-à-dire qu'on aura les relations (2) et (3).

Ensuite, on peut écrire

^ a,j .r/7/ == ̂  y , ̂  ̂  ̂ y.ry j ;--:: ̂ y/ X /,
/' ' / ' /"

V / / / V^ / / V ' f \ ^ ' \' '>, ./„ .^/, ̂  ̂ y, 1 ^ a,^ ̂  \ -.:•::: ̂  y, \,.
^ssass ^BBaaa \^MISS» y ^BB»

' / i

On doi t donc pouvoi r ramener directement les fo rmer ̂  y^/ et
i

'Vj^X^ l'une à l'autre, en choisissant convcnabkm'u'nl. i^^ r(:*la(.i<Hîî4

entre les X et les X/. Or ces relations seront, nécessairement, ( n / ) ,
puisque lesj satisfont déjà a la relation (3).

Donc les X/ sont liés aux X, par les mêmes relations que les ̂  a«x /r.
On peut énoncer ces résultats de la manière suivante ;

Si par le produit de deux sul)siitutions don'L Icff dét.^miinfinl^ ^nl j ̂  - [
ei C^ [ on pafîse des variables X/ aux varuthIcH .y^ ri ^i ro/z prui (îf
même passer des mêmeff variables X/ aux mêmes variable .v par /e pn^
duit de deux mbstùuUom^ aux déterminants C^ r/Y^L Im délerminantH

Ja^—s^Z ) el | ^ — ^ y Â |

auront mêmes diviseurs élémentaires.
Réciproquement, si ces déterminant ont len mftmi^ dlwmtr^ éUmefi^

tairez, on peut déterminer une substitution \ Cy telle (fue l(^ deïw p/w/fH/^
^^^to^^w/ï^ \a^\ x C/y et [C^J x, a/y) soient les même^ et a/(W
les X' seront liés aux X par les mêmeff relations que le$ ^ mw x, le$ 'X et
les x " étant les variables intermédiaires.
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23. Nous rappellerons aussi la discussion du système d'équations
l i néa i r e s

Va/;^/y=:/-y.r/,y«i ( ̂  = ï , 9., ..., // ; J =: \, ;î, ..., /^),

/'

sachan t que le d é t e r m i n a n t

admet les diviseurs é lémenta i res ) '̂", X^, . . . , 7^/-.
Nous ne reviendrons pas sur ce ca lcul que nous avons d o n n é d 'après

M.IIorn (1).

ni.
• 24. Les formules de r éduc t ion des formes hUinéa i r c s ou q u a d r a -

t i q u e s , étant tout à f a i t générales au p o i n t do vue a lgébr ique, peuven t .
être compliquées d^ ima^ ina i rc s q u ' i l soit u t i l e de chasser dans des
ques t ions sur les formes à coef f ic ien t s réels, par exemple dans les pro-
blèmes de Géométrie ana ly t ique .

Considérons alors deux fo rmes quadrat iqoes P et Q a coe f f i c i en t s
réels, et supposons qu'on puisse chois i r deux constantes réelles ^"cl A
telles que le d é t e r m i n a n t de la forme ^-P 4" AQ ne soit pas iden t i q iH 1 "
ment nul . Si (a^p 4- h^f'fi est u n d iv i seur é l émen ta i r e q u e l c o n q u e du
d é t e r m i n a n t

| a^p •-h hn 7 • • * ^uiP ^•- hlH^
[P,Q]=::

) ^n{P "1" ^/l'7 • • . ^nnP ̂  ^nnq

et sat isfai t à la relation ay+ bh ̂  :(, on sait qu'on peut, poser

P^SE^K^Î.r-^t^D.^r1!,
Q==2[^(^)^+^(^)^,];

nous nous proposons de ramener ces formes à d'autres équivalentes ne
renfe rmant plus d'imaginaires.

( ' ) ^oir le § VIÏ, n0 69, dû la 77/éûrie def: diwcws élârnentaim^
Ànn.de l'Êc, Normale, 319 Série. Tome X. "- 3h.wmn ï803.
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On sait qu'on détermine les Ç par la formule générale ( ^ )

- ^ = = = ^ + ^ c r . + ^ ^ + - -
\/BoBo~i

Dans cette formule ne s ' introduit qu'une i r r a t i onne l l e , Nous la repré-
senterons par \/c, c étant le même pour tous les E » quels que soient
leurs indices inférieurs. Nous poserons donc

- ^ j " . ' "^m—V^Ci,^

quel que soit l ' indice m.
Soit Çaip + bi^/y1 nn diviseur éléinen taire quelconque :
1° Si le rapport -^ est réel, c^ et ̂  sont réels cm Hiérne (. ,<uni»s, p u i s q u p

Cli ^

l'on a aig^r bih = ,t. I l s'ensuit que les ^ sont h coe'lllcienis réels et ,
si ^cest imaginaire, il, sera de la forme ± k\j!— i, ilo sorte (J IK*, d î i î i s
les prodaits ^, l ' imaginai re disparaî tra . On pourra donc poser

(.^)<•=£(ê^/)<.^

en posant £ == ± i et en in t roduisant A dans ^\
2° Si le r a p p o r t — e s t imaginaire , alors uu d iv i s eu r é l é m e n t H i r t ^

Ct, f

(clip + bi^y11 en correspondra un autre (a//) + ^/y)^ conjugué du pn*-
mier. De plus \/c et y <? auront des valeurs conjugoées, et, les $ seronj,
conjugués des ?. Posons alors

a/== ^^ 4" \/ — i d\, ai ̂  a'i — y/ -1-- i ̂ ;,

^, :=:: Z/^ -h v^T ̂ ^ ^ -=: b\ — ^-"""7 //;,

^/n ̂  Ç//^ 4-1 V "!"""'" ! ^//i» ^M ::::= £/M """""•" V 1 " " 1 1 - 1 ' 1 < S//^ •

Nous aurons pour un terme quelconque de Sa^(^)^

(.a- 4" ̂ ="7^^) (^ + V^-T^) (^ .4" ̂ -"ï ̂  ;

( 1 ) Théorie dcf, dfvh'c'ur^ élémentaire^^ § IV, li" 'àfî.
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ou encore
(^^^=^^)[(^,p^^^)+^rrT(^+^^)j.

Nous aurons dans Sa^^),.. une somme (le termes conjuguée de la
précédente. En a joutan t , nous aurons l'expression

2a /(^^-^^)~^'(^^+^£p).

Nous trouverons donc dansS^/(^)^+S^('$"0^, la somme

H^'^^-^^-^^^')^

Nous trouverons de même dans S6/(^)^.-t-SÀ/-(^^)^ la somme

s^^w^^-çe^^-^y^C)^
Nous traiterons de même les sommes

-^(£0^ et- ff^i^)^

11 est sans intérêt de réunir ces résultats dans des formules d'en-
semble ; il n'y a l i eu de retenir q u ' u n f a i t ; c'est qu ' au poini de vue
de la réal i té i l f a u t non seu lement ten i r compte des d iv iseurs élémen-
taires {aip 4- /^qY'\ mais encore des i r r a t i o n n e l l e s \/c qui leur corres-
pondent et qu i peuvent modi f ie r les signes.

Abordons m a i n t e n a n t la discussion des équat ions en À qu i se ren-
contrent en G'éornétric analy t ique , sans souci des imaginaires qui se
présenteront; car nous saurons nous en débarrasser quand cela sera
devenu nécessaire pour la discussion géométr ique*

25. Soit d'abord l 'équation

A ^ ^ . ̂ ^ B+W
Ala)w B+W C+À(:y =0-

qui correspond aux deux formes quadrat iques

P = A^ "+- aB<r/ 4- Cy2,
Q^A^M- air^+cy.

1° Le déterminant A < ( À ) à deux diviseurs élémentaires A — Ai et
'A — } .̂ On peut avoir 7^ == As,
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Les deux formes pourront se ramener à

Pi=ÀiXî-+-^Xj,
T) __ __ Y 2 __ Y 2A- g»--. .A ^ ^.

a0 Le déterminant A < (X) a un d iv i seur é lémenta i re d o u b l e A — A,,,
On pourra poser

î\ ==: Ai ( Xi X,2 --h X.2 X i ) + Xi Xi — 2}., Xi Xa 4'1-1 X ],
Q^^ (X.iX^X.âXO-^XiX.,.

On voi t que les formes T\ et Q, ont en c o m m u n le d i v i s e u r l i néa i r e X , :
on en conclut que les formes P et Q do iven t avoir en r o m r n u n u n d i v i -
seur de la forme ccx + py.

De là résulte que, pour qu ' i l y a i t un diviseur l i n é a i r e commun a P
et à Q, il faut et il suffit que l 'équation en A a i t une racine doub le» ou
encore que l'on a i t

ou
( Ai:14- CA^ — iî B W ̂  — 4 ( AC — B2 ; ( A / (7 — B^ ) • -,

( A(.Y - ÇA/)2 - .UAir - BA' ) ( wy - W) ̂  o.

On retrouve un résu l t a t bien connu.
Passons à la discussion géométrique, en par tant- des fo rmî i l es ré-

du i t e s que nous venons d'obtenir.
a. Ai (X) a deux, diviseurs élémentaires réels A — A^ et /, — 7^ ; A , c(

/^ sont de mêmes signes et y^t ^t- V^ 80nll y^^l^-
On a

P= A,Xî -hÂ,X^

f^ .—1 ^ Y1 ^ . ^ Y aV —•-" ! A i ! •/v a -

Les deux faisceaux de droites représentés par les équa t ions P ^ o,
Q=zo sont composés de droites imaginaires conjuguées.

p. Mêmes hypothèses, mais \lc\ et \/^ sont imaginaires ,
On posera

P.:=::-ÂlX^4"A,X,2,

Q^ X7 •+-X,2,

Mêmes résultats que dans te cas précédent*
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y. Mêmes hypothèses, mais \/Ca est seul imaginai re .
On posera

Pr^Xt—^X;;2 ,

Q^ X? -X^.

Les qua t re droites sont réelles.
S. X, et ?4 sont de signes contraires et \/c\ et V^» sont réels.
On a

p _ "̂  Y 2 "? ' Y 2
1 — Ai Ai — Ag A g,

Q — X^ -+-XJ.

Les droites du, faisceau P sont réelles^ celles du faisceau Q sont ima-
ginaires conjuguées.

£. Mêmes hypothèses, mais \/c\ et \!c.^ sont imaginaires.
On posera.

p-r-ÂiX^-À.X^,
Q=:~ X,8 -X,2,

Mêmes résultats que dans le cas précédent.
Ç. M'êmes hypothèses, mais v^a c^t imag ina i re .

. On posera
|-ï ...-•-.̂  ) . Y a „....„ }/ Vi!
.1 ....——— /»! /"^^ 1 - A y ,^y ,

Q—— Xï -hX,^.

Les droites du faisceau P sont imagina i res conjiïgiîé(,*s, celles du fais-
ceau Q sont réelles.

Y]. À^ et ^2 sont imaginaires conjuguées; alors v'c.i ci v^ 'w^ ^"^^i
imaginaires conjuguées. On posera

P •::::-: 2 fois pî-sriie réelle de (V'-\- V^^'i) (X'-h X%/—"ï')2

ou encore

P "= 2 fois partie réelle de (7/4- V^—T)^^ X^-h 2 X/X/V^'I",)

ou encore.
P = aÀ^X/2- X"2) - ̂ .l^X/X^ ,

De même, on aura
O^^X^—X^) -
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Donc les faisceaux P et Q se composeront nécessairement de droi tes
réelles.

"On voit que, lorsqu'il y a deux droites imagina i res conjuguées for-
mant un faisceau, les racines de l 'équat ion en À sont nécessairemeril
réelles, ce qui est d'accord avec le théorème de M. Weierstrass ( ' ) .

9. 'Ai et À^ sont égaux. On a
p — 7, rx2.4- x2 '» o --- — rx2 •-4- x " " }.1 ———— A ̂  ̂ \ ^ "-t- ./V ̂  y ^ ———— ^ A ^ ) ,<^ ^ / "

Alors P et Q ne d i f fé ren t que par un facteur c o n s t a n t . Il est f a c i l e
de voir que l'on a

A B C^=^^:^^-/.,.

Tous les mineurs du premier ordre de A , ( X ) , c'est-à-dire tous SCK
éléments, s ' annulent à la fois.

Les deux faisceaux P et Q coïncident.
t. A^ (X) a un d iv i s eu r élémentaire double A — 7'^; A,) es! frm'él îwît t

réel. Suivant la réal i té de \/^» on a

Pr::±(^X,Xu+Xf),

Q::=q:: 2 X 1 X 2 .

Les deux fa isceaux o n t une dro i te comnrinH^
Nous avons donné tout le d é t a i l de la discussion géométr ique pour

servir d 'exemple dans les ques t ions ana logues que nous (ni i twm^ pli^
loin et sur lesquelles nous n ' ins is terons pan.

Encore quelques mots sur la question de GéométruL Pour que Ïi^
quatre droites des fa isceaux P e t Q f b r m e r ï t un faisceau Iiarmoiiiqiu%
il f au t et il suffit que l'on a i t

AI -h ̂  :::":: 0 . : 1

ou encore
ACf+CAf=2'ÏW.

C'est une condit ion connue. ^ ^ ! 1

Dans le cas où l'on a un diviseur élémentaire double 'e t ou hmjuatn*

( ï ) Thème dcfi dUwurf{ élémcnudra^ | Vî, n^ î^.



COMPLÉM2SNTS A LA THÉORIE DES DIVISEIJUS ÉLÉMEINTAIlUîS. 3(")

droites forment un faisceau harmonique , on a nécessairement

( A C ~ - B 2 ) ( A / C ^ — B^^o,

c'est-à-dire que l'un au moins des faisceaux doi t se composer de deux
droites confondues. On en conclut la condi t ion précédente

A(y4-CA/:=2BB',

qui est donc tout à fait générale.
L'équation en s est un cas particulier de l /équation en A : ce lu i où i l

y a deux diviseurs élémentaires réeh.
Un théorème d'Algèbre a/autant d 'appl icat ions que l'on peut d o n n e r

de significations géométriques aux lettres qui en t r en t dans les iden-
tités. Par exemple, au l ieu de considérer, dans P cl Q, les lettres .T
et y comme des coordonnées cartésiennes, on p e u t les considérer
comme des coordonnées t angen t i e l l e s . On aura alors à é tudier les re-
la t ions de position entre qua t re po in t s sur mie dro i te .

Enf in f a i s o n s une dernière remarque . Les qual/re droites (ou les
quatre poinis) sont réelles dans deux cas: s0 7^ et 7^ sont réels et
l/one des quan t i t é s \/e es(: i n i a ^ i n a i r c ; ^ À^ el Ày sont; i i rn iginai res . 11
est fac i le de voir que , dans le p r e m i e r cas, d e u x droites d ' un f a i s c e a u
c o m p r e n n e n t une droi te de l^iistre., et que , dans le second, les deux
faisceaux f o r m e n t des angles in t é r i eu r s ou extérieurs l 'ur ' i à l 'aulre.
A ces résultats correspondent les signes du discr iminant do l ' é q u a t i o n
en A, c'est-à-dire

(AC / + ÇA/— a JÏ ir)2— / z ( A C — B2) (A^.Y— W ^ } ,
ou encore

(M.:'— ÇA/)2— ^ (Air— BA^ ( iny- CBQ.
Ces résultats sont encore bien connus,

26. Nous ne donnerons aucun détail géométrique dans FéUide de
l 'équation

A 1 1 ' h -h B 1 1 A n )'. -h B i, s A i » A -h 'B i g
Aa ( À ) == Aai "À 4" Bgi AM 1 4" Ba» Ag» X 41" BM : 0-

A;ti 1 4- Byï A^Â 4- B^ Â;^ À 4- Bsâ
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On sait qu'elle intervient dans la recherche des sécantes communes ,
ou des points de rencontre des tangentes communes à doux con iques .

Les cas pr incipaux de la discussion seront les s u i v a n t s :
i° Le dé t e rminan t a trois d iviseurs é lémenta i res À — A ( , A — A ^ ,

A — A ; } ; on peut avoir deux ou trois des q u a n f . i î é s A^ A y , À:, égales
entre elles.

On pourra ramener les deux formes

P=2A.aa^â+2^Aap^
Q=2Baa. '^+^Aap^

a u x formes
I^^Â/X^+'/^Xj+^.Xj,
Q .,,..- v ï> v a 'y Sii..,.^— X i — A a — À;i.

Dans ce cas rentre ce lu i de l ' équa t ion en ,s\ A^) -^ o-
2° A^ (X) a un d iv iseur é l émen ta i r e d o u b l e A — A ^ î* i , un s i m p l e *
— Àa. On peut avo i r À, == } .̂
On posera

Pi = ).i ( X.t Xa -h X., X, ) -+.- X2 4- /.a X j,
Qt • l(X,lXr•+X,XO" XL

3° A^ (X ) a un diviseur élénH.miairc lripl<» A — A,.
On posera

P, = ̂  (Xî X^ .-.-h Xj -.•i.- X, X, ) ̂  ( X i X, -4.- X^ X, ),
Qi:=~(X,X,4-XJ4--'X:,Xi).

4° Si les formes P et Q dépendent bien ;i la fo i s de trois v ï i r i î i h i p s
indépendantes, on ne peu t pas supposer que kg mineurs du ^rond
ordre soient tous nuls à la fois, mais on peut supposer que ceux du
premier ordre s'annulent tous en môme temps et i chmt iqucmimL

Dans ce cas, on posera
P »„.,„„. •v Y

, , • 1 — A^Ap

Qi=X,X,.

27. Discutons encore rapidement oqîjî

An, À
As^
A^l
A4»/.

t l î

-l-
..,,.,j..,,,
- 1 - 1 $ , , ,
-<-

>rt

t î « a

ÎSï;,

Ït*»

AH
Ag^
A 34,
A^/,

:,,4,.

4-
.4..

-h

"!»

({•^

Bi.»
B4t ,

An À 4- Bu A ia A4-Bn
A a ^ Â - h B ^ A^X4'4Bss^0)=
A3^4-B3î A8^4"B»a
A^4- B/^ A/^/A 4-Ï'Î42
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Elle intervient dans la discussion de l'intersection de deux surfaces
du second ordre. (PAINVIN, Nowelles Annales de Mathémcitùmes ; 1-867
i868.) '

Premier cru. — Le déterminant A, (A) a quatre diviseurs élémen-
taires À — À , , , À — X a , À — À ^ X — À , ; les quant i lés À, , À^ A,, À,
peuvent être égales les unes aux autres.

On ramènera les formes générales P et Q à

. , P i=^X?4~^Xj+Â; ,X^4-À,X^

Q I = - X Î — X J - X J — X ^

Dans ce cas rentre celui de l 'équation en s,

Deuxième cas. — On a un diviseur élémentaire double À - 7^ et
deux diviseurs simples ^-1,, À ~ À,. Les quant i tés À , , À,, A^ ne
sont pas nécessairement dis t inctes .

On posera
Pî = ̂  (X, X, -h- X,X, ) 4- X? 4- À, X ;; -..h.. )., X^
Q,=-(X,X,,-. .hX,X,)~X^--Xï.

Troisième cas. ~ On a un diviseur élémentaire triple À — À , et un
diviseur élémentaire simple À — À^. On peut avoir ̂  ":..:::- À^

On posera.

IV= ̂  (X, X,+. \^ 4" X,,X,) 41"" X.î X, -h X,X, -4- À.X^
Q,=-(X,X:,+X.J4-X.XO-X^

Quatrième cas. — On a un diviseur été m en taire quadrup le À — 1^
On posera

Pi ̂  ̂  ( X, X^ 4- X., X, 4-.. •X, X, 4-- X, X, ) 4- ( X,, X, 4- Xj ...h X, X, ),
Qi = ~ ( Xi X^ 4- X, X, 4- Xs Xa 4" X, X, ).

Cinquième cas. — On a deux, diviseurs élémentaires doubles A — \^
et "À — Àa. On peu t avoir X, == Xa.

On posera , .

P, = ̂  (X/X, 4- X,A ) -+' X f 4- )., ( X, X, 4- X,X, ) ̂  X^
y i= :—x?—xi . 1 , < 1

Ann. de VÉc. Normah. 3» Serîo. Tumo X. -". FIÎVRÎM 1893. 6
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Sixième cas. — Si les formes P et Q dépendent b ien toutes deux a
la fois de quatre variables indépendantes, on ne peut. pas supposer les
mineurs du second ordre de A.,, (X) tous iden t iquemen t n u l s , n ia is on
peut faire celle hypothèse pour ceux du premier ordre. Dans ce cas,
on a

P.^X.Xi-h-X^

y^x.x.+xî.

S I est entendu que l'on a préparé les formes P cl Q pour r a p p l i c a t i o n
de la théorie générale.

28. La discussion précédente supplique a la riassiticîition des dé-
veloppables circonscriles a deux surfaces du second ordre*. Il suffit
d'interpréter les équations dans le système des coordonnées tang'en-
lielles.


