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SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES

o bu

QUELQUES SURFACES ALGEBRIQUES,

Par M. X. STOUFF,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE MONTPELLIER.

Ce Travail a pour objetI'étude des lignes asymptotiques de quelques
surfaces. Je m’Gtais proposc d’abord de déterminer les surfaces sur
lesquelles les lignes asymptotiques forment deux systémes analytique-
ment distincts; le discriminant de I'équation du sccond degré qui
donne, en chaque point de la surface, les directions des asymplofes
de Pindicatrice, doit étre alors le carré d’une fonction douée sur la
surface d’une valeur unique, mais pouvant avoir deux valeurs pour
les points situés en dehors. Ce discriminant n’est autre gue le hessien
a un facteur carré pres. Ce dernier polynéme considéré comme fone-
tion des trois coordonnées d’un point de la surface, augmenté d’un
multiple convenablement choisi du premier membre de Iéquation de
cette surface, doit ¢tre un carré parfait. Dans le cas des quadriques,
le hessien est une constante; les deux systemes de lignes asymplo-
tiques ou, ce qui revient au méme, les deux systemes de génératrices
rectilignes, sont séparés par 'adjonction de la racine carrée du hes-
sien. Cette remarque m’a engagé i chercher si cette propriété des sur-
faces du second ordre ne pourrait pas étre communiquée a des sur-
faces du troisitme ordre enveloppées par des quadriques. Jai obtenu
incidemment une classe étendue de surfaces du troisieme ordre dont on
peut déterminer les lignes asymptotiques a I'aide des fonctions ellip-
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tiques. Une partie de ces surfaces jouissent de Ta propri¢té désirée.
Enfin jindique quelques autres surfaces répondant i la question.
Soit

Sla,y,5)==Ax? 4+ Ay - A"z - 2 Bys
+obB ez aB ay 4 oCx 2y -olls - F o

(1)

P’équation d'une quadrique. Soient X, Y, Z les demi-dérivies particlles
de f(z,y, 5); les lignes asymptotiques sont déterminées par les deux
équations

(2) Ndw - Yy - Lz 0,
(3)  Adx? - A dy* - N ds* - aBdy ds - 2B dueds - 2B " dedy o,

En éliminant dz entre les équations (2) et (3), on obtient P'équation

( (A"X? = aB/XZ 4~ AZ2) de® - (A" XY — BXZ — BYL 4 B2y do dly

(] b (A"Y? = BYZ - A" A2y elyt o,

Le discriminant de cette équation est, en faisant abstraction du fae-
teur Z* égal &
A B" B X
B A B Y .
BB A7)
XY 70
en tenant compte de I'équation (1), ce déterminant se réduit i
ABoB G
BmA B G
BB A"
(DR U P O

/

|
o,
!
|

c’est-a-dire au hessien. Les lignes asymptotiques ont done pour équa-
tion différenticlle

dy == N'XY - BXL - B'YL - B/ = A/
dr AY? e BYYL - AT o

Les deux systemes different done par le signe de VH. En désignant
par Hy par exemple le mineur du déterminant H relatif & A, cete
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équation peut s’écrire

(.),) (I’[)’ T .['IF{Z'.Y‘ jtnli].(;'.’ﬁ -+ I[(',J’ —_ r[[‘;v:': (‘_!?IJT j{— Ry —(w .:\”; + (:”)\/li .
Yode T — Hpa? + allgz — U,

L’équation des lignes asymptotiques sous forme finie est, en désignant
par 7 un parametre arbitraire,

-+ By = A5 4 COVIT
I,

Hpzy — Hex — Hey + Hp o= (B2
5 e : d L TN
( )) " “la.ll)z 2 “(;.l-

IT.

Considérons les surfaces  du troisieme ordre représentées en coor-
données tétraédriques par I’équation générale (')

(7) (& 4y 4 5% 4 u?) (ax -+ by —- 5+ hu) - (mea -1 n)y - ps - qu)* o,

Cette équation peut s’éerire
C Lt e R e e 0 = 3 (e -y - s qu)?

== 30 (mx - ny - ps - qu)(ax - by - ez - )
[ — M (aw A Oy ez - ) | (a4 by - e s 1 i)

- ma A= ny - ps - quA=-h(aax - by ez ) Pooo.

Les ¢quations obtenues en égalant & zéro les polynomes contenus
dans les crochets représentent la premiere une quadrique Q, la
seconde un plan P. Le long de Vintersection de P et de Q, X a avee P
un contact du second ordre; les directions des lignes asymptotiques
sont donc les mémes pour Q et pour X. Or le hessien de la quadrique
Q ne dépend que de A; nous le désignerons par I, soit

g @t o D e et e Y A

(8) ComE e n® e p? b gt M,
am <= bn - cp -+ by =8,
I - . - .
(9) —,! = 3N (AM — 82) - 4AR — 12802 1o MM 4 4.
it

(*) Dans une Note présentéo al’Académie des Sciences en déeembre 1885, M. de Saint-
Germain signale cos surfaces comme possédant une infinité d'ombilics. (Voir Compies
rendus.) ’



48 X. STOUFF.

Si I'on exprime que ce polynome est carré parfait, on trouve les
relations

8A — oy M?

(10) 5= 5w

) B AL e 0B BPAMY 4 3OME ol

Lorsque ces deux dernitres relations sont satisfaites, les systemes de
lignes asymptotiques sont distinetes. Remarquons que I'équation de 2
peut étre mise sous la forme (7) de bien des manieres. 11y a une infi-
nité de quadriques Q. En rapportant I'une quelconque de ces quadri
ques dun tétraedre conjugué, Uéquation de ¥ prendra la forme (7).
Les quantités A, M, S restent invariables lorsque, sans changer L qua
drique fondamentale, on passe d’un (étraddre conjugué par rapport i
cette quadrique & un autre tétraddre conjugués la quantite AM 8
est un invariant pour toutes les quadriques Q.

Pour former I'équation différentielle des lignes asymptotiques, pre-
nons pour coordonnées sur la surface les quantités définies par les

¢quations
(r1) M A= RY A P3 A g h(eta A= by Vs hie) oo,
(12) war -t by bz ha .

Cette équation devient

P R (AM = 82 e MA® — A b aShy) 123 pt(A - 4%
+ SR (Aq = Sh) 4= It (M) — 6 hp (ML -8
(13) A 3h(AM — 8% pi oy ahp o A
F P[RR (AG—ShY -+ 32 (Sq -~ MA) + 312 (AM — 87,
A 2 M == s AL a0 S| dll iy
A 1AM — 8%) — AW* - aS) M| dpt oo,

Le discriminant de I'équation en (’gﬁ est egal i
[30F(AM — 8?) — AR — 1282 - 1aM» | 4 |
(1h) x{[l“(AM-——S’—-— MA* = At v a8 hy) 422 (- X) a2 (hy ~5) gt M Jn"

<o h(Ag = 8hy — MA -+ Sq| ~ AM 4 81
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et les lignes asymptotiques sont représentées par I'équation

a2 (AM - 8%) - A% 28— M]dp

\ DA g Sh) 822 (Sy — ]\I/z)-i—i/\ (AM—=8* +a/lidp—2Al +2gp—28
(13) / ‘ V3R (AM - 8Y) — 39— 1o M) - 4 ) R
) - L o bpddeo,
' ’ SAM — 87— MAi— A it 2l S )»1—)2(/z2 A) 0k (hg — 8) =M p2y
—-9[ (&g -—8h)—Mh+8qp — AM -+ 8* {

La seconde ireationnalité n’est, pour ainsi dire, qu'accidentelle et tient
au choix de la coordonnée p sur la surface. Elle se présente quand on
vutnpnmvrf M{y[, = en fonction de A et de . Voici, par exemple,
I'expression de *:
u
(LeCam - bny = p(a* 4 0*)]hp - [ p(am - br ) — e (m? -+ n*)| . |

= pgl@ =0 A (am
T A

.

1

bn)(eq-hp)-=ch (imn* 4- 1) + Can - Im/\/l(('/:,p,‘)( .

(16) ST MAE A gt ol s

R(%, ) désigne le polynome qui figure dans (15) sous le second

adical, Soient ¢ une nouvelle variable ot () le polynome déter-

minés par les ("ql_lati(ms

CMAg - Sh) - MA- Sy
V- AN

18) ol h) B0 (AM - 87 e GARS e 1o 80 e 1o M

117) VRO, p) =2 /5 — AM - A+ Ly

Il est intéressant de remarquer que ¢/(A) est le diseriminant de
R(, w) considéré comme fonction de p. L'équation des lignes asym-
plotiques devient alors, apres la suppression du facleur,

}\M—-‘ﬁ - M/ —/\(IA,!A,"’/I(/H

f Ja (AN = 8

w'(2),

qui, égalé i zéro, constitue une solution élrangere
o1 (AM — 82) — A 080 — M i
[V () VB AM = BRE(AM — 82) 4 u AL - a8 |edi =0
ou plus simplement

2dt _¢"(1) oy "1\/0‘ 8
ey h)

Ann. de Ulic. Normale, 3° Série. Tome X, ~ Fevrien 1893, 7
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et
2 . / VOS2 — AM) )

[’ensemble des deux variables A et g (A) définit un systeme de fone-
tions elliptiques. Les invariants g, et g, sont donnés par les for-
mules (')

(20) 4270,
(‘.2 1) &y T 3283 — 36 AMS - )7\M’ ~- 27 M2S® ’; A=

Il résulte de la nullité de g, que ces fonctions elliptiques admetient la
multiplication complexe par une racine cubique de unid, on, ce qui
revient au méme, la cubique plane correspondante est ¢quianharmo-
nique. En posant
19y/8% - AM dlh
Vo(n)
w(h)
¥ ()
F(w) désignant une fonction doublement périodique de w doudée de
huit infinis dans chaque parallélogramme des périodes. Désignons-les
pare;(i=1, 2, ..., 8), équation (19) devient

~ el

on aura
F(uw),

”_ l I a(u > ){'5‘(.(::1.
w'( 1) ! ’
[
7 désigne la fonction de M. Weierstrass, 3, des exposants fixes.
Quand g (1) est carrd parfait, posons

w(h) = 3(AM - 8%) Pz,

Pétant un polynome du second degré en 2; les deux systemes de
lignes asymptotiques sont alors représentés par les équations

/,2

pp’ Gy

olt G est une constante.

(V) Voir Wesgr, Klliptische Functionen und algebraische Zahlen, p. 13.
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HI.

Voici quelques exemples de surfaces du quatrieme ordre sur les-

quelles les lignes asymptotiques sont distinctes (*) :
1o su = xty?;

les lignes asymptotiques ont pour équation

, [T
PU Y ¢ ( A )
u u

T G S -

les lignes asymptotiques ont pour équation

a? 4yt b olry = Gu?;
dans ces deux équations, G est une constante arbitraire.
.

3 b = Bty oyt 630 0

les lignes asymptotiques ont pour équation différentielle

dy e 6P Y (@ - bty - Byt ¥ 3
= U ' . \ P o ! L ?
dir 3t - Sty - gart yt e vt

équation homogene et qui s’integre sans difficulté.
Al Zh A= G2yt - b e 50 G520 - 1t o,
les lignes asymptotiques ont pour équation diflérenticlle

=22y (37 4+ 35) (3% + 1) (27 - Bay*) Bty -+ y") £ (234-33) (2

(@ = B2yt -yt ) 4= (54 4= 1) (Baty - y")

Iv.

On peut encore obtenir des surfaces sur lesquelles les lignes asym-
ptotiques forment deux systemes distinets, parle procédé suivant. Tma-

(1) Les surfaces indiquées dans ee paragraphe rentrent toutes dans la catégorie do
celles dont les lignes asymplotiques peuvent lee délerminées par lo proeédé de M. Jamel,

(dnnales de I’ Eeole Normede, 18875 Preawn, Traité d’ dnalyse, p. (03).
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ginons des surfaces S dépendant d’un paramttre arhitraire 7, et sur
lesquelles les lignes asymptotiques soient déji distinetes, par exemple
des surfaces réglées ’ordre supéricur au second. Si ces surfaces onl
un contact du second ordre avec leur enveloppe, cette enveloppe
jouira de la méme propriété.

Exemple :

(22) rsu -yt == o,
Cette équation peut s’éerire

‘! 225 = My 3+ K) 4Dy (3 -+ 3K) -+ 22yt (- SK) 4 2K’ IR
(WK ayCy ) o

K désigne une constante indéterminée. Nous en disposerons de telle
sorte que le multiplicateur de A dans les premieres parentheses ait un
facteur double. En désignantpar P et Q des polynomes linéaives, I'équa-
tion prend alors la forme

(225 =2 P2QY e+ (y - DKy (y - hu)* o,

La surface
a5 WP 0

est évidemment réglée el admet pour enveloppe L surface (22), Cette
surface présente done des lignes asymptotiques formant deux systemes
distinets, pourvu que 'on adjoigne les valeurs de K (). On trouve
pour ces valeurs

et la surface peut étre regardée de deux manicres differentes comme
Penveloppe de surfaces réglées du troisicme ordree, Les lignes asvm-
ptotiques se déterminent d'aillenrs sans difficulté,

(1) Fentends ici loxpression adjoindre au sens oivelle est habituellement employée pae
M. Kronecker.



