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SUR LES LIGNES

PAR M. X. STOUFF.
PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DK M01NTP,ÏiUJEK.

Ce Travail a pour objet Fétudc (les lignes asylî iptoticj i ïesdî* qludqises
surfaces. Je m'étais propose d^ahord de dé l^ r rn iner les surfaces sur
lesquelles les lignes asymptot iquesfbrmeî i t doux systèmes a n a l y t i q u e - - "
ment distincts; le d i ^ c r i l n i n a n t de l ' équat ion du second defi'ré qu i
donne , en chaque po in t de la surface, les directions des asynrptoles
de l ' indicatrice, doit être alors le carré d'une fonc t ion douée sur la
surface d'une valeur unique, mais pouvant avoir deux valeurs pour
les points s i tués en dehors. Ce d i sc r iminan t ; n'est au t re q u e le hessien
à un fac teur carré prés. Ce dernier polynôme considéré comme1 (onc-
tion des trois coordonnées d'un point de fa surface, augmenté d'un
mult iple convenablement choisi, du premier membre de Féaiialion de*
cette surface, doit être un carré par fa i t . Dans le cas des quadriques,
le liessien est une constante; les deux systèmes de lignes asynipto"
tiques ou,, ce qui revient au même» les deux systèmes de génératrices
rectilignes, sont séparés par l'adjoîiction de la racine carrée du, lies-
sien. Cette remarque m'a engagea chercher si cette propriété des sur-
faces du second ordre ne pourrait pas être communiquée, à des sur-
faces du, troisième ordre enveloppées par des quadriques. Fai obtenu
incidemment âne classe étendue de surfaces du troisième ordre dont on
peut déterminer les lignes asymptotiques à l'aide d,es fonctions ellip-"1
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tiques. Une partie de ces surfaces jou issen t do la propriété désirée.
Enfin j ' indique quelques autres surfaces répondant à la ques t ion .

Soit

(0
/(.r,j, z) = A.Z-2 4- A//2 41-" A l f^ 4- 2 Byz

4- a'B'^ +• aB^r 4- a(;.r -h '^(Yj 4- uC^ 41-1 F 1 . . : 1 n

l'équation d'une quadrique. Soient X, Y, Z les demi-dérivéeg par t ie l les
de/(<r,j, z ) ; tes lignes asymptotiques sont déterminées [)ar les deux
équations

( '.i ) X ̂ r -i1- 'Y ^y -i1 1 1 - Z ̂ s ,111-1;,:...: o,

( 3 ) A. dx^ ..4- A' dy1 4- A' ̂ ïï 4- ^ î:î ^y ̂ ^ -h a 1^ ^z' A -i- a ir ;̂r ^/y •:•:.: ( ̂

En éliminant ̂  entre les équations (^) et (3), on obt ient réquathm

(A'X,2 - ̂ XZ -4-" AW) d^ ^ ^A/XY - I^XZ - irYZ -r. ll'Z2) ^/11 //r
(4)

4" (A' Y3 — ^ BYZ ̂  A 'Z8 ) df1

Le discriminant de cette équation est^ en fa i san t al)stractioîi1 < l î ! fhe-
teur Z2 égal à

A. ir ir X
ir A' i? Y
:ir iî A,' z ;

, X Y Z 0

en tenant compte de l'équation (i), ce déterminant se rédui t a
A H" W (:
.ir A' B (Y
ir iî, A" 17
C (7 (;' V

• I I ,

c'est-à-dire au hessicn* Les l ignes asymploliqueH <:mt -doriie polir équa-
tion différentielle

^y ,,„ — A^X Y .....h liXZ -{- ir YZ — W'V' :±; Zt/Ït11

^ " " l ' i i " " l-'"l'"l'll'"l"JIII'll'llll''''ll'~^l'''IAIII'IY^II—llllla^ ' 1 1 1 , 1 1

Les deux systèmes difÏererïl; donc par le nigne deVff. En xlé^igrîalu
par 1-̂  par exemple le roineur du détermiflant 'H, 'relatif àA,,"c(tlt,(e
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équation peut s'écrire

(5) ÎL -= rii1^ .̂.̂ ,11^^ + ̂ T — "^r ± (ï^-y -h Bj 4- A^ -h (7)v/ii
•̂r ' l"l"l'i"'l"—l-"ll'l-l"'"l~l"l"l'~^^^^^^^^^ 1 1 ' 1 1 1 1 1 • 1 1 1 • 1 " • • 1 1 "

L'équation des lignes asymptotiques sous forme finie est, en désignant:
par m un paramètre arbitraire,

( G) m == HFïr zr^^zi^y + îî^± (:B^ "i" B '>' + A / / J •+• ^" ) v/îi.̂̂ ..̂ ^^^^^

if.

Considérons les surfaces S du troisième ordre représentées en coor-
données tétraédriques par l 'équation générale ( : f )
(7) (^2 +j2 + ̂ 2 -+- ^2) (a^ + Z/r + cz + //^/) 4- (///.y .4..- nr ^ pz -[- q«Y -,-<>.

Cette équat ion peut s'écrire
i l.1^ +.:T'iî -t- ^2 -4-" ( i 1 — 31{rnœ ••+• /^y -[- p^ 4-- //^)2

/ M j "1— ^ ̂ ïî ( ̂ ^ •̂  "4- ,̂y -h /^ 4- r/u){a x -i-- //^)/ -4" <"^ -l" // ̂  )
j — À3 ( a .r 4- ^.î' 4- cz -h /^ ̂  J2 ] ( a ,r -4 i i " ^r -l- c ̂  -"h lui)
\ 4-" |>î.^ 4- nr 4" /^-s 4- (/^ 4- ï(aa;' 411-t ^y -t- c'.z 4- /^^ ) j3 -.•, o.

Les équations obtenues en égalant à zéro les polynômes con tenus
dans les crochets représentent la première une q u a d r i q u e Q, la
seconde un plan P. Le long de l ' intersection de P et de Q, ^ a avec P
un contact du second ordre; les d i r ec t ions des lignes asymptot iques
sont donc les mêmes pour Q et pour 2. Or le hessien de la quadrique
Q ne dépend que de 1; nous le désignerons par H, soit

(8)

(9)

/ ^ + f^ 4. ̂  4....... /^ — ̂
/,̂  4,« ̂  ...[.̂ 2 4..,, ^ â — - M ,

( a m 4- bu -'-h cp 4- li<i -:•--:: S,
n = 3}^-(AM - S2) - 4AP -128^^ - Ï^MÀ 4- 4.

( ï ) Dans une Noie présentéoà l'Atsadémio dcss Sciericescr» (ImmiImrïHS^ M. de SaîiU-
Gormaîn signalô cen surfaces comme possédant une i n f i n i t é d'ombilics. (Voir Complu
rencUu.}
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Si l'on exprime que ce polynôme est, carré parCait, (n i t rouve les
relations

(10) S = 8À^^, 3»A^ - ̂ .;PAM» . 1 3-W ": o.

Lorsque ces deux dernières relations sont satisfaites. les systèmes de
lignes asymptotiques sont distinctes. Remarquons que l'équation dcl;
peut être mise sous la forme (7) de bien des manières. Il y a une infi-
nité de quadriques Q. En rapportant l'une quelconque de ces qiiadri-
ques à un tétraèdre conjugué, l'équation de S prendra la forme ( 7 ) .
Les quantités A, M, S restent invariables lorsque, sans changer la qmi.
drique fondamentale, on passe d'un tétraèdre (;orijii}<ué piir riq»p(>r( ii
cette quadriqueà un autre tétraèdre conjugué; la quantité AM S-'
est un invariant pour toutes les quadriques Q.

Pour former l'équation différentielle des lignes asymploliques, prc
nons pour coordonnées sur la surface les quantités définies par les
équations

(i ' ) mx + ny + p: ...|- yy.. (. Ha.r . 1 - hy ) v , -| - /,// ) ,: ,,.

^''^ il-<'•+-/</ +-<': + lui fin.

Cette équation devient

(i3)

/ ^[-^''^(AM-S'.-M/Î^-A^.'!- -,S/<y) . f - / .»p. ' (A l i ' - }
-I- 3 V y. ( A y -.-. S h ) +- 3 ̂  ( M - ,f ) - G ly. ( M h -. S y )

- ( -^^(AM-S 2 ) - .? ." . ! . , / , / / . ,f),//;.
+ y. [ P y. ( A <i - S A).+. 3 V ;A ( S y -.-. M // ) + 3 •},- ( A M -- S ••• )

-i- 3/J;/. — y A A i- •>, y p. .., s | f//. ,l^
+ [/.'(AM •-- S2) - A/.2 - - ,,S), M | ,/pi : <,.

Le discriminant de l'équation en <lK- est é^if à

[SÀ^AM-S^-^.A-P- iaS/.' -. ,aM/ i. '( (
( .4) .><!t^(AM-S'-M/^-Ay^4.,-.<S/<y),-^^,.,.A),..,,(/,y^

-- '<M|:À(Ar/ - S//) -.. M/< + S/ /1 -. A M -j ~ *•»' {
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et les lignes asymptotiques sont représentées par l'équation

; ap-^AM - S2) -- A/.2 --- :î^l ~. M] d[i
1 A^ tA-7• - - -S / / )4 -37 ^ ^(S7~M/^)4-3^(AM-S S )+9 / /^ •~2AÀ4-3 / /^ - -aS

(^) - , ±^3Â^(IAIM:'l'l:-ISa)"'l~'U'^l'rnS
/ .././[[Âa(AI'M-'IS2:-M^^MA7T^ .̂...o.
\ "V 1 - 2 [À (cVy~S / / . ) -M / / - f -S7 ] ^ - -AM+S ' 2 ' (

La seconde irrationnalité n'est, pour ainsi dire, qu'accidentelle et tient
aa choix, de la coordonnée [i sur la surface. Elle se présente quand on
veut exprimer ̂  ̂ , ^ en fonct ion de À et de p.. Voici, par exemple,

I1 expression de ":
^

j [ c ( a/n + hn ) - p ( a2 -}- V1 )] '/^ 4- [^ ( ain + hn} - /,• ( m^ •+• 11^ ) | y. i
/ , (; ) r -.- . / „:: /^ ( f f 2 "'". ̂ } ~}~{am•+ blt}^<•| -i- À/? ) -- c/i ( /?z2 .̂-. /^ s ) 4- ( //// --. l»ni\l î S ( A, ̂ ) i

// -i"" ! ' AM ::'IIS7-IIM^2111^11'IA7ï'+•la 1 ' 1 1 • I I I L 1 —-- ' - - - ' 1 1 1 1 1 1 1 - - ' • • 1 1 1 - 1 1 1 1 1 - - ;

H(A,(i) désigne le polynôme qui figure dans ( i 5 ) sons le second
radical. Soient, l nne nouvelle variable et ^(\) le polvnônie déter-
nlinés par les équations

( 1 7 ) vlKA^):::.^^;.-'^!-.-.-7^^:-^^^^^^
VS^-AM 1 "

O 8 ) û^) •"- ^.'(.AM -• S^ } - UÂ'' - i - î S / ^ .- i -<M À .,.(-.4.

Il est intéressant de remarquer que ^(A) est le discriminant de
\\{\, ̂ } considéré comme (onction de [x. [/équation des lignes asYm-
j)tol, i( jues d( kvient alors, après la suppression du iacteur,

AM-S^-M^-A^- i -^^S , ,/:*• «.- .-—-—.-,.-,... . .„.,.,„„.,..„„..,.„_.„,,.„.,.,, ' , . .„,.„.,.„., / • ft;i i ) ' ' \
,i,(AM-S^ - 1 • • ^ ( À ^

qui, égalé à zéro, constitue une solution étrangère

^ [ ^ ( A M - S ^ - A ^ - a S À - M - l ^
•+• ^V /91(?.1) ̂ -kM.- 3P(AM - S2) -4" ^A?. 4- •^|/; ̂ . -11.:: o ^

ou plu s sim|)lemenl

a^.,,.9'(^•)^.4..J^Ç(/•)(S21-

'^"'1 '1-•?(Â/Â•1 '-•'•1••' . ,
Ami. do l'F.c. Normale. 3» Série. Tonie X. — (̂ muER i8y3. -
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et
^ / lav /ç tÂ l IS^-AM) / / ) ;

09) ^D-^ '-l'l""l"l"l-li^ "

L'ensemble des deux variables A et, \ / îp(A) définit un système de lonc-
tiens elliptiques. Les invariants g., et ^3 son! donnes par les (or-
mules ( 1 )

(20) y^^0?
(;u) ^ = 3-îS3 — 36AMS -" 27AM:f •-h ̂ M^ --- .1 A^.

Il résulte de la nullité de ̂  que ces fonctions elliptiques ad/ncftc/U la
multiplication complexe par une radw ('abù/iie de l'unité on, ce qui
revient au même, la cubique piano correspondante est équianlianno-
nique. En posant

î - ^ S ^ — ' A M clh .. J ^ - .—." ^ • —•: du,
\/9(>.)

on aura ^ - "<">•
F(a) désignant une fonction doublement périodique de a douée de
linit infinis dans chaque parallélogramme des périodes. Désignons-hs
par ^i,{i= î , 2, ..., 8), l'équation (n)) d<*vient

M^,,-ti^"1 ^'^i . . . i
a- désigne la 'fonction de M. Weierstrass, ^ ilt^s exposan'I.s (hes.

Quand ç(^)1 ^^t carré parfait, posons

^(1) "r3(AM--1 B^P^

P étant, un polynôme du second de^ré (m A; les deux systéilN1^ d(*
lignes asymptotiques nont alors représenf.és par les équations

1 1 t . — rct^}^^^
(,>j>/ • 1 • ^ • I J - ' • • 'V1 ' / ' »

ou. C est une constante-

( 1 ) '̂bà- WERER, Elliptiscfic Fum'fio/feu uffd al^cb mise/te Za/ffef^ •p. i'L
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lil.

Voici quelques exemples de surfaces du qua t r ième ordre sur les-
quel les les l ignes asymptotiques sont dis t inctes (1) :

j" zi^ •=. ̂ y2;

les l ignes asymptotiques ont pour équat ion

^ ^ =: G f^Y^, ^ ̂  ,,: ̂  + 6.z.y,+ y^

les l ignes asymptot iques ont pour équat ion

a.^ + y2 ± 2/.^y =: C te ;

dans ces deux équations, C est une constante arbitraire.

3° .z-4 -4" 6. z'\f2 + ,r4 — 6 ̂  «2 =;: <^ ;

les lignes asymptotiques ont pour équalion diiïerentiolle

dy _ — i6^^ ±. (.̂  4" ^x'\y2 -"•- 5.r^)^ —y')^/. 1 ^
'̂y "1"'1" 3^<* 4-. 3,r'\y2 4" Q^'^)''' 4" r" î

équation homogène et qui s'intègre sans difticulté.

40 ^ 4- Ô^2^2 4- J4 4- 54 4" 652 ̂ a 4- i^ — o,

les lignes asymptoliques ont pour équation d i f f é r e n t i e l l e

dy _ — a xy ( ̂  4- 3 z } — ( s2 4-1 ) ( <2"3 4- 3 ̂ y5 ) ( 3 .̂ r -h y3 ) 4: f ^â -i- 3 s ) ( .r2 -^r^ ) (' ̂ ..- i ;
dx " 1 1 1 " " 1 1 1 1 " w " 'll"""'ml "'l'llll~'ll'lll'l'"l''illlll'll'~l''"ll''l^ ^'("^^^J1'"^,/'')

IV.

On peut encore obtenir des surfaces sur lesquelles les lignes asym-
ptotiques fo rment deux systèmes distincts, parle procédé su ivant , hna-

( 1 ) Le^ surfaces indiquées dans co pin'a^ra'pho rentront tonlos ù'àm la (ïalé^oric <l(î
collos.dont les lignes asymptolîquos peuvent ôtre délôrn'unécs par lo procédé de M- Jamol,
{Aiifwles de l'Ecole Normale, 1887; Pic;Aïin, Traité d'Analyse, p. 4o3).
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ginons des surfaces S dépendant d'an paramètre a r h i l r a i r e A, el sur
lesquelles les l ignes asyrnptot iqucs so ient déjà dis t inctes , par exemple
des surfaces réglées d'ordre supérieur a u second. Si ces su r faces on!
un contact du second ordre avec leur enve loppe , ce l te enve loppe
joui ra de la même p rop r i é t é .

Exemple :

( 9-^ ) .̂  Z U 4- y^ "'^ (i')•

Cette équat ion peut s'écrire

j ^—Àiy^S »hK) +îjM3 4« 3K) -+ Pj/^O -f- 3 K ) 4- /.^K ^'!]; ̂
-h (,•)'' 4- }J<//Kr4---- /^)^ ' o:

K désigne une cons tan te i ndé t e rminée . Nous en disposerons de t e l l e
sorte que le m u l t i p l i c a t e u r de À dans les premières parenthèses a i t u n
facteur double. En désignant par 'P et Q des polynômes l inéa i res , l 'équa-
tion prend alors la f o r m e

( A — 1 P2 Q ) // -h ( j 4- ̂  K // ) ( Y -h A // •f ̂  n»

La sur fa t^e
.^^-).|l"QI:r..,o

est évidemment réglée et admet pour enve loppe la h i i r f a e e ( 22) . Oite
surface présente donc des l ignes asymj) t ,o l t iq ( les f o r m a n t deux svsièmes
dist incts , pourvu que l'on adjoigne les vali*urs de K ( i ) . On I r o i i v e
pour ces va leurs

K ^ ' 1 ' ' ' 1 !,^7

et la surface peut être regardée de deux manières d i f l e r e n t e s em'rmie
l 'enveloppe de surfaces réglées an t r o i s i è î ïK i ordre, (.es lignes a n v î i ï -
j ) t o t i ques se dé te rminent d ' a i l l eurs sans d i f f i c u i l é .

f 1 ) J'onlonds ici 1/ôxproHsioîi ad/mi/dn1 m wm <m dh* ml l l r l^ l» : i l ( l t<•»l l f lmft lr î t , , eîîî()ir»yé(ï pw
M. Kroneckar*


