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RECHERCHES
SUIt LES

FONCTIONS DE FOURIER-BESSEL,
PAIÎ M. W. KAPTEYN.

Dans ce Mémoire, je me propose d'abord de fa i re voir que le calcul
des résidus de Cauchy se prête admi rab lement à la démonstration
des propriétés fondamentales des fonc t ions de Fourier-Bessel et à la
sommation de plusieurs séries composées de ces fonct ions . Je m'oc-
cupe ensuite des développements importants d'une fonct ion holo-
morphe en série des fonctions de Fourier-Bessel et en série des carrés
de ces fonc t ions , que M. C. N e u m a n n a traités dans son t ravai l
Théorie der Bessekchen Functionen ( '), et dans un Mémoire i n t i t u l é
Ueber die Entwic/clung einer Funclion nach Qaadraten und /-Ww/^//
der Fourier-BewïIschen Functùmen (2).

Apres avoir donné une nouvelle démonstration pour les fo rmules
fondamentales de M. C. Neumann, je termine par donner un nouveau,
développement qui m'a été suggéré par la solution connue du pro-
blème de Kepler en fonc t ions de Fourier-Bessel.

(1) Leipzig, 1867,
( 2 ) B(;rlc/iïe àh. die P'erhaiiclUin^în derKôn. Seiche GeseUsciL der pf^imnsch. Bd, XXI ;

1869.
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PREMIÈRE PARTIE.

l. Soient s et ^ deux variables imaginaires et J//(^) la f o n c t i o n de
Fourier-Bessel de rang/î , on a, d'après M. Schlôrniich (1),

j ^(^^^-^^^^^^)^^(^^)^^^^^^_

) - ^ , ( ^+^ I , ( ^ ) - ^ I , ( ^ )+ , . .

pour toutes les valeurs finies de z et de /, a l 'exception de / = = o .

En effet , pour toute valeur de z, e1 f f " est nne fonc/tion liolo-
morphe de t dans toute l'étendue du plan de représentation, excepté
à l 'origine et à l ' infini. Cette fonct ion est donc développable en nne
double série, ordonnée suivant les puissances entières positives et
négatives de la variable.

Si l'on pose
. pK)

^-".Tr/,/ -^r^

^^^j^^'^^^
les Intégrales se rapportant à la circonférence d 'un cercle de ravon
arbitraire r, décrit dans le sens positif, la double série dev ien t

^ 1 1 1 /" "=. .. + ̂ ....21^ 4" u^ t " ' 1 •"\- UQ + //i f, 4- n^ f2 4-,. . .,

Choisissons r==:!, et soit
, ! ^=^,

(i) Ueher die Be^fschc FUHCUÔH. ZeUîîch. far Mat/t. u. P/îfff., 11^ Jadrgai^.
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les coefficients peuvent être représentés par

, ^ . ^
« ^r — ^(ssiuO^O) dQ ̂  — rf cos(^ sin 0 — nO) dû^Jo ^JQ. ^

^ _ i sm(zsmQ—ne)de,
^^Jo

,.̂  ^t^
// — _ ; ^/(38infj4./^j) ̂  ̂  — tf ces (.3 sin 9 4- ^.Ô) ̂
"-/<"'"' 27TJ, ^^4

^ r271
-4,— i s î n ( ^ s in '9 4- n^) dO

^^Je

ou pai*
i /^,̂, = - ( cos(^ sin & — n^)d0 = 1/ /<^) ,

7T J,.

/^,/=i f cos(5sinÛ4«/^)^=L(-^)=(-ï)^^(^).
^ Jo

ce qui démontre le théorème de 1VL 'Schlômilch.
Le dévelopjx^ïient précédent nous permet d ' in t rodui re les résidus,

En effet,

...i_ f^2ldi. ., ..i-f^-^^^'^i-J,. <""4 1 '^i-j,.
sont, prcciHcinci i t les t-ésidds des fonctions

^IM) î f / _ ' )
^— <1 ' . <A' " ( n - 1 '

'I:)ar rapi)ort au seul point de d i s c o n t i n u i t é l === o.
On a, donc les deux formules

,j(-t) , f^4) 1 ' •
/,., j ^\^.. f r-_\_^ ,J_ / î:____^/,(^ s/,(.) -„. ̂ ^ • ̂  - .^^y^ ,̂.,,, • 1 .

5 // ^-i /-.., îV^ /' ï/r-1!
(3) î,(.) = (- 0. ̂ ^ V 1^= ̂ jf ^ i ) i^âL

2. Appl iquons la preniieyade ces formules à la démonstrat ion des
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deux propriétés fondamentales

^^n.(.^} _ I r-r / ,„ \ ï / ^\~\— — — — - |_1^_^^J — i / i + i \ ^ ) ] f

, , î , , (^)==i[I^(^)~hI^(^): | .

En diiTérenliant l ' équat ion (2) on o b t i e n t

^U^) I p ^""7)/ H,, I . . g / y . .== ^ -.-.... ̂ ^^ ( / ̂  ^ 1 ,_. ^ [ 1 .̂.,, ̂  . ) —— .g /, ,,^ ( . ) | „
Cl S --î —•'̂  (0) t' \ < / •t-'

La seconde propriété se dédui t de la manière su ivante

^-^^.^^^j^'^^-ïrï
--^B^'
-^{è^.^t'^,,,
"""9-7r ^ L ''n ,.,..1 /• 8 7r i../. ^ft 4"11

•=• /lÏn(^).

3. Pour f a i r e voir avec quelle f ac i l i t é se f a i t la sommation de p l u -
sieurs séries connues, je choisis les deux. séries

,̂ = î,(z) + ̂  I',,,̂ ) + ̂  1,,,.,(^) 4- . . ( î ) ,

cos (^ cosy ) == l'o (.;) — 31,2 (^) ces ^ 9 4- ^ 1^ (5) cos4 cp —. . . .

IjC second membre de la première série se r édu i t , en i n t rodu i s an t
réquat ion (2)5 à

p ^ ( / ' " " < ) / z ^ ^ \
j ..„„.„„..,.,.„...-...„,„„,„ j » .«L. .„„.»,. «i-., -.—>*.«—.». .j,., „.,„.,.,..,.„,.„».«„„„,„„„..„„ ,.,j..,,. i.

<--(0) ^ "̂M V' ^ ^^l^2 a. 4.6^' "\/

Or» pour toutes les valeurs de z et de ^, ce résidu s'écrit
£f/.«.l) , 1 ^

r f!̂ .̂"^ ^1.-^' ,
0(^ /•^"1^ • """""•"o^o^1^^!""^^^!

(r) LWMH Studien ûh.die .Be^'eVsche Fffnctwn y p. 29..
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Pour vér i f ie r la seconde série, posons

S ( ^ ) =,IQ ( z ) -.- f - i lg (.-) ces 29 -h a!', ( s ) ces 4 9 "-....

En in t roduisan t l 'équation (3), on obtient

j1^-1-})
S (z) ::;;„:.:, r; .1......— -.....,-.-„ ( i — ^ c'î COS 9. © 4- 2 i ' 1 COS / ; © — . . . )

^ < o ) & ' ' ' "

ou , parce que niod l <^ i ,

s(^-:r ^<::^^ . • r - ^ . . . . - , , - . 1 ^ " " ^
' " "(-^(oi < i 4- a^cos'iy-l-^ ""aTr;^ —Y- ^ _^^ i;os3g;^7i'//'

(H'I J e t'ayoïi /• (isl, supposé p lu s pe t i t ( J H C l ' un i ( , é .
Un rcmplaç;i i i l . / l>.'ii'^, l;i (Itirnici'c ( '•qiiation prend 1;» foi 'Die

, /"".-n'-'/.) / > . . . ,b ( = ) .:-...- ^ ̂  ̂  ^ ̂  ... .——^- ^ ^^ ̂  ̂  ̂  ̂  _ ,//,
/'

le chemin d ' i n t ég ra t i on étant îïudntenant la circonférence ( l ' un cercle
de rayon ^> i , parcourue dans le sens négatif*. On d é d u i t de requî t"
t i o n précédente, on. changeant le sens de l ' in tégra l ion

i /1^^/••1111^.) , /.
S- , i, Si y \,f • Jl >-""1"111- f,(— .z) ;:-;;:.:. ...,-,-..... -....-— 1 . , .....^..^.^ ,..,.,,..,-..-..., .,,,,,.,.„„,.„,...,,.,.,...„,..,.„....„..„....„ ^//

'•'î r:t Jï t 1 "ii"1"""' 2 / ;i (t 0 s ̂  ? "'"4"" ^ ' ;

^ <î i •-•l- 9. '^ eos;>, 9 -i- t ' '

A l ' i n t é r i e u r du c(ïrcle de rayon -> ï se t rouvent à présent tous les

poin ts de d i s c o n t i n u i t é de la (onct ion e^---—— .—^..-.—^^^^^^ :
/ î -}••" 8 /i{ COS 2 © 4- / ( 1

/ ÎP / îp

^ ;— 0, t ::•:,::: ± /(?'1"'1' 1'1", / =:: :± ̂ T ;

le résidu est donc un résidu intégra], consistant en cinq résidus par-



<)6 W. KAPTEYN.

liels. Le résidu, par rapport au pôle essentiel ^ = = 0 , est S(s); les
autres résidus, relatifs aux pôles simples,

^? /? if? Lî
te 2 , — z e 2 , i e ' 2 , - — i e 2 ,

se déterminent aisément et sont représentés par
1 .yizcos.S) 1 ^—izc.o'Ë.'ç l.^/^/'osîp _1 /»—/3cosy

—— "2' 7 —— 2" 7 —— 2 ' 2

En réunissant, on obtient
S ( — ^ ) = = — [S(sr) —^^y — <?-^n»H?^]

ou, parce que
S ( — z ) ^= S(^), S(^) == cos (^ cosy')-

•i. Dans le reste de cette première Partie, j 'é tudierai encore d e u x
séries, dont la première

(/;) ———— = ï 4- 3fi:i (,3) •+- 2,1, (2^;) ̂  2.13 (3s) + . - ( 1 )j — ^

n'a été démontrée jusque présent que pour les valeurs réelles
— ï < ^ < î .

(.k'tto série, don t je me servirai dans la t ro is ième Par t ie , présente des
d i f f i c u l t é s plus grandes.

.En posant
SO) = l + '-ilî (z) + ̂ la (a,^) 4" '^h (3^) "h- . .

et introduisant des résidus, on aura

^^--r'ï,-.,^1-'^,^/--'^,,^-^,...],,.
^ l j i \ , J '

où le chemin d'intégration, la circonférence d 'un cercle de rayon arbi -
traire, est parcouru dans le sens positif. En adoptant, pour s et /, des
valeurs telles que

^ / , î ^
(.'>) mod/rM 1 / < î ,

( 1 ) ToDHUNTER;1 Thc fwwtuîn^ of LapUwc, Lamé cwd Mc^etf p^ 3^,
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l'équation précédente s'écrit

^^/T^Sr-J &\î^^{ ^ j

Avant d'aller plus loin, il nous faut discuter la condition (5).
Soit

^ •^ / • ( cos^ -Kfs inO) , z =p(cosa-4- & s m a ) ,

la condition s'écrit

( 6 ) /• ̂  [(' """ ^) c < ) s a ̂  ° "" (/> ̂ )sin a fi in °] ̂  i.

Imaginons que ^(p, a) ait une valeur fixe et proposons-nous de dé-
terminer toutes les^ valeurs de r, telles que, pour tous les points sur la
circonférence du cercle r, la condition soit remplie.

La valeur de 0, qui fa i t maximum l'exposant

( '" — - ) ces a ces 0 — ( r --i- ^ ) s in a s in 0,

est déterminée par l 'équation

i;Hig^::= ̂ /^ tan^a.

Cette valeur, substituée dans la condi l ion (6), la transforme en

,E U ̂  »«.. g (.<)(( 2 y. ..(,,. /*2^^^ <l,

ou la racine a une valeur positive. Il n'y a pas moyen de satisfaire à
cette condition en prenant r> î ; supposons donc

/" =:•: cr"^< ï ,

on aura, pour déterminer r, l'inégalité
,̂..»,,,.,_————,-— ^ ̂

v2 ch '2 ̂  — a ces a a <; -— -
P

11 faut donCy p et a étant convenablement choisis, que u varie entre
Ann, de l'Èc. "Normale, 3e Série. Tome X- — MABS ï8^3. . 'x3
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les deux racines positives u^ et u^ de l 'équation
————————— a u

( 7 ) y2 cil 2 u — 2 COS a a ==: —

ou de l'équation

( 8 ) i/s!'̂  u -h s in2 a == •- •v p

Par approximation, j 'écris pour la plus petite valeur de u : stn/ = u
( " l l • *et pour la plus grande, en négligeant sin^ : shu = ^ • A ins i on ob-

t ient les formules approximatives
psina

(9) ll^^'

(.0) .--̂ .

Remarquons ma in t enan t que les deux valeurs de u, qui satisfont à
réquation (7), sont égales si 1/on a

( r ï ) CÎA a u — // si» a ^ =;. ces î'î a (1 ),

et qu'avec cette valeur l 'équation (7) devient

/ ^ n(,^ p:^y^^.

On voit donc que pour toute va leur de z dont le module est p lus
petit que i/—u-, u étant la racine réelle de Féqiuition (n), tous les
points t à l ' intér ieur d 'une couronne, entre les circonférences des
cercles décrits avec les rayons

remplissent la condition (5).
Il est évident que Fensemble des équations (1:1) et (12) détermine

une courbe C,, symétrique par rapport à deux axes rectangulaires.

(1) Pour a =^90° ceitô équation ôât la mémo que Laplaeô, a étudiée dans scm Supplé-
ment à la Mécanique céleste'/ p. 3 (<:*). ! ! !
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Pour former une idée plus nette de cette courbe, nous avons cal-
culé les valeurs de u et de p correspondantes à quelques valeurs de
l'angle a.

a.

/ < . . . . .

p . . . . .

0°.

0 ,000

Ï , 000

1

0,

0,

,5°.

65i

875

30°.

0,884

0,788

45°.

i , o 3 î

o,73o

60°.

i , r28

0,691

1\

^
0,

5".

i84
669

90".

1,199

0,663

Ajoutons-y quelques valeurs de u^ et u^, r^ et r^ correspondantes à
différentes valeurs de p et a, calculées d'après les formules approxi-
matives (9) et (ro).

P- 60». 90°.

0,1, . .

Û ^ îu, z... <

0 3.. .
î l

o 4. )u, -r * . . \

0,îL..j

0,6....

OJ...

0,8...

0 () SV,<7* * . <

(«i)
("2)

0

4

0

3

0

'2

0

9.

0

%

0

1

0

X

0

X

0

0

, 000

,5o,

, 000

,58,

,000

?99?

, 000

,54,

, 000

,:r5,

, 000

,5 ,1 ,

, 000

,35,

, 000

,i8,

,000

,80,

Î

7

y

?

Î

7

3

?

o,3o7

?
0,44 9

(^•i)^2)
l ,000

Ï ,000

Ï ,000

I

0

0

0

1

0

0

1

0

Ï

0

Ï

Ï

, 000

, 0 1 l

,o%8

, o5o

, 000

,o5o

, 1 1 6

, 000

, A'2 Ï

, 000

,'259

, 000

, 000

o,o5o,
4,5o,

0,102 ,

3,58,

o,i57,
^99»

o,^ ïK ,
^,54,

o,-289,
9,,Ï,5,

o,375,
ï , 5 î ,

0,490,
x , 3 5 ,

o,95i
0 ,0 t Ï

o, 90 3
o, o%8

0,855
o,o5o

o,Ho4
°5<>79

0,749
<), T Ï (>

Ô,G87

0,'2"2Ï

o,6ï3
o,a59

0,087,
4,5o,

0 ,177,
3,58,

0,^7^,
^599»

0,378,
->.,54,

o,500,
2 , 1 5 ,

0,648,
i,5:ï,

0

0

0

0

0,76%
0

0

0

0

0

0

0

5 9 * 7
,01 I

,83H
, oa8

,o5f)

,685
. °79

, 606
, 1 1 6

,5^3
,9/2Ï

0, 1 00

4,5o,

0/À04

3,58,

o , 3 1 5
^99;

o,438
-2,54,

o,546
- 2 , î 5 ,

0,785
i,5i,

î

7

?

,

Î

7

o,()o5
0 ,0 Ï I

o ,8 ï5
0,0^8

o,73o
o,o5o

o,G45
o,o79

0,579
o, 1 1 6

o,456
0,2'21

5. La discussion précédente apprend que la série S(s) est équiva-
lente avec l'intégrale

,-J^)(i3) dt,
t i -I- t c2
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pour tout point z situé dans la partie du plan à l ' intérieur île la
courbe fermée C.

Observons encore que le chemin d'intégration est une courbe fer-
mée, située entièrement dans la couronne entre les circonférences
des cercles décrits avec les rayons ^ et r^ et renfermant la plus petite
décès circonférences, tandis que les rayons r^ etr^ sont variables avec
la valeur de z et déterminés par la position de ce point .

Choisissons pour ce chemin la circonférence d'un cercle de rayon /\
et proposons-nous de trouver la valear de cette intégrale.

Pour y arriver, nous démontrerons d'abord que, ^ étant un point
fixe à l ' intérieur de la courbe G et ^ le plus grand des rayons corres-
pondants à ce poin t? l'équation

(i4) j+^^^o

n'admet aucune racine dans la couronne comprise entre les circon-
férences des cercles de rayons r, e t r , ni sur le contour du premier
cercle.

En effet, substituant dans l'équation ( ï / i ) •

t =: r ( co s 0 4-1 s m 0 ), -s •-:::::: p ( ces a "4- l si ri a ),

on obtient, en séparant la partie réelle et la partie imaginaire ,

( 1 5 ) 0 -}- 2- n r — - j sin a cos 0 -h ( /' — ~ ) cas a sm 0 =:. TT,

(^ ^j[(r-^jcoHa<.o^-(.,^} BinaulnO] ̂  ̂

De ces équations on déduit, en posant ,

p == ^- ( r — - ) cos 9, c/ ̂  - ( /• -t- ••1-1 ) sin Û^
2 \ r / • 2 \ r /

p (n — 0) 4- q lo^r , a (rc — Q ) — p Io^/'p sm a == L-——— —/—— ci p cas a = /J———.r11-—{—'"— ^
' p ^ T p^^(f

ou, en remplaçant r par er11^
,2^.., (7T-/?)^+-^ , . 1
p — 2 —1.-"-1"-1——•——,«-....-.-.—- y* cil a/ / /— cos 2 y

! ^ ^ ^ cti u ^in 0 "4- sh u (Tr — &) co's1 Û
b w' ^ sb a cos 0 — cl! u (TT — lè' j sin (9 *
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Avec chaque valeur de ^ ( r , 0 ) correspondra donc une valeur de
^ (p , a), et faisant varier t sur la circonférence d'un cercle de rayon
r= e"11, la valeur de 0, pour laquelle p est min imum, est évidemment
0 = TT. G et le valeur imnima de p sera

///
1 s h u

Imaginons main tenant que pour certaine valeur de ; s (p , a ) , par
exemple p == 0,5 et a == Go0, r varie entre les valeurs r^ == 0,606 et ï ,
il est évident que, dans la couronne considérée^ il , n'y a pas un point t
qui puisse sat isfaire à l 'équation ( ï 4 ) - Ktt etïet, le module du. point z,
correspondant à une racine, tandis que t varie dans la couronne, doit
avoir une valeur p > ^ - . Or, u va r ian t entre u^ = o^oo et zéro, "̂

variera entre les valeurs —— == o,f)5() et ï.
S II (.(' ï * lt

En général, la. couronne correspondant à une valeur fixe de z ( p , a)
sera l imitée parles circonférences des cercles de rayons ï et r^ cor-
respondants à

(S. S::̂  (::) C t ff' ^- li 1 ,

où u^ est la plus petite racine réelle de l'équation (8)

V^h^/r-h s i î i ^a ;:•:•: —1 *
P

La valeur de — variant entre les l imitess h a

r ci -,"1-,shUî

il est évident que la valeur fixe
„,,, _,,,,,,,,,̂ ^

t/shâ^l+ s'm^a

est plus petite que toute valeur que -:1— possède dans l'intervalle con-
sidéré.

II. semble qu'il, y ait une exception pour a = o° et. a === 180°; cela
s'explique en remarquant que, dans ces cas, la couronne se réduit à
%éro.
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L'équation (i4) n'admettant point de racine dans la couronne,
entre les cercles de rayon r^ et ï , n'en aura non plus dans la couronne
entre les cercles de rayons ï et-1-- En effet, on remarquera aisémentrl
que les équations (i5) et (16) ne changent point si l'on remphccî r
et 9 par \ et 271: — 0.

Ajoutons encore que, pour toute valeur de s, l 'équation 04) ^Imet
la racine t = — ï .

'Revenons 'maintenant à la formule (i3)

où. f\ >r>r2, les valeurs î\ et t\ étant les valeurs correspondantes à
une valeur fixe de s choisie arbitrairement à l ' in tér ieur d(1 la courbe C.
lin remplaçant l par • l ? on obtient

Nous avons changé le signe de S(-s) parce que nous admettons que
la var iable^ dans la dernière intégrale^ parcourt la circonférence du
cercle de rayon - dans le sens posi t i fy comme dans la première inté-
grale.

La différence des deux intégrales

î / \-t(^' ( - ' , î / î - . / î ^ 1 1 1 " " 1 1 ^ ,dt ̂  .,—^ a ... ,.,........,..,̂ ....,.,».—,. ( ( ( ,
^Ttl I ^ ( t ^ l } } ' ' " 9.711 f { ' " " ' ' î ( f . . . . . . i . \

J, t i^l^ ^\ J^ t\^^t^ u

f
n'étant autre chose que le résidu de la fonction

,-JM ^-4)
t\i -hte2'
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par rapport à la seule racine simple t == — i du dénominateur, on
peut la représenter par

îd^l} -,
i — te^' ^ (<ç4- i) „, •ï

[ 4(^^^^,
'En réunissant, on aura

-S^)=S(^) .

ou enfin

S(5)^ I+; Î2L(/^ ) ;

i
pour toute valeur de z située à Fintérieur de la courbe fermée C.

6. .La seconde série dont je me propose de déterminer le champ de
convergence est la série

07)
- =:" ̂ ^ L - Q! 'u/^ ̂  n ! '^^^

l/ / n'^ {n 4- ^)^-1

^ (n - | " ï ) ! i^/,(^+ l \ s ).„„,,„ _,^^^^^^^^^^ ^̂ .,,̂  .,̂ , . ̂

qui résulte des développements dans la troisième Partie de ce Mé-
moire-

Pour démontrer Inégalité précédento? je commencerai par la som-
mation de la série

P ^ V " ( n ,^\d^^ï^n^ , .^-11I.^(^4^ ,.1 (̂ ..«(̂  i)l .̂̂ ^^^^^^^^^ ,4- ni ^-^^^^^^^^^

0+i)! ^'•'î/.-KX^^^i)^ «.,,^,^,..,,.^^..,^

D'après la formule (3), on a
•n"^p „ / 1 Ai«-.-a///r-hï/^) = (-1)» y e-s—v"7 ^+2/'-1,

-^(0)

par suite

^L,,/<;r̂ T )̂ /n+^y-»-* ^ i/^'y^^-O-^)^/,
—————^.^..——————_(_,)^-__^ ^^^ ^ C



104 W. KAPTEYN.

En introduisant cette équation dans la série P (^)y il est évident qu'on
obtient

p(.)=trii)^_^ r ^-irVjH^
' ' a"--1 < ,̂o) / \, t.)

X\^n^l-^+n^±^^^+..\
I, ' • -'• J

Or, tant que
î(,-l\

(5) modtc^ f/ <i ,

la série entre parenthèses se réduit à

îî?/""''))"'
. ^ c 2 1 / '

par suite

p^-,^--1)"^--1)' r (/•••!-l)'t•+l ^:(^'"'/)
.1 ^^ ..„.,„„., -^.~-,.«,^., .-—. - .̂............... ,,,.,.,.,̂ ,,,,...,.....-...,,,,.,...̂ .,. ,„..„„...

0//.4-1 C^ /•^À —(() ) ^

lîn assujettissant la variable z à ne pas quitter la par t ie dis plan a
l ' intér ieur de la courbe C, on sait q u ^ o n peut toujours assigner à l des
valeurs telles que la condition (5) est remplie» Toutes ces valeurs de /
sont comprises dans la couronne cuire deux cercles de rayons '/\ et r^
plus petits que l ' un i t é qui dépendent de la, valeur choisie pour z.
Choisissons main tenant pour r u n e valeur mtermédiaire entre /\ et / a»
l'équation précédente prend la, forme

ou, en remplaçant t par"^ et changeant le sens de la nouvelle inté-' t/ " '
grale, ,

_ (-:ry („-!)! i f(^^^ _^ ( /"11>11• )1 . .
v" /w"' ' •-'•-••"••-^/.ïr1''''1-"-''1-1'' ^7 S -111"1"1"---1^1-— .- ' -âj^]T-iF1"

' / Ir .,....-/^/^ V //•yi 1» i/ ( . . . . -
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Or, d'âpres ce qui a été di t dans le paragraphe précédent, il est
clair que, dans la couronne, entre les deux cercles de rayons r e t - ^ ?
la fonction sous le signe d'intégration ne possède aucun point de dis-
cont inu i té ; par conséquent , les deux dernières Intégrales sont iden-
tiques et l'on obt ien t

l .> (c ) :——P(^)
OU

I>(^)=:,:0.

On a donc, pour toute valeur 'de z à l ' in té r ieur de la courbe G,

/•//A-M 1 / n -v \ ///i 4-1 T ( Z""lZ.o' '- \
( t î ^ t\\ 1 " ' / i /> » "L - n"^ "tl" w /^ , . ^ ^ ^^^^ .^ , . ̂  ̂ ^ .̂̂ ^ .̂.

( n 4- ï ) î d'^ Î^+.'X^7^)
~""""̂ "!"""'1"11"" •̂ --̂ •̂ ...iT^^ "i • " • <

En mul t ip l i an t cette équat ion par dz et intégrant entre les limites o
et z , le chemin crintégraticm étant s i tué ent ièrement à l ' in tér ieur de
la partie du plan l imitée par la courbe C, on obtient aisément

(n "iLll f^.l^'^11 -..• ̂ ri0!,,........,^^^^j ̂ ,,,.,.,.»,.,,,,̂ .,̂ ,.,̂  j ̂  .„,,, ., ^^ ̂  ̂ .
^i,< (/^) . d^ î,,4,,.â (/r-i- '2^)

= (n — î ) ! ^^^^ .̂" + ni .̂,..̂ .̂.̂ -̂ -̂

( /^hi ) î ^î„4..4(^;:^4^)4. ._.̂ .̂ ...._ ̂ ,̂ ^^^ "f-. . .,

et cette équation a lieu pour les mêmes valeurs de z que la précédente.
Ce procédé, répété encore n fois , conduit à la série demandée.

Ànn, de VÈ€, Normale. 3* Série. Tome X. — Avaa i8Q3^ 1 1 ^
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DEUXIÈM.E PARTIE.

7. Proposons-nous main tenan t de développer une '(onction holo-
morphe/(^) en série de fonctions de Fourier-Bessel, de t e l l e sorte
que

f(z) ,= Ool,, ( Z ) -t1- ̂ l'i ( Z ) + ̂ L ( Z ) +. . ̂

les coefficients a é tant indépendants de s.
Admettons d'abord qu'un tel développement so i t possible, et cber-

chons à dé te rminer les coefficients- Pour y arriver, je développe les
deux membres de l 'équation précédente su ivan t les puissances crois-
santes de .s, et j'égale les coefticients des mêmes puissances dans les
deux membres. En écrivant

/(^)=:/(o)^ ./•1 (0) + .! .^ \F ( 0 ) 4 - 1 - /no ).+....

n 1 \ 2 i î ( /t •4- ï ) W ^ J (n -h ^ )1 ' (^" +' 'i)

on obtient aisément

/ (())= / :.,;,. ̂
9. / î (o)=2/ ' ^an

^/^o):::1::^3/^:::,—— •îa.,4- ^^
^/^(o)-: 2^^ •:-•:-.:- 3c<r+ %,,

^/^ (o) =:; ay^ :~ 6c<o- 4^2 + a,,
•^V5 ( o) == '̂ /;' ^^ î o ai — 5 0:3 "h as,
^y6 (o) := a6/^ l•l:rl — i^ao+ tfÏar1"" 6^4 •4"1 a^
a7/7 (o) — ^/"? -,::, — 3 î -h -u ar— ̂ H- a?»

dont on déduit , en généralisant,
^=f,
^Jf^p^ /!!^â"-^) f^ ^(n^^)(n^y)- - \J ̂  ̂ ./ [ ^ • • • ^ ,̂  • " J ^ ——^^^^^^^^^.-^|/+^/^+-^

a,,—^!^/1^- n (/r
31 ^/^'Li^lr^-y^ y's1».,̂ ,̂..!,.. ̂ n-i^fi ^ imp^if),
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Ces coefficients admet t en t une forme beaucoup plus s imple , quand.

on i n t r o d u i t les fonct ions

.. ,. î , ^ /^(^..~.^) ^(/^^^(^^[^ ^^n\.<„)/, {z) =„.:.. -^ -+- ̂  4- ——^—— + -—•~———^———— .+-... 4- -̂ ^F (/;. pair),

,. / . // , / /( /^- i2) ^( /^- î2)^—^) • y 2 - 1 / / ! , .(^ (3) :=; •^ -h ——^^—- 4" ————^^.......-..,«,._»._,.,_. -.)-, , ^j^ _ .̂.̂ .̂ , (^ impair) . ,

En effet, oji verra a isément que

0,:=: ^ Oo(^)/(^
0;

a,,-:̂  ()„ (<)/(<),
( 0 )

où les résidus correspondent au. seul pôle / == o.
On peut réuni r les deux formules pour 0^ en renversant l 'ordre des

termes et en in t roduisan t un coefficient s^, dont la valeur pour n == o
est égale à l ' u n i t é et pour n == •i, 2, 3, .,. égale à deux. Avec cette no-
tation, on a

^ //, -y) \ ~ ,". 2 » \ -i
( î 8 ) ^ 0^ ( z ) :•:,:: 1.,.̂  i 4" -,~..-...̂ .-..~^̂  4- —.--,.-.,^.^^.^ 4- ... ,

^"••1"11 ^ a ( '..î /z — 2 ) ^. 4 ( ̂  n — a ) ( ̂ n — 4 ) J

les derniers termes entre parenthèses é tan t

^
"..ï. f\.., /^ ( ̂  //, "— 2 ) ( ',-i //, -'— 4 ) * • " f i l

ou

^ - 4 . . . ( n — » ) ( a n — 2 ) ( 2 n — 4 ) . . . ( //."'4- î )

selon que n est un nombre pair ou impair.
De cette manière, on est conduit à ce développement de M. G. Neu-

mann

^O) / (^) == ^0 Io (^) -+" ̂  I i ( ^ ) •+- ̂  I:s ( s ) 4 ~ . . . .

où

(20) ^= s^ ̂  O/, ( £ ) / { £ ) -::=: —— fo,(^/(Q ̂
W •<* TT ^ ,y
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r représentant le rayon d'un cercle arb i t ra i re décrit de l 'or igine comme
centre.

8. La méthode précédente, analogue à celle don t s'est servi Fourier
dans son Traité de la Chaleur pour déterminer les coefficients des sé-
ries trigonométriques, est loin d'être suffisante. (7estpourquoi nous
allons reprendre le problème et déterminer directement la somme de
la série obtenue.

En introduisant, pour( \ (^) , l ' intégrale de M. N e u m a n n (r)

, (t)..-: —^ r\(x + ̂ r^Y ^ (^ .,.„.. ̂ -^Y j ,̂,,,< ,̂O/^)-—^ / 1(^+^2+^.) ^{x-^x^\-
-5 & ../y^ b 1

OU

0 (, ) . . \ f x ( ̂ L̂ l:!̂  ) - (-1 )- ( ,-.-,.,,^-^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ \ .--//.r,i r-\/\r^^^^Y , / „,/ ,,,,A
<M^-^ [[ ^^ j ^ l ) ^-+^^4"^; , '

on obtient

Considérons, dans le dernier membre de cette équa t ion^ l ' in tégrale
/"•x

comme la l i m i t e de j pour X i n t î n i , la somme sous le signe d'intégra"
^o

lion s'écrit, pour toutes les valeurs de se et t, à l 'exception de l ^": o,
d'après la formule (i),

5 /,< +11. y.ï-a'1^."11^ f ^ „ ^

a ^ 1 1 / ! •r4"••^;^^

par sui te

^Ê.O^^I.^^)-^ ^ Hm f <?l'>"T"'r^.=II F ^''dx.
Q «A ' ̂ O

(1) Cette formule, que M, Neumann dôme sans démonstration, a été prouvée d'une ma-
nière1 très élégante par M,. Son'ine111 (Math. Ann^ t. XVI).
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En posant
z rr=: p (cos y. 4- isina) cl ^ = /• (cos0 + /sin^),

la part ie réelle de
•*—— ou - cos (a — 0) — î

sera toujours négative q u a n d on a
p < r ou rnod s < mod t.

Si cette condi t ion est remplie, on aura donc
00(ai) y^o,,(^M5)---—

«̂BBBIBl ^ "——" ^

Q

et

^^l.(.)=::^J1^£.0.(^)L(.) /(Q^=^^^^ =/(.),

o < /1' "" ô "' '" /'

ce qui prouve le théorèrne de M. C. Neuînann.

9. Pour développer une f o n c t i o n paire/(^) en série de la forme

(^) f{z )-:::= ao ÎKz) ̂  a, ;l?(,3) + aâï^ (^ ,

on pourra i t suivre la même méthode.
En développant

f(z) .=/(o) .4- ^ (^/^o) + ̂  (02/2(0^ ••-i"" ' f

et

.̂  . ï ^v'" - 9<2Tît ^Y ^ - ^4T& _~^v
• /l ̂ ) ̂  n \ \7>.) ^ l ! " •f:^^1^^^1) ^y wr 7. ̂ "(^ ̂ ï^^r-h 2 ) W

ou
a /^ -4- ï

t ft z:̂  ——••~1—11~"1- f
2 n 4" '2

•^ — tl̂ JLllî Jiilm V ^ '*' * * / \ f ' " ' 1 " /
.1. ,, .;::..:: ,-̂ ~~-,--~~ y

(^n -h 2 ) (a^ -4 -4 ) '

rr ,„... ( 9' n ̂  ï) (9i n ±3}lln^t51,
^ . g „,,, ̂ ,̂ ,̂̂ .,̂  ^ ̂  ̂ ^ ̂ ,
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oïl obtiendrait, en généralisant,

(a3) a^^r û^)^),
^{0}

la fonction û,/(^) étant définie par l 'équation

.20 ^-^ ^ ^ ' c , 4^(4^-^)
^ ""ft \.^) —— ^0 4- ^3 '"^T- 4- ^4 ————————^———••---

S 5'

, ,, 4^(4^-^)(4^-42 ) ,(^4) f 4- ^G ---——.-..-..---.̂ .,-̂ --...--.....,-~-..-,..-....-.-.-.--.- + . . .

^ 4^2(4^â~• 2 2 ) . . . (4 //.îl— 9//r^"i'2)

dans laquelle

(^5) (^0'^,=^^.

10. Pour démontrer rigoareusemont le développement précédent,
je commencerai par établir une fo rmule 1 analosiH' a la (ormole connue

^TC

(a6) f;i (s) —.'_ la,,(..̂  .silif,)} ^,1,
^ "0

pour les fonctions ûn(z) et 0^(s).
En, partant de l'équatioîï

A / ̂  .̂  r ^ 4. ̂ 2 4 ̂ 2 ( 4 ̂ s — ̂  ) 4 ̂ .2 ( 4 ̂  — ̂  ). - ( 4 ̂  — 2 '̂ iîs )U^ (. ) „.„ ^ + .̂ ^ 4- ——^^ 4". , . 4- -.—^ .......,.--.-̂ ,...̂ .̂ .̂ ^^^^^ .,, .„„„„.„„„. „...„,...,

on a

^ ̂  / y /. 4 ̂  „ 4 n2 ( 4 ̂ 2 — ^2 )^(
"jT,; ^^8ft^-*»/ -1"-" .» •"t- ^ "—«•" "t"1 ^ -1-"-1——»——,—a-5 z" s*

• ̂ -r: Oâft(^) = î 4- 3 —— 4" ?ï i---l..L__^ .,,,.̂  ^ , ,
(.ti .3 ?î * ''*' *

+ ̂ n + i) ̂ l̂ .:-̂  ••..'.î ^ -̂l̂ .2}
'• / wS/A

Quand on remplace dans la dernière équation s par "J^ elle de-1 ! ' ! ' ' ^inc.» ' " 1 '
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vient

., d ( 'iz \ . 4 /z 2 sin3^)
— 2Z2 — ().>,/ -:——— ::= S m 2 ûù -h- 3 -—— ————~

C/5 \Slll 20 ) / ^ ;>.2

^ 4 ̂ 2 ( 4 ^2 — '••i2 ) si n9 2 G)^ ,> ——————.— ——— -t-. ,.
^ a'"

4. (., „ +1 ) i.̂ iî 'r:̂  sin^+^G)

et, de cette équat ion on dédui ra aisément

.^d Fo ( t^ ^/—^ ^ ^^ 4.^(4.^2-^)
(^) )"2' ^^ < L^iu7^^ / - - - l ) + -2^———Ï.———+••-

I .4. c. i//f2(/'/^<2-22) " "r (4.^î)•~- '̂::::ï2)Ç ••"•h- . ̂  - .-..-.-..-.-......,-...,—..-....„.,—,-.-...— ,̂̂ ..,..,. . _ „ , . „ , „ „ . . ^

en observant que
7!'

. rsir^-^.K.os^.^.^^-^^^^ - ̂ l̂l̂ ,
.,,4 1(^4"^ ) (^^-hi)!

OU
Tî

—7 / si t i^^ '1 1 1"1 'î ^) d^ ::;:::: ——.—— &...
-^^,,4 2 ̂ 4-1 /

Or le second membre de réq'UtUion (^7) se rédui t à ^iî^x}, d'où
résulte la fo rmule cherchée

w

^(.)-.--...^^0,(^)^,

OU - , •

w i^)—-^ r^(^^d^^JQ \sirKx)/

Les formules (25) et (27) nous permet tent ma in tenan t d'écrire
l 'équat ion

1; ̂ W 1^) —— ^ ̂ fj^ ̂  ̂  (^) I^(" ̂ ^)^ ̂
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Dans le dernier membre de cette équation m o d — . varie entre co
et ^modt, tandis que 'm od 2 z si n^ varie entre o et imoAz; par su i te
la formule (21) sera applicable et l'on aura

^ .-, / 2 ^ \ T / - , N / 'sinoV e 0 (^\ î ( 9- sin ̂  - —-..—^^^^^2àzn {htl [ sincp / Ï2n(^ n w ~" 2^- 2^ sin^ sîn2^
~1' 1 il ( ___ i| î ' • • > " e inn j i — _____1-_——-...._:,.,...,..,.,..—..-.-... .—.,11 ^ Y s i n y / j2^-ï"l r w •""' 2 / / 2 — a52 sin^ s în 2 ^^M

0

la condition mod^>-niod^ étant remplie.
En introduisant la dernière équation dans la précédente, celle-ci

se réduit a

i;...,(,)i,^)-.-^^ff;,_^
0

ou, après avoir effectué l ' intégration par rapport à ^, à

V r» / ^ t ? / \ î ^ /ïw sinç^ç^, £,/ ,̂/ ( /) 1^ .^) -: — ;;... -, l —..:,,..,;:,,r.,T- .^,
^ 2 ^Jo ^^—s^ilt8^

et après l ' intégration par rapport 09 , à
w

•^ f. / . . ».. / . î d / î î, 4" ,̂ \
^ £^.^ ( / ) ,1, ( 5 ) -•: - ̂  , , î(>g , — — ^ ) ,

<<C— A U l> \ ,<y- li •-'"""* .S /
0

ou à,
05

(.9) ye,,^(Ql;;(--)-- —-.:*•n ̂ ït\^ ) *n\

0
î|i(—> î- "—'"'• w

Inéquation (29) ayant lieu quand m o d ^ > m ô d ^ on aura sous la
même condition

S^I:S(.)=^/|^^^«)IK.)V(Q^-.^/^,^nlW^^f^^WW ifWdt -,-: ̂ f^^.

0 / "' 0

Dans la dernière intégrale, le rayon r étant soumis à la seule con-
di t ion d'être plus grand que mod^ cette intégrale^ mul t ip l iée par
•̂".î n'est autre chose que ' la somme des résidus de la fonction ̂ ^^
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^

par rapport aux deux pôles simples t == z et ^ = — s, dont les valeurs
se déterminent aisément. Il en résulte

^ a/J.,2^) = ̂ /(^) + ̂ /(-^) -/(^
o

ce qui démontre le second développement de M. C. Neumann.

TROISIÈME PARTIE.

H. Dans cette Partie, je m'occuperai d'un nouveau développement
d 'une fonction holoffî.orph.e en série de la forme

f(.z) = ao-h a,I:i (s} + a^i^z) •+• ^ïs(3.z) 4-. . .,

En admettant la possibil i té d/un tel développement, la comparaison
des coefficients des mêmes puissances de la var iab le dans les deux
membres conduit a isément aux. équations

/ (o)-:a,, • ,
^(o)"^,
^(0)^8^,

' • aV^o) =—3oci -h 3^»,

^'(0)——•-•••- ^4.4^2+•44a4,
^îiyy ^ ̂  ^ ,̂  , ̂  ̂ ^ ,„_ y ^ 5 ̂  ̂ ... 55 ̂ ^

^y" ( o ) "̂  2(l. ï ̂  ag ~ y. 6 ̂ 4 -h 6° ̂

a7./'7 ( <» ) "~- "11-1 ^> ̂ i "+" 37 * a 1 a3 ~ 57 - 7 a»+ 77•a7>
» • « * • . , . * » • « » » • - » » * • • • • " • • • • • ' * • • ' • • * « " • " »

De ces équations on tire, en généralisant,

i ̂ ^^^^••^^rw^^>,.

———^„,^"^•t-'Ï13^;•^•'°'
9.>'.r> (n --r) n(n-{- 1 ) ("-I-2) /„ /,, , _.__2.s"ll...— /•"'+« ro).^ _^., ,.,„..,_„.^^.^^..-——.—/ (o)^- . ,^ ̂ ,^,),,,^i/^ U

^/t/t. ̂  rA'. Normale. 3« Série. Tome X» — AVTUL 1893. . 1 î î )
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En int roduisant les fonctions nouvelles

, ., ? . r ./t2-!8 i a . (^--a2)^2--'2) '
2ÔÏ'1^ ^T^^2-4-^- ^+3-6--————-„—————— ? + • • •

, (a/»)_! >
^2^ "s^-l-l ?

3Ô—1 (') - ̂ ^ ̂  -h 28 '32 ̂ ï^ ̂
^ ^ ( n _ i ),?, ( n ̂  î ) ( n + ̂  ) r ^2/ /41-'1 (a //. 4 ï ) î ï^ ,.. ,>..————^^,^^__^^^^^^^^^^^^^^^^^^ ^ +... . -|- ^..^^^^^ ^^

les coefficients prendront la forme

ao r:=/(o),

^ = = 2 ^ 0^(s)f(s),
^(0)

a^4.i-= a ̂  .̂.4.1 (^)/(s).//,4.1 — Z ' 'k•••/2/^•4-•l \^^ \ ^ ,
"(())

ou les résidus sont relatifs au seul pôle -s ^" o-
On peut réunir les deux formules pour c^ et c^^i w (>osî»nt

^1 s ' (n—9/f , / ^ ( / / — 4 ) 2
£^:. „ (5) =: -^- ^^^ ^ + ̂ ^ ^-+ ^ .̂..̂ ^^^^^^^^^ î -

/ ^ " ( / / .——( î ) 8

2 . 4 . ̂  ( ̂  ̂  "- ^- j ( ̂  ̂  -"" 4 ) ( % ̂  • : - 1 1 1 1 1 1 1 - ^ )

le dernier terme entre parenthèses étant

ou,
. » , ^"îî .,,.....,^ j ,̂,,...,i - .

selon que n est un nombre pair ou impair* Remarquons que la déter-
minat ion précédente se réduit pour n == Oy CQ étant égal à rimilé, à

CM^)-1
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De celte manière on obtient ce développement

(30) /(^) ̂  ^o-+ ai ai Çz) -h aJa ( ï z ) 4- a,4(3,:Q 4- - . . .

OÙ

( 3 1 ) a/,==£,,r C\(^)/(;s).
-^i o )

'1,2. Avant de donner une démonstration rigoureuse de ce dévelop-
pement , nous allons établir une propriété importante de la fonction
^00-

Dis t inguons les cas ou n est pair et où n est impair.

a. ri pair , p lu s grand que zéro,

2^ /z l F n1 ^ (n—^y n2

-U^,^) =: ̂ ^ j ̂ ^ -r- ^^^-^^ ^^

(//,-4)â ^ , , .» ^' '•1
''" îT/i'"(ï/^-ï) (a /A"~- '4 ) ^^"'^ • "" t ^ î ^^-» ^^J

De cette d é f i n i t i o n on tire, en intégrant entre les l imi t e s co et ^,

-î f3 , , . , ^l ni f n n — ^ / /2

^^ 0,(,3)r^1:.::-... .̂ ,̂ ̂ ^+^ :̂:
^/,+2 ^^^4-1 ^ (-j,,^ ...„.„„ ^) ^ /<- -1

//, — [\ f^ l /À"' 1 '
.4.,. ^-^-^^•^•-^j-^-'y-^ r̂;, -^ • • -+• ̂  ̂ ri ̂

et

^1 ^1 ^/.(^)^a:=^ïï^^^• ,^+îî^-n ^ ^ (^^ _- a)

/^/^'<> î ^"
'-. ..4-

^{2n—^(^ri—(\) ^î ^r t""1 '1

ou, d'après Inéquation (18),

(s.) î r 1 ro, (^ A^ ̂  - 20, {nz) ~. ̂  l.
"̂  Wtfy ^ «J W ' -. -•*

h. n impair,
„ , , a^lfn2 ( ^ — 2 )2 /^ r '̂l. ^1

:U^(^)^^,^ ^^,4-^^^ ^ ^...i,^J1
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En intégrant cette équation entre les limites ce et s, on ob t i en t

9. r , , 2^/1! r n . ^ — 2 /^ ï ^ 1
^ Ô, (^ ) dz = - ̂ r [̂  -1- ̂ ^rï) ^^ ' ' " •"• "r n\ 2--1 ^lâ,

"et

^ r i r 3 . , . ,. '̂ ! r n2^2/•4;î j y13 ->/^! r /?/2^2

/ ^ / ^(^^12=^^^^|T+^^r:-a)
t / O O t / O O 1- •> •

/^4 ï ^fl

a . 4 ( 2 / À — 2 ) ( 2 / À — 4 ) / / ! :;fi

ou, d'après l 'équation (ï8),

(33) ^ r^ rc),(^=î.o,(^).
'̂ ^ w '^ «•'»

Des équations (32) et (33) on déduit aisément la re la t ion

M) .•,.(.)=4 \^^ +3. ̂ '") +()„(«.)].

Cette équation nous permet d'écrire o^(s) en forme d ' in tégra le
définie.

En efîet, en admettant que la partie réelle de s s o i f c posi t ive. P in te -
grale

^^^^^ Ç [(^ + \/^ï11^12^1')' + (^ ~ ̂ ^4...^^)' ) ̂ d.r

est équivalente à

\ F \{x ̂  ̂ TiY 4- (̂  •" \/^14-l"^y^l r-^^^r.^ Jo

Celle-ci représente donc aussi la fonction O^Çnz) et l'on aura, en
, . . „ , . . . , ^4"^^^^^introduïsant 1 abréviation y == .-i...-..-— / : - 1 1 »

0 ^ ( / z ^ ) = = ( ye-^dx,
^o

et, d'après l'équation (34)»

(35) Ô^O)^ r ^^^—ïnsgc^^ye-^dx.
1 n ̂ n 1n-»
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.En intégrant par parties, l 'équation précédente prend la forme

(36) O» (.) = ̂ " (.z- ̂  -. .. g) .—— ̂ ,

ou, en remarquant que la fonct ion y satisfait à l 'équat ion différen-
t i e l l e

, d^y dyr'a ,J.« f \ ..„„„.•/ 4» ̂  ,,.»;i.
^Z'2 '' (îto(37) ^2+I)^+^--^=0'

la forme

(38) C^(.)-=-4^"(g.-^).——^..

D'après l ' identi té

(£ï - /l2•r)c"""::" | ̂ ^ -1-a /ï5 ̂ .+ /i2 (s2 -I ) ^e~"s•^
on déduit de l 'équat ion (38)

<-),, (5) =: - ̂  ^ (/^ -i- a/,s ̂ \ (ytf-/»..;) rf,,y _ „ (32 -.. i) ( ye-'^dx
' «/() \ 1""" '^ .--<-'/ ^/^

;̂ ( ( ».„,.,. C*OS /Ï7T ) -h ^ ( ï -h CD S /ï TT ) .+" /^ ( î —• 512 ) O^ ( /^ ) .

Cette propriété, que nous avions en vue, se rédui t à

(39) 0^) := ̂  4" /z (ï - s2) On, { n z )

et

(40) (̂  (^) :::=: i 4- n ( î - x?2) 0, (/^), • 1

selon que n est un nombre pair ou Impair ( i ).

(1) Do ces ôquaUons ot des ôquaiîons différentielles pour 0^(.s) que1 M. Neurnann a
donûées, on pourrait déduiro des équations différentielles pour les fondions On ( s ) . 1 /
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I I est bien évident que les dernières équations auront l i eu pour
toutes les valeurs de z et qu'on a, dans tous les cas,

(4i) ô/,(i)=ï.

13. Revenons main tenant à notre développement (3o) et (3î), et
appliquons ces formules d'abord à la fonction

/(^)

ensui te à la fonction
/(,^)=^.

Dans le premier cas, les coefficients p rennent des valeurs très
simples. En effet, "-âjf""",'"^
où le rayon r est arbitraire et soumis à la soûle condi t ion d'être p lus
petit que l 'uni té .

Or, en remplaçant t par - et changeant le sens de rinté^raie, on
oh t i e n t

o ( l }
^ _.J-L fo (^^L^^^l^ fc) fiV^^^^^^ r '^^,
^-" ^ i j , L f t [ l } t { t ^ £ ) ̂  9^1 j, ul\t) ^(l-/) £/ ,̂̂ Illllll-

/•

OU - "•o
an. -= £„ ̂  ,——.— -: ̂  Ô^ ( ï ) :=L Ê^

'-(l) C^ — l )

II en résulte la série

(4) y^ =ï -i- a Ii ( s ) 4- à 1̂  (2-3 ) 4- à 1:3(35) 4-...,

que nous avons étudiée' dans la première Partie et dont nous avons
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dé t e rminé le champ de convergence.Dansie second cas, la formule (3î)
devient

a,,,=£/,,r o^(o , - -?
~"W ^fi

dont la valeur se dédui t immédia ternent de la dé f în i l i on de la 'fonc-
tion Ow(^) . Cette va leur , subst i tuée dans l 'équation (3o), donne la
série

^ ̂  L, ̂  ,M U^ + „! 1-1<^:2-); ï 7 ) ^^^a 2 /^ 2 (^ — î ) 3 ^n+i ' (//,4-. a)^1

(^+i)! î //,+4 (^tdi^15}. _ ^ ^ ^ ̂ ^ . ̂  ... ,

dont le chainp de convergence est i d e n t i q u e avec ce lu i de la série pré-
cédente.

14. Considérons m a i n t e n a n t la série

S=^Ê,,c^(QL(n^)
0

et déterminons la partie du plan dans laquelle cette série sera absolu-
ment convergen te.

Pour cela, je remarque d 'abord que pour

p := m oui

on a

n'1^ ^(42) modl^(^)<^j^j^ * -

En effet, on a

modU^) < ̂  [î + ̂ ^ p^h ^^^^^^ |
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et, et fortiori,

^n QÏ] Ï" n/t /^ 1
modl.(^) < ̂ , [.+ ̂ P2^ ÎTT^-^^ • • • J

OU
,^p^ /'-^modl, ,(^)<^je ^ •

.En second l ieu , je tire de l 'équation (4ï), en posant

r ;=: mod^,

que pour r^ i

(43) , modo,, ( / ) ; : i .

D'après les équations (4si) et (43)» on v0 1 1 q"0 1 e ^nïn1 général ,̂
de la série

^rnod[£/,0,,(01,,(n,5)]

sat isfai t à l'inégalité
^^F^ /tp://-<2^à ll^ 5

I.mf^.^ .•::.^^îlimfI........hïy( -P.141'^
\ /^ /// lr.:* ^ \ 1 ^//(.^ ^

La convergence absolue de la série S est donc établie dans un
cercle de rayon Ç =—<),65<:), ^ é tan t racine réelle de l 'équation

(44) ^^

Les condi t ions r^i et p4^ étant remplies1, nous1 pouvons changer
l'ordre, des ternies de .la série S.et obtenir aisément la somme .de cette
série. Pour y parvenir, développons1 les fonctions c\(^).et réunissons
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les coefficients des 'puissances négatives de /. De cette manière, on
obtient

s^+^.i- "i,^) , l3(^) . M^) ,

7"̂  1 ~~3^"" ' " y '" ' • ' '

r.l,(as) , IJ'I--') ;i' ïr,(fis)i . . r ï a ( ^„.„..„. oiî -->2 :̂_2—<»" • • • L •î-3+^-.^i- - 4» ' •;<! (;»

(5s ) 4! l,(7s)r . i.,(3+---^.3» a!-'1-^-'-^ +3!.-./4 •'>• ;> a! 71

,̂.,̂ 3,̂ ) ,̂-.̂ '..|;'.̂ -....]

ou, en in t roduisan t les valeurs de z ' 1 d'après l 'équation (.1:7),

, - «.2 .-3 '-1^ I1 •>.» ^ »> •»» "S = ^ 4 - ^ + ^ 4 - ^ - - l ^ - 1 - . . . -^:

lin ré su niant, on a

(/P) l^ -.::. y.^^nt^^ni,^)
I, •-••"'» ,.,3 î WBII

pour
ïïâod^:;» et î 'nodjs< S.

La, dernière f o r m u l e s'étend aussi à toutes les valeurs de z com-
prises à l ' intérieur de la courbe G, qui est située entièrement dans le
cercle de rayon i.

Eo efîet/at tr i l)uons à t une valeur constante dont le module est
plus grand que l 'uni té , i l est évident que la série considérée sera.
convergente en même temps que la série

^ ^'M^)?

dont le champ do convergence est précisément limité par la courbe C.
Ann. de i'Éc. Normale. 3* Séné.. Tome X, — AVXUL ïSgâ.
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15. Déterminons maintenant la somme de la série

Va,u/^)^r \Y^°^)in{^) f(i)S^-)-^
0

jasa ^o) [_^UH&

D'après ce qui précède, si nous choisissons m o d ^ = R , ; > I et z à
l ' intér ieur de la courbe G, on obt ient

i-^-^^f^i^-^^
En résumant , nous aurons donc ce tt léoreme :

Lorsqu'une fonction f(z) esl holomorphe dans un cercle de rayon
R^ r, elle est développai) le en une série de la forme

ao-4- oîi î i ( 5 ) -1- a^[^'}.z) •+- (y.^i^(,3s')+. . .

et convergente à l'intérieur de la courbe C.


