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RECHERCHES

FONCTIONS DE FOURIER-BESSEL,

Par M. W. KAPTEYN.

Dans ce Mémoire, je me propose d’aboed de faire voir que le caleul
des résidus de Cauchy se préte admirablement 4 la démonstration
des proprictés fondamentales des fonctions de Fourier-Bessel et a la
sommation de plusicurs séries composées de ces fonctions. Je m’oc-
cape ensuite des développements importants d’une fonction holo-
morphe en séric des fonctions de Fourier-Bessel et en série des carrés
de ces fonctions, que M. C. Neumann a ftraités dans son (ravail
Theorie der Besselschen Functionen ('), et dans un Mémoire intitulé
Ueber die Entwicklung einer Function nach Quadraten und Producten
der Fourier-Besselschen Functionen (*).

Apres avoir donné une nouvelle démonstration pour les formules
fondamentales de M. C. Neumann, je termine par donner un nouveau
développement qui m’a été suggéré par la solution connue du pro-
bleme de Képler en fonctions de Fourier-Bessel.

(1) Leipzig, 1867,
(2) Berichie iib. die Verhandlungen der Kon. Séichs. Gesellsch. der Wissensch. Bd. XXT;
1869.
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W. KAPTEYN.

PREMIERE PARTIE.

L. Soient s et ¢ deux variables imaginaires et J,(z) la fonction de
Fourier-Bessel de rang 22, on a, d’apres M. Schiémileh (*),

3)

:
(1) ?

z ot de ¢, & I'exeeption de
est une fonction holo-

In

U2 21y (5) 4 01, (5) + 21a(2) + O 1, (5) =+ .
1 \
}‘ ly(v) .

&

== 0.

1 )]
- 211(3)“" ﬁlz(

pour toutes les valeurs finies de =

ol ‘ 3(-2)

En effet, pour toute valeur de sz, *° °
morphe de ¢ dans toute '¢tendue du plan de représentation, exceplé
a Porigine et & Dinfini. Cette fonction est donc développable en une
double série, ordonnée suivant les puissances entitres positives el

Si Pon pose
1

Y A
Uy == Py I rhgn-t i,
ami /,

les intégrales se rapportant & la circonférence d’un cerele de ravon
arbitraire r, décrit dans le sens positif, la double série devient

neégatives de la variable.
(5:2: I—_l)
; e

T Uy TR g 6T e Uy e g ety [ g

3 (, h ;)

Choisissons » =1, et soit
L= et
— 7

(Y) Ueber die Bessel'sche Function. Zeisch. fur Math. u, Phys., 1, Jahrgang.
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les coefficients peuvent étre représentés par

am 22T
1 o I .
0y == / ei(zsinl=n0) Jp — ....j cos(zsinf — nb) db
XA am J,

. 2 2TC
2 . .

-+ —/ sin(s sinf— nb) db,
2T 0

27
e 1 .
eitzsinbanl) g — > [ cos(ssinf + nb)df
“ My

]
. 27

2T

sin(ssinf -+ n9)db

ou par
T

cos(ssinl — nh)dj=1,(s),

l/
Uy = —
n T

Jy
" 7T
Uy o = / o8 (5 8in0 - n0)dlf = 1,(— 5) = (—1)*1,(s),
0

ce qui démontre e théoreme de M. Schlomilch.
Le développement précédent nous permet d'introduire les résidus.

Iin effet,
L] 1
I 1 Sl .
. e dil 13 —" - ”1( I,) =1y
ame,/, A AL,

T}

o?

sont précisément les vesidas des fonctions

/ 1
pile=7) 2021
i - 2 -1

par rapport au sceul point de discontinuité ¢ = o.
On a done les deux formules

5/ 1 s !
| ¢ (,'i("“')) 1 (e‘é(» v ?) Y
(2) 1,(z) = <, T pe=ns ;,_—),ﬂt', | T ct,
o 1 P
1 ) e 0 [ E0-D
(3 1,(3Y) ez (= 1) § 42( ’) [l e N er’ntde,
' ) /1.( ) ( ) um’( ATL e

2. Appliquons la premiere de ces formules i la démonstration des
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e

deux propriétés fondamentales

11, (s - |
E*I(’[l.f ) = ’.—[> [Tami(5) = Lusa (3) ],

n [,,(3) = %[lu—q(z) + Lo (5)]

En différentiant I'équation (2) on obtient

A1) _ 1 p ﬁ'u...w_(;_-%):;%||,,_,,<;).—1,,,,,(:)'].

I
ds 9 Cg,

La seconde propri¢té se déduit de la manitre suivante

5. I ity s 1Y dt
5 Hu-i(3) + L (5)] = 7’7"”/ a1 5 <’ -+ 7“) i

] 1, Yag,
1 ot i) n (';“('“'7)
B v — —— 1A
ATCL o ATl [t

3. Pour faire voir avee quelle facilité se fait la sommation de plu-
sicurs stries connues, je choisis les deux séries

~%

~I
~

il = L, (3) + z Lia(5) -1 ;’, Lo (3) 4o (1),

cos (s eosg) ==l (5) — aly (5)cosaw 4 ul, (3) cosho —., ..

Le second membre de la premiere série se réduit, en introduisant
I"équation (2), i
5/ 1,
Iy e (-2) ( 5 &2 53

S T . AU R AT S
Sy e Y RN AT O VO )

Or, pour toutes les valeurs de z et de ¢, ce résidu s"écrit

= 17 =t
Coglet) P 5n
R Y R U S
oy C, 1771 7 0 n

(1) Lomwur, Studien itb. die Bessel’sche Function, p. 29.



REGHERCHES SUR LES FONCTIONS DE FOURIER-BESSEL. Q-

L

Pour vérifier la seconde série, posons

S(s) =1, (5)—2li(5)cosag +2al, (z)cosfy —.. ..
En introduisant I'équation (3), on obtient
HEH

- o (1—2tcos a2y -2l cosfo—...),
I())

1 Sen I
L~ [ om e
S(s) It (,"“( i) A i n“—’( r) I Iy
N(3)== o e e et T e—— e e ([
Clyy 12 Iof- ot eosn -t ¢ EX 4 I 202 cos 2y - (F

ol fe rayon » est supposé plus petit que Puniteé.

. I .y , .
ln remplacant ¢ par - la dernitre équation prend la forme

) - 1
4 R B
. 1 ¢ ‘3( 1) L
h(:) C e . o e e im (_//,
1
n

L U2l cosng -1

le chemin d'intégration ¢tant maintenant la circonférence d’un cerele
1 ’ . ’ . /
derayon = =1, parcourue dans le sens négatif. On déduit de Téqua-

tion précédente, en changeant le sens de intégration

+ o 1
ile7) '
\ 1 ¢ g -
B (e 3) e ey e L
2T ) 14 Lo 20208529 - |
7
o 1
ol (-
‘ It 6;’2’( i) AL
N % ¢ 1fs 2 4* CO82 Q@ - 1

5. ;e I \ ’ ) .
Alintéricur du cercle de rayon = >> 1 se trouvent d présent tous les
v 7 )

- 1
al1=1) Y

. . , ., s . 7
ints de discontinuité de 1z sbio e "
I e discontinuité de la fonction == ooy TTTY I
I i
Lo, L==ckie 2, Lot de?

le résidu est done un résidu intégral, consistant en cing résidus par-
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tiels. Le résidu, par rapport au pole essenticl ¢= o, est S(z); les
autres résidus, relatifs aux poles simples,

i9 ie ‘e 2
5 2

ie?, —1ie?,

ie *, —ie 2,
se déterminent aisément et sont représentés par

i3 cos —i2 cos” i3 cos 1 p=i3cos4
_____;_el,..cos:p’ —_— Le z-ms.p’ —_ % el (-us:p, — 1 e o8P

En réunissant, on obtient
S (_ :) —_ ]_S(S) _(}I':m)s(,’i —_— e—i:m»s:‘& I

ou, parce que
S(—=z)=8(s), S(z)y==cos (5¢c05¢).

4. Dans le reste de cette premiere Partie, J’étudierai encore deux
séries, dont la premiere

=i ol (s) 2l (23) + 2l (35) ... (1)

I_

’
(4) p

I
3]

n’a été démontrée jusqu’a présent que pour les valeurs véelles
— 1 <5< 1.
Cette série, dont je me servirai dans la troisieme Partie, présente des
difficultés plus grandes.
En posant

S(z)==1+42l,(3) 4+ 2l (23) 4+ 21 (33) -

et introduisant des résidus, on aura

4 ) o/ 1 25/ 1 8o/ 1 iy

. 1 ! S l—7 g 5=y R el

h(z):———./m[l—-nt(z"‘( ’-)-i—').ﬁ(r"( ’)-»-2["(:‘( ’)»-}—... dt,
2T, 12 .

olt le chemin d’intégration, la circonférence d'un cercle de rayon arbi-
traire, est parcouru dans le sens positif. Bn adoptant, pour s et ¢, des
valeurs telles que

s 1
(5) In(>(lt(ﬁ('_7)<:,

(1) Toowunter, The functions of Laplace, Lamé and Bessel, p. 342.
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’équation précédente s’écrit

)
S(s )“"m/ II /(i l»ldz.

I de- y 7)

Avant d’aller plus loin, il nous faut discuter la condition (5)
Soit

t=r(cosl0—+ isin0) 5 =p(cosz -+ {sina)

la condition s’écrit

(6)

o [¢(.r—-) cos & cos ) — (I +-—) sinel nnOl

Imaginons que =z (p, ) ait une valeur fixe et proposons-nous de dé-
. ) OQ ()

terminer toutes les valeurs de r, telles que, pour tous les points sur Ia
circonférence du cercle r, la condition soit remplie
(.‘ . 3

La valeur de 0, qui fait maximum I'exposant

I 1
(/ — 7) Ccose Cosl) — </ ~}—-,- > sinasind,

est déterminée par I'équation

1o r?
tangl = — <3 tange.
Cette valeur,

ubstituée dans la condition (6G), la transforme en

, e ecoman
r\/ 5 LCOBL U e g0
re’

<1,

olt la racine a une valeur positive. Il n’y a pas moyen de satisfaire i
cette condition en prenant r > 1; supposons donc

roemet<l o,

on aura, pour déterminer r, I'inégalité

2u
Vachou —acosaa < —r—-
)

Il faut donc, p et « étant convenablement choisis, que « varie entre
Ann. de i’ Ec. Normale, 3¢ Série. Tome X. — Mars 1893

13
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les deux racines positives «, et u, de I'équation

au
(7) \/2c112u~—zcosza:7—
J

ou de I'équation
= u
(8) Vsh?u + sin*e = .
Z

Par approximation, j’éeris pour la plus petite valeur de w: shu == u

¢ w

et pour la plus grande, en négligeant sin*e : shu == —- Ainsi on ob-

tient les formules approximatives

sina
(9) Uy == p’:-.___ 9
Vi—p
('0) (,‘2 Uy e 3”' .
p

Remarquons maintenant que les deux valeurs de «, qui satisfont a
'équation (7), sont égales si I’on a

(rn) chow— ush 2u=:cosae (1),

et qu'avec cette valeur I'équation (7) devient

(12)

On voit done que pour toute valeur de z dont le module est plus

. 2 ’ ‘ . 4 ’ . \

petit que \/_..._‘..., u ¢tant Ta racine réelle de 'équation (v1), tous les
sho e

points ¢ & l'intéricur d’une couronne, entre les circonférences des

cercles décrits avee les rayons
rym=emt el py e,
remplissent Ia condition (5).
Il est évident que U'ensemble des équations (11) et (12) détermine
une courbe C, symétrique par rapport & deux axes rectangulaires.

(1) Pour o ==go° cotte équation ost la méme que Laplace a 6tudiée dans son Supplé-
ment & la Mécanique céleste, p. 3 (¢).
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Pour former une idée plus nette de cette courbe, nous avons cal-
culé les valeurs de w et de p correspondantes & quelques valeurs de
I’angle a.

x. (o, 15e. 300, 450, GOe. 750, 90e.
Uevrnnn. 0,000 0,651 0,884 1,031 1,128 1,184 1,199
[T 1,000 0,875 0,788 0,730 0,691 0,669 0,663

Ajoutons-y quelques valeurs de u, et u,, r, et r, correspondantes i
différentes valeurs de p et «, calculées d’apres les formules approxi-
matives (g) et (10).

p. 0. 300. 60e. 90e.
e N NS——— . e ot o ——— P et——.. o ——. co—
0.1. ui)() 000, (ry) 1,000 0,050, 0,051 0,087, 0,917 0,100, 0,905
’ () 4,50, (ry) 0,011 4,50, 0,011 4,50, 0,011 4,50, 0,011
0.9, 0,000, 1,000 0,102, 0,903 0,177, 0,838 0,204, 0,815
’ 3,58, 0,028 3,58, 0,098 3,58, 0,028 3,58, 0,008
0.3. 0,000, 1,000 0,157, 0,855 0,279, 0,762 0,315, 0,730
’ 2,00, 0,050 2,99, 0,050 2,00, 0,050 2,99, 0,050
0.4 0,000, 1,000 0,218, 0,804 0,378, 0,685 0,438, 0,645
v 54 0,000 2,54, 0,07 9,04, 0,07 2,54, 0,07
2,94, O Rl 29079 EEL ) , 079 » ), 2079
0 3 0,000, 1,000 0,280, 0,749 0,500, 0,606 0,546, 0,579
1)
H 3 5 1h 3 2 15 3 9 15 3
2,15, 0,110 2,15, 0,116 2,15, 0,116 2,15, 0,116
0,6 0,000, 1,000 0,375, 0,687 0,648, 0,523 0,785, 0,456
).
1,51, 0,221 1,51, 0,201 1,51, 0,221 1,51, 0,221
4 Ny
0.1.. S 0,000, 1,000 0,490, 0,613
R | 1,35, 0,254 1,35, 0,259
0.8 0,000, 1,000
e 1,18, 0,307
0.9 § 0,000, 1,000
.
0,80, 0,449

5. La discussion précédente apprend que la série S(z) est équiva-
lente avee I'intégrale

l

1 1~~10Q( ’

“ ) 0]

dt,
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pour tout point z situé dans la partie du plan & Uintérieur de la
courbe fermée C.

Observons encore que le chemin d’intégration est une courbe fer-
mée, située entierement dans la couronne entre les circonférences
des cercles décrits avec les rayons r, etr, et renfermant la plus petite
de ces circonférences, tandis que les rayons r, et 7, sont variables avec
la valeur de s et déterminés par la position de ce point.

Choisissons pour ce chemin la circonférence d’un cercle de rayon r,
et proposons-nous de trouver la valeur de cette intégrale.

Pour y arriver, nous démontrerons d’abord que, = étant un point
fixe 2 I'intérieur de la courbe C et r, le plus grand des rayons corres-
pondants & ce point, I'équation
(14) 1 t(:é’ (e~ ;) =0
n’admet aucune racine dans la couronne comprise entre les circon-
féerences des cercles de rayons r, et r, ni sur le contour du premier
cercle.

En effet, substituant dans I'équation (14) -

t==r(cosl-+isinf),  s==p(cosa--isina),

on obtient, en séparant la partie réelle et la partic imaginaire,

. o 1\ . 1 .
(15) 04 f)— [(I — ,—> sinecosl - </'- ;) cos o smf)] =T,

(1()) . 8-% ’—'(’l. — ,1) cos % cosl) — (l o+ 11) Bin o bin f)]

T
De ces ¢quations on déduit, en posant

1 I ] IR
)=z = (1P —— | cosY (== = (7 =~ ) 8Iino
J 5 ( /'> N /i 5 </ } /') sinf,

psina =2 (m--0) + qlogr g — 0y plogr
Pt Pt o

el peoso == 5

ou, en remplacant r par ¢,

. (7 —0)% 4~ u*
P*mm 2 e s
chaw-—~ cosal
wehwsing +shu(m—0)cost
ushaecosl—chu(m—0)sing

tango =
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Avee chaque valeur de ¢(r,0) correspondra done une valeur de
z(p, o), ot faisant varier ¢ sur la circonférence d’un cercle de rayon
r=c¢", lavaleur de 0, pour laquelle ¢ est minimum, est évidemment
0 = =. Cette valcur minima de p sera

122

L
Imaginons maintenant que pour certaine valeur de =(p, «), par
exemple p = 0,5 et « == 6o°, r varie entre les valeurs 7, = 0,606 et 1,
il est évident que, dans la couronne considérée, il n’y a pas un point ¢
qui puisse satisfaive & Péquation (14). En ellet, le module du point z,
correspondant & une racine, tandis que ¢ varie dans la couronne, doit

: . N, W . S b ~ —
avoir une valeur P Or, « variant entre u, = 0,500 ¢t zéro,

“
“she shw

. u
variera entre les valeurs ZTT?’T = 0,059 el 1.
> "1
En général, la couronne correspondant i une valeur fixe de s (p, o)
sera limitée par les circonférences des cercles de rayons 1 et r, cor-
respondants
=z o el == thy,

oll u, cstla plus petite racine réelle de I'équation (8)

. u) - e ”‘ - ,ll
Vshu - sinta = =1
p

1 i . . .
La valeur de Sj varian t entre les limites
174
L A L ’
show
il est évident que la valeur fixe
1y

P Vshit -+ sinto
est plus petite que toute valeur que Z}{:T( posstde dans Iintervalle con-
sidéré.

Il semble qu’il y ait une exception pour a == 0® et « = 180°; cela
s'explique en remarquant que, dans ces cas, la couronne se réduit a
76ro.
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L’équation (14) n’admettant point de racine dans la couronne,
entre les cercles de rayon r, et 1, n’enaura non plus dans la couronne
entre les cercles de rayons 1 ct—— En effet, on remarquera aisément
que les cquanons (15) et (16) ne changent point si Uon remplace 7
et O par ,—_ et 2w — 0.
Ajoutons encore que, pour toute valeur de s, 'équation (14) admet

la racine ¢ = —1.
Revenons maintenant 4 la formule (13)

ol r,>r>r,, les valeurs r, et r, étant les valeurs correspondantes a
une valeur fixe de = choisi(\ arbitrairement i Uintérieur de la courbe C
En remplacant ¢ par ; -; on obtient

(,.“

[ = ("

[ e
l [ == Iw‘ -

N

Nous avons changé le signe de S(z) parce que nous admettons que
la variable ¢, dans la derniere intégrale, parcourt la circonférence du
cercle de rayon ,i dans le sens positif, comme dans la premitre inté-
grale.

La différence des deux intégrales
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par rapport & la seule racine simple ¢ =—1 du dénominateur, on
peut la représenter par

l‘l — I(*g <I~;), (£-+1) 2

do+eit=] ] e

En réunissant, on aura

23

~8(s)=8(s)—

bl

ou enfin

o
. N 1
S(5) =1 22‘ I,(nz) = P
" 1

pour toute valeur de s située i I'intérieur de la courbe fermée C.

6. La seconde série dont je me propose de déterminer le champ de
convergence est la série
I 1,(nz) Ty (nraz)
g st ot [(u —1)! pv=Talien nl- (e yi
¢
( Lt Ly (e fs)
| i ”I (/I"l /I)IL!I

(17)

qui résulte des développements dans la troisitme Partie de ce Mé-
moire.
Pour démontrer I’égalité précédente, je commencerai par la som-
mation de la séric
drt 1, (ns) z
d(z) - — o
l(")(”‘ I)I PR d;/Hl t-n (IL e )/Ml [,-ntl

(n - )1 dn 1y, r—lu(”“l‘[l )
)I (IL }_/l)ubld-n-o—l

D’apres la formule (3), on a
n+4-2p

o 5

1

]nw;z(.” - z[)z) =z (—1)" (]/(0) ¢ % 7) gr+2p-t,

par suite

A" ppgp (13 ops) = (= 1) (n +2[)>'l+1 Iy _r_< 1>'L+1e":2” ( ,n-¢ 2p,
- (€2

P e WY W
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En introduisant cette équation dans la série P (=), il est évident qu’on
obtient
. nsf 1
pley={Z(r=nl ¢ 1 (t - i>u“cnﬁ(«’ ~3)
Qa1 L/(OJ ¢ ¢
- 2z 7 1 bz 1 ’
Zr—- n(n -1 —
Xlr—i—nt?ci‘(- ‘)~1— ([: ) p ( ’)+J

Or, tant que

1
(5) mod ¢¢? (\[...1‘) <1,

la série entre parentheses se réduit i

par suite

4 1 i ("'1)
[) (-—-—l)”( l-—--l)! ‘\ (/ )u; (,A t
( ) A ,)Jux L/”” L“
I L — (* 1" ’)l

En assujettissant la variable 5 & ne pas quitter Ia partie du plan i
Pintérieur de la courbe €, on sait qu’on peut toujours assigner i ¢ des
valeurs telles que la condition (5) est remplie. Toutes ces valeurs de ¢
sont comprises dans la couronne entre deux cereles de rayons ry et r,
plus petits que Punité qui dépendent de la valeur choisie pour z.
Choisissons maintenant pour 7 une valeur intermédiaire entre r, et 7y,
I'équation précédente prend la forme

_ (== 1) (10— 0o .<(l _____ )//H

I 1 . .
ou, en remplagant ¢ par - et changeant le sens de la nouvelle inté-

grale,
asf, 1
piaye (O (=1 (peyrt )
: ("")"“" - TpnwtT 27;_:2 T ‘ ?f(lml)Ju(’l'
A 1 Lte? t
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Or, d’apres ce qui a été dit dans le paragraphe précédent, il est
clair que, dans la couronne, entre les deux cercles de rayons 7 et =,
P
la fonction sous le signe d’intégration ne possede aucun point de dis-
continuité; par conséquent, les deux dernitres intégrales sont iden-
tiques et 'on obtient
P(s) =—P(s)
ou
P(3s)=o0.

On a donc, pour toute valeur de z & U'intérieur de la courbe C,

. el (ns) o dre T, (e as)
o= (n—1) e lgfmntt " (n = o)r+lgznt
(n+10)! d+i 1, (nabs)
P T 5 ! e (IL = [I)’L -1 (l:n-o-l

En multipliant cette équation par dz et intégrant entre les limites o
et 5, le chemin d’intégration étant situé entierement a I'intérieur de
la partie du plan limitée par la courbe C, on obtient aisément

e

(nonifdtlyte)] (no
) et}

dzn atp
| Adrl, (ns) arey (n - 23)
=l S T ey s

L (n+ 1! d"l,t,,.,,(«nﬂ-vﬂi:z.z)

nl (n -+ 4)+dzn e

et cette équation a lieu pour les mémes valeurs de z que la précédente.
Ce procédé, répété encore n fois, conduit & la séric demandée.

Ann. de U'Ee. Normale. 3* Série. Tome X. — AvaiL 1893, 14
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DEUXIEME PARTIE.

7. Proposons-nous maintenant de développer une fonction holo-
morphe f(s) en série de fonctions de Fourier-Bessel, de telle sorte

que
S(3) =L (5) + oyl (5) + ol (5) ..,
les coelficients « ¢tant indépendants de =.

Admettons d’abord qu’un tel développement soit possible, et cher-
chons & déterminer les coefficients. Pour y arriver, je développe les
deux membres de Péquation précédente suivant les puissances crois-
santes de z, ot j"égale les cocfficients des mémes puissances dans les

deux membres. En éerivant

f(ﬂ::fOU—b%(§>.F(®ﬂ%'1< )+ 5 ()

\ :"‘.! :‘\"« N
b ()= 7 ( ) | ey %,)< )"‘gn(;n?$<5C:x;<a) ---L

on obtient aisément

S (o)== f nzy,
2 [t ()=
2% f2(0) o )"/'-3. D D Oy,
,)’:x/':; (“) 2:5‘/‘3 3'21 - ol
ok fr(0) ot fhe Goy— Hom+ o,
BB (0) = ab f5 e oo — Doyt oy,
a0 (0) =208 0 n0 o 1D oty Gy - oy,
AT fT(0) = o [T e B0y ol 2T oty T Oy~ dly,

dont on déduit, en généralisant,

o ==/,
(n*— %) n¥(nt—9?) (n*—4*%

a,,;9|f+ 9!/‘2 A AL SR— i1 SOt ...~~;»~:>,"~-'//"'(// pair),

9.2 2. 2. 32 -
o, u—-oln[l .__.fl.;! ,,,,, ! "‘)./""—4' n(n ’5)!(” b )‘/"" S SPTTE S Ll i | (r impair).
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Ces coefficients admettent une (ormc beaucoup plus simple, quand
on introduit les fonctions

nt P (nt—2®) n*(n®— a2 (n:— 4% an=1pl
), (3) --.‘ + o+ = 4 — e (n pair),
n n(nt—1 n(n*—a? an=1pl . .
0, (3) = =+ """;i"‘“”’)’ ~+ —«-——:)‘ o (n impair).

En effet, op verra aisément que
oy = ‘.i; m()o (l)f(l),
o 8 0, (¢ L),
“n u‘m l( )f( )

ou les résidus correspondent au seul pole ¢ = o.

On peut réunir les deux formules pour O, en renversant Pordre des
termes et en introduisant un coefticient ¢,, dont la valeur pour n =o
est égale & unité et pour n =1, 2, 3, ... égale & deux. Avee cette no-
tation, on a

o

(|8) () (,.,) 2”,11 I 3 st i
IO e ) | T G ) T A =y (o =y ]

les derniers termes entre l):ll‘(ﬁl’ltlﬁ!S(‘,S atant

-l
2 b cn(an—a)(an —G4).
ou

~l

-

P (n—=1)(o2n-—2)(2n —-»~/|')... - 1)’

selon que ~ est un nombre pair ou impair.
De cette maniere, on est conduit 2 ce développement de M. C. Neu-
mann

(19) S(z)==oy Ly (3) +a L (3) o Lo (3) +. ..,
ou

(20) Clp = Ep é;‘ () f(¢) vy /() (¢) f(¢)dt,
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r représentant le rayon d'un cercle arbitraire déerit de Uorigine comme
centre.

8. La méthode précédente, analogue a celle dont s'est servi Fourier
dans son Traité de la Chaleur pour déterminer les coefficients des sé-

ries trigonométriques, est loin d’étre suffisante. C'est pourquol nous
allons reprendre le probleme et déterminer directement la somme de

la série obtenue.
En introduisant, pour O, (¢), 'intégrale de M. Neumann (')

9 A'H—‘

‘ . 1 [
O, ()= ry’ /
2t/

on obtient

t" w ax y :—;-:JT. t‘l "
2 En Ou (t) ]/t(:') — ,,]/ / Z : En l (l * \//[ } )
RS 0 \ " ’ v

0 0

O, (1) = L /M [(1 e ) (w2 — et 2) ] e~ dr
A

ou

Considérons, dans le dernier membre de cette équation, U'intégrale
X
ecomme la limite de / pour X infini, Ia somme sous le signe d’intégra-
)

tion s’écrit, pour toutes les valeurs de x et ¢, & Pexeeption de ¢ = o,
d’apres Ia formule (1),

sfasvarvrd 0

2 ( / Xt ‘/.:.-'uofl'") . va

%€ el

par suite

“ KXozt P
~ K 1 . reensn 7 I et |

2‘ En ()n (¢) 1 (z)- 7 lim / ¢! dr-ex 7 / e ! r(l.l‘.
0 vo o

(*) Cette formule, que M. Neumann donne sans démonstration, a 6t prouvée d’une ma-
niére trés élégante par M. Sonine (Math. Ann., . XVI).
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En posant

s==p(cosa--isina) el Lz=r(cosf - isinh),

la partie réelle de

G p
~~~~~~~ -~ ou =c¢os(a—0)—
t r ( )

sera toujours négative quand on a

p-Zr ou mods<<mod¢.

Si cette condition est remplie, on aura donc

‘ SR, o
(21) >0, () 1 (5) = r—
0
et
s ‘ . - ¢
‘}_‘ot,,lu(s)‘.. 2'7“.:‘2. 8,,()” ,L( ‘f dt = QTTL//( ) dt == ( ),
0 0

ce qui prouve le théoreme de M. €. Neumann.

9. Pour développer une fonction paire /(z) en série de la forme
(22) S(3) == o 12 (5) 4+ oy 12(3) + oo 12(3),

on pourrait suivre la méme méthode.
En développant

=705 (3) 0+ 2 (5) 70 -

( ) I¢'< > l 1""](“’2;;_}_1) ;) - N CY) —}—1)('):”-—}—9.)(;/) —+ ... |,

2
ou
AT
T on 40
o (an-+=1) (20 4 3)
T Gnr+2)(an-+4b)
o (an—1)(on~+3)(2n+5)

S (an+2)(2n—+4)(2n+6)’
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on obtiendrait, en généralisant,

(23) Ay =&y L‘;(O) Szn (l) l./.(t))

la fonction Q,(z) étant détinie par I'équation

4n hn2(4nt — of
522, (5) =%+ 7, ‘*‘:5‘ T ( — _.)
4r2(4nt— 22)(4n*—4

LnE(hn2—a%). .. (/; nEe op — ’).-)
AT T ST AN
~%n

dans laquelle

_ (phy

o2 0= Gyt

10. Pour démontrer rigoureusement le développement précédent,
je commencerai par établir une formule analogue a la formule connue

»TC
. , 1 .
(26) I,‘L(:):::;_/ Ly (a3 sinm ) do,
'l,u

pour les fonctions Q,(z) et 0,,(z).
En partant de I’équation

1 hn*  hn(hnt—o?) Gn*(hn*-—aty, . .(,’;/12 ----- o —n )
02!;(5) = - e - - e S I B A e YT Sy
on a
. d L hn? Ln®(hn?— a2
— &t O9p(5) =1 43~ -+ 5 “(“:/.“”‘ ) N

. g
Gre(Gnt—a2)y ... (Gri—on—a )
~i~—(2n~{—1).'w(l . ) 4...,;”,“_‘, :

-0
~

. , . 232
Quand on remplace dans la dernitre équation z par —-, clle de-

SIMN(a
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o = 2 <ind
Cd 93 . L hAn? sindaw
— 252— Oy, <-————>:: sinam -4 3 —— —

sin2 o 22

Lr*(4n?— 2?) sin®2m
. : >
-+ 5 -

P

3 2t

Ln2(f nea o2 fn2 _,2\ 21
) L2 (4 nt—2%). .. (hn2—an—s ) sin¥ntiog
- (2 n 1) Zin el

et de cette ¢quation on déduira aisément
d [ 93 4 n* Grt(4nt— o)
e T (e I NS A . LA . Lt S
S ‘ :,[ e (sm:z m> oS T A 54 -

————

Gr*(hn*—o2). .. (41¢‘~'—21L—2 )

Tan = i ’
en observant que
T
T , (I'(p -+ 1)]? 1)
o / SN2+ ey cos2P N oy ddoy = j,(,.‘,,m,(!‘.wh. )| — ._.‘g!____)__.y,
A [(ap-+2) (2p-+1)!
ou
I AL ! -
s / Sin#Ptlo ) doy w0 e Ty .
PRV o 2P 0

Or le second membre de ’équation (27) se réduit & z2Q,(x), d'ot
résulte la formule cherchée

it
3 .
d [ 03
Q (z) e e () (__-_._ do)
n\ ) (/3'[ an \Sm'zm ’

olu
(28) 2,(z) — A0, (25 do
" dz J, ¥\ sino

Les formules (25) et (27) nous permettent maintenant d’écrire
I'équation

v

- ) f /l WTC T °f_1
2 n2y () 12(5) e = ./ / Z 81(%”('--
L mdt), J, - noran g

0

) T, (05 sind) do di.
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. , . Py .
Dans le dernier membre de cette équation mod T varie entre

et 2mod¢, tandis que mod2zsing varie entre o et 2mods; par suite
la formule (21) sera applicable et I'on aura

N o ot T,y (25 sin t%mm

y ——— Py 25 YY) =
ZE” 2n (g“]/ " ! ¥> t"——— )"2 Slll (PSIII‘.P
0

la condition mod¢ > mod = étant remplie.
En introduisant la derniere équation dans la précédente, celle-ci
se réduit &
Ll ‘.1:

T
Y ¢ . d [ Lsing
e 2, (1) 12(5) = — -~ W/ / o ,
zcn n( ) IL( ) 0T C“l. yE—. ~l‘5|ll UJHlll“P d{/,

0
o 0

ou, apres avoir effectué I'intégration par rapport i ¢, a

o)

X i sine g

2 En S“')‘u([) llzl(:) - L ]
- 2 d& \/(2,,_, st sinto

et apres intégration par rapporta ¢, i

o

\! " v d
zsu 53,,(6)‘1;;(5) T e o ;

0

ou i

o

Q 1
(29) N () ()= 5y

- -
L'équation (29) ayant licu quand modz> mods, on aura sous la

méme condition

ST AR ‘ Lt
Zanlﬁ(z)::;;r»;;jr [Zs,,.‘.lm(t)l,’,(z) Lf(t)di == ?.;;;.i/ﬁf{_.)_,ﬂ
- i

Dans la derniere intégrale, le rayon r étant soumis a la seule con-
dition d’étre plus grand que modsz, cette intégrale, multipliée par

77?’ n’est autre chose que la somme des résidus de la fonction -, f( )
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par rapport aux deux poles simples 7=z et ¢ = — z, dont les valeurs
se déterminent aisément. Il en résulte

D eadd(5)=2/(5) + L f (—5) =f(5),

ce qui démontre le second développement de M. C. Neumann.

TROISIEME PARTIE.

I1. Dans cette Partie, je m’occuperai d’'un nouveau développement
d’une fonction holomorphe en série de la forme

J(&) =y (5) +anla(25) o1y (35) +. ...

En admettant la possibilité d’un tel développement, la comparaison
des coefficients des mémes puissances de la variable dans les deux
membres conduit aisément aux équations

f (()) LIy
o f1(0) == o,
2% f2(0) = o¥a,,
28 [3(0) = Bay -+ 3oy,
2 [4(0) == - 2t fagt Ghon,
29 f3(0) =100, — 355 oty - 5% at,

26 f6(0) = ab 1 5oy 45.6e, + 65,

27/7(0) - - Bhoy -+ 3T at oy — ST g o+ 7T oy,

De ces équations on tire, en généralisant,

@ = /o),
.; P 2__, 1
P 2/u( ) ) ”‘ ;__Vl/"r(‘)) e (”l .k_.m“,)_tﬁn )f" (0) ~. 'i‘;ﬁ;lfz" (0),
2 .5 n(n--1)
y i e 2T - 3
an-ht (')n “/ (©) -+ (2n |~1)‘/ ©)
9,"‘.5 (n ----- 1) n (e ) ( 2) o 28! 241 (
+ G v LR (0) A= F(?" ,)z,z+1f (0).

Ann. de I’ Fe. Normele, 3° Série. Tome X. — Avias 1893, 15
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En introduisant les fonections nouvelles

. 2 1 n*—rt 1 (n2—22)(n%2—12) 1
QL)Qn (5) ::-I_IT‘)E;—‘—_Z.A —-—7;;-—- Z,'T’+36 PO 2:'_‘_—{“.

(2n)! 1
e Sant

2 [ n(n-+1) 1
2Oy (3) == s g8 32 VT L
s (3) (en 1) 32 - (2n +1)* 3%
s (=D n(n+1)(n-2) 1 L a2 n D)l ,
+2%0 (20 +1)° AL (an - p)turt gruae
les coefficients prendront la forme
@ ==/ (0),
Gop =2 ‘L(m(ﬁ)m (Z)f(:),
Hapge1 == 2 ‘L((”C.)znwhi (3)/ (=),

ott les résidus sont relatifs au seul pole z == o.
On peat réunir les deux formules pour o,, et ©,,,, en posant

ornl 1 [ n—na) nx(n - f)* )
£, Q’),l (:) T e e | e w( ) - B ( I |‘) 7 Fd
nt gnb 2 (270 ~9) ah (20 2)(2n 1)

, 7 nt(n—6)*
2.4.6 (2n —2)(2n-—4)(2n - 6)

i

le dernier terme entre parentheses étant

1 nne
PO 3/1 -2
nl onr-3s
ou
n—2
I n i

LRz,
nlgn=T 5

selon que 2 est un nombre pair ou impair. Remarquons que la déter-
mination précédente se réduit pour n = o, ¢, ¢tant égal i I'unité, i
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De cette maniere on obtient ce développement

(30) S(5)=ag+ a i (3) + ol (25) + o3 (35) +. ..
ol

31) =gy SO, (8) f(5).

(31) e § 0. (2)

12. Avant de donner une démonstration rigoureuse de ce dévelop-
pement, nous allons établiv une propriété importante de la fonction

0, (5)-

Distinguons les cas olt 2 est pair et ol » est impair.
o

a. npair, plus grand que zéro,

Y (2 - atnl [ n*  (n—2) n?
YOn () = e | e G e a) 3

e T e

} (n—4)* n [T
2.4 (2n—2)(2n-—4) s

De cette définition on tire, en intégrant entre les limites = et =,

a [ o nl n N nt
. W ~ A - T - - .

= / O, (s)ds P -

~ 2

S B ( DYy '),-) snl

l n - nt - Lt o
Talh(an ) (20— f) s T

nlon=2 58

o (0 ° ‘ annl ntz?
- (() S {l"2 e S Tara T 1 + P
.3'/” z,[n n(3)ds YRS e 2(2n—2)
nhzt 4 ; ot
TR ——— I S GRS L
2.0 (20— 2) (2n-—14) nl on—1 ’

ou, d’apres I'équation (18),

, 9 <] " 5 ) .
(32) f -/ O, (5) ds? == —
3w 3w n

b. nimpair,

20, (ns) — ;IZ:]

S e e by pyy B S T

'),"'n,l[n," (n—2)* n? ront 1]
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En intégrant cette équation entre les limites o et =, on obtient

2 7 22nl [ n n—2a n? 1onRt 1
- g I —— —— U S - - —
Ef On(5)dsm= — —p | g Son =3y 57 A e
o P
ef
2 (1 [ 2% nl n?zt
- - O, (5)ds? = T+
z fw 3 /; « () nhE gnal 2(an—2)
b ol n -
L S L
2.4(20n0—2) (27 —14) nl gt

(33) ;/“j—/“c‘)ﬂ(;) =20, (n3).

Des équations (32) et (33) on déduit aisément la relation

‘ 20, (nz) , dO, (nz) ’
: / *) Z) o _I_ 52 ,(,. A WA A a5 n SRR A ¥4 .
(%l) ( IL( ) n [ ds? -+3 ds I“”n(" )-

Cette équation nous permet d’éerire 0, (s) en forme d’intégrale
définie.

En effet, en admettant que la partie réelle de s soit positive, inté-
grale 3
est équivalente i

o
—])-f l(l -+ \/1’»{ f)" -+ (:1; \/;}:" - l)” I NI g,
2.,

Celle-ci représente done aussi la fonction O, (nz) ¢t 'on aura, en
(@ -+t 1)" ot (= )"
2

introduisant Pabréviation y =
0p (r3z) :f ye " dy,
0
et, d’apres I’équation (34),

(35) O, (3) = :;f (n*z%2?— 3 nzx 1) y e~"** da.
]
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En intégrant par parties, I'équation précédente prend la forme
. v 7 d*y dy
8] O, (5)== — 22—l ax L —n3T oo

(36) n(2) n[ ( det T Y 4z )° da,

ou, en remarquant que la fonction y satisfait & I'équation différen-
tielle

; sty BV L e
(37) (1) dar T Ay Y=

la forme

I c(dry
h ) 3) oo e - L2y emnsE o,
(38) O, (3) = [) <({.7c2 n ‘;> ¢ dx

D’aprés Uidentité

,[.'.), P e DL e d on= d 2 (g% — rETIEE)
((l.fi."‘ n ‘)> ¢ = fons o nt (st l)» (re )

on déduit de Péquation (38)

’

X

LT d
¢) 3) o e - e QT p-n3XY el ey (Z% e | conEE ol
n(2) n /ﬂ <(/;4:2 } ct,x:> (_7( ) ( )‘/ J

0O

Cette propriété, que nous avions en vue, se réduit i

(39) Op(8)z= 5+ n(1—5%) 0, (n3)
et
(40) O ()= 1 4 n(1--22)0,(n3),

selon que » est un nombre pair ou impair (*).

(*) Do ces Gquations ot des équations différenticlles pour 0, (z) que M. Neumann a
données, on pourrait déduire des équations différentielles pour les fonetions O, (z).
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Il est bien évident que les dernieres équations auront lieu pour
toutes les valeurs de = et qu’on a, dans tous les cas,

(41) O, (1) =r.
13. Revenons maintenant & notre développement (30) et (31), ct
appliquons ces formules d’abord & la fonction
.»(- — [
S(E) =

ensuite 4 la fonction

S(5) == 3"
Dans le premier cas, les cocfficients prennent des valenrs tris

simples. En effet,
en [ . dt
=[O, t) -
n 9.71&([ n ) [ 147

ol le rayon - est arbitraire et soumis & la seule condition d’étre plus
petit que 'unité.

I . ’
Or, en remplacant ¢ par - et changeant le sens de Pintégrale. on

I
. o
i . z)

— gy /’(..) (l) 24 g l \
ami ), "\t t(x—1) Ty t(1--t)

. 1
0. (%)

Cpy ==&y (L“] 2("[‘;—‘1)‘ g, C')n ( I) = Ep.

obtient

ou

Il en résulte la série
!
(4) e n = o]y (8) - 215 (28) 4 203(83) ..,

que nous avons étudiée dans la premitre Partie et dont nous avons
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déterminé Je champ de convergence. Dansle second cas, la formule (31)
devient

. X
L == Emy JJ C)Ill<t) 7
(0) “n

dont la valeur se déduit immédiatement de la définition de la fone-
tion ©,,(2). Cette valeur, substituée dans I'équation (30), donne la
série

ln(”'z) ! !y—‘z(’l _";?‘3)

gl amm o2 2 A R LA B Rt A AL A
(17) shz=0%n [(/r, 1! prreulie kL (£ )i

- (n +121 l,,‘,,_,,<n + 4 :)
2! (7~ 4)n+!

dont le champ de convergence est identique avee celui de Ta série pre-
cédente.

14. Considérons maintenant la série

0

et déterminons la partie du plan dans laquelle cette série sera absofu-
ment convergente.
Pour cela, je remarque d’abord que pour

p==mods,

on a
,l/LrJ’L ”_E_’
(42) ln()(ll,,(/tz)< ;‘m() k.

En effet, on a

no Pn, n? , nk , "
moc ) e e e e e 02 o L
ol (nz) < 2nnl [' ! a(2n -—i—-’).)P + 2.4(2n + 2)(21;4-/;)(‘
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et, a fortiort,

nt Pn nt . nk . -
ns N S g 2 b L
mod L, )<2”n![ Fs P +2.4.2n.2/zp

ou
n P”' r P_E

modl, (rs) < Sl f

Kn second lieu, je tire de I'équation (41), en posant

r=mod¢,
que pour r2r

(43) mod®,(¢) 1.

Dapres les équations (42) et (43), on voit que le terme général «,
de la série

“
Z mod e, 0, ()1, (ns)]
0

satisfait & incégalité

d’oli

Y p* N\ n r‘ﬂ
. Uy /R, i IRE S
lim ( i -‘) e lim (1 - e P
U Juciw 2 N)yoon )

La convergence absolue de la série S est donc établie dans un
cercle de rayon { == 0,65¢, { étant racine réelle de I'équation

(/L/l) e

Les conditions r 1 et g étant remplies, nous pouvons changer
Pordree des termes de la série S et obtenir aisément la somme de cette
série. Pour y parvenir, développons les fonctions ©,(¢) et réunissons
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les coefficients des ‘puissances négatives de ¢. De cette maniere, on
ohtient

RUEIE O

4* ol 0¥
; o s e , _ -
. ! 03,32 | 9 l"(i”) 431 "‘()“') —+ {t L(75) .
¢t ] 3% Ht al gt '

. L(43) I;(63) 51 1,(853)
et A2 3 AT VoL T D AN T
+L"‘ 2% a1 /lr' —1~/|. 5 t ol g5 4 ...v

| 3 3 54 st 1
S [ - [ SR b ] g e &
(et L3
Kn résumant, on a
o
- 1 ~ "
(/I;’) ,_“.. o Z Ell()u([)ln(”':)

0

pour
modZ 1 ol modz "¢

La derniere formule s'étend aussi & toutes les valeurs de s com-
prises & I'intéricur de la courbe G, qui est située entierement dans le
cercle de rayon 1.

En effet, attribuons & ¢ une valeur constante dont le module est
plus grand que unité, il est évident que la série considérée ser:
convergente en méme temps que la série

0

Z enly (nz),

0

dont le champ de convergence est précisément limité par la courbe C.

Adnn. de [’ e, Normate. 3° Série. Tome X, — Avei 1893, 16



[22 W. KAPTEYN. — RECHERCHES SUR LES FONCTIONS DE FOURIER-BESSEL.
15. Déterminons maintenant la somme de la série

& 1 /
a/zl/x(/)J): r Eenc)n([)ln(”:) f(l)
S
0 T
D’aprés ce qui précede, si nous choisissons mod¢=R 1 et z a
Uintérieur de la courbe C, on obtient

©

Yol (nzy— o L e s
L a/z]lz(llw)'—« j”‘;"{ (ll "”f("')‘

{5

0

En résumant, nous aurons done ce théoréme :

Lorsqu'une fonction f(z) est holomorphe dans un cercle de rayon
R, elle est développable en une série de la forme

ot oy L (3) 4 anly(23) + oy ly(35) ...

et convergente a l'intérieur de la courbe C.



