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DE

L'EXISTENCE DES I N T É G R A L E S
DANS UN

SYSTÈME DIFFÉRENTIEL QUELCONQUE
( S U I T E ) ,

PAU M. RIQUIER,

Existence des intégrales ordinaires dans un système harmonique
et passif.

14. Nous nommerons, pour abréger, système franc, tout système
différentiel qui , avec le d o u b l e carac( , ! i re lusrn ' ton ique( ï l passif, possède
encore les deux suivants :

ï° En désignant par x, y, . . . , u, ^ ... les var labié s indépendantes
et les fonc t ions i n c o n n u o s q u ' i m p l i q u e le système , les seconds
membres sont des polynômes entiers par rapport aux dérivées de u,
^, ..., et les coefficients de ces polynômes des (onc t ions de oc,y, ...,
Uy p, . . . olotropes à l ' intérieur (Fun système de cercles;

2° Si, dans le second membre d 'une équa t ion que lconque du sys-
tème, on considère un terme que lconque et qî/on y fasse abstraction
du coefficient , la somme des ordres des facteurs ne surpasse p^s
l'ordre du premier meîïibre correspondant (2) .

'1,5. Un système fmnc (i4) admet un groupe d'intégrales ordi-
naires (î), et un seul, répondant à des conditions initiales données (8).

(1) Foir page 65.
(ss) Dans îa Noie (;om.m;uniqnôô à l'Académîô des Sciences1 le a8' mars 189%, 'f avais em-

ployé, pour désigner lo même objet, la dénomination de .vysfème canonif/ae. , ^
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Tout revient , comniie nous l'avons d i t plus haut (<S, I I I ) , à prouver
ta convergence des développements de ces intégrales.

.1. Si les fonctions f{x, j, . . .), ^ ( x , y , . . .) sont toutes deux olo-
tropes à l ' in tér ieur de quelque système de cercles comprenant les va-
leurs particulières .ro,jo, . . . ; si, de plus, les valeurs de ç(.r,y, . . .)
et de toutes ses dérivées en ^yo, . . . sont réelles, positives et supé-
rieures aux modules des valeurs correspondantes de /'(.z', y, ...) et de
ses dérivées semblables , la fonction co sera dite majorante de f par
rapport aux valeurs par t icul ières considérées.

D'après cela, les points suivants sont évidents :
Relativement à des valeurs particulières données :
Si ^ est une majorante de /, toute dérivée de ç est une nut/orante pour

la dérivée semblable de /;
Une expression entière par rapport à f)lusieurs fonctions telles que f et

à quelques-unes de leurs dérivées d'ordres quelconques, a, pour majorante
l'expression quon obtient en remplaçant da/is la proposée tous les coeffi-
cients par leurs modules, et les/onctions f'avec leurs dérivées par leurs
majorantes et les dérivées semblables de celles-ci.

II. Soient /(^", .y, ..J une fonction olotrope à l'intérieur d'un système
de cercles de rayons H^, Ky., .. *; .y<,,^y,,, . . . des valeurs particulières in-
térieures aux cercles dont i l saffit; r une première quantité positive in/e-
rieure aux différences lî^— mod^,, \\y— Tnody,,, ...; a une deuxième,
positive ou nulle, quelconque d'ailleurs; M une troisième supérieure à tous
les modules que peut acquérir la valeur def(x^ y, ...} à l'intérieur et sur
les circonférences des cercles de rayon r décrits respectivement de x^,
jo, * . . comme centres; p, y, .., des constantes positives au moins égales

à ^; enfin m un entier positif.

Cela étant, la fonction
^ , , ! M '4- a •11 (-- r- " ^ - l,::::1-1^^^^^^^^^^ - ̂

est majorante pour fÇx, y, ...) relaliwneni aux valeurs x^, j,,, ....

Tout d'abord, ces deux, fonctions sontoiotropes à l ' in tér ieur de
quelque système de cercles comprenant les 'points ^o,yo, , * . . 'Faisons
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suivre m a i n t e n a n t de l ' indice zéro les nota t ions des diverses fonctions
à considérer et, de leurs dérivées, pour désigner leurs valeurs particu-
lières en .zîo» v^ • • " • H v ien t inrmécliateinent

MV-^M >mo(.l/y,
pu i s

[^qL]^(M + %) ̂ /- • •x M(/M -- I )- • •(/" -1-( - 1 )
X ( in -h '̂) ( f)i -h < -|- r ). . .(///, •4- i •+• / — i )

X

,, r . ^ . . . 1 i . - > - . . . / " .I' ^ /4 /4--/'.,: M --.-.-^ - ,.—-.-...—. . . . > rnod, ~ — , - ^ - »/" / /• / {^'x ^y - ' •

Ilî. Si l'ofi désigne par u une fonction inconnue de la variable indé-
penda/'Ue ,z\ par U ̂ ( x , n) nne composante donnée, olotrope à l'inténeiir
d'un syslêfne. de cercles, et par x^^ u^ den 'valeurs inférieures aux cercles
dont il sagù^ Ué(fuation différentielle

(H) ^^v^<r-f/)

e^l identùf ne nient vérifiée par la, sid)HtU(Uion a u d'une sénc entière en
x —'".x'o se réduisant à a^ f)our .r ̂  x^ ( 1 ) .

I. /équation C8) c o n s t i t u a n t a e l l e seulo un système ha rmon ique
passif (1.3}, tou t rev ien t , comme nous le f a i s i o n s rernarquer il y a un
instant , a prouver la, convergence du développement de l ' intégrale hy-
pothé t ique . Dans le présent a l inéa , nous désignerons par R.,., R^ les
rayons des cercles à l ' i n t é r i e u r desquels la (onction l . ] ^ ( x , u ) est
supposée olotrope; par r une quan t i t é positive i n f é r i eu r e aux di f fé-
rences

H^1— mod.rfl, H^"- rnod^o;

par M une d e u x i è m e supérieure à tous les modules que peut acquérir
la fonc t ion (Ji(.r, u) à l ' intér ieur et sur les circonférences des cercles

( 1 ) La déirionsiralion de l'alinéa ÎU CHt empruntée à un Mémoire de MiVL Méray et Bi-
<iuier, ayant pour titro : Sin' ta conwrge/ice de.f développement (lea inté^'rcdos ordincurfs^
d'un ^y sterne d'équations ctl^fércntwtUs^ totales ( Àt'malea de l'Ecole Won'nale supénfiure,
1889, p. 37 •A et Buivanlôs). . 1 1 1 1 ' . 1 .
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de rayon /• décrits de cv^, UQ comme centres; nous poserons enfin

.v — ^o 4" u — UQ = Z,

^(Z)^-!^^^.

r

d'où résulte (II) que Û,(Z) est majorante pour { ] , ( x , u) relativement
aux valeurs ̂  re-

cela étant :
i° En désignant par k un en t ie r > s et par l,J^(^, u) l 'expression

d^uul t ime de -7-7? la fonctiona.z'^
/ r V--i ( M .4. » \^

(9) Q,(Z)-=i.3.5. . , ( 3 A - - 3 ) ( ^ ) A:L^^^^^^^

(.'-.)

est majorante pour \]^(x, u " ) r e la t ivement aux valeurs x^, Uo.
11 résulte, en effet , des al inéas 1 et t l , combinés avec la dé f in i t ion

de û,, que l 'oxpression u l t i m e

lJ..-.-^-,-f'.U,dx du
a p o u r majorante

^ d^ ... d£^ . ... , dû, M "+- î i (M 4 - 1 ) 2 .„,
"dx ^ "du^^ 7/Z"0 4^-^ -•^ ^^^z = 7 /• 1 ' 1 1 1 • ^ 1 1 " • I I I I I I X I I Y» 1 1 1" : : T Û % ?

z* \ r/

le poin t en quest ion se trouve ainsi démontré pour iX 'eti-ly. En le sup-
posant vrai pour û^ et U/c, l 'expression

dU, ̂ dlh^
dx du ' " l<r

qu i , à cause de la passivité du système (8), coïncide bien avec l'ex-
pression ul t ime U/^ï (12, VII1)» a de même pour majorante

^Û/, d£i/, .. _ cKÎ^ /. d^f, M 4" ï ...
-,„«,,....,»..» »»j».. — ,̂»« ^ ^ ^ — —,. , i f ̂  &û<( } ......-,.<..- —-1.^ -..— .̂."-.~»".p,. ;;;,:.; ùû/^4.1»
a^ ^ a^ c/Z dï, X

/'
1 2° En désignant par S; le module de x — uc^ et parc un erïtier po'sitif
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quelconque, le terme en Çx — x^ dans le développement de l'inté-
grale hypothét ique de (8) a un module inférieur à

(.0) r\^^.

Effectivement, le terme dont il s'agit est

( I X ) Uy ( ̂ o, ^0 ) ̂ ^^0^ .

Or, si q == r , on a, d'après la déf ini t ion de M,
mod Uj^-o, U y ) < M,

et à p lus forte raison
. y, / , /„„. - f 2 ( M -h î)""|rnod Ui(.z"o, u ^ ) < a (M 4- i ) —-: r\ ^.^...~— — ;

si y est ^> i, en faisani dans la fonction (9) k === y, tï == /ry, a :== M y ,
on a, d'après i°,

/ , fi i
mou Uy ( x^ i.^ ) < i . 3.5 - . . ( 2 q — 3 ) ( - ) , ( M •+ i )7

< r.^.4,6. . . ^ ^ ( ^ \1 (m 4-î) '7

I ^ ( M 4" ï n ^

Donc, pour toute va leur positive et e n t i è r e de y , le module du
terme ( ï ï ) est i n f é r i e u r à la quant i té (10).

3° Le développement de l ' intégrale h y p o t h é t i q u e a un rayon de
convergence au moins égal à la quantité positive ,_^^^

Effectivement, l'expression (,ro) est le terme général du développe-
ment de .F.-..?^^]-1

en une série entière par rapport à Ç, qui converge tant que E; reste
inférieur à -.^^^^^^ plus forte raison le développement de rinté-. 2 (M -hx) ' ! 1 ' ! ! , . ! ! ! , ï ï
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^rale hypothétique est convergent, si le module de x — a'o tombe
au-dessous de cette dernière quanti té . •

IV. Si l'on considère divers groupes de fonc t ions , dépendant , res-
pect ivement d'autant de groupes de variables, et divers p rodu i t s don t
chacun ai t pour fac teurs des dérivées p r o v e n a n t d ' u n même groupe
de fonctions :

r° On n o m m e r a taille d/uu semblab le p r o d u i t la somme des ordres
des facteurs;

2° On dira que deux, p rodu i t s , [ ) rovenanl soi t d ' u n rnénn* groupe
de fonc t ions , soit de deux groupes d i s t i n c t s , sont isomorphes, si, quo i
que so i t^ , le nombre des dérivées d 'ordre k est le m ê m e dans l ' u n et
dans l ' au t re .

V. 1 ° Si, désignant par (p une. fonction de la variable in dépend un te /,
on exécute sur Ici fonction composée F(/, îr ), à co/nposante indétermi/iée.
/'( "^ i) dif/ërenfiatior^s consécutives-^ puù\ que l ' o / i ordonne le résultat pur
rupport aux dérivées de (F, l'algorithme /niai pourra s obtenir comme i l
suit : assimilant pour un instant F unité à un produit de tuilie nulle, on
considérera leff divers produits de ta'iUes o, i, 2, ..., k /onnés avec les
dérivées de (^, on rnu.ltiplienf, chacun d'eux par un coefficient convenal/le-
fnent choisi, égal à (fuel-cfue somme de nudtiples entiers de dérivées par'9

(ielles de la composante, et l'on ajoutera, tous les résulta.ts.

Ce point est évident pour k ,̂:;: .r, et l'on vérifiera sans diff iculté que,
s'il est vrai pour nue valeur quelconque de k^ il rcst encore pour la
suivante.

2° Si l'on exécute sur F expression

^ { i , W ) ^ W ( t , W ) ^ ,

où <!>,. W désignent deux composantes, indéterminées, k — î dif/'érentia-
fions consécutives, puis, r/ue ron ordonne le résultat par rapport aux
dérivées de iv, l'algorithme ainsi obtenu ne diffère du précédent que par
les/onctions de t, w qui y jouent le rôle de coefficients. Ces dernières
deviennent^ dans le cas actuel, des sommes de termes dont chacun est le
produit de quelque entier posùif soit par la fonction €\1 soit par la fonc-
tion V, soit par quelqu'une de leurs dé/iv ces partielles. Dans le coefficient
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d'un produit de taille inférieure à k figure nécessairement quelque dérivée.
partielle de <Ï> Cou celtes/onction elle-même, si k = i); dans le coefficient
d'un produit de taille k ne peuvent figurer que la fonction W et ses déri-
vées partielles.

VI. Si l'on désigne par x, y, . . . » Uy p, ... les variables indépendantes
et les /onctions inconnues d'un système franc (.31) (14), et par x^,
yo, ..., UQ^ ç^, ... des valeurs particulières arbitrairement choisies à l'in-
térieur des cercles où les coefficients des seconds membres sont supposés'
olotropes, le système déduit de (51) en y remplaçant les coefficients dont
il s agit par certaines majorantes relatives à ces valeurs admet un groupe
d'intégrales prenant en x^, j(p ... les valeurs initiales respectives UQ,
9^, ..., tandis que leurs dérivées de tous ordres, tant principales que
paramétriques, ont des valeurs initiales essentiellement positives.

Soient
g le nombre des fondions inconnues Uy (;, .. - ;
£ une quant i té positive moindre que ï ;
(A une quant i t é positive quelconque;
© ( r ) la fonction ——11111--

\ / j[ «^ y

I I résulte de l'alinéa 1,11 que , en désignant par w une fonction
inconnue de la variable indépendante t, l 'équation différent iel le

( 1 2 )
dw p. © ( t. 4- gw )
^ ......... ^^g-^'-F:1-^-^^^^

est ident iquement vérifiée par la subst i tu t ion à w d'une série entière
en t dont la somme s'annule avec t ( f ) . D'ailleurs les valeurs ini t iales
des dérivées de cette intégrale sont toutes positives. Effectivement, si
l'on développe ©(^) par la formule

( i ) La fonction J^M'̂  a déjà 6tô employée par MM. Méray et Riquier dans rétudo
de certains systèmes du premier ordre {Annales de 'l'École Normale supérieure, 1890,
p. 4? et Buiv.).

Ànn. de l'&c. Normale, 3* Séné. Tome.X. — AvnïL 1893. ^
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et que, après avoir remplacé T par t -h gw, on ordonne le résul ta t par
rapport aux puissances de l et w, on voit immédiatement que les
valeurs ini t ia les de la fonction QÇt 4- gw) et de ses dérivées de tous
ordres sont essentiellement positives. Il en est de même de la fonc-
t ion - ^ _ — _ — ^ ~ 3 qu'on peut développer suivant la formule

j +.£©„(- g 2 © 2 ^ ^ ^ ^

par suite enfin du produit

U. 0 ( t 4" gW} ——————. • -y- , - - . -" 1 - - - ,
1 ° ' ï — £ <!?)(/ 4" ^W)

second membre de réquat ion ( î2) . Les valeurs in i t ia les des dérivées
de tous ordres de notre intégrale jou i s sen t donc, elles aussi , do la pro-
priété annoncée; car, en vertu des formules ul t imes app l iquées à leur
calcul, elles se présentent sous fo rme d'expressions entières, à coef î i"
cients entiers et p o s i t i f s , par rapport aux valeurs in i t i a l e s do second
membre et de ses dérivées part iel les . Nous désignerons par W( l ) Vin-
té^rale considérée de l ' équat ion ( i ^ ) .

Considérons m a i n t e n a n t une r e l a t i on que lconque (ft) du système
franc proposé; puis , écrivons l ' équat ion ( 1 2 " ) sous la forme

( 1 3 ) ^ ̂  ̂  ô ( 14- ̂  ) 4- s 0 ( t .h gw) d^,

et difïerentions cette dernière (ï3) a u t a n t de (bis qu ' i l le f a u t pour
obtenir une relation de môme ordre que (a). Si, dans ces deux rela-
tions d'ordre égal, on suppose les seconds membres ordonnés par rap-
port aux dérivées qu'ils contiennent, et si, dans chaque terme de l 'une
et de l 'autre, on f a i t abstraction pour u n ins t an t de la fonct ion q u i v
joue le rôle de coefllcient, un terme pris à volonté dans le second
membre de (a) a pour isomorphe un terme convenablement choisi
dans le second, membre de la relation que nous avons dédui te de
(ï3) (IV) (V)- Dans le second membre de cette dernière, partageons
alors les termes en deux groupes, suivant que chacun, d'eux est ou
non hornorphe de quelque terme figurant dans 1e1 second membre
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de ( û } . Remplaçons enfin dans les termes du second groupe toutes
les dérivées par leurs expressions ultimes déduites de (12), sans tou-
cher ni au premier membre, ni aux termes du premier groupe. La
nouvelle relat ion ainsi obtenue, que nous désignerons par (Jb)., est
ident iquement vérifiée, comme (12) et (ï3), par la substitution à w
de la fonction W(/).

Cela posé, faisons correspondre aux variables indépendantes et aux
fonctions inconnues

x, y, ..., u, v, ...

du système harmonique au tan t de constantes positives

.,,/ .,,// (3..1 fijfa , a , . . ., p , ;J , . . .,

que nous nommerons, pour abréger, leurs poids respectifs, et appe-
lons poids d'un produit de dérivées, par exemple de

^M..,.. ̂  ^w..H/+...^
àï7^/7.1",^ ^^^777

la quanti té
.̂ ...̂ .̂ .̂ ..̂ ÊL-
a^a^.. - a'^a^...

dont la loi de 'formation est évidente. Pu i s , ' cons idé ran t l 'un quel-
conque des produits de dérivées qui. figurent dans le second membre
de (b), désignons par n le nombre des produi ts isomorphes figurant
dans le second membre de (a), et par S la somme des résultats ob-
tenus en m u l t i p l i a n t chacun de ces derniers par son poids. Dans le
second membre de (b), remplaçons alors la variable t par

a' ( .T — x^ ) -h a" ( y — y o ) +- • • * •>

la fonction w par

^ [^ ( u - u,) 4- ̂ ( ̂ - ^o) +...]/
0

et chaque produi t formé avec des'dérivées de wpar celle des quanti tés
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^ qui lui correspond; substituons enfin au premier membre de la
même relation (b) celui de la relation (a) mul t ip l ié par son poids.
Il est facile de voir que la relation résultante sera ident iquement vé-
rifiée en x, y, ..., quand on fera

i
U = UQ "h .3

04) - r
1 F = Fy '

u = UQ + _ w [ a' ( x — .2-0 ) + alr (y — Yo ) ••+- • • " L

j ç, = ̂  + w [ ̂  ( .z; - .ro ) 4" a" ( y - ro ) +... ],

D'ailleurs, en y réduisant à l 'uni té le coefficient de la dérivée qu i
figure dans le premier membre, la relation f ina lement obtenue ((a))
ne différera de la relation (a) que par les coefficients du second
membre.

Comme à chaque relation (a) du système proposé (X) on peut (aire
correspondre une. relat ion telle que ((tî)), on tombera sur un sys-
tème ((51)); d i f fé ran t de (X) par les seuls coefficients des seconds
membres, et ident iquement vérifié par la subst i tut ion à u, ^, ... des
seconds membres de (ï4), c'est-à-dire de (onctions qui p rennen t e n *
^o» Jo? • * • 1^ valeurs in i t ia les Uo, ^» " * ^ tandis que leurs dérivées
de tous ordres ont des valeurs in i t i a l e s essentiellement positives.

Je dis maintenant que, la constante pcmfwe e ayant été choisie fîoua
Ici seule condition cÏ être inférieure à i, on peut disposer des constantes

( i5) ^ a', ^ ..., (̂  ,̂ ...,

de manière que chaque coefficient du système Ç3^) ait pour mcyorante le
coefficient correspondant de ((^31))? relativement aux valeurs x^, y^, ..,,
^O» ^0 * " * "

N O U A ferons tout d'abord quelques remarques sur la composition
des coefficients de ((^)), en considérant, pour fixer les idées, ceux
du second membre de la relation ((û)). Chacun d'eux est une somme
de fonctions de x ^ y ^ .^, u, ^, ... qu i toutes ont des valeurs ini t iales
positives, ainsi que leurs dérivées partielles de tous ordres. Pour Je
terme ne contenant aucune1 dérivée de a, v, ..., si Von désigne pariîy
le poids du premier membre d.e1 ((a)), quelqu'une'des fonctions dont
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il s'agit s'obtient (abstraction faite de quelque facteur entier et po-
sitif) en mul t ip l ian t par ^ quelque puissance entière et positive clé

(16 ) 0|>^ ~- x,) + ̂ (y -yo) +•. ..+ ̂ (^ - «o) -I- P'O'- ^o) +.. .]•

Pour tout autre terme du second 'membre de ((a))» si l'on désigne
par ^ le poids du produi t qu' i l contient, et par n le nombre des pro-
duits isomorphes figurant dans le même second membre y quelqu 'une
de ces fonctions s 'obtient (toujours abstraction faite de quelque fac-
teur entier et posit if) en m u l t i p l i a n t quelque puissance entière et
positive de l'expression (ï6) soit par • ^ T , soit par Ê" T ? suivant que
le terme considéré contient un produit de tail le inférieure ou égale à
l'ordre du premier membre (V).

Ainsi, les termes figurant dans l 'ensemble des seconds membres
de ((^l)) sont de trois sortes : i° les termes indépendants des déri-
vées des fonctions inconnues ; 2° les termes contenant des produits de
taille inférieure à l'ordre du premier membre correspondant; 3° les
termes contenant des produits de ta i l le égale à l'ordre dont il s'agit.
Nous les nommerons respectivement termes de première, de seconde,
de troisième espèce. Dans chacun d'eux figure, d'après les expl ica t ions
données ci-dessus, une constante positive adectant , suivant le cas,
l 'une ou, l'autre des trois formes

E Ï A, i ^
V3 ! fi TîT fi V3

et que nous dirons être elle-même de première, de seconde ou de troi-
sième espèce.

Désignons maintenant par ILp, \\y, ..., B^, B^ - * . les rayons des
cercles à l'intérieur desquels les coefficients des seconds membres de
(^t) sont supposés olotropes; par r une quant i té positive inférieure à
toutes les différences,

Ba7— rnod^o» Hy— modyy, . . . ,
R^ "— mod UQ, H(/— mod^o, . . . î

par M une l imi te supérieure des ^ modules qu'acquièrent. les 'mêmes
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coefficients à l'intérieur et sur les circonférences des cercles de rayon /"
décrits de ^p yo, ..., u^, î'\p . . . comme centres; enfin par P l a p i n s
grande des quantités M, I- II suffit év idemment (II) de fa i r e voir que
l'on peut disposer des constantes (t5) de manière à rendre supé-
rieures à P les quanti tés

a:, a " , ..., (3\ ^, ...,

ainsi que les diverses constantes positives de première, seconde et
troisième espèce.

A cet effet, nous désignerons par

a, ,6, 0,, 0^ , . . . , ^

p -+~ 2 constantes posit ives proviso i rement indélerminées, et nous
prendrons : i° pour chacune des quan t i t és a', a'7, ... le p rodu i t de a
par des puissances de 0 , , O y , , . . , 0^ d'exposants respect ivement égaux
flux cotes première, seconde, . . . , /f^ de la va r iab le correspondante;
5° pour chacune de^ q u a n t i t é s [̂  [̂  * . . lo quot ient de [Ïpar des puis-
sances de 0 ^ , 0^ . . . » 0^ d'exposants respcctivomcnt ésaux î iux cotes
première , seconde, ..., f^^ do la (onction i n c o n n u o corresfîondante.
Alors le poids d 'une dérivée d'ordre s a pour valeur le quot ien t deû
^ par des puissances de 0^ 0,, ..., 0^ d'exposants respectivement
égaux aux cotes première, seconde, , . ̂ p^^ (Je la dérivée considérée*
Soient , en outre,

N un en t i e r supérieur à tous ceux que noua avons désignés d 'une
manière générale par / ï ;

h ^ ' h ^ , . . . ,Z^ les plus petites va leurs que puissent respectivement
'atteindre les cotes première, seconde/ ..., ^imï<î des diverses va-
riables indépendantes ;

G , » G^ .-, (x^ les plus grandes valeurs que puissent respectivement
at teindre celles des diverses fonc t ions inconnues;

J\ » , A < - • » J p le^ plus petites valeurs, et J,, S^ , . . , J^ les p lus grandes
valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses

; dérivées figurant dans l'ensemble des équations ((X)).1
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Parmi les termes de troisième espèce f igurant dans l'ensemble des

seconds membres, nous (iistinguerons spécialement ceux qui sont
linéaires par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, et nous
démontrerons tout d'abord qu'on peut disposer de 0^ 0,, . . . , 9^, de
manière que les constantes de troisième espèce qui y f igurent soient
toutes supérieures à P, quels que soient a et (3. Il suffit , pour réaliser
cette condi t ion, de prendre successivement

, ( 0,>^
i n . PN
( 0/^ T-

»,,_,>^
1 V 2 ^-- « ,

1 O^^O^^^..^;

i (5,>i,
. . P]; ^ o,>—(r^H^^^^^^^^^

En effet, si l 'on considère une relation que lconque du système ((^)),
et que l'on désigne par k l 'ordre de son premier membre , les termes
linéaires de troisième espèce qui peuvent figurer dans son second
membre sont nécessairement aussi d'ordre k, et la dérivée que con-
tient cliacun d'entre eux a, par hypothèse : soit une cote première in-
férieure à celle du premier membre; soit une cote première é^ale à
c e l l e ^ d u premier membre avec 'une cote seconde inférieure; ..!.; soit
des cotes première, seconde, . . . , ( p — 2)iém(î respectivement égales à
celles du premier membre, avec une cote ( p — ï)10"6 i n fé r i eure ; soit
enfin des cotes première, seconde, ..^ (p'—i)^"1^, respectivement
égales à celles du premier membre avec1 une cote p"11110 inférieure.
Comme on, a pris 0^ > i , O a > î y • . - , 0^> i, las constantes de troisième
espèce figurant d'an s les coefficients des1, termes considérés ont donc,,
suivant le cas,, une valeur .au moins égale à l'uïîe.ou à. l'autre des
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^^''...er^ô^o^

^r^.^r^

8 fih^'1!' fi-^^p ^ - l »

-N10/"-

elles sont donc toutes supérieures à P, en vertu des inégalités (17).
Après avoir ainsi, fixé 0^ O^, .... 0^, je dis que l'on peut disposer de

6 de manière à rendre supérieures à P, quel que soit a, les diverses
constantes de troisième espèce qui, restent à considérer, et, en même
temps, les quantités ^', ^, .... Effect ivement, abstraction f a i t e d 'un
facteur de la forme e^ chacune des constantes de troisième espèce qu in ! * Â

restent à considérer s'obtient en mul t ip l ian t quelque puissance de [3,
d'exposant supérieur à %éro, par quelque quant i té positive dépendan t
uniquement de 0 ^ , 0^, ..., Op- Si donc on désigne par Q la plus petite
valeur que cette dernière atteigne dans les constantes en question, il,
suffira, pour réaliser la double condition que nous avons en vue , d'as-
sujettir ? aux trois inégalités

(3>i,
p. PN^w
(3>PO°<0^. . .0^:

Prenons enfin
a^ ,̂̂ ,̂ ,̂,,,̂

moyennant quoi les constantes a\ a^, .,. seront eties-mêmes supé-
rieures à P. Les diverses quantités a', a^, ..., ^\ ̂ \ ... se trouvant
alors fixées, chacune des constantes de première et de seconde espèce
est le produit par pi de quelque quantité positive connue. En désignant
par ,L la plus petite. 'valeur qu'atteigne cette dernière dans les con-
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stantes en ques t ion , il suffira, pour les rendre supérieures à P, de
prendre (J. ^> y -

VII. Dans un système franc (21), les développements des intégrales
hypothétiques sont convergents, toutes les fois que les déterminations ini-
tiales de ces dernières sont Identiquement nulles. (On suppose, bien en-
tendu , les valeurs in i t i a les x\, yo, ..., u^ == o, ^ === o, ... des variables
indépendantes oc, y, ... et des fonctions inconnues u, v , . . . , toutes in-
térieures aux cercles où les coefficients des seconds membres sont
supposés olotropes.) *

Pour le système (X), en effet, les expressions ultimes des dérivées
principales sont des polynômes entiers (à coefficients entiers et posi-
tifs) par rapport aux coefficients des seconds membres, à leurs déri-
vées partielles et aux dérivées paramétriques des fonctions inconnues;
et pour le système majorant ((X)), dont la formation est expliquée
ci-dessus (VI), les expressions u l t imes des mêmes dérivées sont coin-
posées exactement de la même façon avec les majorantes des coeffi-
cients de (51), leurs dérivées partielles, et les dérivées paramétriques
des fonctions inconnues . Des lors, puisque les valeurs init iales des
dérivées paramétriques sont toutes nul les dans les intégrales hypo-
thétiques de (51)» et qu'elles sont, au contraire, toutes positives dans
les intégrales effectives de ((51)) dont l'existence vient d'être con-
statée (VI), les valeurs ini t iales positives fournies pour les dérivées
principales de ces dernières seront évidemment supérieures aux mo-
dules des valeurs init iales fournies pour les dérivées semblables des pre-
mières. Les développements des intégrales effectives du système ((51))
étant de toute nécessité convergents, ceux des intégrales hypothé-
tiques de (51) ne peuvent manquer de l 'être aussi,

VI 11. Dans un système franc (51)» les développements des intégrales
hypothétiques sont convergents, quelles que soient les déterminations ini-
tiales. (On suppose toujours les valeurs initiales des variables indépen-
dantes x, y , . . < et des fonctions inconnues u, y , ... intérieures aux
cercles 'où les coefficients des seconds membres sont supposés olo-
tropes.)

Désignons par o?o,yo, .., les valeurs initiales de x ^ y \ ..., par u, ^
Ànn. de FÈc, Normale. 3» Série. Tome X. — MArxS^S. 1 l8^,-1"'''1 .
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ç, ... les déterminations init iales de u, 9, ..., et observons que , parmi
les dérivées de u, <p, ..., celles qu i sont respectivement semblables aux
dérivées pr incipales de u, v, ... ont toutes zéro pour valeur in i t i a l e ,
mais que les valeurs ini t ia les de L», cp, ... et de leurs dérivées res-
tantes sont précisément égales aux valeurs i n i t i a l e s données pour u,
^, ... et leurs dérivées paramétr iques semblables.

Désignons main tenant par a ' , (/, ... de nouvelles fonc t ions incon-
nues, puis considérons le système différentiel d é d u i t du proposé (21)
en y remplaçant u, v, ... et les diverses dérivées de u, ^, ... q u i y f igu-
rent par u + u\ (D + /, ... et les dérivées semblables de ces sommes.
Ce système, q u i se met immédiatement sous forme harmonique , est,
en outre passif, car ses relat ions u l t imes se dédu i sen t de celles du
proposé à l'aide de la même subs t i tu t ion - II rempli t d 'ai l leurs toutes
les autres condi t ions exigées par la d é f i n i t i o n des systèmes francs ('14),
et, en vertu du théorème des fonc t ions composées (1), les fonc t ions
de .r, y, ..., u!, ('/, .... qui jouent le rôle des coefficients dans les se-
conds membres, sont cer tainement olotropes dans quelque système de
cercles comprenant les valeurs ^o»,yo» - • ^ °» °» * • * •

Cela posé, les valeurs i n i t i a l e s fournies par les relations u l t imes
de (X) pour les dérivées p r inc ipa les de a, ^ , . , , quand on prend
comme détenninalions in i t i a l e s u, y, . . , , co ïnc ident respectivement
avec les valeurs i n i t i a l e s f o u r n i e s par les relat ions u l t imes du second
système pour les dérivées semblables de u\ ç\ .... quand, on prend
des dé t e rmina t i ons in i t ia les i d e n t i q u ô r n o n t nulles. Or, d 'aprcs 'VII, les
développements construits dans le second cas sont convergents; i l s h-i
sont donc aussi dans le premier.

• i6. Un système harmonie/ae el passif quelconque adrnel un groupe
(F intégrales ordinaires (ï)y el an seul, répondant à des' conditions ini-
tiales données Ç%).

Tout revient, comme au numéro précédent, à prouver la couver-
^ence^de^développements de ces intégrales,

( i ) Foir mon Mémoire Sur le^ principes de la Théone ^énéraltô d^ fonctions (/'///// ah '.v
(Us l''Ecole Nor'maki .vupêrwurfïf 1 8 9 ? , p» 85).
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1 . Dans un système harmonique d'ordre K, impliquant les fonctions
inconnues u, p, ... des variables indépendantes x, j, ..., le second
membre de toute relation ultime, d'ordre supérieur à K est un polynôme
entier par rapport aux dérivées paramétriques d'ordres supérieurs à K, et
les coefficients de ce polynôme des fonctions (olotropes dans un système de
cercles) de x\ y, ..., u, 9 y . . . < ? / des dérivées paramétriques d'ordres î ,
2, ..., K; de plus, si dans chaque terme du polynôme on fait abstraction
du coefficient, la somme des excès sur K des ordres de ses facteurs est au
plus égale à F excès sur K de l'ordre du premier membre.

Il est bien facile de se convaincre que l'énoncé précédent, en y sup-
pr imant le mot paramétriques partout où i,l se trouve, s'applique à
toute relation pr imi t ive d'ordre1 supérieur à K. On en déduit aisément
son exactitude pour les relations ul t imes.

II. De tout système harmonique et passif on peut, par le mécanisme
décru ci-aprèSy déduire un système d'ordre égal jouissant d'importantes
propriétés que nous établirons plus loin (III) (IV).

A. Désignant par K l'ordre maximum des dérivées qui figurent
dans les équat ions données, adjoignons à Uy v, ... de nouvelles fonc-
tions inconnues en nombre égal à celui des dérivées paramétriques
des ordres î , 2, . . . , K, et écrivons que celles-ci sont respectivement
égales aux nouvel les fonctions inconnues : nous obtiendrons a in s i un
PREMIER GROUPE <B^ , D'ORDRE ^K,

.0. u == il,

B. remplaçant, dans les équations du système donné, les dérivées
paramétriques des ordres r , 2, . . . , K par leurs valeurs tirées des pré-
cédentes ©.(, nous obtiendrons un SECOND GROUPE C^, D'ORDRE K.

C. Comme nous l'avons expliqué au, n,° 1, chacune des variables
indépendantes x, y , s, . , . et des fonctions inconnues u, v, ... du sys-
tème ha rmonique donné, par suite aussi chacune,des dérivées de ces
dernières, se trouve affectée de p cotes. Cela étant, nous attribuerons à
chacune des nouvelles/onctions inconnues il, ... (A) des cotes première,
seconde, ..., p1^^ respectivement égales à celles de la! dérivée paramé-
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îriq'ue correspondante; nous affecterons en outre les anciennes fonctions
inconnues u, p, ... clé cotes Çp •+- r)^^ quelconques, les nouvelles n, ...
de cotes Çp -4- ly^^ toutes égales entre elles, et les variables indépen-
dantes .r, y, ^, ... 'de cotes Çp 4- i)1^^ c^, ^, c.g, . * . choisies de telle
façon que, pour chacune des anciennes fonctions inconnues u, r, * . .,
et dans chacun des ordres r, 2, ..., K, les anciennes dérivées paramé-
triques aient des cotes (p •+-i)^^ toutes distinctes entre elles. 1 1 suffit,,
pour réaliser cette dernière condition, d'attrilxjer à <^.» r̂ .,, ^, ... d('*s
valeurs entières et positives satisfaisant aux relations

(.',,.> KCy, Cy>K.C^ ....

Soient, en effet,
^a+p4-y+..... ̂  ^a'+f-i'+T'+.... ^

^ï^F'^ï1'.1''1^1'1.111 ? ^a77/yP^</^rl...

deux dérivées paramétriques appartenant à une même fonction in-
connue ^ et à 'un môme ordre ^K. La différence de leurs cotes
(p -+- ï)^^ est, visiblement,

( 1 8 ) ( ̂  - 0^ ) ̂  + ( ̂  - ̂  ) ̂  4- ( y - y' ) c, ....h..,,.

Or les quan t i t é s a — a\ ^ — (^ ^ — y , ... ne sont pas toutes n u l l e s ,
et l'on peut toujours supposer que la première qui ne s 'annule pas ("si
posit ive- Si l 'on a a — a'^ o, la quan t i t é ( î B ) est au moins é^ale a

^"-(i3 /^y<+ lyr^•+..,.),
a plus forte raison à

^-((â^y^",..)^

différence nécessairement positive, puisque son terme additif est supé-
rieur à Kcîy, et son terme soustractif au plus égal a cette quantité. Si,
l'on- a a — a7^ o, ^ — ̂ > o» la quantité (18) est au moins égale a

Cy—— (:-/'C^. . .),

a plus forte raison a,
ûy- (7'4"-.)^,

différence encore positive, puisque son terme addit i f est supér ieur à
K.c^ et son terme soustractif^u plus égal à cette quant i té , .Et ainsi de
suite*
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D. Désignons actuellement par k un entier positif 5K, par a un
entier positif quelconque, et considérons, relativement au système
donné , une dérivée paramétrique d'ordre k -+- q que l'on puisse, de
diverses manières , regarder comme résultant d'une différentiation
d'ordre q exécutée sur telles ou. telles des dérivées paramétriques de
l'ordre k, et par suite sur telles ou telles des nouvelles fonctions in-
connues qui correspondent à celles-ci. Il est clair (G) que les diverses
dérivées d'ordre q (des nouvelles fonctions inconnues) qui. corres-
pondent ainsi à une même dérivée paramétrique d'ordre k -4- q du sys-
tème donné ont des cotes première, seconde, .. . , ^iénltî respectivement
égales aux cotes homologues de cette dernière. Je dis de plus que leurs
cotes ( p 4- i)^^ sont nécesscdrement distinctes entre elles.

Soient, en effet,
d^ a

ï̂̂ l'r̂ l'̂ 777

une dérivée pa ramé t r ique d'ordre k -4- y,

09)
<f//l' // c/71' //

^/.r''1'^/^'^7'."".^'' ^^llll^py•^7

deux des dérivées paramétriques d'ordre k dont ("die peut être consi-
dérée comme une dér ivée y^"11®, et

(20) "/",./',/',...» ^ { " j " , { " , . , .

les nouvel les fonct ions inconnues qui correspondent respectivement à
celles-ci. Si l'on observe que les fonctions (20) ont la même1 cote
(^^^me (C), et si l'on calcule la différence entre les cotes
( p •+• i)1^1"^ des deux dérivées

df/u /',/', /',... ^/u/"^t^///-",̂̂ .̂ .̂ ^̂  , .̂̂  ̂ ,̂̂ .̂ -̂̂ . »

on trouve, comme s'il s'agissait de ( '9),
(^ f)c,,+ (/-/Q^ { l ' - l ' f } c , ^ . . . ,

c'est-à-dire une quanti té essentiellement différente de zéro (C)*

E, Désignons par A une dérivée des anciennes fonctions incon-
nues u, ç, .,., jouissant de la double propriété d'être paramétrique
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par rapport au système donné , et cardinale (11) par rapport au sys-
tème des équations (SB, ; puis considérons, dans le groupe formé par
les nouvelles fonctions inconnues iî, ... et leurs dérivées des ordres
i , 2, . . . , K les divers termes que le changement de H, . , . en, D .u, ...
rend iden t iques à A; partageons enf in les termes dont il s 'agit en
groupes successifs d'après les va leurs décroissantes de leurs ordres
(^o), et rangeons les dérivées de chaque groupe d'après les valeurs
décroissantes de leurs cotes (/?-+-1)^"^, nécessairement dist inctes (D) :
la suite totale a ins i obtenue comprend nécessairement plus d 'un
terme et nous égalerons le dernier d 'en t re eux à chacun des précé-
dents, en ayant soin qu'i ls f igurent toujours , ceux-ci dans les pre-
miers membres, celui-là dans les seconds membres des équat ions
résultantes.

En variant de toutes les manières possibles le choix de la dérivée A,
et répétant chaque fo is l 'opéra t ion précédente, nous tomberons sur
un TROISIÈME cnoupE <!&;(, D'onmu^lL

F. Enf in , prenons à volonté deux équa t ions , l ' une dans le groupe
î&i , l 'autre dans le groupe ©^, sous la seule* cond i t ion que leurs pre-
miers membres soient les dérivées d 'une même fonct ion inconnue. Si
D .u == n est l 'équation extra i te de ®^, et ]BLD,^ la résultante d'ordre
m i n i m u m des deux premiers membres, la dérivation exprimée par le
symbole 31. est d'ordre nécessairement supérieur à zéro et au plus
égal à ÏL Cela étant , on considérera la relation u l t ime du système
donné qui a pour premier membre 31.,IX ̂ , et Von y remplacera celui-ci
parJSLiî; quant aux dérivées paramétriques q u i peuvent figurer dans
le second membre, on les remplacera, si elles sont d^ordres ï , 2, .... K,
par les nouvelles fonctions inconnues correspondantes, et si elles
sont ,d 'ordres K - 4 - i , K 4- 2, .... par des dérivées d'ordres ï , 2, .,.
appartenant à celles des nouvelles fonctions1 inconnues qu i corres-
pondent aux dérivées paramét r iques de l'ordre K; on aura soin seule-
ment , toutes les fo i s qu 'une subst i tut ion de cette dernière sorte sera
possible de plusieurs manières, do choisir, parmi, les diverses dérivées
à substituer, celle dont la cote {p •+• i)"'^ est la plus faible (D).

En variant de 'toutes les manières possibles, sous la seule condi-
tion que leurs premiers membres appartiennent à une même fonc t ion
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inconnue , le choix des deux équations respectivement prises dans les
groupes Q&o ©3, et répétant chaque fois l 'opération précédente, on
obtiendra un QUATRIÈME ET DERNIER GROUPE <S&.,, D'ORDRE $:K.

G. Le système d'ordre K

(^) [:A<^^,, (6J,

formé par la réunion des quatre groupes précédents, est celui que
nous avons annoncé au début du présent alinéa I I . Il nous faudra sou-
vent, dans ce qui sui t , comparer le système donné au système (21) :
nous les appellerons respectivement, pour abréger, V ancien et le nou-
veau. système.

1 1 1 . Le nouveau système (21) est un système f'mnc ( 14).

A. Chacune des équations du nouveau système, considérée isolément,
est harmonique (12, III), et possède, relativement aux variables indé-
pendantes, aux fonctions inconnues que ce système implique et à leurs
dérivées, les caractères que nous avons désignés par i° et 2° dans la dé-
finition du n° 14,

Ce point est évident pour les équations (BE^, <[&a» ®;t- Quant aux
équations (S?/,, i l résul te de leur mode de format ion , combiné avec
l'alinéa I, que le second membre de chacune d'elles est un polynôme
entier par rapport aux dérivées des nouvelles fonctions inconnues
qui correspondent aux anc iennes dérivées paramétriques de l'ordre K,
et que les coetÏicients de ce polynôme sont des fonctions (ôlotropes
dans un système de cercles) des variables x , y , . . . et de toutes les fonc-
tions inconnues, anc iennes et nouvelles. — Si l 'équation considérée a
été déduite d'une relation ul t ime d'ordre inférieur ou égal à K, elle ne
contient dans son second membre aucune dérivée. — Si, au contraire,
elle a été dédui te d'une relation ult ime d'ordre supérieur à K, il ré-
sulte de 1 que dans chaque terme de cette dernière, abstraction faite
du coefficient, la, somme des excès sur K des ordres des facteurs est
au plus égale à l'excès sur K de l'ordre du premier membre, et, à plus
forte raison, à l'excès de cet ordre sur celui d 'une équation <2Î>< quelle
qu'elle soit : donc, si d 'un terme,quelconque figurant dans le second
membre de l 'équation considérée du groupe (B^, on supprime par la
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pensée le coefficient, la somme des ordres des facteurs est au plus
égale à l'ordre du premier membre. Lorsque la nouvelle fonction
inconnue dont quelque dérivée figure dans le premier membre de
cette équat ion correspond à une anc i enne dérivée paramétrique
d'ordre infér ieur à K, le second membre est dWdre nécessairement
infér ieur au premier membre. Lorsque la, fonction inconnue dont i l
s'agit correspond, au contraire, à une ancienne dérivée paramét r ique
d'ordre K, le second membre peut con ten i r que lque dérivée d'ordre
égal au premier membre; mais , en pareil, cas, comme la, subs t i tu t ion
aux nouvelles fonctions inconnues n, . . . et à leurs dérivées, des
quant i tés D.^, ... et de leurs dérivées semblables, t ransforme l'équa-
t ion considérée en une re la t ion u l t ime , nécessairement barrnonique
(1.2, III, IV), de l 'ancien système, il résulte du choix que nous avons
f a i t pour les cotes des nouvelles f o n c t i o n s inconnues ( I I , G) que les
dérivées d'ordre égal, au premier membre, qui f igurent dans le second,
remplissent, relativement à leurs cotes première, seconde, ..., p"111 ,̂
la condition indiquée au n° 1.

B. Aucun des- premiers membres du système (ai) ni. aucune de leurs
dérivées ne figurent dans le {second membre d'une ec/ualion quelconque de
ce système,

Eflect ivement :
1° Les équations ©,, <Ï&^ ont pour premiers membres diverses déri-

vées des anciennes (onct ions inconnues , et ne cont iennent dans leurs
seconds membres aucune dérivée quel le qifelle soit.

2° Aucune dérivée des anciennes fonct ions inconnues ne figure
ni dans ®;^, ni dans (S?/,.

3° Les premiers membres de dî^ on leurs dérivées ne peuvent
figurer dans les seconds membres ni de <i&^ ni de ©/, : car le change-
ment de u, ... en 1).^, .,. transforme les équations (^3 en au t an t de
relations identiques dont chacune a pour premier et pour second
membre une même dérivée paramétr ique deFancien système; il trans-
forme les équations ©^ en relations ul t imes (de Fancieo système) ne
contenant dans leurs seconds membres que des dérivées paramé-
triques, et enfin. les premiers membres de ©4, ainsi que leurs dérivées,^
on autant de dérivées principales. ! !
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4,° Les premiers membres de ^3, non plus que leurs dérivées, ne
peuvent figurer dans les seconds membres de (S^. Effectivement, si
l'on prend à volonté r'une des équations ©3, et si l'on considère, dans
le groupe formé par les nouvelles fonctions inconnues n, ... et leurs
dérivées de tous ordres, les divers termes que le changement de iî,
en D.^, .,. transforme, avec le second membre de cette équation, en
une même dérivée de l 'ancien système, le second membre dont i l
s'agit, comparé aux autres termes, appart ient certainement à l'ordre
minimum, en même temps qu'il possède, dans cet ordre, la cote
(p -+- s)'^ la plus f a ib l e (II, E). D'un autre côté, dans chacune des
équations ®s ou de celles qu'on en déduit par différentiat ions, le pre-
mier membre est toujours, soit d'ordre supérieur au, second membre,
soit d'ordre égal avec une cote (p 4" i)"11"6 supérieure; i l ne peut donc
coïncider avec le second membre d 'aucune des équations ©3.

5° Les premiers membres de ®^ ou leurs dérivées ne peuvent figurer
dans les seconds membres de ®^ : car le premier membre de chaque
relation ©,.{ et ses dérivées, qu i , après le changement de îî, ... en
1).^, ..., deviennent respectivement iden t iques au second membre
correspondant et à, ses dérivées semblables, ont, avant cette subst i tu-
tion, soit des ordres respectivement supérieurs, soit des ordres res-
pectivement égaux avec des cotes ( p "+" î)^"^ respectivement supé-
rieures; et, d'un autre côté, dans les relations ultimes de l 'ancien
système qui ont servi à former les relat ions ©4, on a eu soin de rem-
placer chaque dérivée paramétr ique des ordres i, a, ..., K par la nou-
velle fonction inconnue correspondante, puis chaque dérivée para-
métrique d'ordre supérieur à,K par une dérivée de nouvelle fonction
inconnue qui fût d'ordre le plus petit possible, en même temps qu'elle
possédait, dans cet ordre, la cote {p + ̂ ém(î la plus fa ib le possible
(H, F).

Pour achever d'établir r/ue le système (21) est un système franc, il ne
nous reste donc plus r/uà démontrer sa passivité.

G. Si aux nouvelles fonctions inconnues îî, ... du système (ai) et à
leurs dérivées paramétriques'de tous ordres on'substitue respectivement
Q.u, ... et leurs dérivées semblables, on reproduit une fois et une seule
chacune des dérivées paramétriques de l'ancien système (II, Gr), 'et au-
cune de ses dérivées principales.
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l4.6 ÎUQUIER.

Ce point résulte immédiatement des suivants :
1° Si aux nouvelles fonctions inconnues îî, ... et a leurs dérivées

de tous ordres on subst i tue respectivement D. u, ... et leurs dérivées
se mi) labiés, on reproduit, avec certaines dérivées principales de l 'an-
cien système, au moins une fois chacune de ses dérivées paramé-
triques.

Car, dans Pancien système, toute dérivée paramétr ique d'ordre su-
pér ieur à K est forcément la dérivée de que lque dérivée pa ramét r ique
des ordres i , 2, ..., K; une dérivée paramétr ique d'ordre que l conque
coïncide donc, à la. nota t ion près, soit avec quelqu 'une des nouvel les
fonctions inconnues , soit avec quelqu'une de leurs dérivées.

2° Parmi les dérivées des nouvelles (onctions inconnues, celles que
le cliangement de iî, ... en 1).^, ... t ransforme en dérivées pr inc i -
pales de l 'ancien système sont elles-mêmes principales re la t ivement
au, nouveau.

Supposons, pour fixer les idées, qu'il s^agîsse de la nouveik ï fonc-
tion inconnue n, définie par la relation D . M = u; et soient

DI .Uy DS.^,

les dérivées de u f igurant dans les premiers membres de l 'ancien sys"
terne,
( a a ) ISj, .D.^ Hâ .D . / / , ...

les résultantes d\m'lre m i n i m u m (ii.) des couples respectifs
( I)î , j 1),^
( B.u, i 1).^ * * * *

Les dérivées de la fonction u f iguran t dans les premiers membres des
équations €^ sont alors
(';>-3) Di.ii, î . «, ....

Cela étant , si la dérivée JilJ).^, déduite de JBLu par la subst i tut ion
de 1) .u à u, est principale relat ivement à l 'ancien système^ el le coïncide
avec quelqu'une des expressions (22) ou, de leurs dérivées, c'est-à-dire
que H.îi coïncide avec quelqu'une des expressions ( a3 )ou de leurs
dérivées; îî.iïest donc une dérivée principale relativement au nou-
veau système.
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3° SI, dans le groupe formé par les nouvelles fonctions inconnues
et leurs dérivées de tous ordres, on considère tous les termes que le
changement de îï, ... en D.i^, . . . transforme en une même dérivée
paramétrique de l'ancien système, il en est un, et un seul, qui coïn-
cide avec quelqa'u.ne des nouvelles fonct ions inconnues ou de leurs
dérivées paramétriques.

Effect ivement , si, l 'on partage les termes considérés en groupes suc-
cessifs d'après les valeurs décroissantes de leurs ordres (positifs ou
nuls), puis les termes de chaque groupe en sous-groupes successifs
d'après les valeurs décroissantes de leurs cotes (p -+- x)'1^1105, il résulte
d'une observation antérieure ( I I , D) que ces sous-groupes ne con-
tiennent chacun, qu'un seul terme. Dans la suite
(9.4) ÎK1 ) .^1 ) , ..., ,!?(/•) .u^, ..., lî^.ii^),

ainsi obtenue, un terme quelconque est évidemment étranger au
groupe f o r m é par les premiers membres de €),,, €>a, ©4 et leurs dé-
rivées, et il suffit dès lors de prouver que le dernier d'entre eux
51 ,̂11^ est étranger au groupe formé par les premiers membres do®;;
et leurs dérivées, tandis qu^au contraire chacun des précédents en
fait nécessairement partie.

Or, si le dern ier terme jîP^.ii^ f igura i t comme premier membre
dans quelqu 'une des équations (©;, ou de celles qu'on en d é d u i t par
di t férent iat ions, le second, mernbre de cette relat ion, que la substitu-
tion de D.^ , ... à. iî, . , . t r ans fo rme en la môme dérivée paramétrique
de l 'ancien système, serait, soit d/ordre i n f é r i e u r au premier membre,
soit d'ordre égal, mais de cote ( p •+-1)10"10 infér ieure; ji^.ii^ ne serait
donc pas le dernier terme de la sui te (24)» ce qu i est contraire à l'hy-
pothèse.

Considérons maintenant , dans la suite (2.4),, l 'un quelconque des
termes qui précèdent le dernier, par exemple jffl^.iî^, et soient

1)^5. ̂ =u(^,
D^.u^u^

celles des équations (S^ qui définissent les nouvelles fonctions incon-
nues u^, tt^. La dérivée paramétrique de l 'ancien système en laquelle
se transforment, par le changement de iï1, ... en D.a, ..., les diffé-
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vents ternies de la suite (24.), admet alors, entre autres expressions,
les deux. suivantes

BC'^'B^.U, B^.D^.u,

et, par suite, coïncide forcément, soit avec la résultante d'ordre mi-
n i m u m de D^. u^ I)^ ,u, soit avec quelque dérivée de cette résul tante.
Si l'on désigne maintenant par

IS^.D^.^ B^.D^.u

les deux expressions dont cette résul tante est susceptible au moyen
de D^.M, D^./A il est faci le de voir que la q u a n t i t é ÎI^.u^ est forcé-
ment, ou d'ordre supér ieur à jiP^.ir'^ ou d'ordre é^al avec une cote
(/?+ï)^"10 supérieure : car une même dif ferent ia t ion (d'ordre positif
ou, nul) , exécutée sur y^.n^, ji^n^, (ait retomber sur les quant i tés
y).u^ Jl^.iï^, dont la première j ou i t précisément, par rapport à la
seconde, de l 'une ou l 'autre propriété. D 'a i l leurs les ordres de JBî^. u^,
y^n^ sont atl plus égaux à IL II résulte alors du mode de formation
des équat ions €>;( queJEl^Ui^ coïncide avec q u e l q u ' u n de leurs premiers
membres, et, par suite, que JEU^u^ coïncide, soit avec que lqu ' un de
ces premiers membres, soit avec que lqu 'une de leurs dérivées.

D. Les relation fi ultimes du. nouveau système ( 2 1 ) peuvent être par-
tagées en deuœ catégories se distinguant, l'une de l'autre par ce caractère,
fjw le changement de u, * . . en D. u^ » . * transforme celles de la, première
en relations ultimes de F ancien système, et celles de la deuxième en rela-
tions identiques ayant chacune pour premier et pour second membre une
même dérivée paraf'nétrùfue de ce dernier système.

Si l'on dispose les relations ul t imes du, système (21) par groupes
successifs d'après les valeurs croissantes de leurs classes (4), le po in t
dont il s'agit est évident pour celles du premier groupe, puisqu'el les
fon t toutes directement partie du système (21)» II suffit dès lors de
prouver qu'en Itô supposant exact pour les relations ul t imes des classes
i, 2, ..^j\ il ne cesse pas de l'être pour les relations u l t imes de
classej-hï.

Or, les relations pnm^^ (2) de classe j -hi (4) du système •(21)
sont de trois sortes, suivant que la substitution des quanti tés î).u, . » ,
à iî, ... les transforme î i° en relations identiques ayant chacune-pour
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premier et pour second membre une même dérivée paramétrique de
l'ancien système; 2° en relations identiques ayant chacune pour pre-
mier et pour second membre une même dérivée principale de l'ancien
système; 3° en relations ultimes de lancien système ou en relations
ultimes difTérentiées.

Si, dans une relation primitive de la première sorte, le second
membre est paramétrique relativement au système (21), cette relation
est en "même temps ult ime, et appartient à la seconde des deux caté-
gories dont parle l 'énoncé. Si le second membre est au contraire
principal, il appartient forcément à quelqu 'une des classes 1 , 2 , . . ., /,
et son expression ultime est de deuxième catégorie (nous voulons dire
qu'elle est fournie par une relation ultime de deuxième catégorie); en
la substituant au second membre dont il s'agit, on tombe évidemment
sur une relation ul t ime de même catégorie.

Dans une relation p r imi t i ve de la seconde sorte, le second membre,
nécessairement principal (G, ^°), appartient à quelqu 'une des classes
i, 2, "^j\ son expression u l t ime est de première catégorie, et, en la
substituant au second membre, on tombe sur une relation u l t ime de
première catégorie.

Enf in , dans une relation pr imi t ive de la troisième sorte, le second,
membre peut con ten i r des dérivées principales de classes t , a, .* . , . / ,
dont chacune doit être remplacée par une expression ultime de pre-
mière ou de seconde catégorie, suivant que le changement de n, .. .
en î).u, ... la transforme en une dérivée principale ou paramétr ique
de l 'ancien système. Gomme celui-ci, à, cause de sa passivité, n 'admet
pourchacune de ses dérivées principales qu'une seule expression im-
médiate (12, VII) , cette substi tution, suivie du. changement de u, ...
en D.^, . . . y redonne forcément une relation 'ultime de l'ancien système.

E. Le système (21) eM passif.

Dans le système en question, deux relations ultimes de même pre-
mier membre appart iennent toutes deux à là première catégorie ou
toutes deux à la seconde (D).

Si deux relations ul t imes de même catégorie ont le même premier
membre, elles ont forcément aussi le même second membre. Car, selon
qu'elles appartiennent à la première ou à la seconde catégorie^ le
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changement de tî, ... en D. u, ... les transforme, soit en une même
relation ul t ime de Fancien système, soit en une même identité ayant
pour premier et pour second membre quelque dérivée paramétr ique
de ce dernier; et, d 'un autre côté, si l'on forme successivement dans
Fancien système et dans le nouveau un groupe avec les var iables indé-
pendantes, les fonctions inconnues et leurs dérivées paramétr iques ,
les deux groupes ainsi , ob tenus sont ident iques à la noi 'a l ion près (G).

IV. Les conditions initicdes, à l'aide desquelles on détermine complète'
n'ieni un groupe d'inié^rcdes ordinaires hypotlieti{]ues (H)» ayant été
choisies cirintrairernerit dans F ancien système ("II, Gr), on pent^ dans le
nouveau, les choisir de telle façon, que les développements'correspondcint
aux anciennes fonctions inconnues soient les mêmes de part et d'antre.

Le groupe formé par les var iab les i ndépendan te s / l e s (onct ions in-
connues et leurs dérivées para 'méiriques étant le moine de part et
d'autre à la notat ion près ( I I I , G), on prendra pour ces q u a n t i t é s ,
dans le nouveau système, les mêmes valeurs i n i t i a l e s que dans
l 'ancien. Les relations u l t imes du nouveau système, en vérin, même
fie l eu r s t ructure (111, D), foirn'nssent alors;, pour ses diverses dé-
rivées p r inc ipa le s , des valeurs i n i t i a l e s respect ivement égales à colles
que possèdent, dans Fanc ien , les dérivées (p r inc ipa l e s ou paramé-
triques) identiques aux précédentes ou s'en dédu isan t par le change-
ment de it, ... en D.r / , , . . .

V. ûanff un système har/nonù/ne cl passif, et wee de^ conditions ini-
tiales arl)itr€ures., les déçeloppements des intégrales ordinaires hypothé»
tiques sont convergents.

Il sufttt, pour s^'n convaincre, de rapprocher du n0 15 les précé-
dents alinéas II, I I I , IV.

1,7. En combinan t une proposition démontrée ci-dessus (If î , IV)
avec la proposition inverse qui se démontre de même, on v o i f c i r n m é -
diaternent que la recherc/uî des intégrales ordinaires d'un système har-
monique passif se ramène, si l'on veut f à celle des intégrales ordinaires
dlf un système franc d ' ordre égal ( 14 ). !

, , (A ffui^re,)


