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ESQUISSE D'UNE MÉTHODE
POlIH DSh'EIlMINER

LE M LES
mm

A U M O Y E N Î.ÏÏ5S OPE R A T I O N S R A T I O N N E L L E S ,

PAU M. M. TIKHOMANDRITZKY,
ï»îiOF,ESSEl.JÏl A L'IJNÏVBKSITO DE K I I A K K O F F (niJSSIIS).

Le problème de dé terminat ion du genre et des courbes adjointes
d/une courbe algébrique donnée , an moyen des opérations rat ion-
nelles, étai t déjà, l 'objet des; recherches de M1. NÔTIIER (Aùuh. Ann^
Bd. 32, p. 3ro) et de M. RAFFY (en ce qui concerne le genre), dans sa
Thèse do doctorat (aussi dans les Math. //nn^ Bd. 23, p. a56). Si, je
reviens à ce problème, c'est que les méthodes de M. Nôther et de
M.. Rafïy ne me paraissent être ni, aussi s imples ni. aussi directes qu'on
pourrai t le désirer, la dernière méthode exigeant la formation des équa-
t ions qui dé te rminen t en x les dérivées dey de différents ordres, la
première des t ransformat ions rationnelles de la courbe donnée dans le
cas des singulari tés siipérieiires, dont la théorie très délicate n'appar-
tient pas encore aux éléments des hautes Mathématiques enseignés par-
tout. Il suffit pour tan t , même dans le cas le plus général des singularités
quelconques, d'appliquer convenablement la méthode du plus grand
commun diviseur pour arriver à déterminer le genre et les courbes
adjointes au seul moyen de division et de résolution (pour . les der-
nières) des systèmes des équations du premier degré par rapport aux
inconnues. C'est ce que je me propose démontrer dans ce qui suit, en
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prenant pour point de départ la Théorie clés/onctions cibé Hennés, par
Ch. Briot (Chap. I), qui a laissé à la courbe 'fondamentale, on peut le
dire, toute la généralité possible, car on peut la ramener toujours , au
moyen des transformations du premier de^ré, à satisfaire aux quel-
ques restrictions adoptées par Briot. Si j'accepte, moi aussi, ces res-
trictions;, ce n'est que pour abréger l 'exposition de ma méthode, en
employant les expressions et les notations bien déterminées et b ien
connues de ce Livre»

I.

1. Soit donné un système des équations

( î ) /î ( ̂  y ) = o. A ( ̂ .r ):::::: o. - - » fm ( -y, y ) ̂  o ;
pour trouver leurs solutions communes, s'il en existe, ou pour prouver
leur incompat ib i l i t é dans le cas contraire, on peut procéder de la
•manière suivante. On commence à chercher les so lu t ions communes
aux deux premières des équations (î) par la méthode du plus ^rand
commun diviseur ; d'après le théorème do Labatie (voir Coun (F Al-
gèbre supérieure, par Serret, 3e édit ion, p, ï38), on parviendra a une
série de paires d^équa t ions de la fo rme

/ . { ? i (^y)=o, y^.-r, y) :::;:: o, . . . , ^,,(^r)-:,o,
( ^i W = o. ^ (^) ̂  o» . . • , .̂ (^) ̂  o,

dont chacune donnera les so lu t ions con'nnunes de ces deux équations
du. système; la somme des prodoits des degrés [̂  de x en ^/(^) ̂  ûy
et v< de y en ^^(,z?,y)==o donnera le nombre de ces so lu t ions (1) .
Puis on cherche de la môme manière les solutions communes à la
'troisième des équat ions (?)

(3) .A(.^y)=o,
et à Inéquation
(4) 9i (^j)^;.:o;

( 1 ) Los premiers membres do chacune do ces équations élani débarrassés des Scieurs1

égaux-
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on parviendra, d'après le même théorème de Labatie, à une série de
paires d 'équations de la même forme

j 9l, !(,%•, j) r.= 0, ^^(-^j)^^ . . ., ?U,(-^j) --=0.

/d^i0):=o, ^^0)=:o, ..., ^^(;r):=:o;

on cherchera alors les plus grands communs diviseurs de ^i(^) ̂ ^
chacun des ^ ^ i ( x } ( ? = = = i, 2, 3, ...., //). En désignant ainsi le plus
grand commun d iv i seur de ^/(«x*) et de ^^(a?) :

(6) I)[<^(.r),^,,(^):|=^,,(.r),

si, l'on rencontre un résul ta t de la forme

(7) ^(^):::::î,

on en conclura que, parmi les so lu t ions de la paire d'équations

(8)
( 9i,./('^.r) ~•0<

\ ^i,./(.^) "=o,

il n'y en a aucune q u i sat isfasse aux trois premières des équa t ions (i).
En rejetant les pareil les paires d/équations de la série ("5), s ^ i l y" en
a, les autres condu i ron t a des paires d'équations suivantes :

( 9i,/, ( .r, y ) "::;,;,:, o, Çi^ ( .-r, y ) -:;•: a, . . ., 9^^ ( .r, y ) ::::.:: o,
( 9 ) | 0^ ( .,/• ) -::; <:,), 0^ ( a1 ) - o, .. ., 0,^ ( j- ) = o,

qui , donneront toutes les solut ions communes des trois premières des
équations ( ï ) q u i se trouvent parmi les solutions de la première paire
des équat ions ( 9 . ). On passera alors à, la seconde paire (2), en la com-
b i n a n t de la même man iè re avec l 'équation (3), et l'on arrive aux
paires d 'équations

( î ° )
?2,/,(^,,r) •"=•0, 9îu,(^.y) "=0. • • • » ?^(^.y) •:=0.
0^. ( x ) •:r:: o, O^i, ( x ') =^ o, . . ., 02.. ( ̂  ) =:: o,

qui donnen t toutes les solut ions communes aux trois premières des
équat ions C i ) qui. se trouvent parmi celles de la deuxième des paires
(2). Kn app l iquan t le même procédé à la combinaison de l 'équation (3)
avec la t ro i s i ème , la quatr iéïne enfin avec la dernière des paires

Afi.n. <!f l'Éc. .Normff.lc. 3" Série. Tarn <:* X. ""11- MAI 1(893. ^0
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d'équations (2), on arrive à la dernière série des paires d 'équat ions

( (?/. A (lr» y ) = o, (p/,,,., ( .r, j ) ••= o, . . . » (PA,L, ( ̂  .y ) = o.
( [ i ) '

( .̂,/, ( x} =::: o, ^,^ ( .r )-=o, .. ., ^/,^ ( .r ) :-:= o,

qui donnen t , t ou t e s les so lu t ions communes aux trois premières des
équat ions ( î ) qu i se t rouvent parmi les solut ions de la dern iè re des
paires des équa t ions (2). On aura a i n s i toutes les solut ions communes
aux trois premières des équations (.^représentées par les paires d 'équa-
t ions contenues dans les séries (9), (io)» . . . » enf in ( ï ' r ) . ..En combi-
n a n t chacune de ces paires d 'équat ions avec la qua t r i ème des équa-
tions ( r ) , on. arrivera : ou i° à, démontrer r incom.pat ibi l i lé des quat re
premières des équat ions [ e t par sui te de tout le système donné des
équat ions (i)'|, ou 2° à représenter leurs so lu t ions communes pa r l e s
séries des paires d 'équat ions de la même forme. Un c o m b i n a n t cha-
cune de ces dernières paires d ' équa t ions avec la c i n q u i è m e des équa-
tions données^ ou l'on démontrera leur i n c o m p a t i l ) i l i t é , et par sui te
d.e tout le système donné, ou l'on arrivera à représenter leurs solut ions
par les paires d'équations de la même forme; et eu c o n t i n u a n t toujours
de combiner chacune des paires d'équations, représentant les so lu-
tions conunuries des^ premières des équa t ions ( î ) avec la su ivan te ,
on arrive : ou. i° à démontrer l ' incompat ib i l i t é de ces k 4- î premières
des équa l ions ' ( i ) , et par su i t e de t o u t i o système donné, ou 2° à re-
présenter les solut ions communes à toutes les équations du système
donné (î) par une série de paires d 'équat ions de la forme

[ 9(.y,7)::r:,o,
( 1 1 1 < ) hH^,)-o.
. C'est ce q u i suffit pour la résolution de notre doub le problème*

2* Soit donnée main tenant une équation i r réduc t ib le du de^ré m
en x etj

(i) ! ! . F(.r,j)-:o;

en appl iquant la méthode exposée au, système composé1 de cette équa-
tion et do celles qu'on obtient, en égalant à zéro, un certain nombre de
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dérivées partielles de d i f f é r e n t s ordres de son premier membre par
rapport aux variables x et j, on arrivera à représenter les solutions
communes de ce système d 'équat ions par les paires d 'équations de la
forme (i a1). Soit

; 9 ( x , y ) -:::<:>,
^ (^)=:o

une de ces paires d^équa t ions , et soit x :== a, y == ^ une de ses solutions
("qu'on n'a pas besoin de conna î t r e pour notre but). En posant

( 3 ) ,T = a 4- 'E, y = b 4- Y],

et développant le premier membre de Inéquat ion

( 4. ) F ( a 4- ^, b 4- -{\ ) ̂  o

d'après le tbéorèn'ïe de Taylor, suivant les puissances de Ç et Y], on
aura, après avoir effacé les termes q u i cont iennent l ' une des dérivées
s ' annu lan t pour x ^= ci ^ t y ̂  h, l ' équa t ion (2) de Briot (p. 2 ) :

(5) lAa;^^-0»

où les coefficients A^p, dés ignant les valeurs des dérivées partielles de
F ( x , y ) par rapport à oo et à y pour x = a ^ y = h, ne sont açénérale-
ment connues qu'avec a et b, mais les exposants a et p le sont: parfai-
tement, et cela suff i t pour construi re la l igne polygonale l'\ à l 'aide de
laquel le , chex Briot , se la i t la première séparation en groupes circu-
laires des racines égales à b. Pour le côté €/ de cette ligne polygo-
nale P, on aura, pour déterminer le rapport i7 == — ? une équation

(6) , <D(PJ ::„;=: Aa^^M-" ;£Aa^a"+• Aa,,,,^,,,,^^"-1'1^1^^-11'1!^^ o,

où

(7) . L,=r A^V'^ SAap^-^'-i-" Aa,,.,pn.,, = 0,

en posant ^ ==: X (Briot, p* 3). Maintenant , il faut séparer les racines
simples de cette équation ('7) et les racines multiples; pour chaque
racine simple on aura un système circulaire de p racines devenant
égales à. b, et Fon connaîtra ainsi leur nombre; pour les racines mul-
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t iples on .aura besoin de faire la seconde t ransformat ion de Briot.
Cette séparation des racines simples et des racines mul t ip les de l 'équa-
t ion (7) pourra être fa i te par le procédé suivant .

On cherchera pour cela, parla méthode du plus grand commun div i -
seur, les solutions communes des équations en, X : L/= o et — == o;
ce qui conduira d'après le théorème de Labatie à une série des paires
d 'équations de la'forme

m ( f^^^f^)=°^ y2(^y,A)r=o, ..., /r(^,r^.) ^•"o,
( 7j(^,y) = o, ZâC^y) TO: o. • . • » '/./•(-^ r) ̂  °;

puis on cherchera, par la même méthode, les solut ions communes a
<p {x, y " ) == o (2) avec chacune des y^C^', j) ̂  o (^ 1 , 2 » . . . , r), ce
qui condui ra , d'après le théorème cité, à one série des paires d 'équa-
tions

<fr, i (^y)=o, ^(.r,./) -^o, . . . , ^ i s ( ' ï ^ y ) ^ <^
(9) ^(^)=:o, ly„(^)•rl::•o, ..„, r^(.:r j:.::,;,:<.

( ^ — : ï , ^, 3, ..., / 1 ) ;

après cela, on cherche les plus grands communs d iv i seu r s de ^(,r)
(2) avec chacun de ^^.(.r); en les désignant par 0//(.r), a ins i que

( < o ) ^y(^)- l• l l -"I) [^(^) , î«^(^) : | ,

on aura de telles séries de paires d'équations

î ( -^ J ) •^-^ o, <I,̂  ( .-r, y ) 1 1 . : , 1 1 1 : o, ..., <1>^ ( .r, ,y) 1 ! :1,: o,
O/i ( ̂  ) ^! o, ^, ( ,r ) •=•: o, - . ., O/, ( ,r ) •;1 ; . 1 1 o,

pour délerminer les valeurs de^ et y, pour lesquelles réquatkm (7 )
aura des racines mul t ip les . En excluant ces dernières solut ions des
solutions de la paire d'équations (2) , on aura les so lu t i ons de cette
paire d'équations, pour lesquelles l'équation (7) en A n'a que des
racines simples» En désignant par M(a;") le p lus pet i t m u l t i p l e com-
mun de toutes les 0^(.x?), on pourra représenter ces dernières valeurs
de x et y par une telle série de paires d'équations

! ^ 9(.r,j):::::ô,
k 1 ) d/(.r) :M(^):::l:l•::o



et

( ï 3 )

ESQUISSE D'UNE MÉTHODE POUR DÉTERMINER LE GE1NRE, ETC< îS^

y(.:z;,7) : ̂ i j { x , y ) =:o,
0^(.y)=o

(<:.=:i , 2, . . . , / - , y — i ^ , . . . , ^ ) .

D'après ce qui a été d î t plus h a u t , on calculera facilement leur
nombre par la seule considération des degrés de Q^"(^) et des autres
équations de chaque paire en y.

3. Les solutions multiples de l 'équation (7) seront les solutions
communes aux équations

( 1 ) L,=o, ^::,:o.

D'après le paragraphe précédent, elles seront données par les séries
suivantes des systèmes de trois équat ions :

[ fi(x,y,V) =o,
( 2 ) <D/y (.r, y )::.::: o,

( 0^);=o

( l.^, ï , a, . . ,, r, y::=:r, a, 3, . . ...s'),

et les paires des deux dernières des équat ions de chaque système re-
présenteront les points analyt iques où cela aura lieu. Pour déter-
miner l'ordre de mul t ip l i c i t é de chaque solut ion m u l t i p l e d'équation
L;==o, on cherchera lesquelles des solutions communes (2) des
équations ( î ) sa t isfont aussi aux conditions suivantes :

,,„ d^Lf c^Lî d^L.!
{ À ) ^^o. ^=^ ... ^,:r^l-0î

celle des valeurs de X qui sat isfai t à toutes ces équat ions jusqu'à la
dernière sera d'ordre k de mul t ip l ic i té pour l 'équation I ^ = = o * On
pourra le faire par la même méthode du n° 1. On cherche les solutions
communes de la première des équations (3) et de/^(.r, y, V) === o par
la méthode du plus grand, commun diviseur, et l 'on arrive, d'après le
théorème de Labatie (en considérante comme connu) à une série de
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paires d'équations de la fbrn'îe

4)
(/^(^À^o,

ix^^Q-o
(<'!:=: ï , a, .. ., r i ) ;

on cherche les solutions communes de la deuxième de ces équat ions
et de chacune des équations <ï>^(^,j) == o en ayant égard à la der-
nière des (2), et l'on parvient à une série de paires d ' équa t ions

( <ï^'(.r,.r) :=:<„>,
( o^^-^o.

în excluant les solutions de ces équations des solut ions du sys-
tème

<t»/y(^,j)'^o,
0/y0r ):=o,

(6)

on aura, pour déterminer les valeurs de x et de y, pour lesquel les
l 'équat ion en X n'a que des racines doubles, de tels systèmes d 'équa-
t ions :

^/(^j)::::::0»
OijW^W^x)^^ ( : » )

(h^h ̂  • -^ Ji'^^ ^» . • . » ^ )
et

^(^,j):e>^(^r):^o,
W

0^(.r)=o,

Ces so lu t ions doubles elles-ni •ornes seront déterminées par l 'équation

(9) //(.y,.,r,?Q^o
combinée avec (7) et (8), et par l 'équation

( 1 0 ) /K^,y^):/^(^,j^)^o
combinée avec les équations (6).

En combinant chacune de ces équat ions (9) avec les paires (S), on

( l ) Ou M^(.y) = M [ , . »0^(^). . .] lo plus petit mullîpio dos fonclions mtm paren""
thèses.
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pourra représenter les racines de l'équation L<= o, d'une multiplicité
plus grande que la deuxième, ainsi :

(/;•;'( ̂ j^)=o,
(u) (l);.'̂ (,r,j)=o,

I Qf^{x)-.0.

r/3!En c o m b i n a n t ces équations ( ï î ) avec -— = o, on pourra arriver
au.x séries de systèmes de trois équations de la forme (7) et (8) avec
(9), ou. (10) avec (G), q u i donneront les valeurs des racines de L^= o
de mul t ip l i c i t é 3, et aux équa t ions de la forme (u;), qui donneront
les racines de L^==o, .de m u l t i p l i c i t é plus grande que 3; et ainsi de
suite. Cette opérat ion p r é l i m i n a i r e se terminera lorsque tous les 0
seront := r , ou lorsque la somme totale des mul t ip l ic i tés des solutions,
trouvées sera égale au degré de l 'équat ion L^== o.

4. Cons idérons m a i n t e n a n i l 'un des systèmes de trois équat ions ,
ana logue au (n) du, n u m é r o précédent, nous le désignerons, pour
plus de s impl i c i t é , ainsi :

/(.^y,?.) -;r;o,
( I ) . <1>(^,J)::-0,

©(.^) —.0,

qui donne les valeurs des racines de l 'équation L^== o en X de mul t i -
pl ic i té fi.'\ A cause de X ̂  p7', ce système pourra s'écrire aussi ainsi ;

j/(.r,y,^)-o,
( a ) <K^y)-:o,

f €)(.r) —o.

L'équation <1.>(^) ^= o (G) du n0 2 aura ri racines .égales à ç\, n' égales
à <^, ..., // égales à (^ et l 'équation (5) eu r\ du n0 2 aura n! racines

11 / / . l i

approchées de ^^, n1 de ^^ » -.» ^ de ^^'; toutes les/?// valeurs
exactes de T] peuvent être représentées (Briot, p. ro) par une formule1

un ique
(3) (^r/Q^

1
où ^.=:^, et pi désigne l 'une des p valeurs , quelconques du /radical
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^À; en posant donc Y] == (^ -l-y;')^ dans l'équation (5) du n° 2 et
développant le résultat suivant les puissances de Y]' et ̂  on aura un
résul tat de la forme :
( 4 ) ^^^0,

où lesA^ seront les polynômes en v^ avec les coefficients fonct ions
l inéaires des Aap. Quelques-uns de ces polynômes peuven t s ' a n n u l e r
pour la valeur considérée de ^ . On peut chercher de la même manière ,
comme au n°4 , les valeurs de ^, q u i a n n u l e n t p lus ieurs de ces poly-

. nomes, et l'on parviendra à représenter ces valeurs par les séries des
systèmes do trois équa t ions de la forme (2 ) (sans ^). Apres avoir
etïacé les termes de (4), qui s ' annu len t pour le système que l 'on con-
sidère, on saura tous les c/J et ^ qu i resteront dans ( / g ) , et l'on pourra
construire 'la ligne polygonale P' (Briol, p. K)). On aura a ins i , pour le
côté (^ de cette ligne, 1/équalion en A'

(?>) L;=o

pour déterminer les valeurs do X's^ ̂ / ou i/=:"::= ..̂ .Lî!^
On cherche, d 'une manière analogue au n" 2, les valeurs de 1' pour

lesqrnslles cette équation en À' n'aura, que des racines simples, et
celles pour lesquelles el le aura des n:K;ineH mul t ip les . Pour les pre-
mières, les-vdeurs de ^ seront représentées par les systèmes d'équa-
tions de trois formes :

( /(^7» ^) -^o,
(^) <!>(^,j)-,;:o,

( ©(.r) :S"(^) :,•:::::, o (i),

( /(•^7? r) -^•o,
(7) ^(^J) :^(.r,j)^o,

f %,{x1}: ::„::<),
et

( /(^7^Q :yî.(^7.^)-^o,
(B) <ï>,(^,7)^o,

[ ©,(^)-:o;

pour les dernières, par les équations de la 'forme ( i ) .

( l ) ^(.r) éUnU le plus polit mul t i j î lo commun do tons les ei(^) .
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On pourra aussi subdiviser les solutions multiples de l 'équation (5)
en X ' s u i v a n t l 'ordre de leur mul t ip l ic i té , comme on l'a fait pour
l 'équation en X. Pour les racines simples de l 'équation L^==o , la sépa-
ration des racines de l 'équation fondamentale F(^,y) == o, égales à b
pour x ==== a, en systèmes circulaires sera atteinte dès la seconde trans-
formation; pour les racines d'ordre de mul t ip l ic i té n"', on posera
(9) r/=(^+^)^ 1^=^',

dans l 'équation (4)» qui prendra alors la forme

(10) ^Aa^^TP^o,

où lesAa",p" seront les polynômes en v\ avec des coefficients fonctions
linéaires de A^p^ et, par suite, fonctions entières de (^ avec des coef-
ficients fonctions linéaires des A^p. Par la même méthode du n° 1,
on parviendra à représenter par les systèmes de la forme

(u)

/(^y, i\ ^)=o,

fC'^y» (•Q=O,
4>(.:r,y)=:o,
©(.r) =:o

les valeurs de 9 ' qui annulen t plusieurs des A^p.. En effaçant ceux
des termes de (10) qui, cont iennent les A^p. s 'annulant pour le système
considéré des valeurs de a?, y, P, (/, on saura tous les o^, ^ / , et, après
avoir construit la Ii^ne polygonale P^, on pourra exécuter la troisième
transformation de Briot. Si» pour quelques-unes des valeurs de p\ elle
ne suffit pas, on passera à la quatrième, qui amènera les systèmes
d^équations de la forme

' x(^"»j^ ^ ( /» t ? / / ) =-0^
f{x, y, ^, v') =:o,

( l a ) < f (^y ,^)=o,
4)(^j)=o,

, ^ ©(^).":=o.

La marche à suivre plus loin, s'il était besoin, et la forme des sys-
tèmes d'équations représentant les points critiques à singularités
d'ordres supérieurs qu'on rencontrera sont déjà assez éclairées par ce '

.4im. de l'Êc. Normale. 3* Série. Tome X. — MAÏ 1893. , 2I
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qui précède pour que nous puissions passer maintenant , à la seconde
partie de notre problème, car la première est résolue : nous avons
montré effectivement comment , à l 'aide de l 'algori thme du p lusp ; rand
commun diviseur, on parvient à connaî t re tous les nombres a/, [^';
a / » P^ a^ i^ • • • ' e^ ^es nombres n, /c ; nf, k\.... par lesquels s'expri-
men t , chez Briot, les nombres A^ des condi t ions à r e m p l i r pour les
coefficients du polynôme Q(^\y) du degré m — 3, les degrés 1)^ dos
points singuliers, les nombres N^r, des lacets b ina i r e s , e n f i n le ^enre^»
de la courbe .F(.r, y } —= o.

I I .

Leâ courbes adjointes de M< Nôther se comportant aux points singu-
liers comme les courbes d'ordre m "— 3

(0 ' Q^^r)^^

nous pourrons nous borner a considérer seu lement ces courbes. Ecri-
vons ce polynôme avec les coeff ic ients indéterminés, et substi tuons
a "+- ^ au l i eu de x et b + ï] au l i eu d e ^ y ; en le déve loppant s u i v a n t
les puissances de^ etï] , nous aurons
(2) ! ,Q(a + ç, h 4" -n) :.1:..: ^BY^^T--1^-^

(Briot , p. 3), où B^ sont les polynômes en a et h avec les coefficients
(onc t ions l inéaires des coefficients i n d é t e r m i n é s de Q(^^y). Pour
toutes les valeurs de y et ô qu i correspondent aux points situés au-
dessous de la l igne polygonale P et sur cette li^ne, les coeff icients By^
d o i v e n t s ' annu le r ; donc on au ra ces équat ions linéaires par rappor t
aux coefficients de Q(^, y ) :

(3) By,r^.^

pour les déterminer . Mais les valeurs a et h, qu i en t ren t dans le pre-
mier ïnernbre, n'étant pas connues, niais seulement représentées par
les paires (J'équations ('12) et ( î3) d u n° 2, on procédera de telle ma-
nière. L'équation (3) devant être s a t i s f a i t e par toutes les va leurs dej
satisfaisant à l 'équat ion
(A') 1 ! ç (^•,^)1 ;-:::• o,



ESQUISSE D'UNE MÉTHODE POUR DÉTERMINER LE GENRE, ETC. l63

lorsque x est égal à l 'une des racines 'de l 'équation

(5) 4^) :M(. r )= 3(^)^0

(les premiers membres de ces équat ions étant toujours censés être
débarrassés des facteurs égaux), on divisera B.̂  (après y avoir écrit oc
et y au l ieu de a et b) par ç(^',r), supposant tous les deux poly-
nômes disposés su ivan t les puissances descendantes dej; arrivé au
reste d'un de£çré moindre que le degré de <p(.r, y) par rapport à y, on
égalera à zéro chacun de ses coefficients, car cette divis ion ne doit pas
donner de reste; on aura ainsi une suite d 'équat ions de la forme

(6) F^)=:o,

qui doivent être satisfaites par toutes les racines de l ' équa t ion (5);
donc on divisera chacun des polynômes F/^(^) par5(.r), et l'on égalera
à zéro les coefficients de chaque puissance de a? dans le reste et l'on
aura ainsi les équations l inéa i res en coefficients indéterminés de
Q(.r,j) pour déterminer ces derniers.

Pour trouver les conditions dérivant des valeurs de .x etj, qui sont
déterminées par les équations ( T'a) du n.°2, on mul t ip l iera le polynôme
B^ pa r< I>^ ( / r , y ) , puis on divisera le produi t par îp(a?,y); égalant à
zéro les coefficients de chaque puissance de j dans le reste de cette
d iv i s ion , ou aura les équations en x, qui doivent être sat isfai tes par
toutes les racines de l 'équat ion

(7) 0^):=o;

donc on divisera leur premier membre par 0/y(/r) et l'on égalera à zéro
chacun des coefficients du. reste reçu : on aura ainsi les équations
cherchées, linéaires en coefficients indéterminés de Q(^, j).

Ainsi seront trouvées toutes les conditions pour ces coefficients qui
viennent des valeurs de x et y, pour lesquelles l'équation 1̂  = o n'a
pas de racines égales; pour les autres on a besoin de la seconde trans-
formation, laquelle conduit aux nouvelles conditions qu'on obtiendra
ainsi. On fera" la substitution (3) du n° 4 dans l'expression (2) et l'on
aura l'expression suivante 1 ' : . , ;

(8) , ^ ÎW^^'1^^
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où les B^s' sont les polynômes en (^ avec les coefficients fonctions l i -
néaires de By,Q et, par suite aussi, fonctions linéaires des coefficients
indéterminés de Q^,;^). Tous les membres de cette expression pour
lesquels y', ^ ont des valeurs se rapportant aux points situés au-
dessous de la ligne polygonale P' et sur cette ligne, devant avoir des
coefficients nuls, on posera pour ces valeurs des y' et S'
(9) By.,o'=o.

Une telle équation aura lieu pour toutes les valeurs do t'',,, détorrni-
nées par les systèmes d 'équations (6), (7) et (8) du n° 4; donc, après
avoir disposé By'^' su ivan t les puissances descendantes de P.(, on le di-
visera par/(,r,y, <'/) et F on égalera a, %éro les coefficients de cl laque
puissance de ^^ dans le Teste reçu ; on aura de cette manière une série
d'équations de la forme
(10) F^ ( . r , j )—o,

qui doivent être satisfaites par toutes les valeurs de y et x q u i satis-
font aux équations de la forme

( <^(^,7)=o,
( ê(<r)=-o;

donc, après avoir disposé F/c(^,y) s u i v a n t les puissances do ^y, on le
divisera par$(.r,y) et l'on égalera à zéro chacun des ccHîfïicionts du
reste reçu; chacune de ces dernières équations devant (Ure sa t i s fa i t e
par toutes les racines de ©(a?) =s o, on divisera les premiers membres
de chacun par @(;z*), on égalera à zéro chacun des coefficients du reste
de cette divis ion et Fon aura ainsi les équations cherchées, l inéai res
par rapport aux coefficients indéterminés de Q(^»y).

Pour les valeurs de x et y et de v, pour lesquelles l 'équat ion L^ ;— o
a des racines égales, on fera dans l'expression (8) la substitution (c))
du n° 4, après quoi elle prendra la forme

Oï) n) ^U^-n1^1^;

pour1 les valeurs de Y et S^ qui répondent aux points situés au-dessous
de la ligne polygonale P^et sur cette ligner on aura
( ï % ) 1 B^^=o;
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ces équations doivent être sat isfai tes par les valeurs de </,, définies par
les équations (11) du n° 4; donc, après avoir disposé BÇ,^ suivant les
puissances descendantes de ç^, on le divisera par/(^, y, ç^, ç^) après
avoir égalé à zéro les coefficients de chaque puissance de ^ dans le
reste, qu'on aura reçu : on aura les équations qui doivent être satis-
faites par les valeurs de v^ définies par les trois équations restantes de
ce système ( r i); donc, après les avoir disposés suivant les puissances
descendantes de p, , on, divisera le premier membre de chacun par
ïÇx, y, <'/), et l'on égalera à zéro les coefficients de chaque puissance
dey dans le reste de cette division; ces équations devant être satis-
faites par les valeurs de y représentées par les deux dernières équa-
tions du système (ï i), on, divisera leur premier membre par <t>(,-xî,y);
en égalant à zéro les coefficients de chaque puissance dey dans le reste
qu'on aura reçu, on aura les équations qu i doivent être satisfaites par
toutes les racines de la dernière des équations du système (:iï); donc,
on divisera leurs premiers membres par ©(a*) et l'on égalera à zéro les
coefficients de chaque puissance de 'ï dans ce reste, et Fon aura ainsi
les équations cherchées, l inéai res par rapport aux coefficients de
Q(.r,y). On procédera de la même manière plus lo in , si l'on en a
besoin.

Toutes les équations qu'on aura. reçues par cette méthode, étant li-
néaires par rapport aux coefficients de Q(.^,y), on les aura par les
opérations rat ionnelles.


