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MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL
DANS LK CAS

DTNE RÉSISTANCE PROPORTIONNELLE A. LA 'VITESSE,

PAB. M. ELLIOT,
PnOKESSEïJH A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE BESANCON.

Équations de Lagrange et système canonique.

1. Les équations difïerentielles du mouvement (rim point libre de
masse égale à l 'onité, sollicité par des forces dérivant d 'un potentiel U
que nous supposerons dépendre seulement des coordonnées du point
matériel, et, en outrey soumis à une résistance proportionnelle à la
vitesse, dirigée en sens inverse de la direction de la vitesse, sont

/ , oP.T/ , dx, âV , , ,.,
(,) •^•-+k^^^ 1 ( ^ = : I - ^ 3 ) '

Cherchons ce que deviennent ces équations par le changement de
variables
(2) ^'i^^i{q^ ̂  ^3),

où les cp^ ne contiennent pas le temps. D'après la méthode générale de
Lagrange, on ajoutera les équations (:r), après les avoir multipliées par
àw/—; on aura ainsi
àqk

m V ^x£ ()^i . i» A V dxi ^L •— V ^E ^îi
Arf "J7^ 7)yu "u ~ t' M ̂ 1" 'dyu "^ ̂  à^i ()q^

t. i i

et l'on sait qu'en posant

T:::l::i(^^4-l•^4-.:r;2),
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le premier terme de l'expression (3) se transforme en

d fàT\ _ àT
€U\à(i'/J à(/u

Quant au second terme, en ut i l i sant l ' i den t i t é bien connue
à^ _ ̂
àqi, """"" àq^

on voit immédiatement qu'il, a pour expression ,:"-r? en sorte que les
équations (i) deviennent

/ / . d ( àrr\ , (YV (YÏ rMi(4) — —— ) + À- ..-/• .— —— = ...— (h =:; i, ̂  3 ),
dt\()qij à^f, (h//, ()f//, 1

Si le point est assujetti à rester sur une surface ou sur une courbe
donnée, nous pouvons supposer que les équations (2) représentent
cette surface ou cette courbe, à condition de supprimer la variable y;,
dans le premier cas» les variables c / ^ , g^ dans le second cas- Les équa-
tions (i) ne sont plus celles du mouvement, et on do i t les compléter
en ajoutant dans les seconds membres les composantes de la réact ion;
mais, cette réaction étant dirigée suivant la normale a. la surface ou
suivant une normale à la courbe ( < ) , les termes complémentaires dis-
paraîtront dans la combinaison que nous avons f a i t e des équa t ions ( ' r) .
Les équations (4) au nombre de deux conviendront donc au mouve-
ment d'un point sur une surface et détermineront les deux paramètres
^ et y^s (în ^notion du temps» Dans le cas du mouvement sur une
courbe, il n'y aura qu'une équation (4) qui définira le paramètre y, .

2* Proposons-nous main tenant de ramener les équations (/l) a la
forme canonique, c'est-à-dire de faire un changement de variables tel
que ces équations coïncident avec celles des caractéristiques d 'une
équation aux dérivées partielles dont il suffira, d'après la. méthode de
Jacobi, de trouver une intégrale complète pour écrire les équations
finies du mouvement*

(r) On voit que, dans notr(î lïypolhèse, la régist-ance no provieni paa d^un frùtteipont loi
qu'on Fadraôl habituellement de la part (lo la. surface ou do la courbe. On peut Bupponor
.que cette résistance est daô au milieu, la sori'aeo ou la eô'urbô étant parfait-ôment polio,
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Pour cela, nous substituerons aux variables q\ de nouvelles va-
riables/^ définies par

,. f)T
^ekt^:

La transformation se fera immédiatement dans le premier et le second
terme de l'équation (4), et le second membre n'est pas modifié. Pour
transformer le terme —•? remarquons que T qui est primitivement une

</<?'h

fonction des y/, et q^ devient une fonction des y/,, pk et de t. Afin d'é-
viter toute confusion, entourons provisoirement d'un crochet les dé-
rivées partielles relatives à ce dernier système de variables. En expri-
mant dans les deux systèmes la différentielle totale de T, on aura

^ ()T ^ v ^T . / v r^n .̂  v r^i -- r^ i f s /(5) 2^r^-^^r^^2
h h h h

La fonction T étant homogène et du second degré par rapport aux g^
on aura

.T=2<;
//

par sui te , en prenant la di f férent ie l le totale

a"'^ - 2 ̂ '"^ 2^ ̂  -: 2^; »-'/•-.- 2'A"-"^.
//. /l ^ ^

L'identité (5) devient , en remplaçant le second terme du premier
membre par sa valeur tirée de la dernière relation

2 ,̂...̂ T-2,,,.-"/.,-.2[̂ ]'"/- [̂"|;]̂ -^"J0-
h h It h

Remplaçant enfin la différentielle ST par son expression relative au
nouveau système de variables, on aura

si'̂ -siaM^-'
h '" ] 1 " /< ,

=„ V Ô^Sq,,^e-''t^^Sph--ke-k'St^phq'|,.
^^ ^ ,

Ann.de l'Éc. Normale. 3' Série. Tonie X, — AOÏT iSgS. û0
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En ident i f iant les coefficients de ây/^ et ^/, dans les deux membres,
nous aurons les relations
^ <)ï r^i H ' r^n(6) ^-4^r ^4^r
Les équations (4) deviennent, en supprimant les crochets désormais
inut i les

d , , , , , ,, aï àV
. (6-^) + ke-^pu + ——:=,—,ah Oq^ ( j f j f i

ou, en simplifiant,
M ' ^-„^^T-wlJ).W J dt ""'" '""^A "

La seconde équation (6) peut s^écrire, en remarquant que U ne dépend
pas àesp/t
(R) ^^^^n^^^
{ ) d t ^ ' ûpi,

Les équat ions (7) et (8) forment un système canonique , Appe"
Ions n le nombre des variables y; n aura la valeur 3 pour le mouve-
ment d'un point libre, les valeurs 2 ou i q u a n d le point doit rester
sur une surface ou une courbe. Considérons l 'équation aux dérivées
partielles

.. ^ ,+e^(T-tJ) ,

où les c / ^ on t été exprimés au moyen des/^, et ou les p^ eux-mêmes
sont supposés remplacés par-5—" Cette équation est à n + r variables
indépendantes /, <^, q.^ ,.., ^ et ne cont ien t pas la (onction V1.
Abstraction fa i te d 'une constante additive, une intégrale complote
contient n constantes arbitraires e^ e^, . . . » ^, et si l'on a trouvé une
telle intégrale

¥'(/, yi, ..., q^ ÊÏ , . . . , ^,),

les € / / , seront déterminés en fonction de t par lea équations
<)V , / . ."j- :::::: ̂  ( t — : î , a, .. .,n),

où les t! désignent de nouvelles constantes arbitraires,
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3. Dans ce qui précède, la fonction U n'est déterminée qu'à une
constante additive près. On peut vérifier directement que, si l'on
ajoutait à U une constante quelconque À, cette addition ne modifierait
en rien les équations du mouvement.

Prenons le cas d'un point libre, et rapportons le mouvement à trois
axes rectangulaires. On a

T=^+.^-h^).

En introduisant les variables canoniques p^ = e^x'^ on trouve l 'équa-
tion aux dérivées partielles

àv , ;. /^v2 ('m àv^ ,,,,—— .«j- 1 Q—ht i __,„ _L ___ ^L. ............. ] _ (>kl [J =_ o
ai J vAz/ï ûxl àoG^)

Posons V == ^"W, où, W est supposé dépendre seulement de x ^ , .'r^, x^ ;
on a, pour déterminer W, l 'équation
, , <)W2 à'W^ àW^ ,,.,, ,,(9) ^^^+.^^,^

Si l'on connaît une intégrale complète W(^i , x^y ,r;p e^ e^, e;(), il. ré-
sulte de la t ransformat ion précédente que les équations du mouve-
ment sont

Blelô^-^' c-^).
Or la constante h qui cmtre dans U peut être modif iée à volonté en
ajoutant à la f o n c t i o n W de l 'équat ion (9) une constante arbi traire , et
cette dernière n''a év idemmen t a u c u n e inf luence sur les équations du
mouvement qui, v i ennen t d'être écrites. La même remarque s 'appl ique
sans modif ica t ion dans le cas d/un mouvement sur une surface oo, une
courbe.

4. Mouvement sur une surface. — Supposons l'élément linéaire de
la surface représenté sous la fo rme habituelle

cl^ == E du2 4- 2 F du dv + (î1 d^,

où E, F, G sont des fonctions connues1 des deux paramètres u et c^.
Dans la, fonct ion

Ï = {( E ̂  4" » F u' ̂  -h Q ̂  ),
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i) faut introduire les variables canoniques en posant
E^+FF^pô-"-^
F^^Gp^yrr-^.

On en dédui t
T ̂  ̂ ll^.^^.^^ e-^~ 2 E(:x- — F2

L'équation aux dérivées partielles dont il s'agit d'avoir une intégrale
complète est

r)V2 , â'V <)V , ^T2
^ i, ̂  .- ^ i. + i., ̂

Oo) ^ + i .-̂  -^.^^^^^^^^^ .̂  ,̂  u = o.

Elle est à trois variables indépendantes ; en posant, comme précédem-
ment, V==e^W, elle se transforme en une autre à deux variables
indépendantes , mais renfermant la fonct ion inconnue

.^W'2 ,,f)W <m ^VP( y« —a^. . . . . . , . ^15,.;
/ , au1 ()u àv à^' ,.^, ,,( n ) .̂,....,,,......,™— .̂̂ ,̂̂ ,_̂  ..i... ^ k W •-1.1- ^ (J •-•=::i; o,

Une intégrale complète de l 'équat ion (10) avec deux constantes £, £^
donne ^ et v on fonction de t par les fbrm.ules

6?V , av-.„„„.„.„. •"•1'11-11'11?' ••"--- e'^ -^ ^ -Sr

Une intégrale complète de Inéquation ( ï î ) donne a et y par les1 for-
mules

nàW , ,̂ )W1

^^s- 1 " 5 - ^^^-
5. Mouvement sur une courbe. — Si l 'élément l inéaire de la courbe

est représenté par la formule A2 = Edu^, où E est une fonction con-
nue du paramètre u, on trouvera de la même façon l'équation aux dé-
rivées partielles

ffy e-^ <m , ,,^ .,. ̂  ̂ , .». ̂  (J - o.

ou, en posant V == e^W,
i ^/'^yâ(o) ^ ^^ 4- 2^W1- 2V -= o, .
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qui est une équation différentiel le ordinaire à une seule variable. Si
l'on a trouvé son intégrale générale W(i/., s), l'équation qui définit le
paramètre u en fonction de t sera

/.. <)W ,(^t ——— =r- £^
(h

Remarquons que le mouvement sur une courbe quelconque peut
être ramené au mouvement sur une ligne droite. Prenons, en effet,
l'arc .9 de la courbe comme variable indépendante, et supposons que
le potentiel U ait alors pour expression fÇs). L'équation du mouve-
ment sera

w ^.-^-^)=o.
Regardant main tenant $ comme une longueur portée sur une ligne

droite donnée, on voi t que l 'équation (ï3) définit le mouvement sur
la droite d'un point qui serait sollicité par une force fonction de la
distance du mobi le à un poin t fixe de la droite, avec une résistance
proportionnelle à la vitesse.

Que le problème se ramené à l ' intégration d'une équation du. pre-
mier ordre, c'est ce qui est évident sur l 'équation (i3), où l n'entre
pas explici tement, mais, cotte intégration supposée faite, on aura a
effectuer une quadrature, tandis que la méthode de Jacobi, dès que
Ton a intégré l'équation (12), n'exige plus qu'une différent iat ion.

n.
Examen de qnelqnes cas où l'on pont intégrer Inéquation

aux dérivées partielles.

6. Commençons par le cas da mouvement sur une courbe, ou, si
l'on veut, sur une ligne droite. Remplaçante par x dans l'équation ( r 3)
du numéro précédente nous aurons à examiner les cas d'intégrabilité
de l 'équation
/ i d^ sa , duc „,- .(x) ^.+/^-y^)-_o.
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Nous avons vu qu'il suffît , pour intégrer cette équat ion, de trouver
l'intégrale générale de l 'équation du premier ordre

^/W2
(2) ^+,/cW-2/(.Z')=0,

l 'équation
,^ ,.àW( 3 ) e^1 —— = £'

donnant l 'intégrale cherchée avec les deux constantes £, € .
Si l'on ramené, par le pr inc ipe des courbes unicursales, l'équa-

tion (2) à une autre ne contenant la dérivée qu'au premier degré, on
aura

^.-e w--?7^^2.dx ' "" ' 9- A'

L'équation en 0 ^-^•ï)
se présente sous laforme que j'ai. étudiée dans un travail antér ieure ).
Les deux cas d ' intégrabil i té signalés au début de ce travail corres-
pondent à l 'hypothèse que f(x) est un polynôme du pmnier ou du
second degré.

La force qui sollicite le mobile est constante ou, bien proport ion-
nelle à la distance. On .peu t , dans ce cas, intégrer l 'équation (4) et
vérifier, par un calcul qui n 'offre pas de dif f icul tés , que l 'équation (3)
donne bien l'intégrale générale de (î). Mais, comme wtte équa t ion ( ï )
est l inéa i re et à coefficients constants, i l est clair qu ' i l est préférable
d'en écrire immédiatement l'intégrale générale qui fou rn i r a la solu-
tion du problème.

C'est ce qui arrive dans le problème classique du mouvement d 'un
point pesant sur une cycloïde dont la tangente au sommet est borixon-
lale. On peut ajouter le cas d 'un point se mouvant sur une cha îne t te*
et attiré par la base de la chaînette proportionnellement à la, distance,
ou bien encore supposer que le point se meut sur une spirale loga-

( 1 ) Amwlefï de l'École Normale, 3e HÔrie, t. VÏL
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rithmique avec une attraction du pôle proportionnelle à la distance,
en admettant toujours une résistance proportionnelle à la vitesse.

M. Appel! (1) a indiqué, relativement aux équations de la forme
Cîy

(a) ^=.y3•+••J2<p(^)»

un certain nombre de cas d ' intégrabi l i té , soit qu'on puisse effectuer
l'intégration au moyen de quadratures, soit qu'on ramené l ' intégration
à celle d 'une équation de Riccati. Il a résumé les plus simples dans les
quatre formules suivantes

cp0) :::r -^ 9(.z-) = a^, ç(,r;) = ax, (p(.2?) == —•
\j x tz'

Le changement de fonct ion j== ^ et un changement de variable facile
à établir ramène l 'équation (a) à la forme (4)-

Vbypotbese ̂ (x} == ̂  répond au cas déjà examiné où

/*(.^) -:::: h^c —- ^o)2 ou plus simplement f(^') := ^^2-

L'hypothcse o(^) ̂  ae30 correspond lif(^) == bifx). La force qui sol-
licite le mobi le varie en raison inverse do la distance. L'équation. (4)
est

d(} , , b
d'ï - -A+^1^

Le changement de fonction 0 =s 0 < — /ex la transforme en l ' équa t ion
intégrable

d^ ^(Oi," kx)^ _»_^_^^ ,

Nous verrons un peu plus loin que, quand la force varie en raison in-
verse de la distance, la méthode de Jacobi, permet d'écrire les équa-
tions du mouvement pour un point qui reste dans un plan. Le pro-
blème actuel en est un cas part iculier . _

Lorsque ç('^}=a.r, on, trouve aisément /(^) == b\jx. La force

( 1 ) Journal de Mai/iémei.ïir/ue.^f fc* V'î 18^9-
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varie en raison inverse de la racine carrée de la distance. I/équa-
tion (4) est alors

^__^J^
dx ~~ ' " ^\J'x Q *

Introduisant, au lieu de G et x, une nouvelle variable .̂  et une nou-
velle fonction 0^ définies par les relations

Q rr: x-^ ~ h\x, .'r -;— 6^,

l 'équation se transforme en l 'équation de Riccati^ -,,-/,.,;.
Enfin à l 'hypothèse (f(x) = ̂  répond f(x) == ^. La force varie en

raison inverse du carré de la distance. L'équation'^,) est
dO _ /, î
'dx " l " " " i i M " " l"w ̂  'y

Faisons encore un changement de variable et de fonction défini par
les formules

O^O^k^ i =.̂ . ̂ ° 1
w 'A h

qui traduisent, comme dans les deux cas précédents, la méthode d' in-
tégration de M. AppelL On obt ient l 'équation de Biccati

dô^ a^i4"(^
£?; 'il":; 1••1-1••11-•1 ,11^11•1-•1"•1••1 ]11-1-

Monvement dans un plan.

7. Supposons d'abord que le point soit soumis de la part d 'un point
fixe que nous prendrons comme origine à une at t ract ion ou répulsion
fonct ion de la distance. En fa i san t sur les équations du mouvement

/ d2^ dx M
\ ̂  ' " " W'^Jx9

l d^ . dv ff[]
\ '€^ t" " dï '=: Jy9
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la combinaison q u i d o n n e le t héo rème des aires q u a n d k == o, on aura ,
àV <)U , . . ,. , . ,,. . ,puisque ^-y"; — j . — e s t i d e n t i q u e m e n t n u l , 1 i n tégra le

dy dx
^^-7^-^ ̂

où C est u n e cons tan te a r b i t r a i r e . En coordonnées polaires r, 0, cette
in tégra le sera

(6) ^ dO •::::: C/r-^//.

lin se servant de cette i n t é g r a l e , on peu t r amener le problème à
l ' i n tégra t ion d 'une équa t i on du second ordre. M u l t i p l i o n s les équa-
t i o n s ( ! " ) ' ) r e s p e c t i v e m e n t par^" et y et a jou tons- les . On aura

d^.c d ^ ' y ô{\ ( ) { ] , i d,r dy \., ̂ .,,,, ̂  ,,,,, ̂ ..,.,. ̂  „„ /. ̂  ̂  .,.,, ̂  j.

I lemplaçons le p remier membre par sa v a l e u r t i r ée de l ' i d e n t i t é que
l'on ob t i en t en d i l l e r e n t i î u i l par rappor t a /

d,r1 d'Y dr•'' a ï ^ y ' d i : - ~ ' ' d i -
Keinar '( iuons qu(i U ==/'(/•) (lomic

Ô\\ <){} ,,, .
^ ^ + y ^ : : r j ' ( r ) .

Nous obtenons a i n s i r é q u a d o n

d^r ,rffi ,,. , , ^/t
r ^ ^ ^^ : : : . r r { r ) ^ ^

qui devient , en vérin de l ' in tégra le (6),

/ \ d^r , dr .,, . C'2 1 ^ . , 1

(7) ^.,^^^^(r)^^e^^o.

Si l'on a intégré cette dernière équa t ion , Fintégraie (6) donnera 0 en
/4nït» de l ^ É c , Normct.lv» 3* Série. TottK* X* •""1*" AOUT 1^.93. 1 •3'I
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fonction de / par une quadra ture , et le problème sera complètement,
résolu.

On, voit que cette équat ion ne diiïere que par le de rn i e r terme de
celle qui a été ob tenue dans le cas d u m o u v e n i e n t s u r une l i^ne droi te .
On retrouve ce cas pa r t i cu l i e r en supposant que la constante C est
nu l l e .

Appliquons maintenant la méthode de Jacobi . Il f a u t t rouver une
intégrale avec deux constantes a rb i t ra i res de l ' équa t ion

<)V , ,.f^ âV^\ . , . .
,,... 4.» ̂ "^ ,.....„ , . .,,..„. fJU (,.\ ̂  ^

( î t , À \^^ ôy'1 ) v ' /

ou en coordonnées polaires

. ,.,^V .^V 3 - . , . . <)\^
^^-^^"•^ -^^-'^r-jÇr)^^

Cette équation peut être sat isfai te en posant V = C 0 4 - V\, où V, ne
dépend que de re t L II sufTira donc de trouver une intégrale avec une
constante arbitraire non additive de réquation

^..,;.-»(^,;:)-^,,,
Si l'on a trouvé une intégrale de cette équation V, ( r\ t, (^ s) avec une
constante arbitraire £, on conclura de la relation qui lie V a V, que les
intégrales du mouvement sont

^V, „ , /
^h :'l;li•llll:l:l & '

^-"-".
€ et 0(» étant deux nouve l l e s constantes a rb i t ra i res* La première de
ces deux équa t ions , q u i ne c o n t i e n t pas la va r iab le 0, est l ' in tégra le
générale de l ' équa t ion (7), comme on peut le vérif ier , si on l è v e n t ,
par h méthode suivie dans tous les cas analogues f'm Mécan ique*
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8. L'équation (8), dont dépend toute la solut ion do problème, peut
être ramenée par le changement de variable e^^ = k't^ à celle-ci :

dVj f)Vi (? _ /"(/•) ^^ ....... ^ ̂  + ̂  ^ ̂ .̂  ,„„ o.

Cherchons si , pour une d é t e r m i n a t i o n convenable de la fonc-
t ion/(r) , réq1 na t ion précédenle peu t admett re u n e in t ég ra l e du pre-
mier de^ré. Pour la c o m m o d i t é du ca l cu l , appe lons un moment .r et y
les variables r et ^ » , et représentons par p et y les dérivées partielles
de'l.a fonct ion V i . Inéquat ion aux dér ivées par t ie l les s'écrit

ï {7 /ï.r)V := //2 — '2 ( i -h 'À A, :::= o, A == - —„ — ~—;,- <' • a .r2 Â^y^

P o u r q u 'elle a d m. e 1 1 . e 1 ' i n t é ̂  rît 1, e

<1» -r1 ap 4«py4 -y=£ ,

où a, S, Y sont des Ibnctions de ;r ctj, et £ une constante arbitraire,
il faut que l'on ait identiquement ( F, <1>) =-: o, en tenant compte de
F ==•• o, c'est-à-dire

/ ^ ô^ <)'/ \ ^A / fîy. à^ ()y\ ^ ô\^ (,. ̂  + ̂  ̂  4- ̂ ) - a ̂  -.. (/. ̂  4- ^ .̂  4- ̂ ) ~ ? ̂  - o.

I{em() laçons (f par-^2 + A et égalons à zéro les coe f f i c i en t s des diverses
puissances de p . Ou voi t d'abord que [^ do i t être une f o n c t i o n Y de y
seul cm e n t ; o n a u ra en s u i te 1 es co n d i ti o n s

^ ,̂ , Y- :,:::: o, ^ .- ̂  - o, a ̂  + Y ̂  + A Y- 4- ̂  = o.ôa' 1 ' 1 1 ! ' ô^ ()y ()^' ày ày

Les deux premières déterminent les (onctions a et y

a^^Y^-Y^
y^.i.z^y^^^Y^'hY,,

où Y^ et Y^ désignent deux nouve l l es fonc t ions arbitraires dej.
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La dernière équa t ion donne alors, pour dé te rmine r A, Féq n a t i o n
aux dérivées par t i e l l es

Q,,Y'+ Y, ) ̂  + Y ̂  + TA + ̂  Y-+ .Z.YÏ+ Y,=: o.

Pour nous borner, dans l ' i n t é g r a t i o n de cette é q u a t i o n , à ce qui est
relatif à notre problème de Mécan ique , nous a l l o n s chercher si e l l e
peut être sat isfai te en d é t e r m i n a n t convenahlermmt/^) dans la fonc-
t ion

4. - . , . - „ 1 C 2 ^^- 1 ^
9, .v1 /^y2

Le coefficient de G2 do i t être n u l après que l 'on a f a i t cette s u b s t i t u -
t ion do A, car la fonction/( .r) que n o u s cherchons d o i t être i n d é p e n -
dan te de G. Gela donne Y^| == o. La f o n c t i o n f{x) d o i t donc sa t i s f a i r e
à l ' équa t ion

^f(x) ~ ̂  [.r/'f.r) + V(.r)] + i ̂ Y^-h. Y, :,..:; o.

Prenons y =:y^ où m est une constante q u e l c o n q u e ; on v o i t alors
que les va r i ab les .v et y se séparent dans notre é q u a t i o n q u i peut s'é-
crire

^.^1 « ̂  [..,,y^ (^) ̂  ̂ f^)} + [ m, ( m - i ) ( /// - ̂ } ,r2 -+.. y^ Y, :::.. <1.).

On doit donc avoir, en désignant par a une cons tan te ,

^ j //(..) 4- . ̂ /(..) - K^ .- 0 ( .. ̂  . ) ̂ .:. 4- ̂  ..:.: o,

( j311^ Y; ::.=:- a.

On en dédui t par l ' i n t ég ra t ion

^•2 f, ï ' S ••••- m !
/(.z-) ==,:— —.—^ 4. ^ fn(tn — a)^2^3-!» har"^,/fff •""""""• '̂i

<»/. a
Y :̂:=.,- ——.,.,.,.»„.„. yW-3^ ^

m — a l' 'y
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b et ^i dé s ignan t de nouve l les constantes arbitraires. On peut , du
reste, supposer a = o , puisque notre problème ne dépend que de la
dérivée de la fonct ion fÇ^)- Kn nous r a p p e l a n t la s i gn i f i c a t i on de
la var iable ,r, nous voyons donc qu ' i l y au r a une intégrale du premier
de°'ré, si la f o n c t i o n dos forces est une fonc t i on de la distance du mo-
bi le à un centre fixe définie par l'expression

2 ( 2 —• /// i

/(.r) == ^ m {m — •>.) ̂ .^-h ̂ ."""'//r^

L7 h/y poilu* se h == o correspond, à une force q u i varie en raison directe
de la d is tance d o n t l ' in tensi té a l ' u n i t é de d i s t ance peut être choisie à
volonté, à cause de l ' a rb i t r a i r e m. Mais , dans ce cas, les équations dif-
férentielles du m o u v e m e n t s ' in tègrent i m m é d i a t e m e n t .

Les résu l ta t s précédents comprennen t en pa r t i cu l i e r un cas intéres-
sant q u a n d on suppose m, = 2. Les é q u a t i o n s (9) deviennent

/-(..)^^..<>, Y;-:,..-..̂ .

On en conc lu t
/(.r)-:,: - l^aL^ ^.^...-aly.

Il y a donc une intégrale du premier degré lorsque la force varie en
raison inverse de la d i s t ance* Achevons complètement l'intégration
dans ce cas. L 'équat ion

C^ ^ al.r
( 1 0 ) p^^^q „,„.(,.-. ̂  4" -—— ^o

admet une intégrale du. premier degré. On a ici

Y r::; y\ Y\:-^o, Y^-a/y,

,-r12

a ̂  .ry, p := y\ y :=: ̂  — al y.

L'intégrale du, premier degré est

( 1 1 ) a ' y p •+- y ' ^ q + — — aly =•• s.
^î
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L'él iminat ion de q entre les équa t ions (1:0) et ( r i ) donne

•yï y
r2/^2 4- 2xy/) -h (? — — 2 a l " - 4- ;r2 — 22 ;r=: o.' •r-' .'z'

On en tire
'y î f '\f v'^p = _ „ ± ̂  A / a g 4-. a a/ J- — (? ̂  ^./ y y •:/1 '̂

et l'on en concluî; pour y l 'expression

£ /y 1 .z"̂  .y / y y^
ff := -^ 4- <? -•/; 4- - —; rp: —,{/ 2£ 4" 2 ̂ --/- "~ (? ̂ . •j- y 2 ^ y2 1 ^y2y ^ ^.g

Donc l 'expression de/.> rf.z' 4-- y ^/y sera

(^.^).'^0^/7-^'.--)^(^-^^)/.;l...«<^-<-$.

On aperçoit irm'nôdiaternent l ' in tégra le ( j û i est

-^«j>-;5±/V".-^ -.•• ,;;.<;).
fievenons m a i n t e n a n t aux variables primitives r ci/.
L'équat ion (8) (lu n 0 ?

'̂ '-"(^-4;) .-*•"."'--,.
admet l'intégrale

- ̂ ^4- a^f(/ct 4" ̂ )^^^ - .1. /ir»^4" f i / ^ e - ïalu -...-. ^^//,

où l'on a posé

(^) , u-^kre^1.

Le deuxième et le troisième terme'ne donneront aucun résultat quand
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on prendra les dérivées par rapport à £ on par rapport à G. Les inté-
grales du. mouvement p o u r un mobi le sollicité par un centre fixe en
raison inverse de la distance, et soumis à une résistance proportion-
ne l l e à la vitesse, sont donc

// é t a n t d é f i n i en r et /• pour la f o r m u l e (12). On peut vérifier sans d i f -
f i cu l t é que la première é q u a t i o n est, avec deux constantes arbi traires
s, £\ l ' in tégrale générale de 1 /équ i i t ion (7) où y(r)=== — Pa/r. Q u a n t '
a la d e u x i è m e é q u a t i o n , si on la dér ive par rappor t à /, on retrouve
l ' i n t é g r a l e

,.^c^.,
a/.

9. Nous avons r amené , dans ce q u i précède, l ' i n t ég ra t ion du, mou-
v e m e n t d ' u n p o i n t s o l l i c i t é par u n e force cen t ra le f o n c t i o n de la dis-
tance, et soumis a une résistance p ropo r t i onne l l e à la vitesse, a, la
recherche d 7 u ne i n terrai e corn pi été d 'u ne éq ua ti on aux d érivées
part iel les. Cel le é q u a t i o n du premier ordre est du second degré par
rappor t a u x dér ivées p a r î i e l l e s , et les (ermes du second de^ré forment
un carré p a r f a i t . I l est hou d ' i n d i q u e r que ce |)rol)!emc peut être aussi
r amené a une recherche de l ignes ^éodésiques.

L 'équat ion ( ï : î . ) d u 11° 4, quand le mobi le se meu t clans un plan,
devient

rW2 âW^ ,,,. ...-, ,.-..;,̂  4. ..,.-.. , -4- ^W — ali =<:).
dv1 à y 1

En coordonnées polaires, cette é q u a t i o n s'écrit

(W^ î ^W^ ..,.... /./ ,.,
. • ^4^,^
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On peu t faire d i spara î t re la fonc t ion i n c o n n u e par le procédé ordi-
naire. Soit T(r, 0, W) == o u n e in tégra le quelconque de l ' équat ion
précédente ; la (onct ion T s a t i s f a i t à l ' é q u a t i o n

-'s--l'^-f"•>l-^,^';,r;:—'-
On peut la v é r i f i e r en posant T = = Â O -4- T ^ , ou ï, ne dépend ( [PC des
deux variables r e t W, h é t a n t une constante . I / é q u a l i o n en T^ est,

,.̂ l| + ̂ [:^W~/(r);] ̂  + A2 = o.

Avec les nota t ions h a b i t u e l l e s , et en d é s i g n a n t par,r et^y les variables
/• et W, cette de rn i è re é q u a t i o n s 'écri t

^^^y^f^)\^^^ T-O.

I^e prol)lerne revient a une recherche de lignes géodésiques; mais il
paraît difficile de mettre en évidence des cas d'intéprahilité de réqua"
tion |)récédente.

10. Reprenons rna in tc inan t le pro l ) lèn ie du ni iouvenient dans un
|) lan, ina i s sans supposer que la force q u i so l l i c i t e le m o b i l e est IUHÎ
(onc t ion de la d is tance à nn centre fixe. I I f a u t , d 'après ce q u i a été vu
au n0 4, t rouver une intégrale complète de réqua t ion aux dérivées
par t ie l les

{ \ 1 } . } F == /^ "h ̂  + a /.z — ^ (1 =:;- o,

^ d é s i g n a n t la fonct ion i n c o n n u e . H est na ture l de chercher si l 'équa-
t ion peut admettre l ' in tégra le du premier de^ré

<I> == ap 4" l3<y -h s 4- y "•"" (^

où nous supposons q u e a, p, y sont des fonc t ions de x et y et que C
est une constante arbitraire. II f au t exprimer ici que l'on a ["F, <I>"[ =: o^
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et cette dernière équat ion, qui, ne contient pas z, doit être vérifiée
identiquement, quels que soient p , q, x, y . La condition développée
donne

/ <)a à^j ày \ / av. ()Q ây \
P V ô. 4" ̂  •Ù ^ ̂  4- ̂  +- ̂  ̂  -ày -+- ^ ày •+- -/y ^ V

/âv , \ ... f(W . \^a^.^kp^^^^k^^^

On devra donc avoir

ày. àQ ()a à&
- i- -h i == o, • • - ~h — —o, -IJI-- 4- î ̂  o,
à<r 1 à.xî (Jf ày 9

ày , ôy , ,, àV . ai!. -< f . . -1-- À'a :::::: o, •" (. -.. Â'p :::::, o, a .-1- -h p . . - - •::= o.
d.̂  <)y àx l ^y

Pour que la fonct ion y existe, i l faut que l'on ait Ç^ = ^ r " En rappro-

chant cette condit ion de la deuxième, on voit que (:ai et IJ doivent être1 ' ûy <)x
nulles. En désignant par a et b des constantes, on doit avoir

a r::,;. a 1 1 1 - .y, (3 ::•::-:.: ^ • 1 1 [ - 1 1 y, y -:— "1— l lk- (.^ '•-[•-' y2 ) 4- kax -\- h'h y,

La fonction IJ doit satisfaire à l'équation

, . <?U , , (W
f^.^..^)^.4.-.(^.^.-j)^-

On peut maintenant, par un simple transport des axes, supposer
nulles les constantes a et h. La fonct ion l.J do i t être alors homogène et
du degré zéro. Ainsi l 'équation

04} ^^^^^ks-^f^Y^Q'

admet l'intégrale du premier degré

( ,15 ) p ce -h- qy •--•" z -4- - C x14"" j2 ) ..'== C*

La fonction U est fonction de l'angle 0 en coordonnées polaires-
! Ân.tt. de l' hc. Nirnnu.le., ^' Série» Tome X» -"- AO'CY 189^, ^2
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La force qui , sol l ic i te le mobile est toujours perpendicu la i re au rayon
vecteur.

lin résolvant les équat ions ( i / i ) et, ( i5) , on aura

x ^+C- ^ (^^y^ ±:7v/R
?:= „.,......,...,.,..,,.,.-.„.,_...

j|^.-hC- ^(^...^J ,-F,y^/H
! ^ 1

^>- -h y-
OU

Brr.^^+.y^/ ^ ( .r^ •-ll•tll- y2 ) • 1 1 1 - 1 - h f .r^ -j-1- y " 1 ) z • l l i );k C ̂  •

La recherche d'une intégrale complè te rev ien i a l ' in tégra l ion de
l 'équat ion aux d i f f é ren t i e l l e s totales

dz "-;. p d^ -}--1 (f dy.

Pour ef ïectuer cette intégrat ion, posons

,T :.::::.. r cos 0, y ^.- /' ^i n 0, /'( t,a n ̂  0 ) . V { 0 ) *

L'équation à intégrer est

dz := ( z ̂  C) dr - ̂ k r d r „:,:. ^li ^^,

ou l'on a ma in t enan t

I{ ;̂:; ^/ lû F ( 0 ) - (C • - ̂ 7"^- '̂̂  — aC^ - z\

Faisant (l'al)ord l ' intégration par rapport à s, et désignant i ) a r < & ( 0 )
la constante d ' in tégra t ion , on aura

z-: r ^ ( 0 ) - - ' C - Un'\

\\ f a u t m a i n t e n a n t exprini-er que le carré de — e^t é^al à'IL En (ai"()Q
sant ce calcula on constate, cormrïe cela doit être, que r disparaî t , et la
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•fonction ^ se trouve déterminée par l'équation

/7d)2
(,6) ^,4.^^.F+2/cC.

Ces résultats s 'appliquent encore lorsque k == o, c'est-à-dire quand
il n'y a pas de résistance. La difficulté ana ly t ique est la même; elle
consiste dans l ' intégration de l ' équa t ion (ï6). C'est à cette équation
que l'on ramené la recherche des lignes géodésiques des surfaces spi-
rales; on, ne sait l ' in tégrer que dans un nombre très restreint de cas.
Je nie propose d ' ind iquer , dans une autre occasion, quelques formes
de la fonction F, pour lesquelles l 'intégrale peut être exprimée sous
forme f inie*

Si l'on veut que le problème de Mécanique, comportant une résis-
tance propor t ionnel le à la vitesse, se résolve par des quadratures, il
faudra que l 'équation (1:6) s ' intégre quel le que soit la constante arbi-
traire qu'on ajoute à la fonct ion F, et cette condition rendra plus rares
encore les cas d / in tégrab i l i t é .

il. Lorsque le mobile est assujetti à rester sur une surface dévelop-
pable et qu ' i l n'y a pas de force autre que la résistance, on peut tou-
jours trouver/les équat ions f in ies du mouvement. On sait que l'on
peut dé terminer d e u x variables u e t^ , telles que l 'élément l inéaire de
la surface soit

d^-^dt^^d^.

L'équation aux, dérivées partielles

^W^ ûW1 .^
„,:.„.„„.,...-.......,. .„..[„ ,.-.,..„„.„„.,.,„. «.„„).„.„ ^Â "W — 0
()U^ (7P-

admet une solution, de la forme

W'"=/(^)+9(^

les fonct ions/et 9 étant déterminées par les équations différentielles

, ^+^-0, ^+.^=0;



9^2 ELL10T. — MOUVEMENT D'UN POINT MATÉtUEL, ETC.

on en tire
r / t '/ ^ ^'f _ - ̂  ( u 4- £ )2, o - - ;̂  ( r + s ; )2.

On en conclut que u et ^ sont donnés en fonction du temps par les
relations

// 4- £ := £' É?-^^ F +. $1 :::::: £^ e111-1-^,

avec les quatre constantes arbitraires e, c', £ , , £\


