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SUR LES

S U R F A C E S I S O T H E R M I Q U E S
A LIGNES DE COURBURE PLANES

DANS UN SYSTÈME OU DANS LES DEUX SYSTÈMES,

PAU M. P. ADAM,
ï N G i ï N I E Ï î H D K S P O N T S HT ( Î H A U S S K E S .

M. Darboux a fa i t connaî t re le premier (1) les équations des sur-
faces isothermiques à lignes de courbure planes dans un système. Sa
méthode, extrêmement ingénieuse, repose sur l'emploi des formules
de Codax^i et de la théorie savante des fonc t ions doublement pério-
diques que nous devons à .M. Hennite (2) .

M'. Darboux s'est borné an cas général, dans lequel les plans des
lignes de courbure du premier système enveloppent un cône.

Je me propose, en suivant la voie tracée par l ' é rn inenfc géomètre,
de traiter le cas particulier dans lequel, les plans des lignes de cour-
bure du premier système enveloppent un cylindre, puis de dégager
du résultat :

i° Les équations des surfaces isothermiques à lignes de courbure
planes dans les deux systèmes;

2° Les équations des surfaces à courbure moyenne constante et à
lignes de courbure planes dans un système.

"Les fonct ions doublement périodiques rencontrées par M. Darboux '

(i) Comptes rûndw de VAcadéme des Scieum, ̂  semestre dô i883. — Bulletin des
Sciences wuhé/'/'MfIf/ue^f L Vif, î883*

( r ) Comptcf! rendw de l'Académie des Science^ fc. LXXXV.
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sont de deuxième espèce; on verra que ces fonctions deviennent de
première espèce lorsque le sommet du cône enveloppé par les l ignes
de courbure du premier système s'éloigne à l ' inf ini , et q u e les coor-
données de la surface peuvent, par un calcul, qui const i tue une inté-
ressante applicat ion de la théorie des fonctions H et © de Jacobi,
s 'exprimera l 'a ide des fonctions e l l ip t iques sn, en et dn , isolées ou
engagées sous le signe / , et d 'une fonction arbi traire . Je montrerai
aussi que les coordonnées des surfaces isothermiques à lignes de
courbure planes dans les deux systèmes dépendent u n i q u e m e n t des
fonctions e l l ip t iques , isolées ou engagées sous le signe / , et qu'en
donnant au m o d u l e k de ces fonctions la valeur zéro, on obt ient deux
catégories de surfaces comprenant la première les cyclides et la se-
conde les surfaces m i n i m a d'Ossian Bonnet et la surface minima d'En-
neper.

I .

Rappel succinct au Mémoire de M. Darhoux.

Le ds^ des surfaces considérées par M. Darboux peut s'écrire

d^^ ̂ (^4- r l ^ ) ,

n. et v désignant les paramètres des l ignes de courbure .
Si l'on suppose que les ^ == consL soient les lignes de courbure

planes, les six rotations p , y, r, p^ y , , r^ i n t rodu i t e s par M. Darboux
doiven t avoir pour valeurs

vĴ^
p =:=: o, pt •:;- — V7 -

à'F
( ' ) -, àhq = y , , //,::::::: o,

ôh _ ôh

et la fonction h doit satisfaire aux deux équations aux dérivées par-
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tielles
/ ^ \

. à_^ J^^ \ ^ à h
( 2 ) ^1 ——^~" j"^ ̂  ̂

\ ^ /

..,, . ir.^^A , . - » . ( ) It (P/t,

( 3 ) ( i -t- V 2 ) -.-.r --1- VV ~r -1- -ï-"ï "= 0-^t'2 ^(» ^^.A

'V étant, une fonction de ç\
L'équation ('2) s'intègre facilement et; donne

(4) ^1 - U^-h U ,̂

U et IJi dés ignan t des (onctions de U.
Quant à I n é q u a t i o n (3), si l'on remplace v par une autre var iab le ^

telle (jije cù^ ̂  -j::;^^^^^^^^ ( î l l t* prend la, forme très s in]]) le

^h ^h(:•» ^ „-,,-. ̂  ^o.

l^e prolïlèrni* est ainsi ramené a l'intégration simultanée des équa-
tions (/l) et (î).

M'. Darhoux déniontre que U et IJi doivent satisfaire toutes deux a.

( 6) ! r -^ ^ Â'^ sn^ H — i — Â^ 4- ^ A^ sn^ <.),

et que leur produit doit avoir pour valeur

(7) , tJU^^^fsr^^-sn^^),

a) dés ignan t une constante a ri) i traire.
Or (G) est le cas le plus s imple d 'une équation considérée par Lamé

et intégrée par M1. Hermite (r); M. Darboux dédui t du résultat donné

( î i ) Com-pu^ f^/tdaf! da l'Académie de^ Scie/tcc^, i. LX,XX,V.
Afin. de l'Éc. Norm. 3" Sérif* Tome X. — OCTOIÎRE x8t)3. 4 1
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par M'. Hermite les expressions suivantes de U et de II, pu is de ̂

( v-^111'^'11^'^^^1^^ 1 .,.. .-̂ ,,̂ ,̂ ...̂  .., ,

1 ^(0)^^^^^^^^^^^^^^
\ l 3B(o , ) )©( /Q

„ / u 4- ^ ( ' i — ^\ /^ •-- ̂  •- ^) \0 / ,———J_._.. 9 / .̂.._...,.,,,__^ \ (^^
/ q \ ^A — , _ A , _ — _ 1 _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ _ _ . Z ( u © < ri»

/ //. 4" ̂  i -h r,) \ / // — ^ ( ' i •4- f») \ '/_g^ i .,„„,„.„...,„„„„..„„.........-.,..„...... g-j ( ...,..,,...,,,...,.,.-...,,-,....,,,.......,̂ .,..,,,.....,,,,. i\ 2 y \ ^ )

II reste à calculer les coordonnées rectangulaires d 'an point de la
surface. A cet effet , M. Darboux in t rodu i t une nouvelle fonction cr de u
et de v^ ; si l'on remarque que e/^ est le carré du module de

, ///, 4-1- i^i — ̂ \e/ .,-,,,..,,..,._..̂ ....,.....L..,..,.,̂  \ ^^^ ^^^
....,..,.,...\_..̂ ^ HÎÏ^
iif^.^.,,^'^:"1:'..^^' 1 ^"^-•1-•-••-•-1-111111"••1•••11^1111-11111•"11•11•11•JI-•1••1•"111^

on peut poser
/ / / 41-" ̂ i -11111" ̂ 1\

•̂i-̂  1 ^i --,...-—...-.-,.̂ ..——-.-..-....-... i ^.,^,(^ H ' ( f t ) )( 1 o ) e 'i =: -.,.,-.-...̂ -..,,.....,....,...,,̂ 1.-.....̂  r̂̂ ""'1 'w^,II f̂ :..,,̂ ;-.̂
\ 12 /

ce q u i donne
e ( /^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ ^,

(,,) ,̂ :.:: A..:,...,.,..,..,^,.^_^^^^^^^^^^^^^
n / / /:4"" ^ 1 ( 1 < 1 "4""" f t ï "^ e f / / """-1"' ^'i "~rf) \, , . ^̂ ,.,-....-,.,..̂ .,,,.,̂  , ̂ ......,,.̂ ,,..,..,̂ ..̂

On a d'ailleurs les relalions

/ ^. àh __ ^cr ()/{ (}a1

Jt'i "~'1" d^' <)u "iiiL"'u'~ â^i

parce que h 41- ^cr est une fonction de la variable* complexe u 41-1- w^
' La fonction o- ne d i f fé ran t de h que par les no ta t ions sat isfai t à

/03) , , ^^mc^^'N^^
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avec
ir(o)0(co4-^l ,̂1^M ...--. ^y±L^^^^^^^^^^^^ p l e ( (.,) >j ' " ^ © ( û ) ) ï ! ( ^ i ) •-"

I ï ï / / \ r\ / • \ • ©' • ( ' ^ i
N--^.----.^H,Me^

^ '"11""" ^(r.)) H(^) 1 *

M. Darhoux se sert ensuite d'âne représentation sphérique part icu-
l ière dans laquelle le rayon de la sphère est parallèle à la tangente a la
courbe v^ const. tracée sur la surface, c'est-à-dire dans laque l le les
coordonnées de la sphère sont les cosinus a, a\ a" d i recteurs de la
tangente à la courbe 9 == const

Dans cette représentation, le ds2 de la sphère s'écrit
c l ^ ^ d c ^ ^ d a ' ^ ^ da'^.

En se servant des re la t ions d i f f é ren t i e l l e s entre a, a', a ' et les six
rotat ions p , y, r, p^ <j\. ^i considérées par Coda%%i, des valeurs ( i ) de
ces rotat ions et e n f i n des r e l a t ions ( 1 2 ) , on trouve

( 07 Y i '•'./S-^^.i.-V^^^V à^ - ^/r,,
V^i/

ou, en vertu de l'équation (s'3),

( 1 5 ) r/S'.,.: d^-\- (VM^-h VN^-1-1-^)2^^,

ce qui montre, qu 'en représental ion sphérique, les(.^ == const. sont des
^rands cercles et que T est la d is tance d 'un p o i n t quelconque de la
sphère à une courhe fixe Y orthogonale à ces grands cercles. Les p lans
des lignes de courbure du premier système sont d'ailleurs paral lè les
aux plans de ces grands cercles.

En appelant x, y, s les coordonnées d'un point quelconque de T
exprimées au moyen de l'arc s de F, on a

/ 20 :i:: [> - l(y^ - sy' )]^-+-1> •+• i{:y^ - .s/;]^^,
( 1 6 ) ' a a' ::::•:: [./ i-- l( ̂ '1 •- xs ' )] ̂  -h [ y 4- l ( ̂ / --" xz' ) ] e-/0-,

( 80 :̂::. [5 - i^y'-y^)^^ [ z + i^y'-yx'^e-1^

ce qui donne une seconde expression de d^ !

( ( 7 ) ciy ̂  cl^ .-h d^ -+ da^ ::,:::: d^ + ̂ ^ ^. ̂  + ̂  ̂  e^d^,
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A d é s i ̂  n a n t 1 e (.1 é t e r m i n a, n (:, "̂

La comparaison de (i5) et (17) conduit à

( ï 8 ) l ( r 4 - / A ) ^ ^ % V M ^ i ,
( (!••--^A)^:-:^VN^1p

Les coordonnées X, Y, Z de la surface cherchée se d é d u i s e n t enf in
des formules aK == e^Çada^- bdv) q u i prennent la (orme su ivan te , en
se servant des relations differenti elles entre a, a', (€ et les six rota t ions
p , y, r, ^, q^ r\ et des relations (12)

/ ^}//

( î q ) ^X=<^( cidu^ ^±...(h, \,
\ ()<7 ]

à^.

et l'on obt ient

/ ti ( t t "•i1- U^—^^\
x-, Ît̂ ll̂ ::::̂ !.̂  >^^ l ' ' \ ' , l l l r l^ l l l ' ' l l l l a"" ' ' l l" . l^^

I l ^ î ^ j I l / C o ) ' ' ' ' l l ' , l l / / l l l ^ l l \ : j : / l ' / ( l » ^ ^ 6

1 1

e!i^L^I,,^.•4"\^0/•^'lll-^ I 1 1 1
(ao) ( ^ / / / " - /^- . ;^) l^

+. e!.(.^L^J,,^;:l:^^^^^^^^^^^^^^^, H ( 2 a ) j n/o')) ... / / / —1 ^pi11'1}- ^ \
\ '>. /

On peu t , ou bien se donner a rb i t r a i r emen t la courbe T et alors ( i B )
déterminent . A" et V en ^, ou bien se donner V arbitrairernent w v^
alors (18) déf inissent s et A en P( c'est-à-dire A en ^ et l 'on peu t cal-
culer ^*, y, ^ ,coordonnées de F.

Les l ignes de courbure du premier système sont dans les p lans

^X-h y'V ^^Z1:;:.::
normaux à ï'\
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I I .

Équations des surfaces isothermiques à lignes de courbure planes dans
un système lorsque les plans des lignes de courbure de ce système enve-
loppent un cylindre.

Tant que co n'est pas nui, la courbe T ne peut pas être un cercle,
c'est-à-dire que les plans des lignes de courbure du premier système
enveloppent un cône v é r i t a b l e ; en effet , si ^ est d i f fé ren t de zéro, le
rapport ^ donné par les valeurs ( ï ,4) dépend de (^, et en divisant
membre à, membre les relat ions (18), on voit que A dépend aussi.
de ^ ; or, si T é tai t un cercle, on reconnaî t aisément que A serait con-
stant.

Pour que les p l ans des lignes de courbure d u premier système
enveloppent un cy l ind re , i l faut donc que co == o.

Cette c o n d i t i o n est sudisante , car, si co == o, on. a

M̂  ::,:::;,,

d'où
r 4"1 / A — — (i — /A) ,

A ........ y,
" -••-"- ly"^

et la courbe T é t an t réduite à un point , les plans des grands cercles
normaux à cette courbe passent par un môme diamètre de la sphère;
les plans des lignes de courbure du premier système, qui sont paral-
lèles aux p l ans de ces grands cercles, sont donc parallèles à une direc-
t ion fixe.

Soit alors r,o =: o.
On peut supposer le point auquel se rédui t F placé sur Os, c'est-

à-dire
,x ::r o, ,y ̂  o, s == i .

Les expressions (20) des coordonnées de la surface se présentent
dans ce cas sous forme indéterminée et il faut reprendre le calcul.
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Kn faisant co == o, i l v ient

/ ., />•
(8')

^(1±±
\ ''>'̂

1 1 »„.„„.——^

\ a

u ==

[Jli-r.

À"

'î

f.
2

)o
/

-)"

sn ̂ ,

Sit //,

f-:
\ tl>

f " " 1 "\. 9

(9')

(TO' )

("')

( '3 ' )

( < 4 ' )

©2

^ft \-i<7 - H^.-^-y
w il i

(",-^ <''1.,-)^ I f / / - l - ( ' < l ^ Q f ":::"'<v a y v a
i)v : .M(^—^-" / r y ) ,

^ %(lv,) _ ^
'^ SI (/"^) """""" ^ Sîl/ ' i ' i"m ,:.„.. .:--N

Quan t aux expressions ( ï6) des coordonnées d^ la s() l t î»rc, eu assi-
rmian t le point r a,n cercle i n f in imen t petit de rayon p

^ == p ces " >1 p

y=:psin^

puis, en posant ^ ^ A, elles deviennent

(^)

^^^(/^--..^

^/^^(^.-^«^ {/
^'^^(e^^e-^)^
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"À représente alors l'angle du plan zOx avec le plan du méridien qui
passe en (a, a', a") et a est l'arc de ce méridien compris entre le
pôle F et le point (a, a', a").

Il est d 'ail leurs aisé (.rétablir directement les formules ( lô^) .
Les deux expressions ( i 5) et ( ^ 7 ) du cIS2 de la sphère sont mainte-

nant
^ :=: d^ •-h V2 M*2 ( (^ — e-^ f ch •i,

ciy =: (M -h da'2 --1- cla"2 ::;.=:: d^ - ( €l<!^^} ̂  JP.

(iSQ

( î 7 / )

il f a u t donc que
( iSQ ^=-uM:V^^.

Tout cela posé, on obtient pour les expressions (19) des dif ïeren"
tielles^X,rfy e t^X

^X-^^f^1-1 '^^i \ ^ •'< j

^9')
// „„..,,..,. ^ ̂sili?. . , // "-h ^F.^Y ] 1 1 1 1 - 1 - 1 1 1 —- ^-t-^ ,/"-"1^^ ---- ^-1-^ c^..—^--^ 4- ̂  V cos^/^,

^ \., ^ '^ j

dZ: .̂-..̂ rf̂ .̂...̂ .̂ .̂..̂

Or les (onctions ( A et <^"lill•l^>, dont les expressions soufre)') et (lo^,
sont d()u'l ,)lement (Périodiques de première espèce; si on leur appl ique
la méthode do décomposition de M. Hermite, on trouve

. î ^.^ù ̂  ..,..-,.̂
Â^SÏÏÏ^ "'^{i^ Â'siKt^

:l:l/

11

///,4-^V'

\JZj.
' u •+• it>^

1 1 '

I I

' 1 1 -- ( ( ' i '

' I I . + ;'('l\
Il'

^-^-^_LT) , - V - 8 . - / ,<- - 1 , kï'^-p^(ll^^\
\ a /

•C désignant la constante ̂ ^ etD«^ signifiant dérivée par rapport
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Ces résul ta ts , portés dans (ic/), d o n n e n t a r/X, dY, d'L des fo rmes
imméd ia t emen t intégrables, et il v i en t , en r e m p l a ç a n t la su r face
("X, Y, Z) par la surface hornôlhétiqi ie (•7:5 j? - ) ?

X ..= / ce s 1

f) { Y :1:...:: ^s i l iÀ

Z :;:1;:: ̂

e^/i1! ) Vsinr| ,; < " O S Â •-1-- . . . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ - . . -—_ ^p
^ ( / . ( ' l ) S t l / ( ' i j b

H^/t^) V C O S À '/ „ . . tT ^^ V C O S ^
• / Ç SU»/ . 1 " 1 ! - 1 1 1 , . • . . . . , . - • - > " -.-.——....„.
,/ ' (N) (/i'i) si» ̂ i

On peut transformer ces expressions de (açon qu'elles ne contiennent
plus que les trois {onctions elliptiques sn, en, dn.

Prenons d'abord l'intégrale (jui se trouve dans X ; en se servant des
relations connues

W { i ^ )
ell(11^7)

w

" ( ' y )•̂  K;',/ <"»ii,,.,s,r"'',

0' / , / , i ' i \ (, ( i \
[ C — ̂ ^' — —•

"C^

et en ayant égard à (18 ' ' ) , il vient

fÇcoy^ W(U^) Vsin).
0(^/i) s'nu^
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On a de même
0^o/ (^\

rr. . . ^(«'i) Vcosn , . . , \r/ Ç sin À 4- 7—— ——:— ch\ = — 2 1 sin}. N /
J e(«'l) Sll^i

0 V<^1^^^ \^

0^

.A- 2 ^^^^(sinÀ—VcosÀ)^ ' , .

D'autre part, on sait que

H/ f^.^ e^^) II-f^) sn^1 a 7 V a / '2
±ÈA e/ f^A
^ / _ \ a 7

H f'̂ l̂l) e f^ H ( ̂  sn ̂  sn ̂ -^
V 2 / \ a / \ î ï / a %

<7, <'('-, , (PI (^.i U , Usn - en — dn —- — sn —- en - (in -
U -4- «•'! '2 2 Sî 2S îi îî

2 """ , o «> ^ «» ^:t;lt «-. A^sn 2 - sn2 —a a
et

iï^ /r18 \ s ; /* ^\ 3 / / du

WJ ^
Ç^ _ ^ ——i.:-:..,̂  = / ——— + const,.

1 1 ^ ) / sn."
. a 7 . / '->.

Si l'on porte ces expressions dans (20'), on obtient, réductions
faites,

/ l^i K»i , /^ii sn — en —-(.In — „
^ 4- ^ fsn2 •̂  (COSÀ 4- V sinÀ) ̂ r,,X=. /< I K)SÂ———^^^^^^^^^^^^^^^^u J

i{\ u\ , ^^isi1) — en —" (l̂ n •1— /,^ a 2 . ,. / „ . ^ i /„.(^•) ^ y — ̂  ,,in^ _^.^^^^^——-JL 4- ^s / sn2 ̂  (sinÀ — V c o s À ) ^^i,
' ^ l " i t" ' ' 1 .,..^^1 .̂. // ^ ^

Z = %

. ̂ ^i ., // J ^^ a _„„'„ — ^ri^ •11-
a a

. /(.'î .̂ ^ .. us ri2 •—' sn. - (.'.n •"" (in - /-, , ,'2 ^ '2 a / du.

On pourrait, dans ces équations, remplacer ^ et ̂  par deux autres
Ann.âe VÈc. Normale. 3e1 Sén<î, Tome X. -. NovEMBnÉ 1893. 4^
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variables t et T, à la condit ion de remplacer aussi — par T dans (18');
V et X deviendraient alors des fonctions de T. On pourrai t aussi fa i re
disparaître i, qui ne figure qu'en apparence, en se servant des rela-
tions

/ . ,, . sn (,r, /•J)sn (^", /!)=:( —-———>' en (,z'y k1)

en (ix, A') = "———._^ ,' / en (c'r, A^)

dn (^y, /»') drX^^^
ci^^;^)"

Mais nous laisserons les équations de la surface sous la forrne (21) .
Les équat ions (21) cont iennent deux fonc t ions V et À de (.̂  l iées

par (t8'). On peut prendre arb i t ra i rement soit V, soit À, et ('ï'B') dé-
termine alors soit À, so i tV.

HL

Mode de génération de la surface.
Posons

À12 (\^ ̂  (cos). 4- V sînl) ctv, -i W,

/•a ( ̂  ̂ l ^jp^ — V c o s À ) ̂  :-.Wî.
»,/ ^

La l i^ne de courbure (G), pour laquelle !^ === const-, est dans le
plan

( ̂  ) Y -• Wi =; tan gÂ ( X — W ),

parallèle à OZ. Ce plan coupe le plan XOY, suivant une droite Kx qui
rencontre Paxe 0 Y en A, et l'on a

Prenons sur A;z?
OA==W,-WtangL

AfV.^.., " ,
,("» \ / ..411...111U.I "•«•"1"«.«».».̂ .. •

COSÂ

"Rapportons la. ligne de courbure (C), dans son, plan, à (Y^ et à 0'
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parallèle à OZ. On a, pour les coordonnées de cette courbe,

i ^'i i^i , «',
..._ X W _ . S > 1 T cn -^ tln ~i

, ,..» i 1 ] '•^•1 —— ~' ? '———s" —— '2 l ~—————-—.—————————— .
(ao) ^ COSÂ ces À „ u'i usn2 — ~» sn2 •

2 2
__ ry

Donc la forme des courbes (C) ne dépend pas de V: elles sont les
•mêmes pour toutes les surfaces pour lesquelles le module k a la même
valeur.

Cherchons la droite (D) su ivant laquelle le plan de la l igne de cour-
bure touche son enveloppe* Elle est définie par (22) et par

.^ w[ = ̂  (X - W) - W/ tangÀ,

ce qui donne

(24) X === ( W lîn^?. -..-..- W\) cos2?. + W,

et, en appelant M le [ioint ou (D) rencontre (Y oc,

(yM:::::A .̂,..,,,.JÏ,̂ ^vsn^cos A COSÂ 2

La courbe (L), enveloppe de O^', a d 'ail leurs pou r équa t ions (2;^)
et (24.) qui peuvent s'écrire

| K^^Vsn^^cos^+W,
(•25) 2

Y==Â• 2 V 'sn , 2 ^s i ^^ ^'W,.
1 À

Cette courbe, dont la forme dépend de V, est quelconque; son'"'^
diffère de la différentielle de OW de la quanti té

g:^ck—dA)'M,

de sorte que, si, (Yx enveloppant (L), on veut que (C)engendi*e la sur-
face cherchée, il faut que le p lan de (C) glisse parallèlement à XOY
de la quant i té g quand ^ varie de ch^

La surface cherchée est donc engendrée par la courbe plane (C) qui se
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déforme, quand9\ varie, comme le veulent les équations (23), et dont le
plan roule sur un cylindre parallèle à OZ et de directrice (L) quelconque
située dans le plan XOY, en même temps qu il subit parallèlement à XOY
le glissement élémentaire g\

Le liea de O'est une courbe (L<) , ayan t pour équa t ions

x.==w,
Y = W I .

On peut donc dire encore que :

La surface cherchée est engendrée par la courbe (G), d9 équations (23),
variai) le de forme avec ^, dont le plan z(Yx demeure parallèle à OZ,
le point (Y décrivant la courbe (L,) et la droite (Y x s\ippuyant constam-
ment sur la courbe (I/).

IV.

Cherchons si, parmi les surfaces trouvées, i l y en a pour lesquelles
les plans des lignes de courbure ^ = const. passent par une 'droi te
fixe.

îl fau t et H suffit pour cela que la courbe (L) se réduise a un
poin t , c'est-à-dire que les d i f f é r en t i e l l e s des coordonnées ( 2 ' ) ) de cette
courbe soient nulles. Cela c o n d u i t à deux condi t ions q u i , combinées
entre elles, peuvent s'écrire

d 1 y . <Cï\ . ù\„ V m1 — -h sn8 —1 = o,
^\ \ ^ j 2

dl — tU\ ""::" o»

En vertu de la relat ion (ïS'), la seconde donne

r-11:::- -uMV = ^X".
Sf'Hti

(1 OU
V :;n ---.. /sru^i,

Portant dans la première, il f a u d r a i t donc que

d ( . „ i^\\ . * i^i••7— ( sn n^ sn2 — "4 -1 sn2 "— = o.a^ \ ' '2 / ' ' 21
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Or on reconnaît aisément que cette relation ne peut exister. Donc
les surfaces trouvées n'en comprennent pas pour lesquelles les lignes
de courbure ^ == const. soient dans des plans passant par une droite
fixe.

Ce résultat nous conduira plus loin à énoncer un théorème.

V.
Surfaces (21) pour lesquelles /»•=:!.

Si k == i, il. vient
// , usn - :-= lan^h -5
2 2

// , // icri — .== (In - =. ——— ?
2 '2 . ( fcosh""

2

s ri ^i=1:1 ^"ian^^i,
/'('i .. FIsri — == ri a n^ — ?
^ 's

^'l 1 ^ 1en —- -= (In —- ==^ ^ ^îcos —

/ //^ M s= .„.„.„.,.„.„,,.,.„.„.,.„..„,v " / îu.tan^i '1

( iS") 3À V d^
tan^^ '

r,
lan^' •;"1

' .,̂ ,.,. ...„...,...„-.., „„,.„...„.„— — / i.iH-î 2 ^I. ^cos)i + VsinÀ) ^(-?-
i,<i,iji^ /« ^

X 1^ ^ cos ). --—...,,.,.,...,....-,....,,---.—^̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^ - ^ tan^:2 ' , 1 (cosîi + V sinÀ) ^d,
.^ t l / . , .,.,.(ll. . ^.^r. ̂ \ ^ ' A

cos2 ^(ian^^-111-1 4- tang2!»-
9. \ ' ^ '" ^ y

Cilang^ ^ ^lang "— ^ ^
(^ /) / Y ̂  ^ sin ?. ^.,,.....^-^^.. ..--....-....-^^ - 1 1 1 1 1 - J 'lang2 ̂  (sinX - V COSÀ) A^[ 9 . 1 ' } { ï •=::^sm /.^.,,.....^-^-... ..- - . . . .^ . - . .^^^^^^^^^^^^^^ - 1 - 1 1 - 1 - < 1 '——2 - ^•1^1

co^^^ ian^^1 1 ^"iang^h"'
^ V a -l't/
^A^-^ ...i.n^ï,^^ ^ ': 2

. //iïinsh^
z •-" 2-^^^^^^^^^^^^^^^^

ces2 IIJ tan^ — 4" tariig2!» -2 \ 1 1 1 ' 1 2 " ^/

Nous examinerons plus loin l'hypothèse k == o.
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VI.

Surfaces isothermiques à lignes de courbure planes
dans les deux systèmes.

Les surfaces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes
comprennen t :

1° Les surfaces pour lesquel les les lignes de courbure d 'un sys-
tème sont dans des plans para l lè les à un plan fixe et les l ignes de
courbure du second système dans des plans paral lè les à une droite
fixe. Ce sont les surfaces moulures de Mon^'e.

Il est faci le de reconnaî t re géométr iquement que, de ces surfaces,
les cylindres, les cônes et les surfaces de révolut ion sont les seules
sur lesquelles les lignes de courbure pu i s sen t dessiner un réseau iso-
therme; aussi n'est-ce pas de ces surfaces que nous avons a nous
occuper.

2° Les surfaces pour lesquelles les l ignes de courbure de chacun
des deux systèmes sont d a n s des plans parallèles a une droite f ixe ,
les deux droites fixes qu i correspondent aux deux systèmes de lignes
de courbure étant rectangulaires .

Celles des surfaces de ce second groupe q u i sont isothermes on t
leurs équations nécessairement comprises dans les équat ions (21).

Les équations (21) supposent que les lignes de courbure du. pre-
m i c r s y s 1 è m e ( <^ == c o n s L ) s o n t d a n s d e s plans p a ra 11 è 1 c s a. OZ ; n o u s
prendrons OY comme direct ion fixe à laquelle nous voulons que les
plans des lignes de courbure du second système (u = coiist.) soient
parallèles.

Pour que ces lignes soient planes, il f au t et il suff i t , dans ces con-
dit ions, que l'on ai t

àX
—— == fonction do u»ôL

Pour exprimer cela, le moyen le plas simple consiste à part ir des
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équa t ions différent iel les (i^^), lesquelles donnen t

cosT. ( e^ -4- (r-117 ) — V si n À , . ,(26) ..__^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ = toncuon de u.
(.5 —— fc-

Or, si Pon pose
^7 i\\

SI1! - SI1) •—

••^
en -•:1-' dn — en -—I- dn —2 a 2 a

l 'expression (î ï/) de r '̂'7 f b u î * n i t

.,̂  ^^^1^ ^1±Ê,
(^) 6 -a.-i-p a-^

ce qui t rans forme (26) en la c o n d i t i o n s u i v a n t e

o^ ( cos 7. ~ V sir) À ) -1-. 62 ( ces 7. "-h V si n À ) /. . ..,...̂ .,,..-:,,........,,,....,...,...̂ ...,-,.̂ ,.,̂ ...,.,...-......,,̂  = fonctïon de a.

Comme Y et À ne dépendent que de ^,, c'est-à-dire de P, il faut donc
q n e

( ,,r . ,. . ; ^ A ^î V si n A -4- cos A = ---— î
(33) • P

f V s in?.— eos^:= 21^(3,

A, et Bê lan t deux consifmtes absolues, réelles pour une surface réelle.
On vér i f ie aiséi'nent que, quels que soient A et B, les expressions de V et
de "h t irées de (^8) sat isfont à la re la t ion di f férent ie l le ( ïS 7 ) ; (28) dé-
t e rminen t donc les fonct ions V e L À do ̂  pour lesquelles la surface (21)
a ses lignes de courbure planes dans les deux systèmes.

A Fé^ard des constantes A et B, il convient de faire cette remarque
que, pour une sur face réelle, Ï — 4 A . B est positif; on tire, en effe t ,
des relations (28),

(r 4»V2)siTl^=: l—4AB.

Avec la première des relat ions (28), rintégrale qui. se trouve dans
la coordonnée X de la su r face (21) se calcule immédia tement ; elle a
pour valeur

. . ,A F 'W\ i^\ . ^1 y i / < o ^12 A île 1 sn — en — (i.n — ch^ == 2 A /^ sn2 — 3J 2 2 a , a
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en remplaçant d'autre part, dans X, cosX par sa valeur tirée de (28)

, ,„...., A cir—(.1,11-—. . A — B |32 . 2 ^ces 7i = i ——7—- = i ————- -—-:•
P ... ^1 /Q. ^'1 A . ivsn— e n — dri •—^ a a

t <» ^1 i ^ ^'1 -r-» o «'1À en2 —- rtn2 — — 1$ sn2 —-2 a ;.). ?

il vient
. „, U\ , „ ̂ i ^ , ^»iA en2 — cin2 — — B sn2 —

,,« 2 2 2 . ,. . ^•'iX = — a —————^——••—————— -h 2 A le sn2 — •-, ^'i ^ ^ '->-sn2 — —" sn2 -a ;î

Un calcul faci le permet d'écrire X de la manière suivante
., i^i . . u .. . // ,.. „ (fsn2 — A en2 - cin2 - — lî sn2 •--1 ,- _ 2 ?- 2 2 a A
. ̂  , i\\ . //.. . asn2 - sn2 — — sn 2 1 1 1 1 - - sn2 ~

2 ÎS 2 2

Cette expression, comparée à celle de Z, montre que

Y ̂  a^ 7 /"' ^^
. // ^ 1 .» ^sr^- ^ sn2 -

( 39 ) .,.__^^^^^^^^^^ ,.4. .̂ .., ̂ .......„..„,.„u„. ,,, o.
. ,„ ^ , . // y. .. // // u , (tA cri.-' ~ (In2 - — B sn^ - m •" <,;n "" dîi —a 2 a '2 a 2

Les lignes de courbure u == consL du deuxième système Eiont donc
bien dans des plans parallèles à OY.

On a, en définit ive, comme coordonnées de la surface,

/ f^i ^i , (Vîsn — en, — (hi —
X = ̂ COS^ ~,....Ĵ ,.,,,.̂ ...̂ ^ +^A^ S!̂  '̂  ,

» ^'î ^ ^ 2sn" — — s n 2 -2 a
^i ù\ ,, /î^isn " 1 - 1 1 - 1 ' • en —« An — ,

(3ô) Y = a^sinÀ -.̂ ^^^^^ + ̂ s ^ sn2 ̂  (sinÂ - V COSÂ) rf^,
sn^^-sn^ J %

1 % 1 1 ' 1 1 1 %
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les f o n c t i o n s V et ^ devant être remplacées par leurs expressions tirées
de (28).

Nous savons déjà que les lignes de courbure c, === const. des sur-
faces (3o) ne peuvent passer par une dro i te fixe. Il en est de même
des lignes de courbure u == const. ; sans cela, en effe t , d'après l 'équa-
t ion (29), y --̂  serait expr imable a lgébriquement au moyen de

sn3 -"->-
sn-^ considéré comme la variable; or il ne peut eu être ainsi, car, si

l'on pose sn ^ == x, f " •-r-//l^• est une intégrale elliptique de troisième
sn^

espèce.

Vil.

Classement en deux catégories des surfaces isothermiques
à lignes de courbure planes dans les deux systèmes.

Nous avons rappelé p lus h a u t que, abstract ion (aile des surfaces
mou lu res de Mongc d o n t n o u s n'avons pas à nous occuper, les sur-
faces à l ignes de courbure p l anes dans les deux. systèmes ont, pour
chaque sysième, leurs l ignes de courbure dans des p lans paral lèles à
une droite f ixe.

Ces surfaces peuven t être regardées comme engendrées de la ma-
nière su ivan te :

On prend doux, coniques focales l ' une de l 'autre et situées dans deux
plans r e c t a n g u l a i r e s ; on considère deux sphères dont les centres dé-
cr ivent respectivement ces deux coniques et dont les rayons varient
suivant deux lois q u e l c o n q u e s ; le plan radical de ces deux sphères
enveloppe la surface demandée .

Les deux coniques focales peuvent être :
,1° Une e l l ipse et une hyperbole;
2° Deux paraboles-
Pour les surfaces ,ï°, r é q u a t i o n du plan tangent peut être ramenée

à la forme

(3i) \^{t ~ ̂ ) - ̂ ('^-^"^ + -rY - ̂ Z^/(/) +• ©(r ) ,
Ânn,. dft l* Kc. •'V^rmalc. 3* S(*ri(î. Toi t» (* X. "- NOVCMISIII'; 189,3. ^3
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et pour les surfaces 9°
( 3a ) (i — ^—-T^X. — ar'Y -h a^Z =/(^) 4- 9(r),

/ et T dés ignant les paramètres des deux systèmes de l ignes de cour-
hure, p- é tan t une constante a rb i t ra i re et /*, 9 deux fone t ions arbi-
traires.

Je vais démontrer que réquadon du plan tangent aux surlaces (3o)
a la forme (3i) quand les constantes A el B contenues dans (28) sont
toutes deux d i f ïe rentes de zéro, et la forme (3a) quand on a soit .A ==: o,
soit B == o.

En effet, supposons d'abord A, et B d i f l e r e n t s de zéro; les coefti-
cients des coordonnées courantes dans réqual ion tangent ie l le des sur-
faces (3o) sont p ropor t i onne l s a

^Y (}% M /n'

Or les dérivées <—? ^-—i •- st1 (ir^iil inimédiaterntînt des éuuations
Ûtt ()^i '

di f fé ren t ie l l es ( ï</) et i l v i e n t
âY ô7. (YL <)Y . , Vcos / . , .
. .,„. . . . ,̂  „„„.,.. S K Î Â 1 - - - 1 1 - — — — i c ^ - V - e - ^ } ,
< ) { < (h\ an c/Cj ^
(YL <)X ^X. à7. „ V s i n A . ^ ,^,(33) ,^ ^^^^ <..>sÂ^-..-..^..^^-(<^-.4^^

f ^ ̂  ,̂ .. ̂  Jx :,.-.::: Xf^^.^.-^L
( ) ( { Ô^i ( ) ( ( (h^ 9, l ''

Remplaçons é^, e " " " ^ par leurs expressions (27) en a et ^; puis, dans
le deuxième coefficient, X et V par leurs expressions tirées d<' (a8) ;
divisons onsuile les trois coefficients par

W)

posons enfin

2/:,6V(A "hiîa2)
\/i'/4'Mî(^— ̂ ) î

a //
A1":!:1"1!^^ 1111"•""< ^^Ai'

Ï T

V" ^ l i l"1 '1" ^ÏA]^ î



SUR LES SURFACES ISOTHERMÏQUES A LIGNES DE COURBURE PLANES, ETC. 33g

tout calcul f a i t , les trois coefficients prendront la forme

I I n'y a plus qu'à poser -—::- == a pour ob ten i r les coefficients d u

premier membre de l 'équat ion (3i).
On voi t que, t a n t que A et B sont tous deux d i f f é r e n t s de %éro, les

surfaces (3o) appa r t i ennen t à la p remière catégorie (3i).
S u p p o s o n s m a i n t e n a n t A =-•= o.
Dans ce cas, on prend comme d iv i s eu r des coefficients (33), au

l i e u de l 'expression (3-4)» la su ivan t e
/Ba^V
•^ar:~pî';

(il l'on pose

ce qui donne
ili lr:: (- T "Ty

- î îr ,
:>. /,

c'est-à-dire les trois coefficients du premier membre de l'équation (3a).
Si A = o, les surfaces (3o) appartiennent donc à la deuxième caté-

gorie (32).

S upp os on s enf in B == o-
î l suffi t alors de prendre comme diviseur des coefficients (33)

A^V
^•r-pî

et de poser
a ï-
A^1' -V-7 '

pour retrouver encore les trois coefficients de l'équation (3a).
Ainsi B = o donne aussi des surfaces delà deuxième catégorie (3a).
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VI II.

Surfaces isothermiques à lignes de courbure planes dans les deux systèmes
pour lesquelles /.' — i . Exemple.

Si l'on ta i t k -:- i, les relat ions (23) et les équations (3o ) deviennent

COSÀ-4- Vsi l l / , r= 4——^
( 1 . ) ^) , ^ni^

( ces 7. •1 1 1-1-1- V si il À -•r: B sin t'i.

.. - '.>. , t iX -.:: • '>cos/ ——..-..-.— .,,.-,..^-...,.....^.—,., -........... .,...„,„....,,.....̂ .,,.. „.„...,. ^ ,\ (îui^^ — 5
î ^l / , -) ^ ' l . <,» <r/ \ '•l

COS- "— 1 (SMÏ^;' — -h l î t t î ^ - l l •— t
't 11 'À 'î /

îl!n11^^

( ^ . ) ' ) i Y "^ a siu}.--11—1.1-------.11--11-- ^ — ^ ï î u^ 2 ^ 1 ( s in / . — V < ' ( » s / . ) </ri,
j (U)^.^!^^^1^^,!!!^!!^) J 1 1 '<

tîUl^ljl-
/ rr — •< .,^^..^-...,., - ,. ...^. ...-,.„.„„̂ ,„,.-.-.:,.<........,., ,„„.„„...„„„., „ . ,̂  ^^, ̂

( • os^^ f i au^^ 1 -htan^l»^)"1^ '> '̂  1 ^ /

Si Pon fint, par exciiiple, A -^ o (îl 1t ^- 2, i l v i ^ n l

c'os)» = sin <'?

On pc^u l prendre
si il /. "";'̂ ': -11-1- ("osi^

ce qui donne
V —i - • 1 1 - eoUîw^y. ..::IT„ t^»n^(^,

/.- ^ ^ lar î^2^1 / / !1 , ^ 1 1 -̂ . inti^..^
| t-înj^2 - - 1 (sin/ — V e < » s Â ) ^-ii-::' / -- -....-....".,̂ .—.. ,:-:•:....,.- ^ ia(i^ ̂  4- loir - - 1 . 1 1 1 - - 1 - 1 - 1 1 - 1 — ̂  -

,/ 1 - ^ , ! J ( • ( )S(» i - " •î ^ t 1 ,
i — (.<m^ " 1 - -

On a d ^ a i l l eurs
, (fv .
d\\ ••"1:1:: •••••• .—,,; , ;1- ,1 : .1 : .1 . :-r cos^ir/i,

V î -4-11- V^
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d'où l'on d é d u i t
tan g -1 = tan g h - •

2i Si

Cela posé, si l 'on ajoute à X la constante — a, si l'on remarque que

ï -+- lan^h
ti = lo^

i — ian^h
—1" 5
//-

et enf in si, F on pose
tangli — == £,

lan^h ^ ==T,

on ob t ien t , pour la surface, les équations très symétriques

(3 f>)

1X1 ::^^^^^^^^^^
V^lo^L±i.^^^0 ï ,„.— 7 7-4- ^

%:^lo^
f -+" / 9. t ( I -h T'2 )

^ 4» /a

[ 4. /^2
Quant à ^, on trouve qu' i l a pour valeur-p^—^-) clé sorte que le d^

de la surface a pour expression
/ t .4« /2-.2\2

^^^T':^ ̂ +d^

ou
rf^ ^!t'14"^ V|^^:4i 4.-•̂ ^ ^zr^ t-^.^.^,^

De la symétr ie des équations (35) i l 1 résulte ,que les lignes de cour-
hure planes des d e u x systèmes ont la même forme qui est celle de la
l i^ne (C) ayant (^3) comme équations, quand on suppose k= ï . On
voit, de plus, que le plan Y =. Z est plan de symétrie pour cette sur-
face, laquel le possède dans ce plan la droite X == o. Enfin, A étant n u l
pour la surface (35), les deux coniques1 focales qui serventà sa géné-
ration sont deux paraboles.
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Revenant aux é q u a t i o n s (Se/), on reconnaî t , comme dans le cas gé-
néral où k est <^i , que les plans des l ignes de courbure no peuven t ,
pour a u c u n des deux systèmes, passer par nne droite fixe.

I X .

Surfaces isothermiques à lignes de courbure planes dans un système,
pour lesquelles /»• == o.

Si, k == o, l ' équat ion (7) donne UU,, ='• o, ce q u i exi^e soit lî •=: o,
soit Ui == o. On ne peut alors conserver les expressions (8) q u i don-
nera ien t à la fois U = l^ == o.

I l faut donc reprendre le calcul dans les deux, hypothèses U :̂ = o et
LI ,=o .

Première hypothèse : U, == o. — Dans cette hypothèse, q u i d o i t nous
donner en par t icul ier les cyclides de Dupin (1) , la f o n c t i o n /i de u et
de c doit sat isfaire encore à l 'équation ( f > )

(^h (PhW ^4»^^

et à l ' équa t ion (4)? qu i se rédu i t ici àc,) ;;;;-«.'•.
La variable (^ est, comme dans le cas général , dé f in i e par

, ^d{^^ •7:::,,;:1:1---::,:1,;,:1.1-
/I 4,. V"2

1/équation (5) donne
e-> / /=/(^4«^l)9(/ /—/c0,

( I ) Les cyclidos de Dupin ayant, en effet, leurg li^nea de courbure planes dans les
deux systèmes ôt isothermes, doivent satisfairo à réqiiatkm (3)

^ ^U^-hUi^--^,ait '
et il est facile d'établir que Ui = o pour eos siïriacses,
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(F ou

~^^=y//-4-yy.<^ "/ J i

II f 'autdonc, pour sa t i s fa i re à (4')» qne

y/^/o^-U,
c'est-à-dire

Cela exi£çe
y/^/^o.

/' ̂  î! ̂  ..
/ " ¥ "w ?

a désignant une constante réelle ou purement imag ina i r e .
Il v ien t ensui te

f^c^f^y,

b désignant une constante réelle ou. pu remen t imagina i re , et

/• b ' / • Nf :::,: -- Sitl Cl ( // -h ^'i ) •

On aura de môme
^ ::=.. -sma(/z — <('i);

d'où, en la issant do côté le produi t ho, qui, donnera i t "une surface
ho îno the t ique a celle que nous a l l ons trouver

y y 11""1""" sn ia (^ -i- ù ' i ) SUK/(M — ^ ) l )

Cette forme de ( / t nous conduit à in t rodui re , comme dans le cas
général ou II et Ï^ ne sont pas nuls, une fonct ion o- déf in ie par

,M^ a
^\\\a\ii -h i^\ ̂

de sorte (:|ue
^ ̂  ̂ "̂ .[̂ ...r̂ l̂

"""""" ^ina(u + ̂ 'i )
et

r}<y {)h a^n^au
rh î" lii""""1 <J^ 1"111"11""" 1"">" sin^(^ -+-' ̂ i) sina(^ -"- n\}
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Cherchons si l'on peut poser

()cr ' ^M^-hN^^,

M et N ne dépendan t que de P| . En i d e n t i f i a n t , on t rouve

M : = — N : ^ — —,-.........
su» 2(W,

D'après ce que nous avons exposé précédeînrnent , ce r é su l t a t s i g n i f i e
que les plans des lignes de courbure de la surface cherchée enve loppen t
un cylindre et que les équat ions (jB') et CK/) s ' a p p l i q u e n t au cas
actuel.

On a donc

{ i S " rfÀ = ̂ IMV1 cU^ ':», ruV ^^\
si ri ^ c ^ / t i '

Oî/)

En ri 'mplaçant dans ces d i f f é r e n t i e l l e s ( A " H ' T , ^-^^ ^ ^ |(^irs
valeurs et en in tégrant , i l vient: pour les 'coordonnées de la su r tace
changées de si^ne

^ . , Bni^^^pi
A ^.^ CH COS À •..--...-.----.,.-..--.-...-.--.....-...-.-..-..-.-'-.,- ,

COS'-t^M^ «-— C()H%^1 / / /1

^ . - » sin9^V.Y =:- ^^ s in /. --..-.--..--.,......"--;-,...-.---..--.—.. .1,^. ..-..,.....„.,.
COS2û^Ci —- COS'-Î^//

z ̂ sin^/y//
< tos2rt/Cl — cos^^r / 5

ou À doit être1 regardé comme une (onct ion quelconque de ^.
^ Si a n'est pa^ nul , on peut faire w -r1:1: i et remplacer X, 1 Y, Z par
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leurs moit iés , ce qui donne
s in u'iX == i cos7\

¥=:<• sinÂ

Z -::

cos^'i— cos^
s in /'p.

cos^i — cos//
s in //

cos^i— cos//.

Si a tend vers xéro, les coordonnées de la surface deviennent

y _ < > i ces Àx-^.-^

,, PiSinÂ
^+p^

?/;^ ,̂.

Les équa t ions (36) comprenan t les deux cas a^o et a == o, nous
les garderons sous celte fo rme .

Les l ignes de courbure (-\, == cons'L de la surface trouvée sont dans
des plans

Y:^Xlang},

passant par l'axe des Z. 11 est faci le de voir que ces l ignes de courbure
sont des cercles ayant leurs centres dans le plan XOY et que ci == o
correspond au cas où lous ces cercles sont tangents à OZ; le l ieu des
centres de ces cercles est u n e courbe que lconque , parce que À est une
fonc t ion quelconque de ^^

Si une surface admet un système de lignes de courbure planes don t
les plans passent par une droite fixe OZ, les lignes de courbure du
second système sont tracées sur des sphères ayant leurs centres sur
cette droite.

Cela se vérifie dans le cas actuel.
En coordonnées cartésiennes, les surfaces (36) ont pour équation

X^- Y12-!- Z 2— X / f ^ ) + const.,
\A /

/désignant une fonc t ion arbitraire.
Âiui. de V Èc. Normale. 3« Sérn*. Tome X. — NovtâMftKE 1893. ^4
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Pour dédu i r e des équat ions (36) les équat ions des cyclides, il suff i t
do chercher celles des surfaces (36) qui on t leurs l ignes de courbure
planes dans les deux systèmes. A cet etÏet, on écrira que

r)X
—— r= fonction de ^,
()/A

^

comme nous l 'avons fa i t : pour obtenir en général les surlaces isother-
m i q u e s à l ignes de courbure planes dans les deux systèmes. On trouve
que les deux fonc t ions A et Y doivent être déf inies par

V s in À — ces?» ces ''< cf.h\ ::•"::: ci A i s in 2 aù\,

V sin 7. cos a aù^ — ces À := a B i siu % <Wi »

A, et B é tant deux constantes quelconques réelles pou r u n e s u r f a c e
réelle.

Comme dans le cas général ou U et I.J, sont tous deux dif férents de
zéro, on reconnaît que, si A et B ne sont pas nuls , les deux, coniques
focales l 'une de l 'autre qu i servent de base à la génération des cyclides
sont une ell ipse et une hyperbole et que ces deux coniques dégénèrent
en deux parai) oie s si l'on a A ̂  o ou B ̂  o.

Dixième '^pothèae U = o. — La fonction h sat isfa i t toujours à l'équa,-
(ion (5)
^ (^h ^h(,) . ^4-^^^^^

et à I n é q u a t i o n ( ! \ ) qu i se rédui t ici a

(4 / / ) ^ i j ^ - ^()n,

et Fon a
d^: rb

/rïv^
1/équ.ation (5) donne

e^ —; /( u 4-" ù^ ) 9 ( u — u^ ),
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d'où
àh

"7hi
^—^/^yy.

Il faut donc, pour satisfaire a ( y ) , que

y/^/^U,,
9/^~/y=:o.

Cette dernière équat ion , traitée comme celle que nous avons obtenue
dans le cas U, == o, donne

y= -- s in ci{ il ••4- «'i ),
€1

9 r=: - s i n ^ ( M — ^('.i ),

et l'on -peu t prendre

e11 =,: —^ si n ci ( // -4- iv\ ) si n ^ ( // "•-' i^\ ).

In t roduisons la lonction o" déf in ie par
// "+" / o'

^ i! •::— - sina(r/ -^ ^'i ),

de sorte que
,JT-.-.- sîn.;^^/,..:+l;„.<^,11

sijn^.(^. "•••-" n\ )

ôa- Oli a s in '>. ̂  /<
^h^ 11 '1"1"""1 <)^ "'1"""1> sin^(^ -h' iVi ) w\ct{u •— u\)

Clierchons si l'on peut poser

(h. . Me^^ Ne"7'7,
ô^\

M et N ne dépendan t que de ^. En ident i f iant , on trouve

M = - N = — a
SUT^^^-'i

Par suite, les lignes de courbure ^== const. de la surface cherchée
enveloppent un cylindre et leséquations ( î S ' ) e t < I 9 / ) s 'appl iquent
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encore ici. On a donc

( ,8 '") rfA^MV </.•,- î" '̂1,• " / s i i i a a t f ' i

a\ - ̂  fe/' ̂  rf ̂ ±-^1 - c/-'^ .̂ .--"'1 ") - ./' V sin7, d^,
i \ •>. a /

^ ) . ^ - sm^ f^'7 rf^-t^ - 6^ ̂  "-^ "-<1} -1- <-/' V <-.OSÎ. </..,
•7 '' " < \ •î •?. j

d'L ---- e"-^ d M.±^ -1- c'^ ,1 lf-~"•• "'' •
l l-l '>'

S u p p o s o ï"ï s („! ̂  a I ) o r (.1 a ̂  a.
En remplaçan t dans les d i f fé ren t ! elles (n-/)^111^ ^"^ e fc^pa r leurs

valeurs et en intégrant , il v i en t pour les coordonnées de la surface
r n u l t i p l i é e s p a r /j^

X =: ^ C O S A cos2â^ s in^a^ ' i— " ^ ( C O S À — V sin}. cos2rm^) d9.cuv^

Y r:: - 1 1 - 1 ' s i n A cos%aa sin^m'i — - /( s inÀ '-h V COSÂ casa ^^i) dzaù^,/•/. ^/. ^
i . .- . . /- /•^ .- 1 1 - 1 • s i n À c o s % a u s ï n, ^ a <? ^' i -1-- -"" / ""1'1.̂ ' ! ! a ̂

,, i , . < »Z =^ " [^au — sin 2 <'?// cas ' ^ a i ^ i ).

Dans ces équat ions , a ne figure (lue m u l t i p l i é par // ou par f^ ou
consme d iv i seur des seconds membres; on peu t doue d o n n e r à a te l le
valeur que Fon veu t et, en par t icu l ie r , la va leur ;:•; si de plus on d iv i se
les seconds membres par 2, les équations p ronuen t la forme

( X :r=— cosX cos-u// s in^i -î- /' ((*os?1. •"•••-- V sin/. cost^ ) rfpp
(^7) / Y;=— sin À cos^/ siinv-h / ( sin). «••i1- V cosi cos^ j ) rfpi ,

( Z :— « -l- ^ suu'^ cos F i .

En second lieu, supposons que a tende vers xéro; i l v i en t alors

:̂:-: ^-h-ef,
A ••<• " t fT

c î ^ u. 4- n'i

M :1::,.:;:: -. N =:, ——,2(.{^
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et les coordonnées de la surface ont pour expressions

(38)

/ X == ^ i^ COSÀ — /Vï (cosÀ 4- Y sinÀ) <^,
• j Y rr ('i ^2 s i n À — f\^ ( s inÀ --- V C O S À ) <^i,

n"ry ' " 8)L^^^u^

Dans (-37) et (38), on doit regarder \ et V comnie deux fonct ions
de Vf assujetties à la seule condi t ion (18^); on pourra, par exemple,
prendre À a rb i t r a i r ement et ( iB^) donnera V par une simple ditréren-
t i a t ion .

lin ra i sonnant comme dans le cas général ou U et U, ne sont pas
nuls, on verra que :

i° La lip;ue de courbure (G) p o u r laquel le ^ == const. est dans le
p lan para l l è le à OZ
( ̂  ) Y - W\ — lang). (X - W ),

W et W^ dés ignan t les / conlenues dans X et Y, pour la surface (37)
ou la su r f ace (38);

2° Que cette lisne de .courbur i î a pour équat ions dans son p lan

pour la surface (37 )? et

,,Ç —: COSn/ S t H P I ,

s :;;,' z,

,r — P, H\
z — Z

pour la surface (38).
La. l i ^ne (C) a donc âne forroe indépendan te de V.
Quant au cyl indre enve loppe du plan (^/), sa directrice (L) est

que lconque parce que V est quelconque.
Enf in , 'en opérant comme dans le cas général de U ;^o et Ui ^o» on

reconnait que la directrice (L) ne peut se réduire à un point pour au-
cune des surfaces (37) et (38). Ce résultat , rapproché de ce q u i a été
di t précédmmient, permet (en laissant de côté'bien entendu lessurfaces
de révolut ion) d'énoncer ce théorème : ,

Les seules surfaces ùolhermiques à lignes de courbure planes dans un
système pour lesyuelles les plans de ces lignes de courbure passent par une
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droite fixe sont. les surfaces pour lesquelles U^ === o; elles ont les équa-
tions (36) et leurs lignes de courbure planes sont des cercles,

Cherchons, parmi les surfaces (37), celles qui. sont à l ignes de
courbure planes clans les deux systèmes. Il faut pour cela que l'on a i t

àX.

— , L ,:::::: (onction de 11,
( / n
à7,

ce qui conduit aux deux. relations su ivantes en A et Y

W
| V si ri À •-""- ces ̂  ces ('i =•= A sin t'i,
( V sin \ cos t'i —" co s À == B si rn'j,

A. e t B étant deux constantes quelconques,
Les expressions de À et Y tirées de ces deux relations et portées dans

les équat ions (37) donnen t
,' X = B (cos lu 4" cos ('i ) —•• A co^iu cos ̂ i,

Y == ( —— ̂  —• cos /^ ) v/sil^ {\ — ( A cos i'j —•• B y-

i...+.., A^- B8 ( r -h A^ ) cosri — 4S$4.» ,.,..,..,.....-,............,„..,,,.,.-,,.,,,...., ^1. c^y, i.....,.,...̂ ,_ ,̂..̂ ' „„...... „,.„.,,.,.'^.,,..,,,,,:,,^^^
(,4.A^^ v/.i-hA^.-lî2

Z == ^ '— i sin ̂ < co's t'i

en remarquant que T + A ^ — B 2 est posi t i f pour une s u r f a c e rée l le ,
car des deux re la t ions (3;)) on tire

(M-- V^sin^.—ï 4-A2 - IP.

Les valeurs de X et Z mont ren t» de s u i t C y que les l ignes de courbure
// == const. sont bien dans des plans parallèles àOY.

Calculons (^ en fonction do P au moyen de I n é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e

, cl^€U^ ̂  •71.1.1:,-.1-;1-:1-1;^
^^l•14:ll•Vâ

et des relations (39); on obtient

^ . ç v/l:î"T'l'AI% _ ( ( ."4- A^ ) COH c, — A H
^IIIIIIII•':^AI^II-^ '""l"1"" 71"1:^ IA21:'r;^"nB:12i
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Cette relation permet de remplacer p, par v dans les équations (4o),
ce qui. donne

/ / B A V'TTZ2^"!11? ^TTA2 \
X ̂  ——r^ — - A _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ — - . cos -—=^=^=—-•: cos^4-A.2 ,i4-A2 ^ -^A—B 2 /

1^7::i:~\2_ ip ^ (^/i :̂  A2

4- --.....̂ ^̂ ^ ces ̂ ^^^^^,

/ AB . \ /rïT2 '̂̂  . (VTTÎ  /̂T^TV ÎF(4 i )
'V ,_ ( ' ^^ .̂ ^ pnv,/// \ ••__—.-....,.,....„„..____ Slt"l •-----•-——————— 4'" ————""'l—"———'ï "„.-.. l —"—~——-~" —•— \..,i\,f~y(ft-ti j ,—_,̂ ....-».,«-—— O I I A ,———„-„„..„———.-——^.......... i » i Sk "•1

• ' " Vi4-^V / ^ / i^A2 ^/i^.A^-B^ Ï + A -
/ ^'|$ -̂.̂ -̂̂  ^^ ^ ^ ^

y .-.-.,... ^ .L. ( l̂'1:',..,,.. ..4-.-. vlJ..,^^ psin^/.
" •'"•• '/' 1 \ ï 4" .A2 ï. 4- A,2 " ^ 4.» A2 - B2 /

Si l'on f a i t B = o et si l'on pose •-—:== == À, on obtient les surfaces^ ï 4" A--
m i n i ma d'Ossian Bonnet

X :̂  /jT-"- "/^ cos P cosn<,
Y == //.^ — sin t-' cos luy
Z :'.':'r ^ 4- ih sin«^ cos r.

Passons main tenant aux surfaces (38) et cherchons celles de ces
surtaces qu i sont à l ignes de courbure planes dans les deux systèmes.

On trouve les <l(5ux re la t ions suivantes entre V et ^

(^)
( COSÂ — V s i n À = ^ . A p i y
5 ^ "i$
i (;OSÀ 4- V s in À = —- ?

et les équations de la surface deviennent

X = ^ % ( A i ^ 4 • • B ) - • l " B p ï ,

Y ::::: ^v/<:^^^^^^^^^ 4- î " v7='4AB^1^^^

(43) < , Ï-..-4AB ._^^^z:SlZ^^.,^..^^-arcsm - ^.^^^^

^3 ,Z ^ ^ — ^i^,

en remarquant que ï - 4AB est positif pour une surface réelle, cardes
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relat ions (4.2) on l ire
( ; r+ V^sin^^i-^AB.

Les valeurs de X et Z montrent de suite que les lignes de courbure
// = const. sont dans des plans parallèles à O'Y.

Calculons v\ en fonc t ion de y au moyen de l ' équat ion di l ïerent ie l le
( { v , == -̂ :== et des relations (42); il v i e n t{ /ï + V2 ' " /

r -.^AB ^r^^MÏ . î>. Ai'
(^ ^ --"^^^^^^^^^^^^^^^^^^^

ce qui transforme les équations (43)<'n les suivantes

X - ^ f . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
^A \ v v/i.-.IAlîy

^ / , i — ^ Ain ^T'^^'Al'î ^ A ( f r ̂ 'rr^'A'ÏÎ^ ..,::. ^a,.,i..., ._...„:...„.„„.„ ] v,_,,, > .,,„,, (.(^ ,. ^_,^,^.,^^^^^_ ,i, ,̂2._., l.,.»..».,
\ ^ 7 -.^A ^ t — 4 A S Î (>-At•

„ " {t.^ a / .„ . . . „ . . . , . , ^ ^ A c ^
Z :•.;•:-: -..r «•-" -T-, ( ï •1"11- ' îAIt -t- \/ï -i- f\A..?> s:i 1.1 •-.-::1:1;::;1-:,1-:1-:-::^ *

<1 ^ A 2 ^ v v / i - ^ A B y

Si l'on remplace u et y par B^ et Bî» , puis qifon d iv i se les seconds
membres par B3 et qu'on appelle m le produit A.B, ces équa t ions
prennen t la forme plus simple;

(^- / „„„,.-„.,„.,., -„...,.„,. ^ '^IHV \A :.:::; —-1-- ( ï "•h i/i...... ^ / / À s m »,:-.--.------.•---,. .»ï ^ ^ v ^i1^^1///^
/ , - . J <,. / ,, „ . { / î — f t / n ;.<///,€ i» .1/1 — ^t / / / .(^5) ^ ^ -.:•;: (^.in^u^^' ï — ^m) T - , —'.-{•os 1111111/..^^^^^^^^^^^^^ "h — • ' • ••-••1-1 - • • 1 ' 1 , 1 - 1 " - - 1 1 ' - »

i " 4/^ ' \/i—'fiïH 1 •><^^
j ^ f{^ 1 1 ( .....,..„„„.„.,„..-. ^ -^/^^ 1"1 .

Z :::•: ^r ••— •—--„ » "••" ^in -h v t •— ^ni HHI "->.11^1.:1:-..:--:;-,:,̂  •\ 3 ^ ^^^ 1 ^ / j — 4 w /

Considérons, en par l icul ie ry le cas A. == o. La relation ( 4 ^ ) ^ t l<ll's
é(}uations (43) et (4^) tom'!)^"!'!1^"! < l é f a u t , et il f a u t reprendre le
calcul-

Les relations (4^) deviennent
( cos)i — V s in), :"-'-:1'. o^

W ! , ,, . , ^BCOSÀ 4-1- V smÀ ::::„:, —.;»
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et l'on trouve, pour les équations de la surface,

X-B(^-^),

Y=(.-!lr^Y^
(47) ^ \ 3 ^ f ?

7 ^ «3/J -y -^ï-
La re la t ion entre p^ et ^ prend, la forme ,

^=^-B%

de sorte que les coordonnées de la surface s'expriment de la manière
suivante en u et 9 (à des constantes additives près et en changeant Z
en — Z)

X = ^ B ( ^ — ^ ) ,
Y:= r(/^.4-:IP)— ̂

Z =^(p24.B2)-^.

(7cst la surface d/Enneper, don t les équa t ions se s imp l i f i en t en
remplaçant a et ç par ' K u et Bp et divisant les seconds membres parB11 :

X — ^ 2 — ^ ^ ,

Y ~::l(t(^+0- (^

//:}

Z :•1::11:://(^+0~ y

On reconnaît sans peine que, pour les surfaces isothermiques a
lignes de courbure planes dans les deux systèmes (4 i )» (45) et (4.7)»
les plans des lignes de courbure de chaque système ne peuvent passer
par une droite fixe,

Ce résultat, rapproché de ce qui précède, donne le théorème sui-
vant ;

Les cyclides de Dupin sont les seules! surfaces isotherrmques à lignes
de courbure planer dans les deux systèmes pour lesquelles les plans des
lignes de courbure de l'un des systèmes passent par une droite fixe. Orî

Ânn. de V Ac. Normale. 3* Série, Tome X.— NOVEMBRE 1893. 1 4'^
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sait d'ailleurs (fue, pour ces surfaces, les plans des lignes de courbure
passent, pour chacun des deux systèmes, par une droite fîoce.

A l'égard des surfaces isothermiques à lignes de courbure planes
dans les deux systèmes pour lesquelles U = o, on, peut s'assurer encore
que les deux coniques focales qui servent de base à leur génération
sont une ellipse et une hyperbole quand A et Ïi sont tous deux diffé-
rents de zéro, et deux paraboles si A == o ou B = o.

On a donc, en particulier, deux paraboles pour les surfaces rni-
n ima d'Ossian Bonnet et pour la surface (FEnneper.

Il convient enfin de remarquer que les surfaces (36), pour les-
quelles U< === o, peuvent se déduire des surfaces (21) en faisant tendre di-
vers zéro; mais qu'il n^en est pas de même pour les surfaces (37)
caractérisées par ÏJ === o.

X.

Surfaces à courbure moyenne constante et à lignes de courbure planes
dans un système.

Les surfaces à courbure moyenne constante on( leurs lignes de
courbure isothermes.

Les surfaces à courbure moyenne constante et à lignes de cour-
bure p lanes dans un système sont donc œmprises parmi l e s ' su r f aces
q u i fon t l 'objet de ce Mémoire,

Je vais d'al'ïord montrer que , pour les surfaces cherchées, les plans
des lignes de courbure du premier système (^ == const) enveloppent:
un cy l indre .

Le ds2 de ces surfaces pouvant être mis sous la fo rme i n t r o d u i t e [){H'
M. Darboux dans son Mémoire

d^^:e^{d^^-d^),

les rayons de courbure principaux B et W ont, en chaque po in t ( u , v )
pour valeur

pli- ffh
B,=_L, •(V^^

r/ Pi

q et p^ étant deux des'six rotations.
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Nous voulons que
g+i-F=-^

c'est-à-dire
, / Q ^ P^^ (! .-. .>/y2^^ ——^—— ..._—— 20 ,

a désignant une constante réelle ou purement imaginaire.
Nous laisserons de côté le cas a=o.Si, en effet, a est nul, on a

R + I V = cet il s'agit alors de chercher les surfaces minirna al ignes
de courbure planes dans un système. Or ces surfaces sont connues : ce
sont les surfaces de Bonnet qui ont leurs lignes de courbure planes
dans les deux systèmes. On vérifie d'ailleurs sans peine ce résultat.

Soit donc a 7^0»
Si l'on remplace, dans l'équation (48), p^ et q par leurs expres-

sions (i), elle prend la forme

^Û.^^ÔJ^^()h\.a <)^ - ̂ [ y c ,),)

On a donc, en intégrant,

(49) ^[a^+f^uYi-Ve^^.

f^{u') désignant une fonction de u, (.ït, en intégrant une nouvelle (bis,

(50) ^-./(u) iang | 9 (/Q + a\f(u') ( y »

ç (u) désignant u n e seconde fonclion de IL
II (au t , d/après l ' équat ion (4)? qw

^=0^+0^"^
au

c'est-à-dire
^^=U^+Ui.

()u
Or on tire de (5o)

^ ̂  =//(,a)t,ang] y(^) 4- ̂ f(u).^^

+f(u) [ (f^u) -i ^f'{u) (^ \ î + tang2 ̂ f(u) + aîf( 11} j ^J
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Si l'on compare ces deux expressions de e'1—1-, on voit qu'il faut et
il suffit, pour obtenir une surface répondant à la question, que l'on
a i t

U^tang^ç+ay^^-i-U,

(5i) ^/lang^-i-ayy^

+/(o^ ̂ "/^) [• + ̂  (<? -^ ̂ /^)1 '

quels que soient u et p, ou M et ^ — •

Si l'on supposait/^) 7^0, ^ — figurerait dans (Si) isolément et

sous le signe tang et l^on aurai t ^ " = fonction de u, c'est-à-dire

j -^== const., c'est-à-dire enfin ê^ss fonction de a, ce qui conduirait
à une surface de révolution.

Laissons ce cas de côté et soit/7^) ==o, d'où f = une constante m;
(5i) ne contient plus f €— que dans tang^ î il f au t alors que (5ï) ai t
l i e u quel que soit tang2, ce qui donne

V^:=m^(u)=:l]^

Le rapport de U à U, doit donc être constant. Mais les expressions (8)
de U et de Ui montrent que cela ne peut avoir lieu que si o) == o, et
nous savons qu'alors les lignes de courbure ^== const enveloppent un
cy l indre -

Ain si ;
Quand une surface à coupure moyenne constante a ,w lignes de cour-

bure planes dans un système^ les plans de ces lignes de courbure envelop-
pent. un cylindre.

Prenons pour U et l^ les valeurs (S'). Cela exige que Fon fasse
w2 == — î y , ,

^=L
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L'équation (44) devient alors

^(^--Q^V^^

et, en in t roduisan t à la place de v la variable v^ liée à v parrf^ =.-——.^-^

(5a) a^^"~-I^^=^e"^•
Cette relat ion va nous donner la fonction V pour les surfaces que

nous cherchons.
(^ doit, en effet , avoir la valeur (9')

(9/) ^==

laquelle peut s'écrire

(33) ^

0 (u^lï\% (^Lr^^ % J^S ' ^
HT^^hi

% / \ -2

,^sn^sn^
îi %

^sn^-sn^)"Y ^ 2 y

Si l'on porte cette expression dans (52), u disparait et i l reste
V _ — a a2

r^^-y^ "'"" ^^ s n/Pi

Nous avons pose plus haut

iI^ÏF""'^2-
pour la commodité du calcul.

P o so n s rn a i n te n a n t
Ï Ï 1i ^ r ^ a 5

c'est-à-dire remplaçons — sa2 par-1-; il viendra

J]'^:yï ,
JL-,—.— =:, a/ci sru^,V
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d'où

< 54. ) y2 =- - ———I__—.
i+a^sn^

La fonction À se déterminera ensui te au moyen de l 'équation diffé-
rentielle (18')

(i^) ^==a^MV^,

avec
M-.,,:: ^1^...

'A sn ^-'i

Connaissant V et A, on les portera dans les équations (21) qui re-
présenteront alors les surfaces à courbure moyenne constante et à
lignes de courbure planes dans un système.

Si l'on voulai t chercher celles de ces surfaces dont les lignes de
courbure sont planes dans les deux, systèmes, il f a u d r a i t identifier
l'expression de V tirée des relations (28) avec l'expression (54), On
trouve que cette identif icat ion est impossible. Donc :

A pari les surfaces minirna de Bonnet, il nwùte pas de aur/aees à
courbure moyenne constante a à lignes de courbure planer dans les daw
systèmes.

Dans tout ceci, nous avons laissé de côté le cas où la f o n c t i o n f\u),
au lieu de se réduire à une constante m d i f fé ren te do zéro, serait nu l le ;
dans ce cas,, en effet, l 'équation (4,9) donnerait pour ï? une exprès"
sion de la forme \]ê et la surface cherchée rentrerait dans la caté-
gorie des^surfaces (36) à lignes de courbure circulaires dans un sys-
tème. Or il est facile de s'assurer, soit géométriquement, soit par le
calcul, que la sphère est la seule de ces surfaces qui soit à courbure
moyenne constante,


