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SUR LA. RÉDUCTION
1)' UN

SYSTÈME DIFFÉRENTIEL QUELCONQUE
A U N

S Y S T È M E L I N É A I R E ET C O M P L È T E M E N T Ï N T É G r R A B L E
DU P R E M I E R O R D R E ,

PAU M. B.IQUÏER,
imOlŒSSinîB A LA F.UUJLTB DES SCIENCES DE CARN.

Dans deux Notes communiquées à l'Académie des Sciences (a8 mars
i8()3, ^7 févr ie r î8c)3), et dans un M'émoire ayant pour t i t r e : De
rKxistence des intégrales dans un système différentiel quelconque (An-
nales de l'École Normale supérieure, 1893), j 'a i montré comment on
peut, de deux manières di f férentes , mais toujours par de simples ré-
solutions d 'équat ions , combinées avec des d iderent ia t ions , ramener
un système différent ie l quelconque à une forme complètement inté-
arable, que J'ai, nommée harmonique (/), et don t l'ordre est générale-
ment supér ieur à, i. Celte première réduction une fois effectuée, on
peut, comme j'en ai acquis récemment la cert i tude, en effectuer une
seconde, et ramener, par de sim.plesdiff 'erenti.aliôns, un système harmo-
nique et complètement intégrable d'ordre quelconque, a un système
harmonique et complètement intégrable du premier ordre,possédant
en outre la forme linéaire par rapport aux dérivées des fonct ions incon-
nues- Ce nouveau résultât, dont l 'exposition détaillée consti tue l 'objet
du. présent Mémoire, a été communiqué à l 'Académie des Sciences

(1) Nonobstant eetie dénonTination S harmonique, il n'y a n'en de commun entre les
recherches d'Anal yse générale dont Je m'occupe aetuôllemeni et la théorie d'une certaine
équation aux dérivées partielles du second ordre, dont la considération est souvent usitée
en Physique mathématique.
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dans la séance da 24 avril 1893; il m'a permis, cela va sans dire, de
simplifier dans une mesure considérable ma première démonstration
de la convergence des développements des intégrales.

j 'aurai souvent à m'appuyer, dans le cours de ce travail, sur les ré-
sultats qui font l'objet de mon dernier Mémoire {De l'Existence des
intégrales dans un système différentiel (juelœncftie) : les chiffres suivis
d'un astérisque renverront le lecteur aux divisions du Mémoire dont
i l s 'agit, et les chiffres non suivis d 'un astérisque à celles du présent,
Mémoire.

Systèmes harmoniques, — Conditions de passivité d'un système
harmonique.

!. Voir 1 es n05 i, * à, 1 y du Mémoire ci té pins h au t {Annales de l'École
Normale supérieure, p. 65 à 86; i8c)3).

Existence des intégrales ordinaires dans un système harmonique,
passif et linéaire du premier ordre.

2. Lors^itun système différentiel du premier ordre est harmonique,
passif et linéaire par rapport aux dérivées des fonctions inconnues, il
admet un groupe d'intégrales ordinaires (2*), et un seul, répondant à
des conditions initiales données (8").

Pour établir l 'existence du groupe un ique d'intégrales dont parle
l'énoncé, il suffit, comme1 nous l'avons dit a i l leurs (H\ III) , de prou-
ver la convergence des développements de ces intégrales. L'artifice
employé, pour certains systèmes du premier ordre, dans un Mémoire
pub l ié par M. Méray avec ma collaboration (1), m'a suggéré la démon-
stration su ivan te .

I, Définition des majorantes.

Voir i.y, 1 {Annales de F École Normale supérieure, p. 1 2 4 ; 'ï8<)3).
II. Soient f{x, j, ,..) une fonction olotrope à l'intérieur d'un sys-

( 1 ) Sur la convergence don développements d^ Intégrales ordinaire d'ï^ï y.vtèmc d'é-
quation àifférctulelleff partielles {Annales de l'École ^Normale mpéficurCf p* 47 et sui-
vantes; ï8<)o)*
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terne de cercles de rayons Ily, Ry, ... ; XQ, y^ ... des valeurs particulières
intérieures, aux cercles dont il s'agit; r une première quantité positive in-
férieure aux différences B.̂  — mod^o. Rj — modjo, • • • ; a une deuxième,
positive ou nulle, quelconque d'ailleurs; M une troisième supérieure à tous
les modules que peut acquérir la valeur de f(x, y , ...) à r intérieur et
sur les circonférences des cercles de rayon r décrits respectivement de x^,
/y, ... comme centres; ?, y, ... des constantes positives au moins égales
à - ; enfin m un entier positif. , . ! ! ! 1 ! ' 1 , ! ! . 1

Cela éteint, la fonction / ; 1 : , . ' 1 1 1 1 " . . - - • ,
M -h a __^.^^^^^^^^ ^ ̂  ^ ^ ̂ ^. ^ ^ ^ ^ ^

est majorante pour f{x^ y, ... ) relativement aux valeurs <zîy, y^, ....

Voir 15*, II ÇAnnales de F Ecole Normale supérieure, p. 124 et 125;
«8()3).

11 .1 ' . Si l'on désigne par u une fonction inconnue de la variable indé-
pendante x^ par U^ (.3?, u) une composante donnée, olotrope à l'intérieur
d'un système de cercles, et par x^, u^ des valeurs intérieures aux cercles
dont il s agit, l'équation différentielle

du ,,.., , .
^=l,J,(^a)

est idenlù/uement vérifiée par la substitution à u de la somme d'une série
entière en x — x^., se réduisant à u^ pour oc === ^o.

Voir {y, I I I (A/m. de F tÏe^le/Normale supérieure, p. i25à 1.27; ï.8()3).

IV, Nous nommerons désormais :
(51) le système harmonique, passif et l inéaire du premier ordre que

vise 17 énonce:v/v,, -,
x^ jo, ... les valeurs i n i t i a l e s des var iables indépendantes x, y , ... ;
^o, ^(p . * . ecîlles des fonct ions inconnues u, p, ...;
u, y, ... les dé terminat ions in i t ia les de u, p, ,.. ;
coefficients du. système (X) les diverses fonctions de oc, y , ..., u, p, ,..

qui f igurent dans ses seconds1 membres, soit comme multiplicateurs
des dérivées paramétriques premières, soit comme termes indépen-
dants de ces dérivées.
Afin. de I'ÀC. Normale. 3" Série. Tome IX. — DBCBMBRIÏ 1893. 46
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Les coefficients ainsi définis sont, bien entendu, lous ololt'opes dans
quelque système de cercles, et les valeurs initiales ^o,,y(p ..., ^o, i^, ...
respectivement intérieures aux cercles dont il s'agit.
- Cela posé :

Le système déduit de (,3l), en y remplaça/H les coefficients des seconds
membres par certaines majorantes relatives aux valeurs initiales a^,
y^ ..., u^ ^(p * . . , possède un groupe d'i/Ué^rales satisfaiscint à la
double condition : 1° de se réduire respectiverne/U à u^y <^, ... pour
df; == .-TO, y ==y^, ...; 2° d'admettre, pour leur}! dérivée}! paramétriques
de tous ordres^ des valeurs initiales positives et supérieures aux rnodides
de celles cfui ont été choisies pour les dériçées semblables des intégrales
hypothétiques de ( 3i").

Aux variables indépendantes et aux (onctions inconrmes

,̂  /, ..., //, i», . . .

du système (X), faisons correspondre aillant de constantes posi-
tives

^ /y// p i r^tv' i ^' ? • • . , - » ^ , i.-» ,» « . . ,

<iue nous nommerons, pour abréger, leurs poids respect i fs; considé-
rant ensuite l'utio quelconque des dérivées premières de u, v, ...,
appelons poids de cette dérivée le quotient oblenu en divisant le poids
de la fonction à laquelle elle appart ient, par celui de h variable indé-
pendante a, laquelle elle se rapporte. Soient en f în :

g''h nombre des fonctions imionnues u, <..\ ... ;
& une quantité positive moindre que 1 , 5
;x une quantité positive quelconque;
© C T ) la. fonction —i—.

Il résulte de l ' a l inéa 1 III que, en dés ignant par w une fonction in -
connue de la variable i n d é p e n d a n t e /, l ' équa t ion d i f ' ï e r en t i e l t e '
( î ) ^ip ».„.. p'^(t •4" ^"w)

dt "~ î --.--''iQ^/111'1^:^^

est ident iquemônt vérifiée par la Bïibstitiitioïl à w d 'une série ent ière
m t dont la somme s'annule avec L D 'a i l leurs les'valeurs in i t i a les des
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dérivées de cette intégrale sont loutes positives. Effectivement, si l'on
développe ©(r) p a r l a f o r m u l e

3 4-. 7 + ̂ 2 + _ ^

et que, après avoir remplacé T par / -+• ^w, on ordonne le résultat par
rapport aux puissances de t e l w , on voit immédia tement que les va-
leurs i n i t i a l e s de la f o n c t i o n © Cl -+- gw) et de ses dérivées de tous
ordres sont e s sen t i e l l emen t positives. Il en est de même de la fono
ij^ ._..-_^^^^^ ( lu 'on peu t développer s u i v a n t la f o r m u l e

ï — e0{/. 4.-..^w) ii " " î I A

î4...sê+Ê^+.,.,

par su i t e en f in d u p r o d u i t

^9(^+^<..Q^-^^^^^^^^^

second membre de l'équation (î). î.es valeurs initiales des dérivées de
tous ordres de notre intégrale jouissent donc, elles aussi, de la pro-
priété annoncée; car, en vertu des formules ultimes appliquées àleur
calcul, elles se présentent sous forme d/expressions entières, à coeffi-
cients entiers et posi t i fs, par rapport aux valeurs initiales du second
membre e(, de ses dérivées partielles. Nous désignerons parW(/) l'in-
té^rale considérée de l'équation (s-). Nous observerons en outre que
cette même équation peut encore s'écrire, soit sous la forme

rlw ,.. . , ^^(^AW)
( ̂  ) -M ~ [ 19 ( i t ̂  ̂ ) "liilllh T::::̂ ^^^^^^^^^^^ î

soit sous la forme

( 3 ) ^ ̂  ̂  ( t -+". ̂ ) 4- s, Ô ( / -+" ̂ ) ̂  4" s.Q ( t + ̂ ) ̂  -4-.. . ,

où e^ £ y , . . . désignent des quant i tés positives, en, nombre limité, ayant
pour somme £. Si, dans l 'une quelconque des équations (2)5 (3), on
remplace alors la var iable t par

'^ ( x — x^ ) 4- ^ ( y — fo ) "+-.. '.,
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et la quant i té ff(v par
p^-^H-^O'- (-0)4- . . . ,

si l'on subst i tue enfin à la dérivée < —? qui peut f igurer dans divers
termes de l 'équation considérée, divers produi ts obtenus chacun en
mul t ip l i an t par son poids l 'une quelconque des dérivées premières de
u, v, ... relatives à x, y , ..., i l est fac i le de voir que la relat ion résul-
tante est identiquement vérifiée pour

/ r
u = UQ -h g/ W [ y! ( x - x, ) .-h a" (y — y,, ) 4-,.. ],

(4) 1 <- == ̂  + - W iy(.r - .yo) 4- ̂ (y -yo) 4-..],

Cela posé, prenons dans le système (3^) une re la t ion quelconque (a),
et désignons par q le nombre (^o) des dérivées contenues dans son
second membre, par A , , A a , . . . , A y les dérivées dont i l s'agit, par A
celle qui, f igure dans son premier membre, par ÎTT,, i^, ..., ̂ , m les
poids respectifs de toutes ces dérivées; posons e n f i n y pour abréger,

. ;::= a' ( x - ̂  ) + a" (./ - 7, ) +... 4" y ( /^ -1- //o ) -{- ^// ( ̂  .-. <»o ) -h. - .

Suivant que l 'ent ier y sera nu l ou posi t i f , c'est-à-dire s u i v a n t que l'é-
quation (a) aura l 'une oa l 'autre des deux. formes

A=/(^,y, ..., //, ^ ...),

A =/(^r, y, ..., //, t\ ... ) +/i (.r, y, .,., ̂  c, . -) A:i
+/2 ( •lr> J'S . . . » ^ <^ • . . ) A^ 4-... 4- /y ( .r, y, . - . , ^ P, , . * ) Ay,

on considérera l'une ou l'autre des deux relations^-,»<.,)-.,^^,
wA= ̂ 0(^)4" - ̂ ©(.^Ai 4" - ^©(.^A^-h. . .4" - îïTy@(.?)Ay,

et on multipliera par — les deux membres de la relation dont il s^agi t ;
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l 'équation résultante ((rt)) ne différera alors de (a) que par les coeffi-
cients, fonctions de x, y, ..., u, v, ..., qui figurent dans le second
membre. A chaque équation du système (51) on fera correspondre de
la même manière une équation telle que ((tt)) : on obt iendra f ina le-
ment un système ((X)), ne différant de (21) que par les coefficients
des seconds membres, et iden t iquement vérifié par la subs t i tu t ion a
u, v, ... des seconds membres de (4)» c'est-à-dire de fonct ions qui
prennent en ^o,yo» • • • les valeurs init iales ^o, ç^p ..., tandis que leurs
dérivées de tous ordres ont des valeurs init iales essentiellement posi-
tives. Chacun des nouveaux coefficients s'obtient d'ailleurs en faisant
le produit de ©(.?) par quelque constante positive, et y a joutant par-
fo is le produi t de

_9!iiL„
i — £ e ( . y )

par quelque autre constante positive. La première de ces deux con-
stantes, qui seule est importante à considérer, et que nous nomme-
rons, pour abréger, caractéristique du coefficient , dépend de £ ou de p.
su ivant que le coefficient où elle figure m u l t i p l i e ou non que lque dé-
rivée. Son produi t par ©(^) est iden t ique au coefficient de ((21)) dont
il s'agit, ou l 'admet pour majorante relat ivemcntaux valeurs^, jo, ...,
u^ ^p ....

La constante positive £ étant choisie sous la seule condit ion d'être
inférieure à i , fixons m a i n t e n a n t les valeurs des constantes positives

(5) ^ a', ^ .... (̂  fA ....

A cet effet, soient :
liy, Ilp ..., R^, R ^ , . . . les rayons des cercles à l ' intérieur desquels les

coefficients des seconds membres de (3i) sont supposés olotropes;
r une quant i té positive infér ieure , d'une part à toutes les différences

Ba. ~ mod.ro> Ry — modjo»
B^ — mod UQ, R^ — mod ^o,

»ârt aux rayons de convergence des, déterminations in i -
p, ... choisies pour les intégrales hypothétiques de (X);

d'autre part
tiales u, cp,
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M une q u a n t i t é posi t ive supér ieure îi tous les m o d u l e s que peuvent
acquér i r les coef f ic ien t s des seconds membres de (X), et les déri-
vées premières des d é t e r m i n a t i o n s i n i t i a l e s u, <p, . .., à F i n t é r i e u r
et sur les c i rconférences des cercles de rayon r ayan t pour centres
les valeurs ini t ia les de leurs variables respect ives;

P la plus grande des deux q u a n t i t é s M, "ï;;

Q un ent ier pos i t i f supér ieur à la p lus ^îwàe v a l e u r que pu i s s e at-
te indre , pour u n e é q u a t i o n q u e l c o n q u e d u système (3^}, le nombre
des dérivées f igu ran t dans le second membre ;

AI , /^, .. ., h^ les plus petites valeurs que puissent respectivement at-
teindre les cotes première, seconde, ..., ̂ tëm<t des diverses variables
indépendantes ( 1.*);

G,, (,,:̂ , ..., G^ les plus grandes valeurs que puissent respectivement
atteindre celles des diverses {onctions inconnues;

/n .A. • -» fp les plus petites valeurs et J < , l^ ..., J^ les plus grandes
valeurs que puissent respectivement atteindre celles des diverses
dérivées figurant dans l'ensemble des équations (3i).

ï) é s i ̂  n 'à n l e n o u t re '[") a r

^ ^ 0^ 0^ ..., 0,

p 4" 2 constantes positives, dont les valeurs vont être f ixées dans un
instant, nous prendrons : r 0 pour chacune des quantités %', a", ... le
produit de a par des puissances de 0,, 0,, ..., (̂  d'exposants respecti-
vement égaux aux cotes première, seconde, ..,, y^^' de la variable
correspondante; ,a0 pour chacune des quantités ^\ ?% .. . le quotient
de ^ par des puissances de 0,, Oy, . -, O/, d'exposants respectiveînent
égaux aux, cotes première, seconde, ..../^^de la fonction inconnue
correspondante. Le poids d'une dérivée première quelconque aura
alors pour va leur le quot ient de -^ par des puissances de 0 ^ , O y , ..., 0 ,
d 'exposants respectivement égaux aux cote^ première, seconde, , . . ,
//<lr"<1 de la dérivée considérée-

Cela étant, on peut disposer de 0., 6^ 1^. , 0^(le manière que les
caractérist iques dépendant , de £ soient toutes supérieures à P, qucds
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que soient a et [î. I l suf f i t , , pour réal iser cette cond i t ion , de p rendre
success ivement

> » ,1
<!

(
)

1

\

S
(
)
!

0, •>

Op-i >

0,-,>

0., >

0. •>

0, >

0, >

PQ
£

^
l'Q

£

* ?

l'O
£

1 ,

PQ

£

;

Ç'^-"7/* ^

^Iir-/;, ^J/r-//,.
•/ ,i * • " ' f> i

^-h^-fa ^ ^ ^ tf^h'

Kn eUefc, si l'on considère une relation quelconque du système ((51)),
chacune des dérivées que contient son second membre a, par hypo-
thèse : soit une cote première inférieure à celle du, premier membre;
soit une cote première é^ale ît celle du premier membre, avec une
cote seconde inférieure; ...; soit des cotes première, seconde, ...,

a)''*1"" respectivement égales à celles du premier membre, avecf)...
une cote (p '— j 1 ) 1 " " 1 ^ inférieure; soit enfin des cotes première, se-
conde, ..., (p — i')1^ respect ivement égales à celles du premier
membre, avec une cote /^<>m<< inférieure. Comme on a pris O i ^ > i ,
Oy ^> r, ..., 0^ ^> i, les caractéristiques dépendant de s ont donc, sui-
vant le cas, une valeur supérieure à l'une ou à l'autre des quantités

^o^^^o^o^o^

^ ̂ ... ̂ r'̂

r̂H-̂
^ ^;

elles sont donc toutes supérieures à Ï\ en vertu des inégali tés (6).
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Si, après avoir ainsi fixé 0 ^ , 0^, ..., 0^, on prend

P
a> e/iloh,\..o/;/f

fl<;l Û^^P^3...^,

les constantes a7, a", ..., [S', P", ... seront elles-mêmes supérieures
îi P.

Enfin, si, désignant par a la plus peti te des quant i tés a', a", ..., et
par B la p lus grande des quant i tés f^, [3\ ..., on prend ;x > — , toute

caractéristique dépendant de p., étant au moins égale à^? sera, par
s u i t e , supérieure à P.

En rapprochant de l 'al inéa II tout ce q u i précède, on voit sans peine
que les divers coefficients du système (31) admet tent comme majo-
rantes, par rapport aux valeurs x^^ j'o, ..., u^, ^o, .... les coefficients
correspondants du système ((^t)). Ce dernier possède d 'ai l leurs,
comme nous l'avons remarqué i l y a un ins tan t , on groupe d^inté^rales
se réduisant respectivement à ^, ^, .. . pour x == o?o, y ==yo, ..., et
admet tant des dérivées de tous ordres à valeurs i n i t i a l e s positives. Il
nous reste à faire voir que, parmi ces dérivées, celles qu i sont para-
métriques ont des valeurs in i t ia les supérieures aux modules de celles
que l'on a choisies pour les dérivées semblables des intégrales hypo-
thét iques de (^L).

Or, d'après les formules (4), toute dérivée d'ordre total m et d'ordres
partiels / c ' y k'\ ... des intégrales considérées de ((^)) <'st égale à la
dérivée semblable de quelqu'une des (onctions

,, W [a' (œ - .»•„) 4- a" (7 -~ y,) +...]

-;W[a'(^-,r.,)-4-a"(y-y

p f " l."' \w ^ O / 1 '•"' V,/ » / (» / 1 » " .,P

^ W[a'(^- ,r.,) + a"(y-y,)-t-...],

sa valeur in i t i a l e s'obtient donc en divisant

[,//rt W ( f •il

a " ( ' " " ' " • • • ^^1
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par l 'une ou l 'autre des constantes ^ / , p", .... Chacune de ces dernières
é t a n t au plus égale à B, et chacune des constantes y/, a", ... au moins
é^ale à a, la valeur in i t ia le dont il s'agit est supérieure à

ft,n ^/m \V(^"]

I î [ ~57^ j / ^o '

D'un autre côté, le second membre de l'équation (i) qui, avec la con-
dition initiale
( r.) n' rrr o pour t :== o,

d é f i n i t la fonct ion W(Y), est majoran t pour la fonct ion p.©(/), ca r ia
suppression du d é n o m i n a t e u r i — £©( / • •+- ^w), et la subs t i t u t i on deo
à la constante positive g dans le numérateur [J.Q(& + ^w)» ne peuvent
é v i d e m m e n t que d i m i n u e r les valeurs ini t ia les , pour / == o , w === o,
du second membre et de ses dérivées de tous ordres relatives à / et <ï-\
Si donc on considère successivement l ' équat ion (i) et l 'équat ion

"^ -"«("•
i l résul te i m m é d i a i e m e n f c de la forme des expressions ul t imes que les
dérivées de tous ordres de l ' intégrale déterminée par la condi t ion i n i -
t ia le (7) auront, dans le premier cas, des valeurs in i t ia les supérieures
à celles qu'elles possèdent dans le second. D'après cela, toute dérivée
pararnét r ique d'ordre wdes intégrales considérées du système ((X)) a
u n e valeur i n i t i a l e supérieure a la quan t i t é

( i i i i n a ^ i". ' - î . * * (^- — r )
^ p. r . -.. .. ( //. - i ) = Ç t . ̂  .. ( m - ï ) a^ > P -.-——^——) ' • .

A, p lus for te ' ra ison a-t-elle une valeur in i t i a le supérieure au module
de celle que l'on a choisie pour la dérivée paramétrique semblable
des intégrales hypothétiques de (^) ; car cette dernière peut être
considérée comme une dérivée d'ordre m — i de quelqu'une des dé-
rivées premières des déterminations initiales données, et dès lors le
module de sa valeur in i t i a l e tombe nécessairement au-dessous de

p iî .î Aï̂ Zlll.1 * îCT'" "'""""

Ann. de l ' É c . 'Normale. 3e Série. Tome X. — DteMïmK 1893. 47
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V. Les développements des inîé orales hYpûlkéliyues de (51) sont con~
sergents.

Pour le système (.31), en effet, les expressions ul l imes des dérivées
principales sont des sommes de produi ts p o u v a n t c o n t e n i r comme
facteurs quatre sortes de quant i tés , savoir : cer ta ins entiers posi t i fs ;
certains coefficients des seconds membres ; cer taines dérivées par-
tielles de ces coefficients; enfin cer ta ines dérivées p a r a m é t r i q u e s des
fonctions inconnues . Et pour le sysleme majoran t ((3.)), d o n t la for-
mat ion est expliquée ci-dessus (IV), les expressions u l t i m e s des mêmes
dérivées sont composées exac tement do la môsne f a ç o n avec les ent iers
posit ifs don t il , s'a^'it^ les majorantes des coeft îcients de (51), leurs
dérivées pa r t i e l l e s et les dérivées panure é t r i q u é s des f o n c t i o n s incon-
nues . Dès lors, p u i s q u e , dans le sysixmie m a j o r a n t , les valeurs i n i t i a l e s
des dérivées paramétr iq ues de tous ordres sont posi t ives et supér ieures
aux m o d u l e s de celles q u e possèdent les dérivét . is semblables des in-
tégrales I î y p o t l . i é t i q u ( î s de (51), la î ï lûme propr ié té s i îb s i s i e pour les
dérivées pr inc ipa les . Or, les développements des i n l é^ ra l c s c f î cc l ivcs
de ((21)) sont de toute • nécessité convergents; par su i t e , ceux des in-
tégrales hypo thé t iques de (5i) ne p e u v e n t , .manquer de Tètre auss i .

Réduction d'un système différentiel quelconque à im système harmonique
et passif.

3. Voir les n 0 1 - IH* a 2^ (lu Mémoire déjà cilé ( Annale de F École
Nonmde supérieure, p. î ( i^ a i K î ; ïHqT).

Réduction cl'un système harmonique et passif quelconque à un système
harmonique, passif et linéaire d'à premier ordre.

4. Etant donné un sysleino IiarînoniqiiG et passif, dont nous dési-
gnerons l'ordi*e r^ar K, si l'on part-a^e en groupes les diverses équa-
tions qui le composent, soi van I, que les preniiers m.ernbres des équations
dont il s'agit appartKînneni à tdîe ou telle des fonctions inconnues, et
si, dans chacun des groupes résn liants, on évalue le nombre des équa-
tions d'ordre K^ le plus ^rarsd des, entiers ainsi obtenus se nommera,
pour abréger, le ^enre. du systèlïie,
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Cela posé :
Tout système 'harmoriùfue el passif d''ordre K ^> ï ,96" ramène à un sys-

tème docilement htîrmonujue et passif, qui est :
Ou d'ordre moindre;
Ou d''ordre én'cil, mais de n'e/ire moindre.

ï. Nous supposerons jusqu 'à nouvel ordre que , dans le système
h a r m o n i q u e et passif donné , UN PHE'MIEII M E M I Î R E , Q U E L Q U ' I L SOIT, N'EST
LA. DÉSUVÉE D ' A U C U N AlITHE, et NOUS D É S T C N E H O N S EN PAREIL CAS PAR, S LE SYS-

TEME DONT IL S ^ A G Ï T ; cette res t r i c t ion ne sera supprimée que dans la
de rn i è re par t ie de la d é m o n s t r a t i o n ( "VI» i ^ / ' ) '

Si l 'on partage en groupes tes diverses é q u a t i o n s du système S, sui-
van t que leurs p re rn ie rs l ï iernhres a p p a r t i e n n e n t à telle ou telle des'
foncl . ions i nconnues , i l est c la i r que toute fonction correspondant à un
groupe d'ordre K ad met ^ dans chacun des ordres r , 2, . . . , K — r , quel-
que dérivée param-étrujue.

I I . Nous d é d u i r o n s du sys tème S, a l ' a ide du mécanisme décrit ci-
après, un n o u v e a u système Jou i s san t de propr ié tés remarquables que
nous é t a b l i r o n s ensuile.

A. Dés ignan t par .r, ;y, ... les v a r i a b l e s i ndépendan te s , et par u,
ç.\ , . . les f o n c t i o n s i n c o n n u e s du système S, nous adjo indrons à //,
i\ ... de nouvelles ( o n c t i o n s i n c o n n u e s en nombre égal à ' c e l u i des
dérivées pa ramé t r iques des ordres :§,, 2, . . . , K — î , e t nous écrirons
que celles-ci sont respect ivement égales aux. nouvel les fonct ions incon-
nues; nous ob t i endrons a ins i im PKEMIEH ÎX'HOÏ.ÏPE ^5^ d^ordre K — i , soit

!).// :=«,

B. lîn supposant , pour fixer les idées, que la fonc t ion u soit une
de celles dont que lque dérivée d'ordre K figure comme premier membre
dans 2, dés ignons par S,, l ' ensemble des équat ions de S qui ont pour
premiers membres des dérivées de, la fonction u, et partageons ̂ en
deux groupes ï^, S^ dont le premier cont ienne les équations des ordres
i , 2, . . . 5 K — i , ' e t le second les équations d'ordre K. Si, dans les
ordres ï , ^2, ..., K — :r, on •prend a volonté une dérivée paramétrique
de la f o n c t i o n u ( Ï ) , sa comparaison avec les divers premiers membres
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de 5^ pourra donner lieu. aux deux cas su ivan t s : ou b ien quelque pre-
mier membre de 5^ aura avec la dérivée considérée quelque variable
de d i f fé ren t ia t ion commune; ou bien un premier mc.rnbre, quel q u ' i l
soit, de S^ n'aura avec la dérivée considérée a u c u n e variable de diffé-
rentiation commune. Nous pourrons, d'après cela, partager les déri-
vées paramétriques de z^ d'ordre inférieur à K en deux groupes (\/),
(^), contenant, le premier les dérivées de la première sorte, et le se-
cond les dérivées de la deuxième sorte. Un semblable partage devra
d'ailleurs être fait pour toutes celles d'entre les fonctions inconnues
dont quelque dérivée d'ordre K figure c o m m e premier membre
dans S.

Comme nous l'avons expliqué au n0 :1.\ chacune des variables indé-
pen'dantes x\ y, . . * et des fonctions inconnues u, v, ... du système
harmonique S, par suite aussi chacune des dér ivécîs do ces dernières,
se trouve affectée de p cotes. Cela étant, n..ous {ittribucrons à chcicune
des nouvelles fonctions inconnues lî, ... des cotes première^ seconde, ...,
p1^ respectivement égales à celles de la dérivée paramétrique correspon-
dante; nous ameuterons en otUre (es variables indépendantes x^ y^ ... de
cotes Çp •4" '{^i€mes toutes égales entre elles, les anciennes Jbn(':lions inco/i-
nnes u, ,̂ < . . de cotes Çp + ly^^'^ quclconcfue^\ enfin les /loa^ellefi jbno
lions inconnues n, .. - de cotes (p 4- iiy^^ safJ^Jaùan.1, a la double co/î-
dllion suivante : i,0 Si l'on considère les nouvelles fonctions inconnues
dérivées d'une même ancienne quelconque, leurs cotes (p4" î y1''^^ ^oni
toutes distinctes entre elles ; 2° Si la fo/iction u est une de celles dont
quelque dérivée d'ordre 'K/lgure comme premier membre da/is E, (es cotes
Çp-^r jy^"^ des nouvelles fonctions inconnues qui correspondent aux dé-
rivées paramétriques du groupe (A^) sont inférieures à celles dcv nouvelles
fonctions inconnues qui correspondent aux dérivées paramétriques du
grouper.

G. Désignons actuel lement par k un oni ier pos i t i f ^K — î , par q
un entier posi t i f que lconque , et considérons, re la t ivement au sys-
tème 1̂  une dérivée paramét r ique d'ordre k + q^ on peut , et souvent
même de diverses manières, la regarder coin me résu l t an t d 'une difTé"
rentiation d'ordre q exécutée sur telle ou telle des dérivées paramé-
triques de "l'ordre À, et, par suite, sur telle ou t e l l e des nouvelles
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fonc t ions inconnues qui correspondent à celles-ci. Il est clair (B) que
les diverses dérivées d'ordre y (des nouvelles fonctions inconnues) qui
reproduisen t a ins i , à la notat ion près, une même dérivée paramé-
tr ique d'ordre /c 4- q du système S, ont des cotes première, se-
conde, ..., /^<vme respectivement égales aux cotes homologues de cette
dernière ; de plus, si ces dérivées sont en nombre supérieur à i, leurs
cotes Çp -4- ï)111'11^ sont nécessairement distinctes entre elles, car les nou-
velles fonctions inconnues auxquelles elles appartiennent respective-
ment ont , des cotes ( p 4-1,)^'"^ toutes dis t inctes , tandis que les variables
i n d é p e n d a n t e s on t des cotes (p + ^y0""13 toutes égales en t re elles.

D. P a r t a g e a n t les équat ions du. système S en deux groupes 2', S",
dont le p remier c o n t i e n n e les équa t ions des ordres i, 2, ..., K— i, et
le second les é q u a t i o n s d'ordre K, on considérera le groupe S", et l'on
subsl i loera a u x dérivées p a r a m é t r i q u e s qui, f igurent dans les seconds
membres les nouve l les fonct ions i nconnues correspondantes. On tom-
bera a i n s i sur un mu'ixîÈm': C H O U P E €^, d o n t l 'ordre ne peat dépasser
K _, :(.

E. Cons idé rons a volonté deux équat ions , l 'une dans le groupe ^&,,
l 'autre dans le groupe €)^ sous la seule c o n d i t i o n q u e leurs premiers
membres so ien t les dér ivées d ' une môme f o n c t i o n inconnue. Si, pour
f ixer les idées, l).^ == u est l ' équat ion extrai te de €>i, et il. î).u la ré-
s u l t a n t e d'ordre* minnnî . ' im des doux premiers membres, la dérivation
exprimée par le symbole jSI est d'ordre nécessafrernent supérieur à
zéro cl au p l u s égal il K — :r. Cela étant, on considérera la relat ion ul-
t ime de £ qu i a. p o u r premier membre I D . D . M , et on y remplacera ce-
lui-ci par JE1. u; q u a n t aux. dérivées paramét r iques qui peuvent figurer
dans le second membre, on les remplacera, si elles sont d'ordres i,
2. » . . , K — ,1, par les nouvel les fonctions inconnues correspondantes,
et, si e l les sont d'ordres K, K - + - I , . . . y par des dérivées d'ordres i ,
3. ... a p p a r t e n a n t a celles d'entre les nouvelles fonct ions inconnues
qui correspondent aux anciennes dérivées paramétr iques do l'ordre
K, — r ; on aura soin seulement, toutes les fois qu 'une substi tution de
cette dernière sorte sera possible de plusieurs manières, de choisir,
parmi, les diverses dérivées à subst i tuer , celle dont la cote (p-i-1)1^ est
la p l u s faible (G).
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En var ian t de toutes les manières possibles^ sous la seule cond i t i on
que leurs premiers membres appar l ieni ient à une même fonct ion in-
connue, le choix des deux équat ions respectivement prises dans les
groupes ©i, ©a, et répétant chaque f o i s l 'opérat ion précédente, on
obtiendra un THOISIÈME G R O U P E ©3, don t les premiers membres ont des
ordres au p lus égaux à K.— T -

F. Supposons que la fonction u s o î t une de celles don t q u e l q u e dé-
rivée d'ordre K f igure comme premier membre dans S, et prenons à
volonté une dérivée du groupe (À//) et un premier membre de 2^ (B).
Si, pou r f ixer les idées, D .u == a est la dérivée considérée du groupe
(1«), e t j îLI) .^ la r é su l t an te d'ordre m i n i m u m des deux dérivées, la
dér ivat ion i n d i q u é e par le symbole jiEÎ est d 'ordre supér ieur à xéro et
au plus égal à K. Cela posé, on considérera la re la t ion u l t i m e de S
ayant pour premier membre la résul tante dont i l s 'agit, on y rempla-
cera ce premier membre par jîB.iî, et on ef ïecluera sur le second l'o-
pérat ion décr i te dans E; pu i s on variera de loutes les manières pos-
sibles le choix des deux dérivées prises, P u n e d a n s le groupe P^),
l ' au t re parmi les premiers membres de S^, et l 'on cons t ru i ra chaque
(bis, comme nous venons de l ' i n d i q u e 1 ! " , u n e r e l a t i on correspon-
dan te .

En opérant de semblable man iè r e pour chacune des fbncl . ions in-
connues dont que lque dérivée d 'ordre K f igure comme premier membre
dans il, nous tomberons sur un QurnuÈME QUWTE (î5^ d o n t les premiers
membres o n t des ordres au p l u s égaux à K.

(y. Désignons par ô u n e dérivée des anc iennes (onct ions inconnues
u, v, ..., jouissant de la double proprié té d^étre paramétrique par rap-
port, au, système S, et cardinale (11') par rapport au système des équa-
tions ^^ ; puis considérons, dans le groupe formé par les nouvelles
fonct ions inconnues w, ... et leurs dérivées dos ordres i , 2, ,.., K — i ^
les divers ternies que le changement de u, ... en D,^ ,.. rend iden-
tiques à ô; partageons ent in les termes dont il s'agit en groupes suc-
cessifs d'après les valeurs décroissantes de leurs ordres (pos i t i f s ou
nuls), et rangeons les dérivées de chaque groupe d'après les valeurs
décroissantes de leurs cotes (p+îf'^, nécessairement dist inctes (G) :
la suite1 / totale ainsi obtenue comprend nécessairement plus d'un
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terme, et nous égalerons le dernier d'entre eux à chacun des précé-
dents, en ayant soin qu'i ls f igurent toujours, ceux-ci dans les premiers
membres, celui- là dans les seconds membres des équations résul-
tantes.

En var iant de toutes les man iè res possibles, sous les condi t ions in-
diquées, le choix de la dérivée S, et répétant chaque fo i s l 'opération
précédente, nous tomberons sur un CINQUIÈME ET DEIINIER G R O U P E ©•;,,
don t l 'ordre ne dépasse pas K — s .

H. Nous nommerons û le système différentiel

i:©i. ©„ e;.. ©^ ©A
•formé par la réunion des cinq groupes précédents.

III. Le système il (II, H) est, corn/ne S(I), fuinnonigiie et, passif,

A. Chacune des éf/uations (tu systè/ne (2, considérée isolément^ est har-
rnon'ù/ne (/\y, III ).

Le point en question est évident pour les groupes ©i, (©a» ©u"
Considérons inaintenant une équation appartenant soit au ^r()upe€>;p

soit au ^'roiêpe îSl),,. Si l 'équation considérée a été dédoile d'une rela-
tion ultime de 2 dont l'ordre soit inférieor on é^al il K — i, elle ne con-
tient dans son second !m:m"tbre a ocunc dérivée. Sispposons^ au contraire,
qu'elle ait été déduke d'une relation ultime d'ordre supérieur à K — i :
deux cas sont alors à, distinguer. Lorsque la, nouvelle fonclion in-
connue dont quelque dérivée ligure dans le premier meiïîbre de cette
équation correspond à une ancies'me dérivée paramétrique d'ordre in-
féricur a K —" ï , lo second membre est d'ordre iiécessairoineoti.î'ife-
rieor atl premier membre. Lorsque la (onction inconnue dont il s'agit
correspond au, contraire à une ancienne dérivée paramétrique dWdre
Kl — i/le second, îïHîrîibre peut contenir quelque dérivée d'ordre égal
au premier membre; mais alors, connue la substitution aux nouvelles
fonctions incormues n, * * . et à leurs dérivées des quantités D,.^ ...
et de leurs dérivées semblables transforme l'équation considérée en
une relation ultime, nécessaireiTient liarmoniqiic (12*, III), (12^ IV),
du système S, il résulte du choix que nous avons fait, pour les cotes
des nouvelles fonctions Hîco.nnues (II, B), que les dérivées d'ordre
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éû;al au premier membre qui f i g u r e n t dans le second remplissent, re-
lativement à leurs cotes premières, secondes, . . . , ^ îôme% les c o n d i t i o n s
indiquées au n° l*.

B. Aucun des premiers membres du système Û ni aucune de leurs dé~
ridées ne figurent dans le second membre d'une équation quelconque de ce
système.

i° Les équa t ions €)i, ©2 ont pour premiers membres diverses dé-
rivées des anciennes fonc t ions inconnues , et ne c o n t i e n n e n t dans leurs
seconds membres aucune dérivée que l le qu'elle so i t .

^° Aucune dérivée des anciennes fonc t ions i nconnues ne f igure
dans [€3, ©4» <iM-

3° Les premiers membres de <Ï5;,, non pi us que leurs dérivées, ne
peuvent figurer dans les seconds membres de ©;,.

Effect ivement , si l'on prend à volonté l ' u n e des équat ions fê^, et si
Ton considère, dans le groupe formé par les nouvel les f o n c t i o n s in-
connues ix, ... et leurs dérivées de tous ordres, les divers termes que
le changement de u, ... enî) .^, .,. trans(brnie,a.voc le second membre
de cette équation, en une même dérivée de quelque anc ienne , le se-
cond membre dont, il s 'agit? comparé a u x aut res termes, appar t i en t
cer ta inement a l 'ordre m i n i m u m , en mémo temps q u ' i l possède, dans
cet ordre, la cote (p 4- î)1^ la p lus f a i b l e . D 'un autre côté, dans cha-
cune des équat ions dS^ ou de ccdlcs qu\m en d é d u i t par d i f f e r e n t i a -
t ions, le premier membre est toujours , soil d'ordre* supér ieur au second
membre, soit d'ordre égal avec une cote (p^i)1^ supér ieure ; il ne
peut donc coïncider avec le second membre d ' aucune desé( jua l ionsQ?s .

4° Les premiers membres de [€^, (S/.], non p l u s que leurs déri-
vées, ne peuvent figurer dans les seconds rnembrcs^kî [<Ê»;p (Ê^, ^»J.

Car le changement de u, ... en 1).^ ... t r ans fo rme les seconds
membres des équations (©5 en autant de dérivées paramétriques du
système S; il transforme les seconds membres de [©», ©4] ̂  expres-
sions ultimes (du système S) ne contenant aucune dérivée principale,
et enfin les premiers membres de [©^ ©4], a insi que leurs dérivées,
en autant de dérivées principales,

5° Les premiers membres de C&gou leurs dérivées ne peuvent f igu-
rer dansdes seconds membres de le^,1^].
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Car le premier membre de chaque relation ©3 et ses dérivées, qui,
après le changement de u, ... en D^, . . . , deviennent respectivement
ident iques au second membre correspondant et à ses dérivées sem-
blables, on t , avant cette subs t i tu t ion , soit des ordres respectivement
supérieurs, soit des ordres respectivement égaux avec des cotes
( p + i)"*"^5 respect ivement supér ieures ; et d 'un au t r e côté, dans les
relations u l t imes da système S q u i ont servi à former [^3, €^"1, on a
eu soin de remplacer chaque dérivée pa ramét r ique des ordres 1,2, . . . ,
K "-" r par la nouve l le fonct ion inconnue cor respondante , pu i s chaque
dérivée paramét r ique d'ordre supér ieur à K — î par une dérivée de
nouvelle fonction inconnue qu i fût d'ordre le p lus pet i t ; poss ib le , en
même temps qu'elle possédait, dans cet ordre, la cote ( p -+- i)"'110® la
plus fa ib le .

G. Le simple rapprochement de A et B prouve la nature harmonique
du système û, et il nous reste à établir sa passivité.

D» Si aux nouvelles fonctions inconnues lï, ... du système det à leurs
dérivées pararnétric/îtes de tous ordres on substitue respectivement T).^, ..,
et leurs dérivées semblables, on reproduit une fois et une seule chacune
des dériç'ées pcirciniétru/ues du système £, et aucune de ses dérivées prin-
cipales.

Ce p o i n t résulte immédia t emen t des su ivan t s :
ï ° Si aux nouvelles f o n c t i o n s inconnues n, . . . et à leurs dérivées de

tous ordres on subst i tue respectivement: D.a, ... et leurs dérivées
semblables , on reproduit , avec certaines dérivées pr incipales du sys-
tème 2, au moins une fois chacune de ses dérivées paramétr iques .

Car, dans le système S, toute dérivée paramétr ique d'ordre supé-
r ieur à K—-î: est forcément la. dérivée de quelque dérivée paramét r ique
'des ordres i, 2, . . * , K — i; une dérivée paramétrique d'ordre quel-
conque coïncide donc, à, la notat ion près, soit avec quelqu 'une des
nouvel les fonctions inconnues , soit avec quelqu'une de leurs dérivées.

2° Parmi les dérivées'des nouvelles fonctions inconnues , ce l lesque
le changement de lî» . , * en Ï ) . u , ... transforme en dérivées princi-
pales du système 2, sont elles-mêmes pr incipales relat ivement au sys-
tème Û. ^

Ann, de /'/Se. Normale. S8 .Série. Ton'ic» X. — DiîcnMnïlR 1893. 1 40
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Pour fixer les idées, considérons, parmi les nouvelles fonct ions in-
connues , celle que défini t la relation I) .u === n : i l s'agit de faire voir
que la dérivée 3). il est nécessairement p r i n c i p a l e dans le système û,
si la dérivée H .D.^ l'est elle-ïnême dans le système S.

Supposons d'abord que, parmi les premiers membres de S' (II, D),
il en existe que lqu 'un , iy.u,qui , l u i ' o u une de ses dérivées, soit iden-
t ique à ÎI.D.^ : en désignant par jSr.l"). u la résultante d'ordre min i -
mum de D.^ et W.u, JfflLÎL^ coïnc ide forcément avec l'expression
W.'D.u ou que lqu 'une de ses dérivées; JEl.iï se confond par su i te avec
l'expression jST.îî ou quelqu 'une de ses dérivées, c'est-à-dire avec
un des premiers membres du groupe ©;( on que lqu 'une de ses dé-
rivées*

Supposons en second, lieu que IH.I).^ ne coïncide avec aucun des
premiers membres de 2V ni aucune de leurs dérivées. Comme el le est
p r inc ipa l e dans le système S, i l y a ce r t a inemen t que lque premier
membre de i^, par exemple ÏY^u, qui, l u i ou une de ses dérivées, se

' confond avec Jiî.I),^, et la fonc t ion u est im nombre de celles dont
quelque dérivée d'ordre K f igure comme premier membre dans S.
D'ailleurs W.u est lui-même une dérivée prcnnierede q u e l q u e dérivée
d'ordre K — i do a, et cette dér ivée d'ordre K — ï , nécessairement pa-
ramétr ique en vertu de la restr ic t ion f o r m u l é e dans l 'a l inéa ï, appar-
t i en t év idemment au groupe ("X^), p u i s q u ' e l l e a pour dérivée un pre-
mier membre de £^. Cela posé, nous d i s t i n g u e r o n s deux cas, s u i v a n t
que la dérivée I.) .u a p p a r t i e n t an groupe (A^) ou an groupe (^). — Si
la dérivée Ï ) . u a p p a r t i e n t au groupe (A^), on désignera parî^.D.^ la
résultante d'ordre m i n i m u m de t).^ et ly.^, et on observera que
jf i l .D.^ coïncide forcément avec l 'expression jEr.D.a oo q u e l q u ' u n e
de ses dérivées, que , par sui te , JEl* i î se confond avec l 'expression
y, il ou q u e l q u ' u n e de ses dérivées, c'est-à-dire avec un des prcmicîrs
membres du. groupe ©4 ou que lqu 'une de ses dérivées. — Si. la dé-
rivée D .u appa r t i en t au groupe (y«)» on se souviendra que HM).^ est
forcément la, dérivée de que lque dérivée appar tenant tout ensemble
au groupe (A^) et à l 'ordre K, — î , soit D^"1^ = lï^1""1"11^ et on en con-
clura que JBI. D, u coïncide nécessairement» soit avec la résul tante
d'ordre m i n i m u m de D . ^ e t "Ï)^"ii\u, soit avec quelque dérivée de
cette résultante. Or- celle-ci, évidemment cardinale par rapport au
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groupe ©o est nécessairement paramétrique dans le systèmes: effec-
t ivement , elle ne peut, à cause de nôtre hypothèse, coïncider avec au-
cun des premiers membres de S7 ni aucune de leurs dérivées; et, d'un
au t re côté, s^il exis tai t quelque premier membre de S" qui, lui ou une
de ses dérivées, se c o n f o n d î t avec e l le , comme le premier membre en
question serait d'ordre K, et, par su i te , d 'un ordre plus élevé que
ïy^^u, D .u aura i t que lque variable de difTérent ia t ion commune avec
ce même premier membre, ce qui est impossible , puisque D . M est
supposée appar teni r au groupe (y//). Cela posé, soient

%.ï)^, %^J)^1^

les deux expressions dont la résultante en question est susceptible à
l 'aide de D.u et 'fi^^.u, et où €, C'1'̂  désignent des symboles de dé-
r iva t ion d'ordres au plus égaux à K — i. Si D.u est d'ordre infér ieur
^ g .̂ i:, la première des expressions

%.u, %^)^(K.~I)

est d'ordre supér ieur à la seconde; si î).^ est d'ordre K — i, les deux
expressions sont d ' u n môme ordre nécessairement supérieur à zéro,
mais la première a u n e cote (^•+ i)^"6 supérieure à la seconde, puisque
D. a ̂  u f a i t par t ie d u groupe (7,,), et D^-1^ = u^ du groupe (X«)
( I I , B); donc , dans tous les cas, €*u est le premier membre de quel-
que é q u a t i o n da groupe 65;,* 'Finalement, puisque ÎM).^ coïncide
avec €J) ,^ ou q u e l q u ' u n e de ses dérivées, ÎP.îî coïncide avec €.u
ou q u e l q u ' u n e de ses 'dérivées; c'est donc une dérivée principale du
système û.

* 3° Si, dans le g roupe f o r m é par les nouvelles fonctions inconnues
u, ... et l eurs dér ivées de tous ordres, on considère tous les termes
que le c h a n g e m e n t de u, ... en D.^, ... t ransforme en une même dé-
rivée pa ramé t r ique du système S, il en est un et un seul qui coïncide
avec que lqa ' ane des nouve l l e s fonc t ions inconnues ou de leurs déri-
vées pa ramét r iques ( r e l a t i v e m e n t à Û).

Ef ïec t ivement , si l 'on , partage les termes considérés en groupes^uc"
cessifs d'après les va leurs décroissantes de leurs ordres (positifs ou
nuls), et que l 'on range ensu i te les termes de chaque groupe d'après
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les valeurs décroissantes de leurs cotes (?•+• i)1*'"'^, nécessairement
d is t inc tes (II , G), un leriïie que lconque de la su i t e

(8) ir^ii^. —. Sï^.ii0'5, -., îl^-îî^,

ainsi obtenue, est é v i d e m m e n t é t ranger au groupe formé par les pre-
miers membres de [(JS),, C^» ®;(» ®/,1 <^' leurs dérivées, et il su f f i t dès
lors de prouver que le dern ier d 'entre eux est étranger au groupe
formé par les premiers membres de Û&g et leurs dér ivées , tandis qu 'au
contrai re chacun des précédents en f a i t ; nécessairement partie.

Or, si le dernier terme jSl^.ii^ f igurai t comme premier membre
dans que lqu ' une ' de s équa t ions (SS;; ou déco l les qu 'on en dédui t par
d i f î e ren t i a t ions , le second membre de cette re la t ion , que la substitu-
tion d e u , ... à I ) .M, ... t ransforme en la, même dérivée paramétrique
du système S, serait, ou d'ordre i n t é r i e u r au, premier membre, ou
d'ordre é^al avec une cote ( / ) -h 1)""*"^ i n f é r i eu re ; JIP^.u^ ne serait donc
pas le dernier terme de la suite (8), co qui est contraire à l'hypo-
thèse.

Considérons ma in t enan t , dans la su i te (8), l ' u n quelconque des
termes qui précèdent le dern ie r , par exemple yUî^, et soient

i)^.^:- ^ 1 > ! ,
D^.u :..:::,. u'' ' ]

celles d 'entre les équat ions (Ë^ qui déf inissent les nouvelles fonc t ions
inconnues it^,^. La dérivée paramétr ique du systèmes en laquelle
se t r ans fo rment , par le changement de i^ .*. en ' D . u , .., les dif ïerents
termes de la suite (8), admet alors, entre autres expressions, les deux
suivantes

Ïp^J)^//, Sl^.I)^^,

et par suite coïncide forcément , soit avec la résul tante d'ordre mini-
m u m de 'Q^.u, D^.^, nécessai rement paramétr ique par rapport à S,
soit avec quelque dérivée de cette résultante. Si l'on désigne mainte-
nant par

Ïp^'U)^^ î»^l)^. u

lesdeux expressions1 dont cette ' résultante est 'susceptible au moyen
de ïy^.u, D^.^il1 est facile de voir que la q u a n t i t é y'U^ est
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forcément , ou d'ordre supér ieur a JEl^.u^, ou d'ordre égal avec une
cote ( / ) 4- i)1''1110 supér ieure : car une même di i férent ia t ion (d'ordre po-
sitif ou nul) , exécutée sur ÏH^.ti^, jSl^.u^, fait retomber sur les
quant i tés îl^.u^, ÎP^.u^, dont la première j o u i t précisément, par
rapport à la seconde, de l 'une ou Paul re propriété . D'ailleurs les
ordres de y^n^.y^u^ sont au plus égaux a K — r . Il résul te alors
du mode de fo rmat ion des équat ions ©;, 9^° jîll^.u^ se confond avec
que lqu 'un de leurs premiers membres, et par sullequeji l^. i i^ se con-
fond, soit avec q u e l q u ' u n de ces premiers membres, soit avec quel-
qu ' aune de leurs dérivées,

E, Les relations ultimes du système û peuvent êfre partagées en deux
catégories se distinguant l'une de F autre par ce caractère, que le change-
ment de lî, ... en I). a, .. . transforme celles de la première en relations
ultimes du système S, et celles de la deuxième en relations Identiques
ayant chacune pour premier et pour second membre une même dérivée
paramétrufue du système SI.

Le point d o n t i l s 'agit est évident pour les relat ions ul t imes de
première classe (4*) du système û, puisqu 'e l les font directement
partie du système en q u e s t i o n ; i l suf f i t dès lors de prouver qu'en le
supposant exact pour les re la t ions u l t i m e s des classes ï , a, ...,/, il
ne cesse pas de Fêlro pour les r e l a t i ons u l t i m e s de classey+ ï .

Or, les r e l a t i o n s primilwes ('2*) de classe 7 4- î du système û sont
de trois sortes, su ivant que la subs t i tu t ion des quant i tés D. u, ... à
u, .,. les t r a n s f o r m e : 1° en relations iden t iques ayant chacune pour
premier et pour second membre une même dérivée paramétrique du
système 2; 2° en relat ions ident iques ayant chacune pour premier et
pour second membre 'une même dérivée principale du système 2;
3° en re la t ions u l t imes du système S ou en relat ions ul t imes difle-
ren fiées.

Si, dans une relat ion pr imi t ive de la première sorte, le second membre
est pa ramét r ique re la t ivement au systèrn eu, cette relation esteninêine
temps u l t ime , et appar t i en t à la seconde des deux catégories dont parle
l 'énoncé. Si le second membre est au contraire principal , il appartient
forcément à que lqu 'une des classes ï , 2, . . . . y ^ e t toute expression
u l t ime du second x'ncmbrc est de deuxième catégorie (nous voulons
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dire quelle est fou rn ie par une 'relalion u l t ime de deuxième catégorie);
en la subst i tuant au second membre d o n t il s 'agit, on tornbe évidem-
men t sur une relation u l t i m e de même catégorie.

Dans une rela t ion p r i m i t i v e de la seconde sorte, le second membre,
nécessairement p r i n c i p a l (D, 2°), a p p a r t i e n t à que lqu 'une des classes
i , 2, . . . ,7; toute expression u l t i m e de ce second membre est donc
de première catégorie, et, en le s u b s t i t u a n t au second membre, on
tombe sur une re la t ion u l t i m e de première catégorie.

Enfin , dans une r e l a t ion p r i m i t i v e de la troisième sorte, le second
membre peut contenir des dérivées pr inc ipa les de classes :i, 2, . . . , / ,
dont chacune doi t être remplacée par une expression u l t i m e de pre-
mière ou de seconde catégorie, su ivan t que le c h a n g e m e n t de lï, * . . en
1).^, ... la t ransforme en une dérivée p r inc ipa l e ou paramét r ique du
système S. Gomme celui -c i , a cause de sa pass ivi té , n ' a d m e t pour
chacune de ses dérivées p r i n c i p a l e s q u / u n o seule expression immé-
diate (12*, V , I l ) y cette s u b s t i t u t i o n , su iv i e du changement de iî, ... en
D.a, ..., redonne forcément une re la t ion u l t i m e du système S.

F. Le système 0 est passif.

Dans le système û, deux re la t ions u l t i m e s de même premier membre
appar t iennent toutes deux à la première catégorie, ou toutes deux, à la
seconde (E).

Si deux relations u l t i m e s de même catégorie on t le même premier
membre, elles on t fo rcément aussi le même second membre; car, se-
lon qu'elles appa r t i ennen t à la p remière ou à la seconde catégorie , l e "
changement de lï, ... en D.^, ... les transforme, soit en une même
relation u l t ime du système S, soit en une même i d e n t i t é ayant pour
premier et pour second membre q u e l q u e dérivée paramét r ique de ce
dernier; et, d 'un autre côté, si l'on forme successivement, dans le sys-
tème S et dans le système û, un groupe avec les variables indépen-
dantes;, les fonc t ions i n c o n n u e s et leurs dérivées paramétr iques , les
deux groupes ainsi obtenus sont iden t iques à la notat ion près (D).

IV< Les/onctions u^ ^, . . . y constituant un groupe d'intégrales ordi-
naires du système^, figurent dans quelque groupa d'intégrales ordinaires
du système û. réciproquement, les/onctions u, p, ..., figurant dans
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quelque groupe d'intégrales ordinaires de û, constituent un groupe d'in-
tégrales ordinaires de S.

En conséquence, la recherche des intégrales ordinaires de £ se ramène
à celle des intégrales ordinaires de £1.

La proposition directe est évidente .
Pour h réciproque, on, observera : i° qu'à la notat ion près, S' se

confond avec(S&y; 2° qu'en vertu de la restr ict ion formulée dans l 'ali-
néa I, tou t premier membre de S" peut être considéré comme une
dérivée d'ordre K — ï de quelque dérivée paramétrique première, et
que des lors, à la no ta t ion près, l ' équa t ion correspondante fait part ie
du groupe®/,.

V. Le' syslê-me {2 est forcément ;
Ou d'ordre K — i ;
Ou d'ordre K, mais de ^enrc moindre que 2.

Les groupes ®^, Q&^ ©3, <©;-, étant d'ordre K •— i dans l eu r ensemble,
tout revient a l 'examen du groupe €)/,.

Supposons, pour fixer les idées, que u soit l ' u n e des fonct ions in-
connues don t que lque dérivée d\mlreK f igure comme premier membre
dans S, et Ï ) . u = n l ' une des nouvel les fonc t i ons i n c o n n u e s du fi'roupe
(7^). Pour obteni r celles d'entre les équat ions €)/, qui ont pour pre-
miers membres des dérivées de it, i l f a u t , comme nous l 'avons vu,
(II, F), comparer successivement IL a à tous les premiers membres
de 2^ : toutes les fo i s que ï).u et un premier membre de 2^ ont quelque
variable de di l lerential ion commune, l 'équation correspondante est
d'ordre i n f é r i eu r à K; toutes les fo i s que D.a et un premier membre
de S^ î fon t aucune variable de d i t ï e r en t i a t i on commune, l'équation
correspondante est d'ordre K. Or, p u i s q u e "Q.u f a i t part ie du groupe
(7^), la première circonstance se présentera au moins une fois: donc,
dans le système £t, le nombre des équat ions ayant pour premiers
membres des dérivées d'ordre K de la fonction n est inférieur d 'une
uni té an 'moins à ce lu i des équations 2^.

On en dédui t immédia tement le point qu ' i l s'agit de prouver.

VI . La proposition qui. f a i t l'objet de notre énoncé général se trouve
m a i n t e n a n t établie en supposant que , dans le système harmonique et
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passif donné, un premier membre, quel qu'il soit, n'est la dérivée
d 'aucun autre. Lorsque cette c o n d i t i o n restrictive ne se trouve pas
satisfaite, on commence par supprimer du système donné les diverses
équations d o n t les premiers membres, comparés à ceux de telles ou
telles équations d'ordre infér ieur , en peuven t être considérés comme
des dérivées; a insi que nous l'avons f a i t observer a i l l eurs (13*), le
système résul tant admet les mêmes intégras que le proposé, et pos-
sède, comme l u i , la forme h a r m o n i q u e et passive; s'il est d'ordre infé-
r ieur au proposé, ou bien encore s'il est d'ordre égal, mais de genre
moindre, il s a t i s fa i t aux c o n d i t i o n s de l ' énoncé; dans le cas contraire,
on lui a p p l i q u e le mécanisme décri t a, l ' a l inéa II.

5. Tout système harmonique et passif du premier ordre est réductible
à un SYSfémc de même nature, possédant en outre la /'orme linéaire par
rapport aiw dériçéeff des fonctions "ineonmu's.

Les ra isonnements a. l 'aide desquels on é t ab l i t cette proposit ion
off rant u n e grande analogie avec ceux du numéro précédent , en môme
temps qu 'une grande s i m p l i c i t é re la t ive , nous nous bornerons à dé-
crire, sans démons t ra t ion , le mécanisme à l 'aide duque l on passe du
premier système au. second.

A. En désignant par x, y, . , » les variables indépendantes , et par
//, ^, . , . les (onct ions i nconnues du système donné, nous adjoindrons
à //, ^, ... de nouve l l e s f o n c t i o n s inconnues en nombre égal à ce lu i
des dérivées paramétriques du premier ordre, et nous écrirons que
celles-ci sont respectivement égales aux nouvelles fonct ions incon-
nues : n f )us formerons ainsi un PREMIER GBOUPE 11̂  1 ! -

B. Remplaçan t dans les équat ions proposées les diverses dérivées
paramétr iques par les nouvelles f o n c t i o n s inconnues qui leur corres-
pondent , nous formerons u n DKIJXÏÈME CMHJPB jS^.

G. Chacune des variables indépendantes et des ' fonct ions inconnues
du système harmonique donné, par su i te auss i ' chacune des dérivées
de ces dernières, se trouve, 'comme on sait , affectée d e p cotes (p dési-
g n a n t ' u n ' c e r t a i n entier) . Cela étant , nous a t t r ibuerons à chacune des

^nouvelles fonctions1 inconnues des cotes première, seconde, . . . , /> i < m l e
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respectivement égales à celles de la dérivée paramétrique correspon-
dante; nous affecterons en outre les variables x, y , . . . de cotes
(p -t- i)1''"165 toutes égales entre elles, les anciennes fonctions inconnues
u, ç, ... de cotes (p 4- ï)10"1^ quelconques, enfin les nouvelles fonc-
tions inconnues dérivées d'une même ancienne quelconque de cotes
Çp 4- i)^"^ toutes distinctes entre elles.

De là résulte, en particulier, la conséquence suivante : si quelque
dérivée des anciennes fonctions inconnues est paramétrique par rap-
port au système donné et intéresse à la fois plusieurs variables indé-
pendantes, les diverses expressions dont cette dérivée est susceptible,
à l 'aide des nouvelles fonctions inconnues, ont leurs cotes (p -{-" i)^1"^
nécessairement distinctes.

D. Considérons à volonté deux équat ions , l'une dans le groupe jS^,
l'autre dans le groupe îL, sous la, seule condi t ion que leurs premiers
membres soient les dérivées d 'une même fonc t ion inconnue. Si, pour
fixer les idées, — == Uy est l 'équation extraite de j îK i , et — = = . . . l'é-
quat ion extra i te de lît^, on considérera la relation u l t i m e du système
donné qu i a pour premier membre ———, et l'on y remplacera celui-ci

du' ,, . , / . . /» ,par ,^; quan t aux dérivées paramétr iques qu i peuvent figurer dans
le second membre, on les remplacera, si elles sont du premier ordre,
par les nouvelles fonct ions inconnues correspondantes, et, si elles
sont du second ordre, par des dérivées premières appar tenant aux nou-
velles fonct ions i nconnues ; on aura soin seulement , toutes les fois
qu 'une subs t i tu t ion de c(îtte dernière sorte sera possible de deux ma-
nières, de choisir, parmi les deux dérivées à substituer, celle dont la
cote (p 4- ï)^"^ est la plus fa ib le (C).

En variant de toutes les manières possibles, sous la seule condition
que leurs premiers membres appartiennent à une même fonction
inconnue , le choix des deux équat ions respectivement prises dans les
groupes II,, Ha, et répétant chaque fois l'opération précédente, on
formera un TROISIÈME GHOUPE îî^

E. Désignons enf in par S une dérivée (seconde) des anciennes fonc-
tions inconnues, possédant la double propriété d'être paramétrique

A un. de l 'K t î . Nûrrruilc. 3e Sme. Tome X. — ÎNcilîMiirus 189.3. 49
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par rapport au système donné, et cardinale par rapport au groupe II, ;
puis , égalons entre elles les deux expressions dont cotte dérivée est
susceptible à l 'aide des nouvel les fonc t ions inconnues , en ayant soin
de faire figurer au second membre celle dont la cote (p +r)^"0 est la
plus faible (C).

En variant de toutes les manières possibles le choix de la dérivée 5,
et répétant chaque fois l 'opération précédente^ on obtiendra un QUA-
TRIÈME ET DERNIER, (iR()UI»E H^

F. Le système
Î 2 ? ij;{) ;flu,..b

formé par la réunion des quatre groupes, est celui auquel fait al lusion
notre énoncé.

6. Du simple rapprochement des deux numéros précédents (l),
(5), il est facile de conclure (li^à l'aide de simples dt^b'eiitiations, un
système harmonique et passif d'ordre (fuelcomjae se ramené, de proche en
proche, à un système harmonique el passif du premier ordre, présentant
la forme linéaire par rapport aux dériws des fo fiction s inconnues (fiiil
iMplù/ue,

Dès lors, et en vertu, du n° 3, de amples rewlutio/u d'équations com-
binées (we deff di/férentiations, penneUent, dans les circonstances fféné»
ralen, de ramener un système différentiel auelconf.îue à an système har-
monique, passif el linéaire du premier ordre,

FIN DO TOME X DE LA TROISIÈME SÉ1UH.


