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SUR

LES MOUVEMENTS DES NEUDS

ET DU PERIGEE DE LA LUNE

ET SUR

LES VARIATIONS SECULAIRES DES EXCENTRICITES

ET DES INCLINAISONS,

Par M. J. PERCHOT,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

INTRODUCTION.

Depuis Newton, le but final de la Mécanique céleste est de savoir
sila loi de la gravitation universelle peut expliquer 4 elle seule tous
les phénomenes astronomiques. Le moyen d’y parvenir est de faire des
observations aussi précises que possible, de les prolonger pendant de
longues années ou de longs siecles, afin de déterminer avec une grande
exactitude les inégalités des mouvements des corps célestes et de les
comparer ensuite aux résultats du caleul.

Or la Lune est facile & observer et son mouvement présente plu-
sieurs inégalités importantes. La théorie de notre satellite fournit done
un excellent controle de la loi de Newton; elle nous donne aussi des
renseignements précieux sur Ja parallaxe du Soleil, sur I'aplatisse-
ment ¢t la rotation de la Terre.

Pour toutes ces raisons, la théorie de la Lune est d’une importance
capitale en Mécanique céleste. Mais elle est aussi difficile qu’impor-
tante. Tous les géometres qui ont suivi Newton s’en-sont occupés et,
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malgre leur génie et lears elforts, les diverses théories qu’ils ont faites
pour expliquer son mouvement laissent beaucoup a désirer.

Les récentes découvertes de M. Poincaré sur le probleme des trois
corps nous montrent, en eflet, le peu de rigueur des anciennes mé-
thodes et nous apprennent ¢qu’aucun des développements auxquels
elles nous conduisent n’est convergent.

Heureusement, M. Poincar¢ ne nous a pas laissé au d(zpourvu : les
théories des solutions périodiques et des solutions asymptotiques nous
permettent de calculer plus rapidement et plus exactement que par les
anciennes méthodes Jes coefticients de certaines inégalités.

(Vest en appliquant Ia premiere de ces théories que j’ai calculé, dans
une premiere approximation, les cocfficients des principales inégalités
périodiques des longitudes du neeud ascendant et du périgée de la
Lune. Dans ce travail, jai pris pour point de départ les équations
canoniques quiont servi 4 Delaunay.

Enfin, dans le dernier Chapitre, j’ai indiqué d’autres équations cano-
niques qui définissent le mouvement relatif de la Lune, par rapport a
un systeme d’axes animé de deux rotations correspondant aux mou-
vements séculaires des noeuds et du périgée.

PREMIERE PARTIE.

SUR LES MOUVEMENTS DES NOEUDS ET DU PERIGEE DE LA LUNE.

I. — Equations canoniques d’ot dépend le mouvement de la Lune
autour de la Terre.

Soient

Oz, Oy, Oz les trois axes rectangulaires passant par le centre de la
Terre;

x, v, 5 les coordonnées du centre de la Lune;

', vy, 5 celles du centre du Soleil;
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m, m', M les masses de la Lune, du Soleil et de la Terre:

R la fonction

J

l.’ii

1 x4 yy' -+ ::’1

SESE

les ¢quations du mouvement de la Lune sont

(0 Er o,z 0B vy R L5 s IR
& det Ry dee T EE T dy’ i TPE T g

.y désigne la somme M - .
Sil'on supprime les seconds membres, on a les équations du mouve-
ment elliptique

(o) d*x Lo, d*y N y ] d*s N 3
o el S A 0 i il A et ¢ 8 — o — == O
et P ! i L dt* e

On suppose que le plan des 2y est le plan de lécliptique et que Oz est
la ligne des ¢quinoxes.
Soient

NII Uorbite de la Lune;
N le noeud ascendant;
IT le périgée.

Désignons par

ale demi grand axe de Povbite lunaire;
e son excentricité;

p son parametre;

7 le temps du passage au périgée;

A la longitude du noeud ascendant;

g Pargument de la latitude du périgée.

L'intégration des équations («), par la méthode de Jacobi, donne

de dy ds

s intégrales x, v, 5, = 50 wvement elliptique en fonction
les intégrales @, y, 5, = 0 7 du mot ptiq

du temps ¢ et de six constantes arbitraires C, G, I, ¢, g, A, dontla signi-



S.6 J. PERCHOT.

fication géométrique est donnée par les formules suivantes :

o C=— Zfia’ G=—=Vpp, - ppcose,
) )
¢ =- 7T, 2 == NII, o= xN.

Si, dans les équations (e), on rétablit les seconds membres, on a
les équations (@) du mouvement troublé. La fonction R, qui dépendait
de z, y, 5, @', ¥, &, devient une fonction connue de 2, ¥/, 7/, ¢’est-
a-dive du temps ¢ et des constantes G, G, H, ¢, g, A.

En considérant ces six arbitraires comme de nouvelles variables, la
théorie de Jacobi nous apprend que les dérivées de ces variables sont
données par les équations

i (lfz B f)]‘ de IR

\ 7 A

dG_ oR dg  OR

(6) (T AR R [P
( dlil {)“IE ((/1 . IR
e on’ e on’

Mais ces équations présentent, comme on sait, un grave inconveé-
nient.

Dans le mouvement elliptique, z, y, = sont des fonctions pério-
diques de n(z—¢), n étant le moyen mouvement de la Lune, ct des
formules (%) il résulte que 2 est fonction de C. De sorte que, dans les
formules (h), le temps sort des signes sinus et cosinus, et ces for-
mules ne peuvent s’appliquer indéfiniment ni servir a la construction
des Tables.

On évite cet inconvénient, en prenant, au lieu de e, la variable [ dé-
finie par I’équation

Le=n(l -+ c).

On voit que / est 'anomalie moyenne.
Apres ce changement de variable, les ¢quations (6) n’ont plus la
forme canonique, mais on les y raméne en posant

dp
T

dl.,
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L étant une nouvelle variable. On peut écrire cette équation
da

dl. == \/f: ’)“’\7;7 d’oti L= \/ﬁ

En résumé, les formules (6) peuvent étre remplacées par les sui-
vantes

(4 OR dG _ R dlL_ 0R
‘ de oh’ i —  dg’ dc ol

" | i _on dg _ OR Al OR
de T o’ dt oG’ dt— " 9L’

R A XBeos|[h(h-4 g4 L B gl 01y - (g 4 ) -+ k" L — 7 0]

A et B sont des fonctions développables des éléments osculateurs géo-
centriques de la Lune et du Soleil.
Les variables L, G, H, /, g, /& y ont la signification suivante

| P \/(IIJ, (3 == L\/l — e, H = G cos .

[ désigne anomalie moyenne de la Lune;

g la distance angulaire du neeud ascendant au périgée;
A la longitude du nocud ascendant;

I, g, I les quantités analogues pour le Soleil.

Pour simplifier I'écriture, nous désignerons dans la suite par D la
différence des longitudes de la Lune et du Soleil; ¢’est-a~dire que nous
poserons

Do gy oo Lo B gl L

II. — Méthode d’intégration.

Pour intégrer les équations (1), on a di procéder par approximations
. o r .
successives, en se basant sur Ja petitesse du rapport — des distances

de la Lunc et du Soleil & la Terre.

Delaunay a ainsi déterminé les expressions des coefficients des iné-
galités des coordonnées de la Lune, jusqu’aux termes du septieme
ordre inclusivement. Nous aurions pu déduire de ses calculs les inéga-
lités périodiques des longitudes du neeud et du périgée. Nous avons
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cru préférable d'employer les nouvelles méthodes inventées par
M. Poincaré.

Nous nous proposons donc d'appliquer la théorie des solutions
périodiques  la détermination des coefticients des inégalités pério-
diques, qui correspondent dans les mouvements des neeuds et du pé-
rigée aux trois grandes inégalités périodiques de la longitude.

La méthode que nous emploierons pourra, du reste, s’appliquer i
la détermination des inégalités des nweuds et du périgée qui corres-
pondent aux petites inégalités périodiques de la longitude ou des
autres coordonnées.

Nous ne conserverons done dans R que les termes qui introduisent
dans laJongitude, V, 'une de ses trois grandes inégalités : variation,
svection et équation annuelle. Dans ces termes, que nous détermine-
rons au Chapitre suivant, nous remplacerons £, £ par leurs valeurs
déduites des observations, et nous négligerons les variations du grand
axe.

Nous n’aurons plus alors que les quatre ¢quations

il JR d(x JR
e on’ di oy’
dh JiR dy oR
de o’ de T 067

et la fonction R, qui figure dans ces ¢quations, sera de la forme
Rz A BB cos[(dn~-dn' )b " g 1 "o+ ).
On sait que les neeuds sont animés ’un mouvement rétrograde,
dont la période est
. 67931, 393

par conséquent, £ est une fonction périodique de période a.
Le périgée étant animé d’un mouvement direct, dont la période est

b = 3232], «‘77,
g =+ & est une fonction périodique de période b.
Or ga et 19b ne different pas de la centieme partie de leurs valeurs.

Posons done
O -=1gb="T= 614181 83;
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déterminons ensuite o par la condition

-
2T =oam, a==21"101,

et posons
ot=— Ik

b

g &, £ peuvent étre considérées comme des fonctions périodiques de
période T.

Le coefficient de ¢, dans 'argument d’un terme quelconque de la
fonction perturbatrice, est de la forme e —- ',

Divisons tous ces coefficients par , nous aurons ainsi

in--dn'==ia-¢ (¢ trés grand et e << o),

(in-t-i'n"Yt—=diot-i~et =10k +¢et.

Nous négligerons, dans tous les arguments, ¢ devant 7, £, ce qui
revient & une tres légere modification des moyens mouvements. La
fonction R ne contiendra plus le temps explicitement; elle sera de la
forme

RezA4-XBeos(dy, vy " h-t-q);
elle dépendra des variables lin¢aires H, G et des variables angulaires
h, g, k, qui ont pour période T.
Posons
D= — oK - R

et déterminons K par I'équation

AK  od

de " o’

nous aurons alors le systéme canonique

‘ dii o dG Y aKk. 0D
dc =~ oh’ dr - dg’ dc — 0k’
(2) ( arn o®  dg ___ob  dk __ob
de oW’ de T OG] di oK’

O — 2K 4+ Ry+ Ry,

GO D+ Ry

R,, @, désignant les parties non périodiques de R et @, R, est 'en-
Ann. de U'Fe. Normale, 30 Servie. Tome X. S.2
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semble des termes périodiques de R, que nous devons considérer pour
le but que nous nous sommes proposé¢; R, contient, comme R,, n'?a?
en facteur.

Les équations (2) ont I'intégrale

¢ — const.

Considérons cette constante C comme une donnée du prohleme et
posons, comme M. Poincaré,

Désignons, pour un instant, par a; 'une quelconque des variables
‘ 8 | T
L, G, I, et par y; la variable angulaire correspondante.
pary; 8
Les équations (2) peuavent s’écrire

da; dP? JF
( dye . 49 _IF
Cde T 2Cdxe, T Oy

Les solutions des ¢quations (2), qui correspondent & la valeur particu-
litre C de U'intégrale @, apparticnnent aussi aux équations (2').
t, comme M. Poincaré 'a montré, une solution de (=), qui est telle

’

que @ soit égal & une constante G, différente de €, appartient encore

. . ) ¥
aux ¢quations (2°), pourvu que 'on 'y change 2 en ¢ (:'~-
a

. . , . . G
En effet, en changeant, dans les équations (2), ¢ en /T‘.ly elles de-
viennent
dr; Gy dd
dt M (lytl .
. » 10, 2,3;
(l.}’t L (;1 (l(b
ol o dry,

et, comme @ = C,, ces équations peuvent s’éerive

da; ‘1_‘1_’_2 dr
de = aGdy, —  dy; ' .
‘ / iy, %y 3.

dy; dd* ¥
di T oCdx; T diy ’
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Des solutions de (2), il est donc ais¢ de déduire celles de (2'), et in-
versement.

Nous considérons done, au lieu du systeme (2), le systeme

Cdll - OF A OF Ak OF
(3) S dt — 0k’ di— 9g’ dr T ok’
( dh ()E_ dg _ OF dk_ JF
di — 7 om’ dt = 706G’ di — 7 0K’
= ;IT (D% ++ 2@, R, + R1).

Désignons par I, la partie non périodique de F; par n'*a*F, la partie
périodique. Nous pouvons considérer n'*a® comme un parametre tres
petit . et écrire

D R Mt & TP

(4) | O— l“(, -+ .

F, se compose du carré de @, et des termes non périodiques qui
proviennent du carré de Ry.

n*a*F, se compose de 20, R, et des termes périodiques qui pro-
viennent du carreé de R,.

C est du premier ordre en 2*a* ou p, ainsi que F,; F, est du
deuxitme ordre en n'*a®.

M. Poincaré a montré que les systemes canoniques tels que (3)
avaient des solutions périodiques de période arbitraire, et il a indiqué
un procédé rigourcux d’intégration.

Nous allons appliquer sa méthode aux équations (3) et chercher
ainsi une solution des équations (2) ordonnée suivant les puissances
croissantes de p. et dont les coefficients sont des fonctions périodiques
de z.

Nous posons donc

RN | LEENTA § CRNETEY § R S
G GO o G- 2G4
K == KO- p Kt - p2 K24 .,
fo =z DO o R - AR 4
g g A pgt Pt

R O T e al il PR
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Nous calculerons seulement les deux premiers termes de ces déve-
loppements.

Dans F, & la place des variables G, H, K, g, 4, £, substituons les
développements précédents et développons F suivant les puissances
de p.. Nous aurons

[ o=, (J.d’l Rl ZAk L P
Il est claiv que
LOF 0P O,

,,,,, A 0 M) 0 [ A Ay o P
D, == 1y (HY, G K2 10, g0, 1) - 10 S e G EEs e

@, ne dépend que des variables H°, G°, K, A°, ¢°, £°, H', G', K'.

Cela posé, on voit que, en égalant Ivs mémes puissances de @, on
obtient une série de groupes d’¢quations différentielles dont les pre-
miers sont

, car asr KL
) e " di " e
(D) ¢
' ((//z" » '}_I_"_ (/,;"" B JF, Ay (),F“
de oI’ i a6’ de T 9K
[l b, (3! b, dK' I,
( de” AR’ dt dg’ de 0k
6) '
) ( dht b, ot b, dit by
de T onY’ de T o6 de T OKY

On intégrera d’abord le systeme (5), puis le systeme (6).

Nous remarquerons que, pour avoir une intégrale des équations (2)
de période T, il ne faut pas chercher une intégrale de (3) de période T
car, pour cetle intégrale, @ serait généralement égal 4 une constante C’
différente de G, de sorte que, pour déduire de l.: solution considérée
des équations {’) une solution des équations (2), il faudrait y rem-

placer ¢ par /w,, et Pintégrale ainsi modifiée n’aurait plus pour pé-

riode T. Nous chercherons done une solution des (:quations (3) de
période T,. Pour cette solution, ® sera égal i une constante €/, et en 'y

l

G . . , .
remplagant ¢ par ¢, on obtiendra une solution des équations (2) de

G

période T, i
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III. — Expression analytique de la fonction F.

Apres avoir exposé¢ la méthode d’intégration que nous suivrons,
nous allons former I’expression analytique de la fonction F.

Ne considérons que les termes de R qui, pris isolément ou com-
binés avec d’autres, introduisent dans la longitude ¢ une inégalité de
méme période que I'évection, la variation ou I'équation annuelle, et
réduisons R & ceux de ces termes qui donnent dans ¢ des inégalités
d’ordre inférieur au cinquieme ordre. L’expression de la longitude de
la Lune, qui résulterait alors des intégrales des équations (1), contien-
drait les trois inégalités considérées avec des coefticients ne différant
de ceux ue donnent les observations que de quantités du cinquieme
ordre.

Yar conséquent, les intégrales g et & des équations (1), obtenues en
réduisant ainsi R, nous détermineront en quelque sorte les inégalités
périodiques des neeuds et du périgée qui correspondent aux trois
grandes inégalités périodiques de la longitude.

De cette fagon, nous négligeons, dans la fonction perturbatrice, des
termes qui, & premicre vue, semblent plus importants que d’autres
(Ue NOUs CONservons; puisque, pris séparément, ils introduisent dans
les expressions des coordonnées de plus grandes inégalités. Mais, en 'y
regardant de pres, il est manifeste que, pour juger du degré d’impor-
tance d’un terme de R, il ne faut pas seulement, comme Delaunay I'a
fait dans sa Théoric de la Lune, considérer Uordre de la plus grande
inégalité que ce terme, pris isolément ou combiné avec d’autres, intro-
duit dans les coordonnées. Il faut encore considérer les arguments des
inégalités qui en résultent : un terme qui introduit dans I'une des
coordonnées, ¢ par exemple, une grande inégalité, mais dont la pé-
riode est différente de celles qui correspondent aux principales inéga-
lités de ¢, n’est pas un terme tres important. Les inégalités qui en
résultent sont détruites & trés peu pres par d’autres provenant de
termes d’ordre plus élevé de R. Il ne peut pas en étre autrement,
puisque I'observation nous apprend que de semblables inégalités
n’existent pas dans la longitude.
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Ces considérations, dont Delaunay n’a tenu aucun compte dans ses
immenses calculs, n’avaient pas échappé a Laplace. Dans I'équation
qui lui servait & déterminer Pinverse de la projection du rayon vecteur
de la Lune sur le plan de 'écliptique pris pour plan des coordonnées,
Laplace a négligé des termes qui paraissent tres importants, car ils
acquerraient des diviseurs du deuxieme ordre par Uintégration : il
avait remarqué que les inégalités qui résultaient de ces termes se
détruisaient  trés peu pres et devenaient ainsi conformes au résultat
des observations (').

Dans le méme ordre d’idées, M. Poincaré a remarqué qu’il doit y
avoir dans la fonction perturbatrice des groupes de termes qui, pris
séparément, ne sont pas négligeables, mais dont 'ensemble ne produit
pas d’'inégalité appréciable.

La connaissance de ces groupes permettrait de simplifier énormé-
ment les calculs. Malheurcusement leur formation nous semble diffi-
cile; quoi qu’il en soit, nous n’avons pas encore obtenu de résultat
assez général pour en faire mention.

Nous allons d’abord chercher les termes de R qui, considérés isolé-
ment, introduisent dans la longitude ¢ des inégalités dordre inférieur
au cinquieme ordre et d’argument £/, 2D ou 21) — /.

On sait qu'au cinquieme ordre pres, Uexpression de Voest

Vieihog- gt bt (2e — L)y sind-p (S 1)

A= 1het sind Lo 00t sin gl - (—y
—27%esin(ag -+ 30) - atesin(rg - L)

e AEyretsin (o - 40) - dpretsine g - Lytsin (G - 40).

Soit A;cose un terme de R; ¢ étant ordre de la plus grande inéga-
lité que ce terme introduit dans /4, g, £, L, G, H, nous dirons, avec
Delaunay, que ce terme est de Pordre ¢.

Nous allons montrer que, en général, un terme d’ordre ¢, introduit
dans V des inégalités qui sont au moins de 'ordre ¢+ 1.

Pour cela, il suffit évidemment de considérer les deux premiers
termes de V.

(1) QEuores de Laplace, T. 111,
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Cherchons d’abovd les termes d’ordre ¢, A;cosa qui introduisent
dans & + g+ des inégalités du méme ordre. Réduisons, i cet effet,
A; A sa partie prinmpale @;, et R au seul terme périodique a;coso. En
développant les équations qui définissent /, g, %, elles deviennent

db__ 2 OR_1—c IR

di an Jda “atne g’

dy \/ }:— ei—* S 9.-/-’ ()R
i arne Je  fg» Ry — e ()/
dh 1 ()R

dc - /ﬂ Il,/\,/l & ‘)}’

Si done @; dépend de e et non de v, ¢’est dans /, g que A;cosa in-

. IR
troduit d(s in¢galités d’ordre ¢; comme = a des signes contraires

dl SR Ty (o
les parties principales de ces inégalités se détruisent

dans 7 ﬂ

dans l+ & et, par suite, dans V.

Sia; dépend de v et non de e, c’est dans g, A que A, cosa introduit
des inégalités d’ or(hv i, et pour la méme raison que précédemment
leurs p.lru( s principales se détruisent dans g —+ A.

Enfin, si a; est indépendant de e ety lc terme A;cosa n'introduit
pas d’inégalité d’ordre 2 dans g et /; mcus il en introduit dans / et, par
suite, (Lms le premier terme dc V.

Il est aisé de voir que les inégalités introduites dans esin/ par un
terme quelconque d'ordre ¢ sont au moins de ordre 7 + 1.

Si a,; dépend de e ou de v, A;cose introduit des inégalités d’ordre
i+ 2 dans G et H; done m'dre ¢ ~+1 au moins dans e. Dans le cas
o a; ne dépend ni de ¢ ni de v, 'argument de A;cosa est de la
forme

P YU R ey ey gy Ly

car, en général, a est de la forme
= f(h g g g e W = U)K T K (g = ) + KL,

et A; contient ¢, v, ¢ a des puissances respectives, au moins égales
aux valeurs absolues de £, £, £”.
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Done, si a; ne dépend ni de e, nide vy, on a

dazcose)  d(a;cosa)

o T T g

Or
Al dtdl dldG
di Tl A TG
r—e* dR Vi et IR

e Y
a*ne dl atne g

Les parties principales du deuxiéme membre se détruisent et A; cosa
introduit encore dans ce cas des inégalités d’ordre ¢~ 1, au moins
dans e et, par conséquent, dans le deuxieme terme de V.

Les seuls termes d’ordre ¢, qui introduisent dans A +- g -+ [ ou dans
V des inégalités d’ordre ¢, sont ceux dont la partie principale ne dé-
pend, ni de ¢, ni de y. Mais ces termes du quatrieme ordre sont tres
peu nombreux, et I'on voit aisément qu’aucun d’eux n’a pour argu-
ment [, 2D, 2D — .

Done, pour calculer Ta variation, I'évection et I'équation annuelle
au cinquieme ordre pres, il 0’y a pas i tenir compte des termes de R
qui sont du quatritme ordre. D’apris ce que nous avons dit au début
de ce paragraphe, nous ne prendrons dans R que des termes des pre-
mier, deuxieme et troisieme ordre.

Delaunay a cherché tous ces termes de R, il a réuni tous leurs argu-
ments dans un Tableau que nous allons reproduire, en mettant, en
regard du numéro de chaque terme, son argument et son ordre. Pour
simplificr I'écriture, nous désignerons par D la différence des longi-
tudes du Soleil et de Ia Lune; ¢’est-i-dire que nous poserons
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Numéro
des
termes.

Arguments.

2D — (2g -+ 2l)
U, ol 30, 41
o) —[— 1
oD — (-
oD - b=
oD = L=l
L=

L1

2D

0.9 2l

21

2D -2l

2D~ ol '
oD —ol- 1

Dl
() gy
28

oD —(og-t-ol) -1
oD —(g-t-2l) -l
Lol

{-=al

2D e Lol

Py R Y

Ordres.

1
1
I
1
I
2
2
‘)

2

NN XN N NN NN

~ N

W W ww N NN N

Numdéro
des
termes.
28.... ..
29

ade oL

30......
Sl
32,

Arguments.
4D — ¢
4D+ 1
3D+ £
3D — !
D1
(og+ol)-1
(ag+ol)—1
2D — (ag-t-al) -1
oD — (ag--2l)--1
aD—1
2D~/
28 -l
2g ol —1
ol -+ 1
ol —1'
2D 402l
o) —m ol —1'
oD ol -l
34
oD =31
oD —31/
o D) — ol — ol
oD —ol-2/
D—i—1
Dl !
2 D—(2g-+2l)—al
2D — (2g--2.0)2l

S.17

Ordres.

o S 2 B S S S R O S U U O R

Considérons d’abord les termes du troisieme ordre; soit Aycose l'un

d’eux.

Il ne peut introduire d’inégalité du quatrieme ordre dans V que par
les deux premiers termes A -+ g -+ { et esind.
En ne conservant dans R que ce seul terme périodique A, cosa,
h +- g - | devient, par Uintégration des ¢quations (1),

oo g+ L +esine;

esinl devient, de¢ méme,

(¢ -+¢e,cosc)sin(l-+e;sine).

En développant ce produit par la formule de Taylor, on voit que les

Ann. de I’ Fe. Normale, 3¢ Série. Tome X.

8.3
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termes du quatrieme ordre v ont pour arguments
otz .

Done, il ne faut prendre, pour le but que nous nous sommes pro-
posé, que les termes du troisieme ordre, dont les arguments o sont
tels que

2 ou o=l oD, oD —(;
mais, en nous reportant au Tableau précédent, nous voyons que ces
termes n’existent pas. ’

Passons aux termes du deuxicme ordre, soit A, cosa 'un ’cux.

Il n’introduit des inégalités d’ordre inféricur au cinquitme dans
V que par L+ g -/, et par les termes du premier et du deuxieme
ordre de V. Le terme de R d’argument ¢’ donne dans 4 -+ g -+ L des iné-
galités du deuxieme ordre ¢t de méme argument ' que I'équation an-
nuelle; nous devons donc en tenir compte. Considérons un terme du
deuxitme ordre, A, cose, dont la partie principale @, de A, dépend
de e; d’apres ce que nous avons dit précédemment, ce terme introduit
des inégalités du deuxieme ordre dans £ et g, du troisicme ordre dans
g+lete.

De sorte que, en ne conservant dans R que ce seul terme pério-
dique,

foete g L devient. fo - g {1 gy sine,

esind " (¢ 0y cose) sin( L4~ &, sinz),
et sinal » (¢4 a3 cosz)rsin(al - 28, 8ina),
Esin(2g - 0l) » (7 -+ nycosa)tsin(al-1 oy aesinz).

En développant ces expressions par la formule de Taylor, on trouve
que les termes d’ordre inféricur au cinquieme y ont pour arguments

o, atal, ct(og-2l),

etl'on arrive & des conclusions analogues pour les termes du deuxieme
ordre, dont la partie principale du coefticient dépend de y ou de e et .

Nous devons donc prendre les termes du deuxieme ordre, dont les
arguments o sont tels que

o, bl actial, gt (ag uly=L{, 2D, al) —
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¢’est-d-dire les termes qui, dans le Tableau précédent, ont les n° 6,
11, 12, 13, 16.

D’apres tout ce qui précede, il est manifeste que nous devons aussi
tenir compte des termes du premier ordre : 2, 3, 4, 5.

Les inégalités qui résultent de deux termes A;cosz et AjcosB
peuvent encore s¢ combiner entre elles et donner ainsi, dans esin/,
des inégalités d’arguments o == 8 et d’ordre au moins égal & ¢ 4+ + 1.

En effet, soient ¢;,, cosa ot o; sinw les inégalités que A;cosao, con-
sidéré isolément, introduit respectivement dans e et /; €. c0sP et
¢;sinf les quantités analogues qui vésultent de A;sinf.

A cause de ces deux termes,

esinl devient (e - 2. COSa 4 &4 €08B) sin(L - d; sino + d; sinf).

En développant celte expression par la formule de Taylor, on voit
que les inégalités introduites dans esin/ et dont les arguments con-
tiennent i la fois e et B sont au moins de 'ordre ¢4/ +1, et ont des
arguments de la forme o == == /.

Il en résulte qu'avcun terme du (roisieme ordre, associé méme 4 un
terme du premier ordre, n’introduit dans V d’inégalité d’ordre infé-
rieur au einquitme.

Mais il n’en est pas de méme des termes du deuxieme ordre : en
désignant par B l'argument d’un terme du premier ovdre, nous devons
done tenir compte des termes du deuxivme ordre dont les arguments o
sont tels que

g Bzl 2D, oD —

c’est-i-dire les termes 7, 8, 14, 15, 17, 18 du Tableau donné précé-
demment.

En résumé, pour calculer les trois grandes inégalités de la longi-
tude de la Lune, au cinquitme ordre pres, il suffit de réduire R aux
termes suivants :

1° Les cing termes du premier ordre... 1, 2, 3, &, 5

., { 6,11, 12, 13, 16
29 Les onze termes du deuxiéme ordre. {7, 8, 1h, 15, 17, 18
’ y Ay > ’
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Malheureusement, ces termes périodiques n'introduisent pas seule-
ment dans V des in¢galités d’arguments £, 2D, 2D — £, Ils y en intro-
duisent encore beaucoup d’autres qui doivent se réduire entre elles et
avec celles qui résultent des termes de R dont nous n’avons pas tenu
compte. Cela est nécessaire pour que les résultats des calculs soient
conformes & ceux des observations. Nous devons donc chercher si,
parmi les termes du deuxicme ordre de R que nous avons négligés, i
y en a qui réduisent sensiblement les inégalités d’arguments autres
que ', 2D, 2D — 1, introduites par les termes de R dont nous avons
di tenir compte pour calculer les expressions analytiques de la varia-
tion, de I’évection et de Iéquation annuelle au cinquieme ordre prés.

D’apres tout ce qui précede, il est manifeste que les termes 22 et 23
associés au terme 5 introduisent dans esin/ des inégalités du qua-
tricme ordre d’arguments £+ 0" et { — /'; celles-ci réduisent donc les
in¢galités de mémes arguments introduites dans A+ g+ par les
termes 41 et 12.

De méme, le terme 21, associé au terme H, introduit dans V des iné-
galités d’argument 2D — 2/ qui se réduisent avee celles qui résultent
du terme 4.

Nous ajouterons donc aux termes considérés précédemment les
termes 21, 22 et 23.

En définitive, nous prendrons dans R tous Ies termes du premier et
du deuxieme ordre, exceplé les termes 9, 10, 19, 20.

Avant d’¢écrire 'expression de la fonction perturbatrice, réduite aux
termes précédents, il ne nous semble pas inutile de remarquer que les
inégalités introduites dans les coordonnées par deux termes dont les
arguments sont de la forme /+ il et { — il’ se réduisent entre elles et
deviennent de Pordre j -+ 2 si les deux termes considérés sont de
Pordre .

Vérifions-le, par exemple, pour les termes du deuxieme ordre 11
et 12.

A cet elfet, ne conservons dans R que le seul terme périodique 14
et réduisons son coefficient i sa partie principale

! 42
. gmat o ..
RozA--3 g eel Cos (L= 1),
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En portant cette expression de R dans les équations (1), il vient

dG

dr @

f_{_[l. n

T

dl 3 m'a> .

o = A ﬁ;;/ii- ee sin(L-- 1),

di I N ] ,
{ll I . == <.) T ce’ - /| ";L‘— ‘é‘> C()b( l ~}- l ),
i or 3 n'2 ¢

((l; T i If»,[ -(—c-(:()s( L1,

(_/ﬁ .

de, O

L'intégration de ces équations nous montre que le terme considéré

introduit dans L, /, g les inégalités

D 2
3, n'*

o (@ i €] GOS (L= L) A=
4 n(n--n) (L8

Dl 12
[t /; f’é : ‘;;"(‘;;1%242'“};"5 sin (L 0y +...,
0o 12
g /f: },j(;;n.;-"';l'j sin(l-t-0') ...
el , , .
:Z (’j; ’7['4 s = 2y sin(l+ 1),
3, n'

po e el o8 (-0,
¢ /'( n(nf}”l,)(ob( L")

Le terme esinl de V devient done

¢ 3 ¢ LG cos (L -+ l’)— sin [l —+ Je__ mt sin ({ + l’)J
T4 n(n4-nty ) foe n(n-+n')
W2 .
:;:esinl—k-?’- ¢ — _sinl 4+....

4" n(n~=n")

En changeant dans tous les calculs précédents 2 en — ', on voit que



S.22 J. PERCHOT.
le terme en cos(/— () de R introduit dans le méme terme de 'V I’iné-
galité

<

"o 9
0D 2

n .
— g e sin - L
4 n(n—n')

Les inégalités introduites dans V par les termes du deuxieme ordre
et d’arguments /- ', [ — (' se réduisent done au quatricme ordre.

On vérifie de la méme facon que les inégalités introduites par ces
deux termes de R dans la coordonnée U se réduisent au quatrieme
ordre.

Tout ce qui précede s'applique, sans aucune modilication, & deux
termes de R dont les arguments sont de la forme [+ " et [ — il'.

Revenons aux inégalités introduites dans V par les deux termes 11
et 12. Nous venons de voir qu’elles se réduisent au quatrieme ordre.
On est conduit & s¢ demander si ces inégalités du quatrieme ordre,
qui sont déja la réduction d’inégalités du troisicme ordre, ne sont pas
elles aussi réduites par les inégalités provenant des termes d’ordre
plus élevé de R. Cest assez probable; la réduction des inégalités pro-
duites par les termes des différents ordres de R revient, du reste, &
Pexistence des groupes dont nous avons parlé précédemment.

Les quatre termes du deuxieme ordre 9, 10, 19, 20 ne donnent pas
dans V d'in¢galité d’ordre inféricur an cinquicme et d'arguments 7,
2D, 2D — /; mais ils y introduisent d’autres inégalités du troisieme
ordre qui ne se réduisent pas avee celles qui proviennent des termes
du premier et du deuxieme ordre. Cependant ces inégalités ne sont
pas conformes aux résultats des observations. Elles se réduisent done
avee les inégalités de mémes arguments, qui résultent de termes
d’ordre supéricur de R; et 'on peut déterminer ces termes en suivant
un procédé analogue i celui dont nous nous sommes servi pour
trouver les termes de R qui introduisent dans V des inégalités ’argu-
ments £, 2D, 2D — £ et d'ordre inférieur au cinquieme.

Nous allons maintenant écrire le développement de la fonction per-
turbatrice.

Nous négligeons les termes d’ordre supérieur au qualricme dans la
partie non périodique ¢t 'aussi dans les coefficients des termes pério-
diques considérés précédemment; enfin nous ne tenons pas compte
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du terme 13, qui ne donne que de trés petites inégalités dans g et 4,
car il est du deuxieme ordre et la partie principale de son coefficient
ne dépend ni de e, ni de v.
Nous avons ainsi

R= na(—3y*+ e+ iyh— fylet— Jy2e 4 [ e*e?)
—+ Il’ga‘::—— tecosl-- (fe—iy2e)cos(2D + 1) 4 (— fe+ $y2e) cos(aD — )
— e’ cos (o) — L —U') +-See'cos(aD) — L+ ') — 2ee’cos ({ + 1)
—dee'cos (L —U) -+ $y2cos(ag +al) - Letcosal+ et cos (2D +2l)
=28 cos (2D — 2 l) - 1% e2e cos (oD —al—1')—Liete cos (2D —al+ ')
=1Eytetcosa g yreos[aD — (2 g-ta )]+ 2y2ecos[aD — (2 g+20) — U]
— 4yt cos[aD) — (2 g+ al) + ]].

IV. — Intégration des équations (5) et (6) du § II.

Cherchons d’abord les développements des fonctions @, Fy, F,.
Nous avons posé, au § I,

P =Dy - Ry,
L 1 S, ro ot
o et o (D - Ry ) 2= Fo - n2a?Fy,
o o

P, ¢tant ensemble des termes non périodiques de I et F, 'ensemble
des termes périodiques. On voit done que

I . PPN T 9
Ky = (@ 4 partie non périodique de R);
or R* s¢ compose d'une somme de produit de deux cosinus et d'une
somme de carrés de cosinus. En d'autres termes,
Ry = oXA.BeosacosP -+ ZA* cos*a;
nous y ferons les deux (ransformations

2 C0$ & COS 3 = c08 (o -+ B) — cos(az— ),

cos?z = ) - cosao.
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. . L Y Az
Il est manifeste que la partie non périodique de RY est 2—;— :

A2 (n'2a*)? . e
— AP 99 42,2 2061 ,2 ,/ oyl 35 L0\
E o — ( "L e? o U yret - Sl etel - 9/«_‘,, VN'C'),

de sorte que

f r " .
I~ 2 C a2 % (s Bey2 g B 2 1 Bk D22 942,02 1 9 ,2,/2
F""zc[“m —2aKna(— P f et Yy — Gt et = e A et e?)

(n'%e2)?

A (W= e At e e gyt et ]
Nous avons trouvé précédemment que les équations qui détermi-
nent A°, g°, £°, H*, G*, K® sont

dKvOF,  dGY OF, A OF,
de T 0k’ de — og"’ de R’
O jae o aeon e,
de T 0KV’ de 06 de — OHY

Nous allons chercher une solution périodique, de période F,, de
ces équations.
Déterminons «, par I’équation

oy Ty am,

les coefficients du temps dans £°, g9, A° seront des multiples de «,.
Posons ensuite
9'.(}1

a‘ - - (‘*-7
4

C, et T, seront liés par la relation

‘V
o ,.(1 Ty am.

Nous déterminerons plus loin la constante C,.

Revenons aux équations (1); les trois premicres de ces ¢quations
nous montrent que K, G°, H sont des constantes; nous déterminerons
ces constantes en égalant les seconds membres des trois dernieres
équations (1) & des multiples convenables de o,. Pu