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SUR

LES MOUVEMENTS DES NŒUDS
ET DU PÉRIGÉE DE LA LUNE

BT sun

LES VARIATIONS SÉCULAIRES DES EXCENTRICITÉS

PAH M. J. P.ERCHOT.
A N C I E N I S L K V E »B L'12 (3 0 IL Iî N O R M . V L l î S U P É R I E U R E .

I N T R O D U C T I O N .

Depuis Newton, le but final de la Mécanique céleste est de savoir
si la loi (le la gravitation universelle peut expliquer à elle seule tous
les phénomènes astronomiques. Le moyen d'y parvenir est de faire des
observations aussi précises que possible, de les prolonger pendant de
longues années ou de longs siècles, afin de déterminer avec une grande
exactitude les inégalités des mouvements des corps célestes et de les
comparer ensuite aux résultats du calcul.

Or la Lune est facile a observer et son mouvement présente plu-
sieurs inégalités importantes. La théorie de notre satellite fournit donc
un excellent contrôle de la loi de Newton; elle nous donne aussi des
renseignements précieux sur la parallaxe du Soleil, sur l'aplatisse-
ment et la rotation de la Terre.

Pour toutes ces raisons, la théorie de la Lune est d'une importance
capitale en Mécanique céleste. Mais elle est aussi difficile qa'impor-
hnte Tous les géomètres qui ont suivi Newton s'en .sont occupés et,
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malgré l e u r ^énie et l e u r s elTorts, les diverses théor ies q u ' i l s ont fa i tes
pour exp l ique r son niouvemerU laissent beaucoup a désirer.

Les récentes découvertes de M'. Poincare sur le problème des trois
corps nous montrent, eu et ïet , le peu, de r igueur des anciennes mé-
thodes et nous apprennent qu 'aucun des développements auxquels
elles nous conduisen t n'est conver^enl.

Heureusement , M. Poincare ne nous a pas laissé au, dépourvu : les
théories des solut ions pér iodiques et des solut ions asymptotiques nous
permettent de calculer p lus rapidement et plus exactement que parles
anciennes méthodes les coefficients de certaines inégalités.

C'est en a p p l i q u a n t la première de ces théories q u e j ^ a i calculé, dans
une première approximat ion, les coefficients des principales inégalités
périodiques des longitudes du, nœud ascendant et du périgée de la
Lune. Dans ce travail, j 'a i pris pour point de départ les équations
canoniques qui, ont servi à Dehumay.

Enfin, dans le dernier Chapitre, j 'ai ind iqué d'autres équations cano-
niques qu i définissent le mouvement relatif de la Lune, par rapport à
un système d'axes animé de deux rotations correspondant aux mon-
vements séculaires des nœuds et du périgée,

PMEM1EHE PAiiTlE.
SUK [.ES MOUVENHNT'S DES NŒUDS ET DU PÊKIGIÏE DE LA LUNE.

I. — Équations canoniques d'où dépend le mouvement de la Lune
autour de la Terre-

Soient
0.27, ()y, Oz les trois axes rectangulaires passant par le centre do la

Terre;
oc, y , ̂ les coordonnées du centre de la L'une;
x\ y, ̂  celles dû-centre du Soleil ;
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m, fn\ M. les masses de la Lune , du Soleil, et de la Terre;
î{ la fonct ion

R := m1 /r;r-4--j,}''-4- zz
| ̂  (^,. -.. . , . /^ 4.,.,., (_r . . . . . . . . . y ^ - + ^ _ ^ ) 2 / • - J

les équa t ions du mouvement de la Lune sont

^.r x àl{ (î^ y àï{ d^ z ^ àR
ça) ^ 4- [J. ̂  '^ ̂ . ^^ "4" [J. ̂  - ̂  , ^ + ̂  ̂  .:̂  ̂  ;

F y désigne la somme M' 4" m.
Si l'on supprime les seconds membres, on a les équat ions du mouve-

ment e l l i p t i q u e

r/^r .y d^y y fPz z
( Oî ) ——.7- -1'1!- [J. -, •1.'1-' 0, —— .-1- [J. ~ = 0, -j- •+• [J, — '=. 0.

ai" • /"î ( l t . ' i " d/.- • /"{

On suppose que le p lan des xy est le p lan de Péc l ip t ique et que Occ est
la l igne des équinoxes,

Soient

N11 T orbite de la L u n e ;
N le nœud ascendant :
II le périgée.

Désignons par

a le demi grand axe de l ' o rb i te l u n a i r e ;
e son excentrici té;
p son paramètre;
T" le temps du passade îîu périgée ;.
h la longitude du nœud ascendant;
ff rargumcmt de la latitude du périgée.

L'intégration des équat ions (a), par la méthode de Jacobi, donne
les intégrales x , y , z, (^ ^ ̂  du mouvement e l l ip t ique en fonction
du temps t et de six constantes arbitraires C, G, H, c, g\ h, dont la signi-
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fication géométrique est donnée par les formules suivantes :

(A)
C = — ̂ , G- = ̂ p, H — (/^ cos i,

C ^~ T, ^-:NIÏ, // :-.rN.

Si, dans les équations (a), on rétablit les seconds membres, on a
les équations (a) du mouvement troublé. La fonction R, qui dépendait
de x , y , z, .ï', y\ ^, devient une fonction connue de x\ y\ z\ c'est-
à-dire du temps l et des constantes C, G, H, c, g, h.

En considérant ces six arbitraires comme de nouvelles variables, la
théorie de Jacobi nous apprend que les dérivées de ces variables sont
données par les équations

W

d(] _ â'R de ^ <m
Tlî " 1 1 1 1 1 1 " 1 ^àc^ dl i~" "" ôïy
d^ _ âR dg ^ (m
^ -"^ï ..^,r,:—^,

dR _ ()R dli ^ an
\ dt "i"11'" "(W "dî ̂  """1"1'"1 à'H

Mais ces équations présentent, comme on sa i t , cm ^rave inconvé-
nient.

Dans le mouvement e l l ip t ique, ^, y, ^ sont des (onctions pério-
diques de n ( /+<?) , n étant le moyen mouvement de la Lune, et des
formules (A) il résulte que n e'st fonc t ion de (1 De sorte que, dans les
formules ( h ) , le temps sort des signes s inus et cosinus, et ces for-
mules ne peuvent s^appliquer indéf in imcnl ni. servir à la construction
des Tables.

On évite cet inconvénient , en prenant, au t i e u de c, la variable / dé-
finie par l 'équation

/ ::•:::; n ( i ^. c ).

On voit que /es t l 'anomalie moyenne.
Après ce changement de variable, les équations ( b " ) n 'on t plus la

forme canonique, mais on les y ramène en posant

±^^
n
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L étant une nouvel le variable. On peut écrire cette équation
_ cff^ i————

6/L == \j[^—"•=? d'où L =: \j {j,a.
-2 \/a

En résumé, les formules ( b ) peuvent être remplacées par les sui-
vantes

( (m. <n{ €IG - àR dL --=: (m

\ 7/7 r:" Jh. ' ^ ^ î  ? ^ """" ^5
l/<'"5

^ ^^ ^ ... <)B dl^^.âR
' d L :::z ̂  <JÎ.5.î ^^ =:= """ 3G 5 ^ '"" ^^

(0

S^ -1-1-: A 4" ^ S;î cos L Â - ( A .+ ^ + / - h'- ff^ l ' ) + /^^ + Q + Â-^ - ^-w //].

A e t B sont des (onctions développables des éléments osculateurs géo-
centriques de la Lune et du Soleil.

Les variables L, G, H, /, g , h y ont la signification suivante

I. ::;...- \j"a^, G =: L /r—"^, 11 = <.s cos <.

/ désigne l 'anomalie moyenne de la Lune;
^la distance angula i re du nœud ascendant au périgée;
A la longitude du nœud. ascendant;
//, g\ h' les quantités analogues pour le Soleil.

Pour s implif ier l 'écriture, nous désignerons dans la suite par D la
difterence des longitudes de la Lune et du Soleil; c'est-à-dire que nous
poserons1 ^ ^ h ^ ^ ^ l - I ^ - S 1 - 1 1 '

II. — Méthode d'intégration.

Pour intégrer les équat ions( i) , on a dû procéder par approximations
successives, en se basant sur la petitesse du rapport ^ des distances

de la Lune et du Soleil, à la Terre.
Delaunay a ainsi déterminé les expressions des coefficients des iné-

galités des coordonnées de la Lune, jusqu'aux termes du septième
ordre inclusivement. Nous aurions pu déduire de ses calculs les inéga-
lités périodiques des longitudes du nœud et du périgée. Nous avons
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cm préférable d'employer les nouvel les méthodes inven tées par
M. Poincaré.

Nous nous proposons donc d 'appliquer la théorie des solutions
périodiques à la détermination des coeff ic ients des inégal i tés pério-
diques, qui correspondent dans les mouvements des nœuds et du pé-
rigée aux trois grandes inégalités pér iodiques de la longi tude .

La méthode que nous emploierons pourra, du reste, s 'appliquer à
la détermination des inégalités des nœuds et du périmée qui. corres-
pondent aux petites inégalités pér iodiques de la longi tude ou des
autres coordonnées.

Nous ne conserverons donc dans lî, que les termes qu i int roduisent
dans la l ong i tude , V, l 'une de ses trois grandes inégalités : variat ion,
évection et é q u a t i o n annue l le . Dans ces termes, que nous détermine-
rons au Chapitre suivant , nous remplacerons /, l! par leurs valeurs
déduites des observations, et nous négligerons les var ia t ions du grand
axe.

Nous n 'aurons plus alors que les qua t r e équations

//H , ù\\ d.{\ û\\
W ::iwi' (Jh ' "dî i;;: i''11''1 û^ '
dh <}\\ d^ ô\\
7u """""" "111""'" "M ' "dt. " 1 " " 1 M 'diï '

et la fonction R, qui figure dans ces équa t i ons , sera de la (orme

Sî — A -h ^ B cos[(^ +• { ' n ' ) i ̂  i" y 4- i " 1 > / ( ^ y].

On sait que les nœuds sont an imés d 'un mouvement rétrograde,
dont la période est

a..-..- 6793.1,39;

par conséquent I1 ̂ t une ' fonct ion périodique de période a.
Le périgée étant an imé d^un mouvement direct, dont la période est

b =;: 323^, 5 j ,

g+ h est une fonction périodique de période b.
Or 90 et ï.Qh ne diffèrent pas do la centième par t ie de leurs valeurs.

Posons donc
/ ! ! ! , ! ^^a^ï^h^T^^^ïS^H:^
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déterminons ensui te a par la c o n d i t i o n

a T == 2 TT, a ~= ;;< i /^ i o i »

et posons

^>', À , /< : peuvent être considérées comme des fondions pér iod iques de
période T.

Le coefficient de l , dans Parfument d ' u n terme quelconque de la
fonction perturbatrice, est de la forme in.4- ^W.

Divisons tous ces coefficients par a, nous aurons ainsi

in -t-- i1 ft' ="=• (\y. -}- e (/i ires grand et. e <: oc),

( In -h i' n' ) t •-'•""r ii a <t -h s <? r:-: /i k +- s ̂ .

Nous négligerons, dans tous les a rguments , £/ devant i^k, ce qui
revient à une très légère modif icat ion des moyens mouvements . La
fonction R ne contiendra plus le temps exp l i c i t emen t ; e l le sera de la
forme

R ̂  A -1- ^ B cos(/i, /• -i." l ' y --r- f/1 h 4- r/) ;

elle dépendra des variables l inéa i res H, G' et des variables angulaires
A, g , k, qui ont pour période T.

Posons
<Ï):_««.^K -i- H

et déterminons K par l ' équa t ion

dK ô^
^di ^ aï. '

nous aurons alors le système canonique
/ cIR <N> dti ô^ dK à^
^ d Ï ::r: àh' ^ :1:":1:11 (}^9 "d£ ^ M'

\ dh d<î) d^ ^ ()^ d/c ^ CKS)

. \ lu ":1"1"' """ '1m ' -^=:-^, ^ ^- ̂
(i> =:::•"- aK,4- Ro+ B I »
d) : • : 1 : 1 1 1 ; <ï),,, + 1^;

Ro, 4>o désignant les part ies non pér iodiques de R et <I>, R^ est l'en-
Ànn, de l ' K c . Normale. 3" ,Sci'i(i. Toïne X. i*3"'2
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semble des termes pér iodiques de R, que nous devons considérer pour
le but que nous nous sommes proposé; R ^ cont ient , comme Rp, n^a^
en fac teu r .

Les équations (2) ont l ' intégrale

<î>-r. const.

Considérons cette constante C comme u n e donnée du problème et
posons, comme M. Poincaré,

F^^.<I^
ÏC "

Désignons, pour un ins tan t , par ^/ l ' une quelconque des variables
L, G, H, et par y^ la variable angulai re correspondante.

Les équat ions (2) peuvent s'écrire

( duc, _ d^ _ ()V
\ ^dt ^ a'c'^n """ J)7/

(^f) î J J ' 1 ^ 1 , 9 ^ 3 .

< ^^.. ^ d^ -, âv
\ clh '2 (J dXi (}^'{

Les solutions des équat ions (2), qui correspondent à la valeur particu-
lière 0 de l^intégrale '^^ appar t iennent aussi aux équations (a').

Et, comme M. Poincaré l'a montré , u n e so lu t ion de (2), q u i est telle
que ^ soit égal à une constante G, dHrérenle de (1, appar t i en t encore
a u x équat ions (2 ' ) , p o u r v u que l 'on y cl lange / en t .^

En effet , en changeant , dans . les é q u a t i o n s (2^), / en /-? elles de-
v iennen t

dxi, ^^ Ci d^
^Ù ' C rly^ f

dyi _ (̂  d^ l.......^ „,,....„.. ^ ^^ j
/—• : r , 2^3;

et, commue <Ï) — 0,, ces équations peuvent s'écrire

dxi ^ d^1 d¥
dh w 9.C dyi " '"" dy^

^ f i-^ î , ̂  3.
dyi __ d^- 1 dV
dt. ' ' " " ! ̂ {^dxi ' i " " i " " ^ d.r^
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Des solut ions de (2), il est donc aisé de déduire celles de ('2'), et in-
versement.

Nous considérons donc, au l ieu du système (2), le système

( dR — à¥ d{J — ÔF dK: — ()F

| dt '~ Ohî TU ~ 'ô^-î "dt = 'àk'
(3)

< dh. - _ <)F '̂ - -, <)F ^Â" - — ()F
[ "̂  ^-"-^li/ ^._--^, ^ __^ ,

F^^(<^+,(Ï)J{^I^).

Désignons par F(, la partie non périodique de F; pam^a^Fi la partie
périodique. Nous pouvons considérer n^a2 comine un paramètre très
petit p. et écrire

F= F, + /^a2 Fi,
(4 ) F=Fo4-^.F.

F^) se compose du carré de C^ et des termes non périodiques qu i
proviennent du carré de Br

n'^a'2}^ se compose de ;2<1^R^ et des termes périodiques qui. pro-
viennent du carré de R,i.

C est du premier ordre on /^a2 ou [x, ainsi que F^ ; F() est du
deuxième ordre en n^a2.

M". Poincaré a montré que les systèmes canoniques tels qae (3)
avaient des solutions pér iodiques de période arbitraire, et il a ind iqué
un procédé rigoureux d'intégration.

Nous allons appliquer sa méthode aux équations (3) et chercher
ainsi, une solut ion des équations (^) ordonnée suivant les puissances
croissantes de [x et dont les coefficients sont des fonctions périodiques
de t.

Nous posons donc
U,^,::: 110 4-^ H:14-^ H2 " h - . . ,
G = G0 ̂ p. G1 +^ (?+... ,
K.^K.^-hpK^f-^K2^... ,
h :^A° + p. h1 +^À2 •4-. . .,
^ :=^ ( )+l^< t+^^+.. . ,
À- =Â-° 4-^/C1 -"l-^Â:2 4". . ..
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Nous ca lcu le rons seulement les deux premiers termes de ces déve-
loppements.

Dans F, à la place des variables G, H, K, ^, A, A, substituons les
développements précédents et développons F su ivan t les puissances
de p.. Nous aurons

F::::::Fo-^<l>l411••-^ i i<I>,4--. . . .

Il est clair que

( b — y a p c° K" //" "•{î A'0 ) --4- H1 <;11<0 "-h ( } I ^ J L 4 - K I v*^n'i — r i { ,u, , IA , n , / < , ^ , A ; i n ^p i vx ^^ i iv ^y

<!>,, ne dépend que des variables 11°, G 0 , K0 , h\ g\ k\ H\ G\ K1 .
Cela posé, on voi t que, en égalant les mêmes puissances de p-, on

obt ien t u n e série de groupes d'équations dJ fie rent i elles dont les pre-
miers sont

, ^ï° d{v' ^Ko

| T//7 " 1 01 di. 1 1 " ^^ ^^ ' 1 ' 1 1 " ' ' '
( v ) ) J ^//0 ^o ^1) ^F« ^Â'° 6>Fo

1 ]^" : : " ' : 1 1 : 1 " " JïF5 '1"^11111'1 ^"1"1 1 ' "1 1 ^1"' '̂ r ':'::llii""w ^K0 î

. ^S.S1 ^<!>i ^G1 Î»i ^/K1 _ ^<l>i
1 "5r "::~1; ^À"' 11111111^"111 ' " : 1 " 1 1 1 " : : : ^<)> '11"11^1111""' r l ' : <3A:(^Î

<///1 ^<J>i ^•1 r/<âï, ^/.1 <)<I>i..̂ .̂ , ,::-: ̂  ̂ , ..^ ,::,:..« ̂ , ^ ,^^^.

Un intégrera d'abord le système (5) , puis lo système (6).
Nous remarquerons que , pour avoir une intégrale des équations ( a )

de période TJI ne faut pas chercher une intégrale de (3) (le période T;
car, pour cette intégrale , <I> serait généralement égal à une constante (7
d i f fé ren te de G, de sorte que, pour dédui re de la so lu t ion considérée
des équations (3) une solution de^ équat ions (2)^ il faudrai t y rem-
placer ^ p a ' r / — ? et Fintégrale a ins i modi f iée n'aurait plus pour pé-
riode T. Nous che relierons donc une solution des équations (3) de
période T,. Pour cette solut ion, <I> sera égal à une constante-C', et en y
remplaçant t par l—^ on obt iendra une solut ion des équations (2) de

. . , ,p (7période .1̂  ,—
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III. — Expression analytique de la fonction F.

Après avoir exposé la méthode d'intégration que nous suivrons,
nous allons former l'expression analyt ique de la fonct ion F.

Ne considérons que les termes de R qu i , pris isolément ou com-
binés avec d'autres, in t rodu isen t dans la longitude ^ une inégal i té de
même période que l'évection, la variat ion ou l 'équation annuelle, et
réduisons R à ceux de ces termes qui donnen t dans 9 des inégalités
d'ordre in fé r ieur au, c inquième ordre. L'expression de la longi tude de
la Lune, qui résul terai t alors des intégrales des équations (i), contien-
drai t les trois inégali tés considérées avec des coefficients ne différant
de ceux que donnent les observations que de quanti tés du cinquième
ordre..

Par conséquent, les intégrales ^ et h des équations ( f ) , obtenues en
réduisan t ainsi, R, nous dé termineront en quelque sorte les inégalités
périodiques des nœuds et du périgée qui correspondent aux trois
grandes inégalités périodiques de la longitude.

De cette façon , nous négligeons, dans la fonc t ion perturbatrice, des
termes qui , à première vue , semblent plus importants que d'autres
que nous conservons; puisque, pris séparément, i l s introduisent dans
les expressions des coordonnées de plus grandes inégalités. Mais, en y
regardant de près, i l est manifes te que, pour juger du degré d'impor-
tance d'un terme d e R , il ne f a u t pas seulement, comme Delaunay l'a
fait dans sa Théorie de la Lune, considérer l'ordre de la plus grande
inégali té que ce terme, pris isolément ou combiné avec d'autres, intro-
duit dans les coordonnées. Il fau t encore considérer les arguments des
inégalités qui en résultent : un terme qui introduit dans l'une des
coordonnées, P par exemple, une grande inégalité, mais dont la pé-
riode est différente de celles qui correspondent aux principales inéga-
lités de v, n'est pas un terme très important. Les inégalités qui en
résultent sont détrui tes à très peu près par d'autres provenant de
termes d'ordre plus élevé de R. Il ne peut pas en être autrement,
puisque l'observation nous apprend que de semblables inégalités
n'existent pas dans la longi tude.
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Ces considérations, dont Delaunay n'a tenu aucun compte dans ses
immenses calculs, n 'avaient pas échappé à Laplace. Dans l'équation
qui lui servait à déterminer l'inverse de la projection du rayon vecteur
de la Lune sur le plan de l 'écliptique pris pour plan des coordonnées,
Laplace a négligé des termes qui paraissent très importants, car ils
acquerraient des diviseurs du deuxième ordre par l ' intégration : il
avait remarqué que les inégalités qui résultaient de ces termes se
détruisaient à très peu près et devenaient a ins i conformes au résultat
des observations (1).

Dans le même ordre d'idées. M- Poincaré a remarqué qu'il doit y
avoir dans la fonction perturbatrice des groupes de termes qui, pris
séparément, ne sont pas négligeables, mais dont l'ensemble ne produit
pas d'inégalité appréciable.

La connaissance de ces groupes permettrait de s implif ier énormé-
ment les calculs. Malheureusement leur formation nous semble diffi-
cile; quoi qu'il en soit, nous n'avons pas encore obtenu de résultat
assez général pour en faire ment ion.

Nous allons d'abord chercher les termes de 11 q u i , considérés isolé-
ment, introduisent dans la longitude ^ d(îs inégalités d'ordre infér ieur
au cinquième ordre et d 'argument / /, 2!) ou 2!) — /.

On sait qu 'au cinquième ordre près, l 'expression de V est

V :.,.,-.;: h -h K 4" l 4- ( ̂  ̂  — ï^ ) ^in i 4- ( l ̂  — ̂  ̂  ) si n -^
-h -H ̂  ski 3 / -h ̂ '(A s m 4 1 4 - (— f — f — f^ ) si u ( '< ̂  -h ^ /)
- 2 /2 e s i n ( 9. g 4- 3 / ) -h a y2 e si « ( 2 g "+• l )
- ̂ fe^ sin (^ 4". 40 - îf^ sîn^ 4- }/ sin (4^- "4- 40.

Soit A^cosa un terme de H; f ê t a n t l'ordre de la plus grande inéga-
lité que ce terme introduit dans /, ^, h, L, G, li, nous dirons, avec
Delaunay, que ce terme est de l'ordre i.

Nous allons montrer que, en général;, un terme d'ordre i^ introduit
dans Y des inégalités qui sont au moins de l'ordre 14" i,

Pour cela;, il suffit évidemment de considérer les deux premiers
termes de V*

( i) QEuwe$ de Laplace, Ï\ IlL
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Cherchons d'abord les termes d'ordre ^ 'A^-cosa qui introduisent
dans I-1+ g + l des inégal i tés du même ordre. Réduisons, à cet effet,
A/ à sa partie p r inc ipa le a^ et R au seul terme pér iodique a^cosa. En
développant les équations qui définissent /, g. À, elles deviennent

dl._, 2 (m ili — eî {m

df. an à a a^ ne <)e

d^ _ ^^^ ̂  1 — ^ 2 àR
dl " ' a^ne (je ^n^i~^~^ "^?

d/f. _ ï ()R
di ~" ^/^/r-^l?2 ày

Si donc a/ dépend de e et non de y, c'est dans ^ ^ que A^cosa in-
troduit des inégalités d'ordre i\ comme -y"- a des signes contrairese> fj^ o

dans — ? 1^? les parties principales de ces inégalités se détruisent
dans / + g et, par suite, dans V.

Si di dépend de y et non de e^ c'est dans g , h que Ai cosoc introduit
des inégalités d'ordre i, et pour la même raison que précédemment
leurs parties principales se dét ruisent dans g + h.

Enfin, si a/ est indépendant de e et y, le terme A/ ces a n'introduit
pas d ' inégali té d'ordre ^dans ^•e tÀ; mais il en introduit dans /et , par
suite, dans le premier terme d.e V»

II est aisé de voir que les inégalités int rodui tes dans <?s in / par un
terme quelconque dTordre i sont au moins de l'ordre i -^r r .

Si a^ dépend de e ou de y, A^cosa introduit des inégalités d'ordre
i-+- 2 dans G' et H; donc d'ordre i + ' s , au moins dans e. Dans le cas
où ai ne dépend ni de e ni de y, l 'argument de A.cosa est de la
formo

^ - k ( h + ff + / - V- g^ V} - 'k'" I/,

car, en général, a est de la forme1

a - k{h 4- ff + / - h'- ̂ 7- Q - ̂ T+ k1^ ̂  l) + k " l ,

et A^ contient e, y, e! a des puissances respectives, au moins égales
aux valeurs absolues de k\ k " , k1".
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Donc, si a; ne dépend ni, de e, ni de y, on a

^( r / . /cosa) _ / ) (^ /cosa),.,.̂ ^^^^^^^^^^^^^ ,, .,.,̂ ^̂ ^̂ ^ .

Or
^/ dl dL dl r/G
<î/::= f/L 7/1 "h rfG 7u

i-^ d'R ^/r'::'"11^ ()|{
a^ne dl a^/ie ()^

Les parties principîi les du deuxième membre se détruisent et A^ cosa
introduit encore dans ce cas des inégalités d'ordre i + r , îm moins
dans e et, par conséquent, dans le deuxième terme de V.

Les seuls termes d'ordre i, qui in t rodu i sen t dans h 4- ̂  + l ou dans
V des inégalités d'ordre l, sont ceux dont la partie p r inc ipa le ne dé-
pende ni de e, m de y. Hais ces termes du qua t r ième ordre sont très
peu nombreux, et l'on voit aisément qu 'aucun d'eux n'a pour argu-
ment l\ î îD, î\) — /.

Donc, pour calculer la va r i a t i on , 1/éveclion et l'équation annuel le
au cinquième ordre près, il n'y a pas à tenir compte des termes de R,
qui sont du quatrième ordre. D'après ce que nous avons dit au début
de ce paragraphe, nous ne prendrons dans R que des termes des pré"
mier, deuxième et troisième ordre.

Delaunaya cherché tous ces termes de B, il a réun i tous leurs argu-
ments dans un Tableau que nous al lons reproduire, en mettant, en
regard du numéro de chaque terme, sou argument et son ordre. Pour
simplifier l 'écriture, nous désignerons par D la différence des longi-
tudes du Soleil et de la Lune; c'est-à-dire que nous poserons

j), k 41-^ • • 1 } " 1 1 l^/t'^ff'^/^
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Numéro
des

termes.

i ......
2.. . . . .
0

4.. . . . .
5. . . . . .
6. . . . . .
7. . . . . .
8. . . . . .
9.. . . . .

10 . . . . . .
1 1 . . . . . .
là......
4^
14.. . . . .
!£>. . . . . .
16. . . . . .
17 . . . . . .
18 . . . . . .
19 . . . . . .
90
0)4

^iâ......
23.... . .
SM.. . . . .
ârL.....
â^
27......

Ar^iimonts.

/
%D--+- /
9.D—1
% D — % /
al) —c 'À^ -h •.>./)
l', a/', 3^, 4 / '
al)^^/'
aD—^+.f
î).,...}..../̂ .̂

a04 -<?4-^
/ -1- //

l^tf
^D
9,^4- 'A/
^
a î) ""l- a /
a:D^9j—^
^D^-. a/.).../'
1) — /
T.) — l ̂  l'
^^
^l>-(a^-^)-/'
9. î)— (•2^-4^2 /) ••-llh ^
/4-9^'
/"-2/'
^|)4-/..,..^/'
->r).-./.^-À^

<:) 'drcss.

l

ï

2
'À
9.
'„/.
'À
•^
%
9-
'2
y.
'2
'2
1A
'„>,
y,
'2
y,
'2
3
3
3
3

Numéro
cl es

termes.

28. . . . . .
29. . . . .
30. . . . . .
3 1 . . . . . .
3 2 . . . . . .
33 . . . . . .
3 4 « . . . . . .
3?).. ....
3().. ....
37. . . . . .

• 38 . . . . . .
39......
40......
41 . . . . . .
42.. . . . .
43. . . . . .
U......
4?) . . . . . .
4G. . . . . .
47..... .
4H.. . . . .
49. . . . . .
f >0 . . . . . .
r)i......
r fâ. . . . . .
î)3.. ....
î^......

Arguments.

4 D — /
4 D — /
3Ï:)4-/
3 D — /
0 -h /
( ' ^ ^ ^ 1 ) ^ 1
(^•-2/)-/
2D— (•2^4--'2/) -h /
^D — (^^-h3lQ --- /
9A:)--/'
aD-h/'
2^' •-•!•- ̂ l 4- //

'̂ "+-^—^
•^-r"/'

%/-/ '
•A 0 -h % /
al)-.}-.%/^-^
^l)...;.^/^^
3 1
^ D .-!- 3 /
^ D "— 3 /
^D^a/»,.,,..^/'
^ D — ^ / 4 - a / '
\)^l^l'
1) „.,..„- / 4-. {!
%D"—(/2^4-'a/)—%^
•AD—(^4-2^) 4-'2^

Ordres.

Considérons d'abord les termes da troisième ordre; soit Aacosa l 'un
d'eux.

Il ne peut introduire d'inégalité du quatrième ordre dans V que par
les deux premiers termes h "+- g 4- / et e sin/-

En ne conservant dans R que ce seul terme périodique A ^ c o s a ,
h +^4- / devient, par l 'intégration des équations (r) ,

/f «^ ^ + /..,.).- e sin a ;

esïnl devient, de même,
( e 4" Ê4 ces a ' ) sin ( 14- £3 .sin a.).

En développant coproduit par la formule de Tayior, on voit que les
S.3Afin. df: l'Éc, Normale. 3e Série. Tome X.
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termes du qua t r i ème ordre y on t pour arguments

c^±L

Donc, il ne fau t prendre, pour le 1)01' que nous nous sommes pro-
posé, que les termes du, troisième ordre , dont les a rguments a sont
tels que

a on a:± l^. I1', ^1), 9/1) — /;

mais, en nous reportant au Tableau précèdent:, nous voyons que ces
termes n'existent pas.

Passons aux termes du deuxième ordre, s o i t A - a C O s a r'un d'eux.
Il n ' introduit des inégalités d'ordre i n f é r i eu r au c inquième dans

V que par h -1- ff "h /, et par les termes du. premier et du, deuxième
ordre de V. Le terme de B, d 'argument l ' donne dans À -h ff -4- l des iné-
galités du deuxième ordres et de même argument // que l 'équat ion an-
nuelle; nous devons donc en tenir compte. Considérons un terme du
deuxième ordre, A y C O s a , dont la partie pr incipale a^ de A^ dépend
dee; d'après ce que nous avons d i t précédernment, ce lerme in t rodui t
des inégalités du deuxième ordre dans l et ff, du troisième ordre dans
g •+• l et c.

De sorte que, en ne conservant dans 11 que ce seul terme pério-
dique,

// ...,,1... ̂  4,.. / dévie ni II 4- ^ -h l -l- £3 s in «,
e^ini » {<' • i i ' , i • S.^ cosa) suit( /-(•- Ê^m^)»
^ sin ft / .»• ( e -l1-1 ^ cos %)2 sin ( ̂  / -h ^ £ 3 sin a),
'f sin(a^' 4- ^ l ) )> (y -h ^3 cos^)^ sin (2 /4 - ^^' 4-" '̂  sina).

Jin développant ces expressions par la f o r m u l e de Taylor, on trouve
que les termes d'ordre i n f é r i e u r au cinquième y ont pour arguments

y, ±: /, a ±: 2 /, a ^fc (2^ -h" a /),

et l'on arrive à des conclusions analogues pour les termes du deuxième
ordre, dont la partie principale du coefficient dépend de y ou de e et y-

Nous devons donc prendre les termes du deuxième ordre, dont les
argu m e n ts a so n t te 1 s q u e

a, ,a±A s % ± 2 / , a:±(^4-^/) "̂  //, îil), % 1) — /,
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c'est-à-dire les ternies q u i , dans le Tableau précédent, ont les a08 6,
H, 12, 13, 16.

D'après tout ce qui précède, i l est man i fes t e que nous devons aussi
tenir compte des termes du premier ordre : 2, 3, 4, 5.

Les inégalités qui résultent de deux termes A.cosa et A^cos^
peuvent encore se combiner entre elles et donner a insi , dans osin/ ,
des inégali tés d'arguments a ± [3 et d'ordre au m o i n s égal. à i 4-7 -(" i.

En effet, soient £^ cosa et c^- s îna les inégalités que A^cosa, con-
sidéré isolément, i n t r o d u i t respectivement dans e et /; cy,,,.,cosp et
Sys inp les quantités analogues qui résultent de A^s inp .

A cause de ces deux termes,

esi'nl devient (^4- £,+i cos'^ •+-s/+i cos(3) sin(/"+- o/s'mcy. -4-ôysm(3).

En développant cette expression par la formule de Taylor, on voit
que les inégali tés in t rodui tes dans 6 ? s i n / et dont les arguments con-
t iennent à la (bis a et j3 sont au moins de l'ordre i -t"-/ •+" i, et ont des
arguments de la forme 'a ±: p ± /.

Il en résulte qu 'aucun terme du troisième ordre, associé même à un
terme du premier ordre, n ' i n t r o d u i t dans V d'inégalité d'ordre infé-
r ieur au cinquième.

Mais i l n'en est pas de môme des termes du deuxième ordre : en
désignant par p l 'argument d'un terme du premier ordre, nous devons
donc teni r compte des termes du deuxième ordre dont les arguments a
sont tels que

a±p±/ : r r / ^ 2!,), 2l)—/,

c'est-à-dire les termes 7, H, l'i, 15, 17, 18 du Tableau donné précé-
demment .

En résumé, pour calculer les trois grandes inégalités de la longi-
tude de la Lune, au c inquième ordre près, il suff î t de réduire R aux
termes suivants :

î° Les cinq termes du premier ordre. . . i, 2, 3, h'y S

, , , ., , 0, 11, 1.2, 13, 16^(> Les onze termes du deuxième ordre. ' ^ o 4 1 AV 4^ 40
7, o, 1'^, lu, l/, lo
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Malheureusement, ces termes périodiques n' introduisent pas seule-
ment dans Y des inégalités d 'arguments l\ 2.1'), 2'D — /. Ils y en intro-
duisent encore beaucoup d'autres qui, doivent se réduire entre elles et'
avec celles qui résultent des termes de R. dont nous n'avons pas tenu
compte. Cela est nécessaire pour que les résultats des calculs soient
conformes à ceux des observations. Nous devons donc chercher si,
parmi les termes du deuxième ordre de B que nous avons négligés, i l .
y en a qui réduisent sensiblement les inégalités d'arguments-autres
que / /, 2!), aD — / , introduites par les termes de R dont nous avons
dû tenir compte pour calculer les expressions analyt iques de la varia-
t ion, de l'évection et de l 'équation annue l le au cinquième ordre près.

D'après tout ce qui précède, i l est man i fes t e que les termes 22 et 23
associés au terme 5 in t rodu i sen t dans <?s in7 des inégalités du qua-
trième ordre d'arguments l - + - 1 ' et / — /'; celles-ci réduisent donc les
inégalités de mômes arguments introduites dans h - ^ ^ - ^ r l par les
termes '11 et 12.

De même, le terme 21, associé au terme 5, in t rodu i t dans V des iné-
galités d'argument 2D — 2/ qui se réduisent avec celles qui résultent
du, terme 4.

Nous ajouterons donc aux termes considérés précédemment les
termes 21, 22 et 23.

En défini t ive, nous prendrons dans li tous les termes du premier et
du deuxième ordre, excepté les termes 9, 10, 19, 20.

Avant d'écrire l'expression de la (onction perturbatrice, réduite aux
termes précédents, il ne nous semble pas inu t i l e de remarquer que les
inégalités in t rodui tes dans les coordonnées par deux termes dont les
arguments sont de la forme / 4- il' et / — i l ' se réduisent entre elles et
deviennent de l'ordre J +2 si, les deux termes considérés sont de
l'ordre j\

Vérifions-le, par exemple, pour les termes du deuxième ordre H
et 12.

A cet eflet, ne conservons dans H, que le seul terme périodique 11
et réduisons son coefficient à sa partie principale

l{^A,-3w^^eo l ls(^..-h//).
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En portant cette expression de R dans les équations (î), il vient

cKŝ.=0,

dR̂̂ o,

(;/L 3 m' c^ , . ., „.
7/^-=4-«'3-ecs" l ( '4• / ) '
f ^....-(3^^-.3/^' i^cos(/-,-/'),
<;/<( \ n 4 n e )

d^ 3 //2 e' . , ,/,.-^ =. . . — - — - ces ( / -i- // ),
(̂ ' • 4- ^ ^

^
^

L'intégralion (le ces équat ions nous montre que le terme considéré
in t rodu i t dans L, /, g les inégalités

I,,,,... «. 3 ̂  ..̂ .-..--^^^ <?^ cos ( / + l' ) +...,
4 /i\n-\-n!)

l ,,,̂ ,,.4.,,3 .̂,.. ^^^^^^^^^ sm(^+-^ )+...,
4. e ^(^ "4" ^ )

., .„.- _ 3 ^ .,,.......,,,,..,.̂ ^̂  si n ( <? 4- ^ ) + .. •ft "••- • • • ^ ^ ^(^ .4». /^)

et
^ .̂, ̂  .̂L...... .-...•...-^=3^^si,n(/+//),
^1 1 '1"'"11"" ^1.. (/// " 1 " ' dt L\ il

^ ^ , . . ^ 3 / . . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^
4 n\it 4" ^ )

Le terme e sin / de Y devient donc

[.^'•'^v.^08''-''']8^'^^»^^8"^''^1'•';^^C08'<+'•']MI•['+1^»^)8•°('+'')J
=esin/+^e'——^—nsin^ +....

4 • /î ( ̂  -h ^^ }

En changeant dans tous les calculs précédents V en - /', on voit que
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le terme en. cos ( /— / ') de R i n t r o d u i t dans le môme terme de V l'iné-
galité

3 , ^ . ._^ ^.,,.^^. în^+....

Les inégalités introdui tes dans 'V par les termes du deuxième ordre
et d'arguments /+ /', / — // se réduisent donc au quat r ième ordre.

On vérifie de la même façon que les inégalités introdui tes par ces
deux termes de R dans la coordonnée U se réduisent au quatrième
ordre.

Tout ce qui précède s 'applique, sans aucune inod i l i ca t ion , à deux
termes de B. dont les arguments sont de la forme / •+- i l ' et / — il1'.

Revenons aux inégalités in t rodui tes dans V par les deux termes 11
et 12. Nous 'mions de voir qu'elles se réduisent au quatr ième ordre.
On est conduit à se demander si ces inégalités du quatrième ordre,
qui sont déjà la réduction d'inégalités du t rois ième ordre, ne sont pas
elles aussi réduites par les inégalités provenant des termes d'ordre
plus élevé de R. C'est assez probable; la réduct ion des inégalités pro-
duites par les termes des diilerents ordres de R revient, du reste, à
l'existence des groupes dont nous avons parlé précédimnnent

Les quatre termes du deux ième ordre 9, 10, 19, 20 ne donnent pas
dans V d'inégalité d'ordre i n f é r i e u r au c inquième et d 'arguments f,
2"D, 2 Ï ) — / ; mais i ls y in t rodu i sen t d'autres inégalités du troisième
ordre qu i ne se réduisent pas avec celles q u i proviciuseïit des termes
du premier et du deuxième ordre. Cependant ces inégal i tés ne sont
pas conformes aux résultats des observations. Elles se réduisent donc
avec les inégalités de mêmes arguments, qui résultent de termes
d'ordre supérieur de R; et l'on peut détcrrniïier ces termes en suivant
un procédé analogue à celui dont nous nous sommes servi pour
trouver les termes de R qui in t roduisent dans V des inégalités d'argu-
ments t, 2D, ai.) — / et d'ordre infér ieur au c inquième.

Nous allons maintenant écrire le développement de la fonction per-
turbatrice.

Nous négligeons les termes d'ordre supérieur au quatrième dans la
partie non périodique d'aussi dans les coefficients des termes pério-
diques' considérés précédemment; enfin nous ne tenons pas compte
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du terme 13, qui ne donne que de très petites inégalités dans g et À,
car il est du deuxième ordre et la partie principale de son coefficient
ne dépend ni. de e, ni de y.

Nous avons a ins i

R = /^w(- ly2^ ̂ 4" ïf- h2^" ty3^ +- n-^2)
4- /^^"---.l^cos^-h {^e—^fe) cos (9.1)4- /) 4- (— ̂ + ïfe) cos(aD — ()

_ ^WcosOîl) — l— l') 4- ̂ cos^I) — /4- //) — ̂ cos^ 4-1 ' )

— ^e^cos(/ — / /) -h |-y2cos(^^•+ 2/ ) — 1^2 cosî î / -h ̂ 2 ces (aï) + a / )

+ 1^ ^2 cos (^ I) - 2 1 ) 4- •Y^ (?2 ̂  cos (^ 1) - îi / - l' ) -- ; j ̂  e' cos (2 D - - ï l + ̂  )

4- ̂  y2 ̂ 2 cos a ̂ 4" | y2 cos [a I) -- ( ̂  ,^4- a <0] 4-11 y2 e'cos [a D — (2 ,̂ + a Q - //]

— -;; y2 e' cos [ a 1) — ( a ,̂  4- 2 /) -h //]

IV. — Intégration des équations (5) et (6) du § II.

Cherchons d'abord les développements des fondions <&o, Fo, F,,.
Nous avons pose, au § I,

<l )=<Do4-K, ,
<Ï>2 r

F=: — ::::: —,((I^,4• l- l•^îl)2^Fo41-/^âaâF^,<>. ( ^ '< 'l j

Fo étant rensemble des termes non pér iodiques de F et F, l 'ensemble
des termes périodiques. On vo i t donc que

F(, ::•:.: . , (<t^ 4- partie non périodique de R f ) ;

or B^ se compose d'une somme de produit de deux cosinus et d'une
somme de carrés de cosinus. En d'autres termes,

R j :::-:: 2 -SA. B cos a cos (3 4" M2 cos^ a ;

nous y ferons les deux t ransformat ions

2 cos a cos j3 •= cos ( a 4- j3 ) — cos ( a — (3 ),
cos^a.^-l-'h-l-cos^a,



S. 24, .'. PRUCt-IOT.
A k>

11 est manifeste que la partie non pér iod ique de 1;̂  est ̂ -^

Y A2 ^ ( nlï aî )2 ̂  7 .2 0 -.» ,/2 /,2 , 2 0 fi 1 .2 /.,/ ,. ̂  .,4 , H !; ̂  N..̂ _ ^—.,̂ .....--..-.-..,.,.̂  ̂  ^..y-y e "-••i1- ^ y - ^ ^ - t ()/ i ••s c ;,

de sorte que

Fo= ̂  pR2- ^.K,///^//^- ty2^ î^4- §7^ i72^- Ïy^^-h ^^e /2)

+ ̂ / !̂r ̂ ..e^^fc^ ̂ J.̂ ^ yy4+ ̂ ^)1

Nous avons trouvé précédemment que les équations qui détermi-
nent À0^0, P, H0, G0,1:!!0 sont

/ rfK0 ^Fo ^d0 ^Po ^ÎP ,. ^Fo^ ::,:,: ^^ ,̂., :.,,„, ^, ..̂  ,...„„. ^,

(I) I dk' <)F" ^0 - ^F<> ^0 ^ ^1jF ^^^^, .^,._..,^^,^ ,̂ — — ^ ^ o -

Nous allons chercher une solution pér iodique , de période F < , de
ces équations.

Déterminons o^ par l ' équat ion
aiTi:=:^

les coefficients du temps dans P, ^'°, À0 seront des rnul t iples ile y^.
Posons ensuite

a Cicq::1::.:: -..,-^

Ci et Ï, seront liés par la relation

a^Ti:^7T.

Nous déterminerons plus loin la constante Ci.
Revenons aux équations (i); les trois premières de ces équations

nous montrent que K°, G% H.0 sont des constantes; nous déterminerons
ces constantes en égalant les seconds membres des trois dernières
équations (:r) à des mult iph^s convenables do o^. Puisque k est une
fonction périodique de^ î , de période T, que h d iminue de ^TC dans le
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T • Ttemps a -— --> et que ^ ^ r ' h augmente de ^TT dans le temps b == — - ?
nous devons déterminer K°, G0 , H0 par les trois équations

()Fo Ci^1= a-,,-?,dK0

^̂,.> - -(2) := a8ai=: 28 a—V,

^E =:—9^ :::::—9a-j-.
(W

Des relations qui l i en t 1 G et 1-1 à e, y, on dédu i t que

^ - r ̂ 'EZ ̂ Fti. - _rJ^_, <)FO - Z^IZZ ^..-.- !ZLÎZlÏ-I ̂
àG """ ""^/^ J < ? 1 " 1 "^.^/^(/T^Ï2 ^ """' ^'^ ^ t 4a2/^ dy

^Fo . ï âF, "i—"4--... .p•>, ^Bs,

àR^^ny^T—^ i^

nous avons aussi

^.a^/iy ()y '

<^ = ̂  1 „. a/^a^Kde - Jy2^ -.4« ï^^) -h ———— (^^ - ï = _ L. a/^^^Kde - jy^ -..-h ̂ e) .-h ̂ /^ (^^ - ̂ f6 + ;Vi^+2Tll^^)].

^« ^ f
^7 "~ ̂ L

• 2 /A'* a" a S K(_ 3y + 6 .̂ ly^-^e^) + ̂ ^^(-^e^hoy2)].

Pour ne conserver dans ^S ̂  que les termes du deuxième ordreA VU» UU VUlXO^l V^l, ^AU»J,>;ï t/-i ? i j j

en e, é , y, il suffit de prendre

n" n'-ff6T()FO i 1" ^ 1^)}^^ ..-,/L^K(t-^-|y'-^-j^)+--—-("+¥.s-¥7ï+^TL^)
/è 2a2 ^<? <}<? 2 (J 1 ///

ï w» = _',, | ' _ 3 "'! a K f - ? -I- 3 y2 - -S. 6'' - s <^ ) + ̂  /^a-2 (- ̂  fi2 + 9 f )1, _a — aK(- :. 4" 3y2- t<ï2- j^2) +
i — 2 y2-}--

n a4 a2 /^ y <Jy " a G
(?'-

I^^.-L.^^Kc-i+iy'-j^-l^+^^C-ï^+gy2)}7—— — :̂  — — a — a ,ëv, ̂ — ^ 41- 2na^iy (}y 2 (J [^ /< \ * ^ty ()y 2 (J [^ ^ ^ "a J

En portant ces développements dans les équat ions (3), nous trou-tan t ces de1

Ànn, de /7u". Normale, ï* Série. Tome X* S.4
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vons, pour dé terminer 1:1°, G0 , K.° ou les valeurs correspondantes de e\
y0, K0, les trois équa t ions

L-^-^JL. ̂ ['(yr0-- fi'^nn— ;î^/l:)2..-.-!- M^VI — ^{
àK.^—^f \- ^ a / • » /-I — — ^T"?

-' 0—.. '- ,«,'lf0/5 , 9 «02 .r..,()2 i ' » / i /a \ i // .J^^lf '(.7 . ,. ..O-î i 1 1 7 . . « S « J O f i l -Jï»\ _ n t'1(4)^=^[^aKfl(3-4^-l./^44^/a)+^

||̂ [̂  al^(~ .1 - 3.^+ 37^. ^ /^) 4- ̂  /^^(;;î^- ̂  - 9^.

Pour s impl i f ie r les calculs, nous reroplacerons

aK" par ^Walv",
^i. JK'U' / •À / s ^ t i C^;

le (acteur n'2^ sera cornînun { i u x deux inembres des équations (4).
.En le supprimani , nous aurons

!

I
^aK^|.y°2.^^o2=C^

:î n"
^ \^^ |aK"(34- y--1^^4" |-^2) 4- (- V -i ̂ <'^4- li71yo2- ̂ l1^2)] = â8aci.

^ /^
[aK"(^ .;; «„.„ ;̂ »..̂  3y02,, ̂  ,,j, ̂ ,̂,̂ , ̂ <,,-j =-9aCi.

Ces [rois équa t i ons dé te rminen t les constantes in i t ia les e\ y0, K0.
lin divisant les deux dernières équat ions menibre à membre, i l vient

^[aK'^ 4-1<?0-'- vrf1^ ^^) - ̂  - ,̂ î..,, i.,̂ .X,y .̂,-,.. IHJ^^^
- a8 [%!("(- I - 3^^+ 3^^,. '; ̂ .!) ,.,4- ^^â.,, gy2] ̂  ̂ ;

d'où

(^
a KO ̂  ~ ̂  .4....17^ ^^ „„,, (^3 yoâ,., , (^p/,

4- lormes du quair iôme ordre on €\ y", € ' ,

La première des équa t ions (4) donne ensuite
( 6 ) Ci = .̂ 1 -17 (^ ...̂  ^^g yoa ,[,„, (^ ^/a ,̂  (^yp^^g ̂  qi^irième ordre.

^ Portons ces expressions de a:IP et C, dans la dernière des équa-
tions (4), et faisons-y

1 . , ^=^ ^:=35^ ^^,^,,;
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nous aurons a ins i , entre r?°, 7°, la re la t ion

8^7,Sy0 2— (^(^Qe0^ 19,80,

(7) 1,39. y 0 2 — 0^=. o,o3o9.

Nous prendrons pour e^ l 'excentricité de l 'orbite lunaire telle qu'elle
résulte des observations

(8) e° i
Y^,

Nous déterminerons ensu i t e y0 et aK° par les relations (6) et (7).
Nous trouverons de cette façon

(8)
^0 „.-., î
ï •— 7-'

aK°=~—3,389.

La solution périodique des équations (3), q u i correspond à ces va-
leurs initiales, ne donnera pas une solution des équations (2) ayant
rigoureusement pour période T; mais nous démontrerons dans la
suite que pour cette solution <I) diiïere très peu de C^ de sorte que
la période de la solution obtenue sera très voisine de T. Nous verrons
plus loin que les valeurs de <?°, y° qui, correspondent à une solution
des équations ('2), de période rigoureusement é^ale à Ï, dif férent no-
tablement des valeurs de e, y qui résultent des observations. Par con-
séquent, la solution périodique, qu i correspond à ces valeurs initiales,
ne donnerait pas de bons résultats dans le calcul des inégalités à
courte période du périgée et des nœuds.

Après avoir ainsi, déterminé les valeurs initiales, nous déduirons
des équations (ï.)

Â'° = ai h, ^ = 28 cy^h 4- ̂ n //(1) •:= — 9 ̂  t 4- ^a-

Déterminons maintenant les expressions de h\ g^ pour cela, for-
mons d'abord la fonction F^ .

Nous avons posé

r^cêV^^ ^«IvHi-h termes périodiques de B^.

Nous ne conserverons que les termes du deuxième ordre en <?, y, et
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ceux du i ro i s iè rno dont rarguœent ne cont ient pas /. Nous aurons de
cette façon

(/^a2)2^Y ,,.^G-r2" •" ̂  cos î>- /4-" 6 co s ̂  ,1) — 3 cos (îi ,1) -l- a /) 4-" 9 cos (2 D— 2 Z)/^F^ 2aK°rî ,

• ^ cos4-D 4- ^ cos(41.) 4- 2 /) 4-ju cos(4I) - âZ)
•^[9COS(2,D~2/4^ /)+ ^COS^4-nCOS(2D-2^^)] 1

Les valeurs de II', G1 , K1 sont, à des constantes près, déterminées
par les équations

€IKÏ ̂  ̂ F!

7/T "^ JF '
dW _ </Fi
w ="^! rft:I1 ^ ^ à¥,

"dï ^ '(W î

où l'on a remplacé, dans F^ K, G, H, k, ̂ , h par K0 , . . . , À0; F^ ne con-
tient que des termes périodiques, c'esl-à-direpas de termes constants;
donc KS G1, W sont elles-mêmes des fonct ions périodiques, et cela
quelles que soient les constantes r^, r^.

Désignons par (F), (G1), (H 1 ) les constantes de K\ G1 , H1.
Nous avons trouvé précédemment q u e A 1 , ^'\ A1 é ta ient déterminés

par les équations

dl^ ^
^U ^'^ ()K^

d^
^fil

M,
J^!

d/11

lit
im,

"ïw'
^Fo , .,, âV^ . .,, <)F()^ ̂  F, (K.0, (î°, 11°, /.\ ^\ ^ ) 4- K1 ̂  4- G1 —^ + 111

dtl^^(ï°^K0

e t^ par conséquent,

( dki ̂  ^idfc1

'Je ^ ""
d^^......... ̂
d h ï ..̂ ,„,„ ̂

^F,
- ^K.»

()F,
ÏW
<-»F,- ^n<i •

- K1

^ Ki

.,..., KI

rPFo
^K'0'

^^Fo
fW'jK"

^•^F,,
f)^i^c)Ki

,̂. (,1

...... (,1

.„..,., Fa1

^^F,,^^^^

^Fo
^<>ï

^^Fo
ÏH^^G1'

.„„.. t11!1

- H11

-- H1

^Fo
W(W'
yv,

lî0^^
^^Fo^^.

(iû)

Les constantes qu i entrent dans les deuxièmes membres de ces
équations ne proviennent que des constantes additives (K 1 ) , (G1),
(IP)/ ^ 1 1 , . ,
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Nous devons donc prendre
(K^:-^:.(^)=(H l)=o.

De l'expression de Fo et des formules (3), on déduit

^j_^. . ï^af3+
fX-x0 dK.° ^C n Y 4 l 9. J 9

J^^.^ L ^ f - ,^--ùW-3^-^)-^H^K0"" a G "^ \ 2
^o II ^V^^^ . ^Q^
^Qoi — 2<Q ,T2 \ 2 ^ 8 ,

^ - J ^ ̂  3 aK! î 9^
ài-i^ ̂  aC ^ \ " % a2 " i /?

<)!F_ -JL^^f^ IIZ,^^
^G0^!!0 ̂  2C ^ ^ ') a2 8 /^

Portons ces expressions dans les équations (10), et remplaçons-y,
comme dans les équations (4)» aK° par n^ a2 aK° ; il viendra

/ ̂  =^ % ̂  _ ^(3 -h.-i.^—i^^+^^a^1 rf^' ^G0 aC //. ^ 4 / ^ ^
72/Si ^ ^ ^ ^ _ ï ^/

"y""1_ " ^2(-.yKK()-^- î-Ï^G1- — — /^'!i(-6aKI)+-4-7)H•,
Si ij ^^ ^ v-^ •^^'"

(n) {
Ç =, - ̂  - — ^ (- î - 3 ̂ â 4" 3 y^ - 1. ̂ /^ ) a 1D^ <).llo 9,L /i ' " ^ *

„ ̂  ̂ â(_ ôaK^h Ul)(î,î  — ̂  ̂ (_ j^K°+ t^2)!!1.

Développons les deuxièmes membres de ces équations en n'y con-
servant que les termes qui sont nécessaires pour calculer les inéga-
lités du premier et du deuxième ordre de g- et h.

Pour simplifier l'écriture, posons

F -^F-11-"TC"" 1 ?

on aura ainsi

„ r ̂  - ̂  rtn ( , €^ô¥l + 12, ̂ .1 ̂  ̂  ,^ ^G0 """ "'ne \ ^ — ^ j ^ ^y n ày '

.r^ « ^Y. , ^V^
'd.H°""'"' 4 ^y \ ^ 7 ^7
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et

\^ ^Y^l =» 2aK°S- ̂ i- ' î ) 2)cos/+ Q -.1.°-- l/^cos^î) 4- /)^ 2 y w0 ( 2 \ 2 /
+ (_ ^ 4. i ̂ ,;, jy2) eos(2:I) - F) — ^- e ' COS(2:D - / - l ' )
4- |̂  COS(2l) - l 4- 0 - f^ COS(^ 4- / / ) - f^ COS(/~ l 1) - |e°COS2/

4- l^cos^D -l- aQ +14 î >eo cos(2l) - ̂  l )
+ j-|i.e°^cos('îl) - ̂ l— C) - ̂ ^'e^ cos(^l) — a /+ ^) +^y()2^coS2^

^ e ! j_^cosâ<f+6cos2Î ) -3cos ( ' î I ) 4- a / )

+ 9 cos ( <î 1) - 2 /) ~ •̂  ces /l 1) 4- î ces ( 4 D • h -2 /) 4-H.1 cos ( ̂  D ~ î>. /)
4- (?/ [9 cos ( a I) - a / 4-- V ) - -^ cos // + ̂  cos ( a D - a ̂  l']^

l — 2 y2 4- — .T^/
_____a -̂1 =:-3aKO!-^ ( lcos(âl.)4"04-^ ( )cos(aI) - ~ / )

4y ^y » ',;,
4- •^•c"- oua.^ •T- -4-^uo v^5' -r ^ c / •-r- •/,:

4- ̂ e' cos[a 1) - (2^ 4- 2 /) - ri - ; .
4- •̂  ̂ ()2 COS 2 ̂  4" -î COS ( a ̂  -i- a /) -|-- 1 COS [ 2 l) — ( 8 ̂  + 3 0]

4-îy-<-/ COS[al) - (2^ 4- 2/) - /rl - î^ COS[aî ) - (a^- 4- 9.1) 4- ̂ j,

( 1 2 )

En réunissant ces deux expressions, ci en ne conservant que les
termes qui, donnentdans^des inégalités d'ordre infér ieur au troisième,
on trouve

-'"^^^P'ïl-î?-»8'^!."»''-1'1-''-^"^"-''
- '" î lCOsfî l ] )- . ; ^ ' ) -^ ! '^CO^(•^l)- ;+f)

0 tï 0 ô

- ^ ^ <,;os ( ^ 41- // ) - ^ ^ cos ( / - // ) - { cos a /

4- 1 cos (al) 4- ' ^ l ) 1 1 1 ! 1 - ^^ cos (2!) — 2l)
- •1 cos(al) "•"-" 2^ — ^ /) — •| cos( 2^ 41- a /)
4- 111|-̂ / COS ( 21) - 2 ^ - // ) - ̂  (fl COS ( 21,ï -ll+l1}

-^(/ cos (ai)— 2^ . - - 2^•" ;1/ /)

4-11 ('î' cos (21) ~. 2 /;• - 2 / 4- ^/) 4- ̂  fy2 - Ç ) cos 2^
2 \ 4/ )

_ ï!!̂  Ï,ï i L». " cosa / 4« () cos2'S) ••- 3 cos(2l) 4- 2 Q
2 C ,/// .4 (

4- 9COS(3;11) " 2/ ) - Y COS4Î) 4--Î COS(4,Î) 4- 2 / )
1 > 74- ̂  COS (4 D •1--1- 2 ̂  41- ̂  [9 CO^ (2,1)- 2 / 4- ^/) - ̂  COS //••4"

4 -^COS(2D-2 / -^ ) ] I .
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Nous allons montrer qu'au degré d'approximation que nous con-
sidérons, il- n'y a pas lieu de tenir compte dans les équations (n) des
termes en H1 , G1 , K1.

Nous avons trouvé que Fi était de la forme

F, ̂  — n/^ a a K° V A. cos ( ̂ •° 4- i''^ 4- i" h0 -h q )
Î-S Vj .AM

4- "^ c 1 V H cos (d /c» + t[ ffi 4- (; A0 -t- <7).
2 (,,j .̂ —B

Pour simplif ier l 'écriture, nous désignerons par o, ^ les arguments
{/^ 4» ^<» -.4- ^/A0 4- c / . Nous avons trouvé précédemment

^ ,.. » ̂  . . K" V --.. A.. sin 8 -, /^ .- Y - B „ cos ô-,
dt ^L ^aà 2L -"

KI ̂ ,^ /^! , „ KO Y A --.̂  COS ô 4- ̂ 2 ̂  SB .———^Â-/- COS ̂ .jv'""••" aC • ^ ^^.^//.«.h///)al aC ^ (^^-^1+^)^1

Multipl ions par a et remplaçons dans les dénominateurs a< C par aC^
nous aurons

,K.. - "^ '̂ 2 . .̂ .,, - -.- ̂ ?" '-2 B ,̂  c,s...

Nous n'avons pas écrit de constante additive dans l'expression de KS
car nous avons montré qoo (K 1 ) était n u l .

De la première des équations (4), il résulte qu'aux termes près du
deuxième ordre

///^psa,K° n'^c^ i__ ..,,..,..,̂ ^̂ ^̂ ^̂ ^ =:,, ^ -3j^-

Tous les termes réunis sous le premier signe ̂  proviennent direc-
tement de li^ En se reportant au développement de R^ que nous avons
donné à la fin du § ÎII, on voit que ceux de ces termes qui sont du
premier ordre ont des arguments de la forme

j i ̂  j i i; ̂ f h ̂ f" g -h <7, avec / ̂  o.

Or i est déterminé par l 'équation
(J^ .^-y^///) = ta 4- Ê, i£<y^ j ± 0,
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et comme n est très grand relat ivement à a, il est manifeste que ("est
très grand relativement à i' et i f ' .

Pour tous les termes du premier ordre en e, y de l'expression de K1

le rapport -:——^—^ est très voisin de l 'unité.^ . j — ^ ^— ^
aK1 est donc au moins du premier ordre : i l ne donnera pas dans

JL,€— de terme d'ordre infér ieur au troisième.
' dt? dt

II en est de même des termes en G1 et W.
En effet, on a

d(^ /^a2 .,,,^ A • - -. / / /2a21 ̂  ̂  — a % gyo ^ — A i sm ^ + •—7,(^GI /^a2 r - «V À • - '\ t ' t ^ C l ^ .^ ^ . . „,J ^ _.». ̂  a % gt<> ^ — A i sin ^ + —^ (^ ^ — |:̂  ^ smô'
dt •2C ^ 2-0

et aa deuxième ordre près

GI = V A T-——±——— cosâ 4- ."'c2 SIIÎ r——^^—^r— cosô'.j^ ^ 4. //.4.,..,. ^/)^ 3,387 Ad (^4- ^^ .4- ^^)a

-ip. / i . t-K ri^ » d^ dh1 , . iPar conséquent, les termes en ,H\ (j dans ••-11—? -. sont au moins du
quatrième ordre.

En négligeant les inégalités du troisième ordre, on a donc

03)

d^ <)¥,
'TU """"" """ à'W '

dh1 àV^
W ^ "" âlV '

L'expression de Fi est donnée par la fo rmule (9).
Les arguments I), /, l\ ^ qu i y f iguronk ne sont pas exactement les

valeurs de ces quanti tés telles qu'elles résultent des observations, mais
leurs quotients par a/. 'Et, comme les coefficients du temps dans /, /', D
sont très grands relativement à a, ces quotients différent très peu des
valeurs exactes des quanti tés correspondantes.

En se reportant aux Tables du Soleil de Le "Verrier ( '), on trouve les
formules suivantes où le,s angles sont exprimés en dixièmes de grade,
et le temps compté en jour moyen à partir du midi. moyen du Ier jan-
vier i85o,

( l) Annales de l'Observatoire de Paw, t. IV, p. io6*
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Différence des longitudes de la Lune et du Soleil :

a •=-. 9.393, "î -+-135,4.5 a 81.

Longitude moyenne du Sole i l :

L ^aSo0^/^, 5i4" 59^, 33o< '=r3 i 19,6148 ~\- 10,^161.

Anomalie moyenne du Soleil :

L — n == ̂ ' 22", o î 4- 3348/, ï 61 -= i o, 9278 L

Supplément de la longitude du, nœud de la Lune :

N==2375,9944-0,5884^

Anomalie moyenne de la. Lune :

x := l[09., a 4 -14^ 5 î 666 /.

Et, par suite, longitude moyenne de la Lune :

a •4- ,r =": 15 :i 2 ,7 î 48 -+-146 ? 4ô3^ ̂

Or tous les arguments qui entrent dans la fonction perturbatrice
et, par suite, dans Ï\ sont de la fonne

§ =/(A 4- é? + l - h' - ̂  - //) ̂ /(^ + z) +7/ -/'/r- '

En y remplaçant h, g par A0, g\ {in -h i'n^t par i,'k\ i\ é tant déter-
miné par l 'équation

( In 4" i' n' ) t =: ̂  /c0 -=. i^a^ty

on trouve
1)° — %393, -?. 4- ï 35,47«3 ̂  ̂  ^^O3 ? ^ 4- 2081 a^ ̂
/ =: 4.o%, 2 4-" 14^ 720 ̂  =::- /1•0<2 ? 2 4- ^^29 a^,

( ï 4^ ' // .,:: 4 » 7 + iû,9368^=: 4,7-^ î68ai<î ,
( ff »..h ^ =• ï 888,7 4--14.6,99481 ̂  ï 888,7 + 2%57 a, t.

A l'aide de ces formules, on exprime immédiatement tous les argu-
CL '*'Ann. (le VÈ€. yormaU. S- Série. Tome X. 0 • 0
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rnents qui entrent dans F ^ , et l'on a pour ̂
^/ryl [ ^

ifr ^ ïc JL A cos ( / x 1^ 4 " 7 ) T

^ =^2^ in(/al/4•-•^•
En y remplaçant Ça, par Ci a, il vient

i^^^S^^^^^4 '-"^-

(i5) / de moine

f/,t,,^^^sin(. /a^+^)•

Pour cette solution pér iod ique de période T ^ , la fonc t ion <1> est égale
à une constante (Y et, d'après ce que nous avons di t au § î, on 'obtiendra
une solution des équat ions (,2) du moine paragraphe en remplaçant

n i^
dans les intégrales précédentes t par t— ou a^ par a ~ ' Mais nous
savons que

o î i—a-^ 1 ;

donc
C G,^^r

La période ï' de la solution ainsi obtenue est déterminée par l'équa-
tion

a^T—^n.
\.i

t

Nous allons mon t re r que le rapport — est très voisin de l 'unité. Il
en résultera que la période de la solution considérée est très voisine
de T.

(.7 est la valeur constante de la fonct ion <1> où l'on a remplacé ff, h,
k, G, H, K parles intégrales qui résultent des formules précédentes.

On a donc

— a K h n^ ̂  (— | f 4- } e2 4"... ) - •! • i l n1^ a8 ti .1 "= (7,
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Le premier membre de cette équation étant indépendant du temps,
nous y ferons t = o. Les valeurs initiales de g, h, k se déduisent des
fbnnules (:r4) où l'on a fai t t = o. En remplaçant dans l'équation pré-
cédente les variables angulaires g, A, k par leurs valeurs à l'époque
zéro, et les variables linéaires G-, H, K par leurs développements sui-
vant les puissances de y. ou de n'^a^ il v ien t

. a ( K ° "h n"2 a1 K1 + . . . ) -4- n'1 c^ (— | y02 + e02 -r . . . )

4- r^^ ["R^°, /)) .+• ̂ ^ ̂ 1 ̂  -.-h / ̂4- ̂ ^ ["R, (.", f ) .4-- .̂  a^ (.' ̂  -.-h / ̂ ) 4- ... == C-.

En tenant compte de la première des équations (4), en remplaçant
C' par n^a^C', comme nous l'avons fait dans les équations (4), et en
supprimant le facteur n^a2 commun aux membres de l'égalité précé-
dente, on obtient

/ —a(K. l - - •h^ / 2<2âK24- . .H" IM^y,<) »,;<)' '
IV- ? / .

' / -vu» /m
<•»> j ,.,.(^^,^.-K,S,)......C.-C,.

Négligeons le quatrième ordre dans cette équation.
A ce degré d'approximation, nous pouvons supprimer le terme

— n^a^K^ Pour le montrer, formons l 'équation qui détermine-
rait K2 .

Nous avons posé
F=^=F<,4^F, (^/^a2).

2 l,j "<

En y remplaçant K, G, H1 par leurs développements suivant les puis-
sances de p-, on trouve pour le coefficient de p-2 dans F

^^•^-'^"•-s)"'-K-s+G•^+"•s+K•^+G•s-h•I's•
et, d'après la théorie de M. Poincaré, K2 est déterminé par

dV^ __ à<S)t
dt ~ àW '
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En répétant les raisonnements que nous avons faits précédemment
pour montrer que a.K1 é tai t de l 'ordre I\, nous verrions que aK2 est
de l'ordre de C^. On voit de plus que les coefficients des termes en K1

clans t&a cont iennent a en facteur; <1>^ est au moins du deuxième ordre,
donc /^a^aK2 est du quatr ième ordre. En supposant ce terme dans
(16), il v ien t

( , 7 ) -aK.•4-R,(.^/0+^^(^^+y l^)=C-C,.

Nous avons vu que, en écrivant 1̂  sous la forme

n'^a^ ,,.,..,̂ 1 , . n'^cê yi ,., ^|̂  ::::„ _ .-̂  a y. K.0 ^. A coso "h —.— .>, K cosr/,

o et o 1 •= i/^ -h U ̂  + i" A0 4- -y,

l^expression de aK1 é tai t

,.,, n'^a2 ,.,.v< A ^ -. ^'^a2 ̂  „ ^ ^,ak1:-^:— —,— ^alv0 7 A —.—^^^^^^^^^ coso 4- -1-11.-,,— y Ji —"1—«——r/TCOSô.2(.i ^ ^-h^^^ 2 Ci Ari ^.4.-^+^

(^omme ^ est généralement 1res grand relativement à i! et ^, v~—1^—^
est très voisin de l 'unité. Pour tons les termes dont rargument §
dépend de la longitude moyenne / de la Lune, -——^—^ ne diflere de
l 'unité que de quantités du deuxième ordre ; pour s'en convaincre, il
suffit de se reporter aux expressions de /, l\ 1) en fonction de a^ ou P.
Comme nous négligeons le quatrième ordre, nous remplacerons, dans
les termes dont les coeiïicients À et B sont du deuxième ordre, le
rapport •r~••--"-:.F•-•~^^ par Fur'uté, excepté., cependant, dans ceux dont l^ar-
gument S ne cont ient pas /. En nous reportant à la formule (9), nous
voyons qu ' i l n'y a dans F^ que deux pareils termes; ils ont pour argu-
ment ^1) — -2/ .e t alors

^^,,,A.^;|-

Les termes de F^ qui sont du premier ordre, ont pour arguments

/, 2t)4-'/, a l ) — / ;
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et pour ces termes, on a respectivement

^^=i; 0,993; 0,979.

D'antre part, des .équations (4), nous déduisons

a K . ! - ^ + / 3 y 2 _ 3 ^ ^ _ L^ -i-h^y ,e )^

et, aa deuxième ordre près,
C,^.

De tout ce qui précède, il résulte que, au quatrième ordre près, on a

-aK^^Ri^î-ly2^^^)!^
--" { [o, 189 e ces ( a 1) — /) — o, 021 cos ( a I) + l) -1- i , 27 ̂  cos ( 2 D — 2 ^)]

1 6^- „... ., ["„„.„„ M c^ a ^ -..̂ . ô cos à I) — 3 cos ( 21) •-l- 3 0

-h 9 cos(^l ) — a/ )—^cos41) +|-cos(4D 4-- 2Z)+ 8 ^cos(4D — il}}
i ^

--. .,, -,- ù X 0 , I 7 COS ( ̂  1) — 3 /).7 b

Cherchons les termes d'ordre inférieur au. quatrième dans

^j^.,^\
\ àe^ ' ()'f }

Nous savons que L, G, H sont liés à <?, y par les formules

/••—Tp H T H.^1-^ 1=^^, y=^/^^<

En y remplaçant G, il par leurs développements suivant les puis-
sances de /^a2, et en développant e, y par la formule de Taylor, il
vient

(}02 / , , G0 G11

, ^ ^ ( , ï n'\ ^^^^H 1^ I I O G!^+
'/•"TV"•i(pJ /' " 4 [w G° ^ j

Par conséquent,
-^f^^- —^-.-^Ym, H1'(,9) ^^.^-^^ ,-^ GS ^^y-^^ G'-T •

fZ \ 2
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Pour déterminer G1 au degré d'approximation considéré, il suffit de
réduire F^ aux seuls termes

p^ ^âa! - 2aKo[ te cos(a.D 4-1)- ^cos(2D - /} 4- -^ cos(2l) ~ 2 Q]
2 Li

+n^^^COS(2D-"'^).

Désignons respectivement par iet ^ les coefficients de o^ ^ dans D et /,
où l'on a réduit A, g, k à ^'°, A°, P. Puis intégrons l 'équation qui donne
G1 et remplaçons Ça, par aC< dans l'intégrale obtenue, nous aurons

3 [' ces (a 1) 4- 1} 3 ces fa D — /) 5 cos fa I) '>, /)") q , cos( ̂  I) — 2 ̂(•20) fjr^: -•£? -"—:———— — ^ _.̂ ,-,:-.....--.,~..-̂ ^^^^^^ + - e ».,-»-......-...-.-----......,-.-,.....-- ..-.I- —É- -,—————.
' / à L ( s n 4 - ^ ) a ( ' ^ — / / i ) a 2 ( î u — " i U i ) a J 28 ( ' ,u—-2^Ja

Comme ^~1 esl: au moins du m(îmw ordre, nous n'avons pas à tenir^y0 l 1

compte de n'2 a2 Y 1 — .^y"
En portant dans l'expression (1:7) de la d i f Ïerenccï C'— C les valeurs

de -"aK^ir etn^a2^1 (— données par les formules (118), (19), (20),(/ ('•
il vient

C'- Ci— (?0 fA[~ C0^+ J COS(2:I) 4- 0— Ï C()S(2:I) - l)]

x j [ ~ ̂ .p̂  + 3 ces (21) 4" îî /) 41- •V- <î(^ (^ »- ̂ ) ̂  1

-h- [ 3 cos ( a ̂  -t- a <?) -h 3 cos ( a 1) •"•- 2 ̂  — 2 /)] y02

-4- e° j — 1^ [— •y COS 2 /4 -6 COS ^ 1.) — 3 COS ( à 1) -r 2 Z) .

"4- 9 cos ( '21) — a /) — M cos 4 D
4- •| COS ( 4 D 4- % /) 4" •Ml COS ( 4.8) - a Q]

(â ! ) ^ •111.1111- { •|- o, ï 7 cos ( a I) — 9.1)— ̂ e0 cos ( a D -"•••• a / )
1*' , /">

.,4- ̂  ,/^ _,^—^^——r——CÔS (2:1) — 2l)
5o n^i — a^)a
X [- cos 14 | cos ( a D 4- Q — î cos ( a I) - /)]j

• o, 047 cos ( à I) — /) 4- ô, oo5 cos ( 21) 4" /)
3^ ï!! f . • . J^ ̂ L ^ l005^'0 ̂ Jl]

4 n |̂  ^ ( a i -h /ï ) a ( 2 '̂ — ^ ) a J
x [«„ cos^ 4" | cos (2l) 4- 0 -1 cas (21) - l)]^
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II est donc manifeste que C '— Ci est du. troisième ordre. Par consé-
quent,

r^ify "!- quantités du troisième ordre;

ra — diffère donc très peu de a.
La solution que nous avons obtenue a donc une période très voisine

de T. Pour connaître la quantité dont elle en diffère, il suffirait de
chercher la valeur numérique de (7 -— G; on l 'obtiendrait en remplaçant
dans l'expression précédente les arguments par leurs valeurs à
l'époque o (1er janvier i85o), déduites des formules (î4) et en y faisant
ensuite

/-^, n'=W, e^^

Nous n'avons pas fait ce calcul numérique parce qu'il nous a semblé
que'l 'expression de C ' — C , montrait suffisamment que la période de
la solution obtenue est très voisine de T.

En remplaçant, dans la première des formules (i5), a^ par a; <3°,
y0, A0 pa.r leurs valeurs numériques, et en portant les expressions ainsi
obtenues de ^°, ^ dans g; il vient

(as) g := 28a/' 4-V Jlo sin[Â-D + k'{g 4- /) + k " L — ^l'];

les arguments D, g +• /, /, // qui y figurent ont les valeurs que l'on
obtient en remplaçant, dans les formules ( î 4 ) » a! p^'* a-

Les coefficients, que nous avons exprimés en parties du rayon, sont
donnés par le Tableau suivant, où nous avons mis le coefficient de
chaque inégalité en regard de l 'argument correspondant.:c e

Cooflicionl-s* A rgumoïlt.'L
o, 9-7070 'A I") "•••"" /
0, 9,0 8 7 9, /

o, 17800 9-!.) — '.->,/
—o,o3o3'A ;>.^1

——0 ^ 09.7'"»4 9' ̂  "1""" "">•À>' — <2 ̂
—o, 09-79.9 9, D -i11- /

0,01 7*29 9..Î) — / -11-" l '
0,00339 ^D.^ ^i........... r
0 , 00 3 Ï 9, 9,1) -•1- 2 / -h /'

—0 ,009,4 r) 4 D -— 9- /
0,009îG 9,"' "4- 9/

Gofôfïicients. Arguments.

—o ,00^07 9,D -— l d- I1

—0 ,002C>7 9. D -4- '2 /
0,00199, "il
o, oo 14 ï ^ — ^
0 ,00 ï '21 / "4- //

—0 ,00 Jt 08 '21..) — 2 g — 9-1 —- //

0 ; 000 8 4 *2 D — •À^' — ' i l -r- l '
—0,00074 9.0

0,00073 4^)
0,00067 i'

—0 ,00019, 4 ^ "4" '2 ^
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De la même façon, on obtient pour À l'expression suivante :

(a3) h = ~ gat + ̂ +^^ sin[Â-D + l.'{^ 4- Q + Â^/- A-^].

Les arguments y ont les valeurs i n d i q u é e s précédemment, et les
coefficients ̂  sont donnés par le Tableau suivant :

C oefïïcients. A rgumonts. (1 oclîicion fcs. Arguments.

—o,oa753 9.1) — ̂  — "^ 0,0008:1 ^1) — /
o,ooaï 5 9 '̂ •+- '?, / — o, ooo4 4 a D — % ̂  — a / 4- V
o, oo ï 4 a '^g ° 7 «û0^ ̂  1A ̂  ^ - /

•—0,00108 %D — %^ — ^l—V

En employant la méthode de Poisson, on aurait obtenu des coeffi-
cients très peu différents des précédents; excepté cependant le coeffi-
cient de l'inégalité d'argument 20 — 2/ qu i serait infér ieur de 0,01428
ou de 49' i" à celui que nous avons trouvé pour la même inégalité.

Dans tout ce qui précède, nous avons rapporté, comme on fait (l'ha-
bitude, la Lune à des axes de directions fixes passant par le centre de
la Terre. Nous allons maintenant (brrner les équa t ions de son mouve-
ment relatif, par rapport à un système d'axes, an imé de rotations cor-
respondant aux mouvements séculaires des nœuds et du périgée.

Soient
0 le centre de la Terre;
0<r, Oy, Os trois axes de directions fixes passant par le point 0;
0X4 Y^Z, un trièdre trirectangle an imé d 'une rotation un i fo rme autour

de 0^ et de vitesse angulaire a;
OX.i étant l'intersection du plan mobile OX,YY< avec le plan fixe OXY;
y l'angle constant de ces deux, plans.

Considérons un deuxième trièdre tri rectangle mobi le OZiXaY;^
animé par rapport au trièdre O Z ) X / Y ^ d 'une rotation u n i f o r m e autour
de OZ^ avec une vitesse angula i re constante ^

Désignons par À l'angle que forme au temps t l 'axe mobile OXi avec
l'axe fixe OX; par ^"l'angle que forme au même instant les deux axes
mobiles 0X4, OXg. Et soient Â° et ^ les valeurs respectives de h et g ,
à l'origine du temps.
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II est manifeste que
h =/z° + oct,

^==^-4-^;

de sorte' que OX< et OX^ coïncideront à chaque instant avec les posi-
tions moyennes des nœuds et dii périgée, pourvu que l'on donne à a
et à a -4- ? les valeurs des vitesses angulaires moyennes da nœud et du
périgée, et que l'on prenne pour A°, /Â°-+- ̂  les longitudes respectives
de ces points au temps t === o.

D'après ce qui précède, le Irièdre O Z ^ X ^ Y ^ est a n i m é de deux rota-
tions uniformes : l 'une autour de OZ et de vitesse angulaire a; l 'autre
autour de OZi et de vitesse angulaire p.

Désignons par p , r/, r les projections sur 0<z^ Oja» 0^ de la résul-
tante de ces deux rotations. Pour trouver p , considérons le triangle
formé par les trois points Z, X^ X,a; on a dans ce triangle

coB(ZXg) ::.= cos(XXi) cos(XiX,2) 4- sin (ZX.i) sin(X.i ,X2) cosZXiX^,
cos(ZX2)=:sln^sinîp;

donc #
( ï ) />::::;: a slo.^ si nç, //:.::::: ̂  cos^-sin 9, on trouve de morne /•^acosy-h^.

Âim. de l'Eu. Normal. 3" Série. Tome X. ^ -D
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Désignons par a-, y, ^ les coordonnées de la Lune par rapport au
trièdre mobile OZiX^Ya . La force vive absolue du point matériel
x, y, ^ est, à un facteur constant près,

3Ï == (^V- (S)^- (Ê)2-1- ̂  - /^ - i - ̂  - ̂ 2-'-(^' - ̂ 2

, da- , , c^y , . dz
+ 2 (^ - ry) ̂  + . (/^ .-.- /;. ) ̂  -h . (/</ - /^) ̂  •

Posons
^r .-- ^ ^ .„ .̂  ± „.-,. ̂
^'""""^y 'A "'"'^ ï ^<î ~

et exprimons T en fonction de x, y, 5, ^/, j\ s'; nous aurons ainsi

9. T 'î :: ^/si •- i ' 1 - y^2 -i1-- z112 - i - [ a cas ̂ ' si n 9.3 --•• (a cas y '4- (3)^]^
h [(acosy + p).j" •-- a siri^' s iny.^]3

• i- f a sin '̂' si n cp j — a ces ̂  sîn 9 A' ]2

.- i- 2 [a côs^' sin 9 -s --• (acosy -i- |3).y] ̂ /

•h 9. [(a coscp + P).2; — a sin^ sinep^] y'
••1-!-1 a [a si'n ̂  sin 9 y """ a c0^ ̂  SH]l 9 ̂ '] ̂ ' f

Désignons par Ïy 1/ensemble des termes de T qu i sont du deuxième
de^ré en x\ y\ z^, par T^ les termes du (ïremier degré, et par ïo les
termes indépendants de x\ j', z ' ,

Posons ensuite
/)T à'ï <ry

ff ̂  ———. 5 ^ =.; 1"".—— , W —— ———, ;
/A'x-" ^/ ^-3"

en développant les seconds membres, il, vient

( // ::;:: x'-v- cf. cos^ sin ç-s — (a cosc? -h (B) y»
( 3 ) / t> == y— a sin ̂ r sin ç ̂  -h ( a cos 9 -h f3 ) a",

( {.ï.-* == ,^/— a cos/^ sin ç x 4- <^ siri,^" s in y^*

Remplaçons, dans Texpression de Ty, x, y , s par leurs valeurs en
fonction de u, ^ w tirées des équations (3); soit T la fonction de u,
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F, ^\ oc^ y, ^ ainsi obtenue1

^Ta-n-: [u — a cos^siny^ 4- (a cos<p 4- (3) y]2

( 4 ) ' -+- [ v +- a sin ̂  sin 9 s — ( a ces 9 4- (3 ) .:rp
4- [ (p 4- ^ cos^ sin y a? — a si a ̂  sin 9 y ]2 == 2 T^.

Désignons par û la fonction des forces exprimée en fonction du
temps t et des coordonnées relatives .x\ j, z , et posons

(5) _H:=Û4»T,,~T.

La théorie des mouvements relatifs nous apprend que le mouvement
relatif du point oc, y , z, par rapport au trièdre OZiX^Y^ est déterminé
par les équations

, d^ _ (M du _ _ (M
1 ^ ^^ ? ^ —— ^^3

5 ^r _ ^.ïï ^ _ <)H

(6) \ Tu " 1 ~^ ? ^ =:'1 ^7

| ̂  _ (m dw —_ <)H.
1 3/" ""i"" dïr5 "̂ i """ '"Jz '

Nous avons vu, au § 1, que : en désignant par K une constante, par
r la distance de la Lune a la Terre, par K la fonction perturbatrice, la
fonction des forces û é t a i t

K2
û=— +B./•

De sorte que

H^-E! ̂ ^u^^^..^^) 4- R
_ y, [^, a cas (^() 4- 13 /1 ) sin cp -s -t-- ( a cas y -h- [3 ) y ]
.,-.- ç.' [ a sin ( ̂ ° -t" (3 /) sin cp s — ( a cas y 4- (3 ) ̂ ]

• — w\ a cos(^°4-13^) siny-y — a si.n(^° 4- (3^') sinoj].
Posons

on a
H^ïIo-hIV,

K.2ïî,, : l::,: l^(^241"-^2" l• lt l••"w2) --- 7-

( - ) J IV ::::-:: -...,..» R 4- // [..•...- a cos (^0 -)- P ̂  ) sin 9 ̂  -h ( a cos 9 + (3 ) y ]
4....- <; [ a si,n.(^°""l" PQ siny,5 -- (acosç -h P)^:|
4- ^f a cos(^°+ (3Q s îny^ - asin^.^0"!" pQ sinyy"].
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Remplaçons, dans tes équa t ions (6), 1:1 par Hy, nous aurons les
é a u a t. i o n s d il m o u v e m e n l e 11 i p t i q u e

(8)

da- <)iîo dif fM,
dï au. î (h """"" CÀZ"
dy ^i-îo </(-' <}IIo-^ ........... •^- ? ^ .,-.„.„,. — .-^-^

^ _ 6?ÏÏo r/W JH,,^ ^ .̂ , .̂  ^:_ -.̂ -

En intégrant ces équations par la, méthode de Jacobi, on obtient x,
y, z , u, v, w en fonction de six conslanles a, , a^, a;,, (3^ , (ïy, (S;, et <?

^ = = F ( ^ a ^ p , ) ,
^= :< l> (^a , , (3 / ) .

Portons ces valeurs dans B/ et désignons par R', la fonction de t, a^
[^ ainsi ol)lenue

:IV(^,y, s, u, P, (P, /):•.-: l{\ (^ a,, P/).

En appliquant des (iléorernes 'bien ( îonnus de Jacobi, nous trouvons
que l ' intégration (6) se t rouve a ins i ramenée à celle des équat ions
/ , daf jir, d^, ()i\\
W ^--^- l11- '1 ' -1"^1^ (^1:1-^^^-

Les variables a^ ^ qui. entrent dans ces formules ont , relativement
aux axes mobiles OZ.,, X,a, Ya, des s ign i f ica t ions géométriques ana-
logues à celles qu'ont les variables C, (x. H, c, g,.h qu i f igurent dans
les formules (&) du § I, re la t ivement aux a'xes des directions fixes OX,
Y, Z. La fonction H\ est aussi de même forme que la fonct ion pertur-
batrice ordinaire.

On obt iendra i t donc un système d'équations analogues à celles qui
ont servi de point de départ à Delaunay en faisant dans les équa-
tions (9) un changement de variable analogue à celui qui, au § I,
nous a fait passer des équations (&) aux, équations (i).

En applicpan't aux équations ainsi oblermes la méthode de Delaunay,
simplifiée par M. Tisserand, on, évi tera i t le reproche que l'on. a fa i t à
Delaunay de supposer, au début de ses calculs, le périmée et le nœud
immobiles.
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I N T R O D U C T I O N .

La variation des éléments oscillateurs ou elliptiques de chaque
planète est déterminée par un système d'équations différentielles du
premier ordre, que l'on ne peut rBalheureusement pas intégrer actuelle-
ment. En désignant par /un élément quelconque, on sait que le déve-
loppement de ̂  se compose de deux parties : Fune S(/) dont tous
les termes contiennent quelqu'une des anomalies moyennes 6, 0', . . .
sous le signe sinus ou cosinus, et l 'autre L(,/)» indépendante de ces
quantités, représente l'expression qu'on obtient pour ^? quand on
réduit la fonction perturbatrice B, à sa partie constante B.^

De sorte que l'on a
(a) ^=L(/)+S(/),

/•::::::J'L(/)^4-/S(/)^;

et comme les éléments varient beaucoup plus lentement que les
anomalies moyennes, la portion fS(f)dt, au bout d'un grand inter-
valle de temps, se détrui t presque entièrement par suite des rapides
changements de S ; tandis que L(/) étant presque constante,^ L(/) dt
varie dans le même sens et représente par conséquent à peu près la
partie principale de /. Elle ne représente pas exactement sa valeur
moyenne car les termes périodiques de S(/) ne donnent pas que des
termesa courte période dans /. Quoi qu'il en soit, dans les recherches
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concernant l 'é tat du système planétaire à des époques très distinctes,
soit qu ' i l s'agisse de sa stabilité dans l 'avenir ou des variat ions qu'il a
pu présenter aux diverses époques géodésiques, on réd uit /à / "L(/W/.
On appelle alors équations séculaires celles qu'on obtient en réduisant
les seconds membres des équations (a) à leur partie L(/), ou encore
R à sa partie constante lli.

Les éléments séculaires sont donc les intégrales exactes des équa-
tions

(P) ^-^A

et l'on nomme inégalités séculaires ce dont ils varient dans un temps
donné.

La forme même des équations ((S) montre qu'à chaque planète cor-
respondent seulement quatre équations séculaires.

L'intégration complète et rigdureuse de ces équations n'étant pas
possible, les astronomes ont dû. procéder par approximations suc-
cessives. L'emploi de cette méthode était f ac i l i t é -pa r la petitesse des
masses des planètes comparées à celles du Soleil; c'est ce qui a con-
duit Le Verrier à développer les inégalités séculaires suivant les puis-
sances croissantes des masses.

Mais ce mode de développement présente, comme M.. Poincaré l'a
montré dans ces derniers temps, de nombreux inconvénients : la véri-
table nature des intégrales est complètement dissimulée et les déve-
loppements ne sont pas convergents.

MM. Hill, Gildén, Lindstedt ont imaginé d'autres procédés d'ap-
proximations successives plus rapides et plus satisfaisants à tous
égards que celui, de Le Verrier. Ces procédés donnent un plus grand
nombre de décimales exactes; toutefois on n'en aura pas autant que
l'on voudra, car on est conduit à des développements qu i ne sont pas
convergents, ainsi que M. Poincaré l'a montré.

La divergence de ces développements détruit toutes les conclusions
que l'on en a tirées sur la stabilité du système des grosses planètes
dans un avenir très éloigné.Tout ce que l'on peut, en ce moment, dire
à ce sujet, c'est que les variat ions séculaires des excentricités et des
inclinaisons, des plus grosses planètes resteront petites. Cela résulte,
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comme on sait, de l'intégrale des équations séculaires

^ rn\/"('M. 4- m) a(î •— e2) coscp •== const.

Cette impossibilité de résoudre le problème dans le cas général
donne plus d'intérêt à l'étude des cas particuliers; étude qui est de-
venue beaucoup plus commode avec les méthodes inventées par
M. Poincaré.

C'est ainsi que, par la théorie des invariants intégraux, j'ai pu dé-
montrer très simplement qu'en ne considérant que des planètes dont
les masses sont du même ordre, il y a stabilité au sens de Poisson pour
les variations séculaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons.

De plus, un nouveau théorème de M. Poincaré, sur le calcul des
limites, m'a permis de développer, dans quelques cas particuliers, les
inégalités séculaires en séries convergentes et ordonnées suivant les'
puissances croissantes des valeurs initiales seulement.

Tel est le but de ce travail.

CHAPITRE I.

Soient 0 le centre de gravité du Soleil; P, Pi , P^, ... les centres
de gravité de diverses planètes dont nous supposerons les masses m,
m^ m^, ... du même ordre. Par le point 0 menons trois axes rectan-
gulaires de directions invariables et soient, relativement à ces axes,
oc, y , -s, r; ̂ , y^ , z^ f\, ... les coordonnées des points P, P^ , P^, ...
et leurs distances au centre du Soleil.

Les équations différentielles du mouvement de la planète P sont,
comme on sait,

[(V-x ,, ^ _ àR^^j-^^_^

(^ fcr+^z-^,v / \d^ "^^ ̂  ày7

f^f f 1 — àR

"d^ ^'^r* =: as
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où l'on a
[ p. =z î -1- W, r2 = ̂ •2 -h y2 4- ^S

(2) R== fm \ ^ " l,,_._^^^^^^^^^^^ -. ffl±2Zl±Lffl1 ^^ . j ^y^-^^^^-_^^^^^ rï J

En supprimant K dans les équations (î), on a les équations diffé-
rentielles du mouvement elliptique

c^ x ., «r^+/^^-o,

(3) ^^-^^-o. 1

f ,̂5 . z
\ ̂ ^/^^^

et l'on sait que leurs intégrales s'expriolent en fonction de la longi-
tude ^ et de six constantes 0, 9, îtr, e, a, £ appelées éléments elliptiques
de la planète et dont nous rappelons la signification pour plus de
clarté :
9 est la longitude du nœud ascendant;
(p est l'inclinaison du plan de l 'orbite avec le p lan des xy\
m est la longitude du périhélie;
e rexccntricité;
a le demi grand axe ;
s la longitude de l 'époque.

D'autre part, en intégrant les équations (3) par la méthode deJacobi,
où introduit six arbitraires canoniques a^ a^, a;^ ^, ̂ ^ P;( qui sont
liées aux éléments el l ipt iques de la planète correspondante par les
formules

J^ 2 ^ „..«„..„„„_..„,.,,.„„.„......„«-
^ := — —, ^ -;:: K, /a ( î — (^ ) cos y, a^ == K. \/a ( x — <^ ),

20(4)
p^l®^ (3,=0, (33=?n-0,I (3^= — — - • - . a- , pâ—— ̂  H3«

^ JY

et les intégrales générales des équations (3) sont de la forme
x=(p^t, ai, a^ a3,Pi,(32, pg)^ jr=ç^ ^ ==93,

(5) j ̂  =^(^ a, a, a. p. ̂  ̂ ), ^ -=^ ^ ::::r ̂ .
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D'après la théorie de la variat ion des constantes arbitraires, l'inté-
gration des équations ( i ) sera alors ramenée à celle des six équations
canoniques

à B cly^ àR doc^
à^7 '~dt """
àR d^

cU

(6)

da\
'' dt
d^
"dt '

âR
j[37
()R
àv^

dt
^3

dt

<m
j^
àR

àsxi à(y.s

où l 'on doi t prendre pour II la fonction de t, a,,, a^, a;^ ^, f^, ^3
obtenue en remplaçant , dans la formule (2), x, y, z par leurs expres-
sions (5). Des équations ( / i ) et (6), on dédui t aisément les dérivées
des éléments el l ipt iques a, e, y, Û , co, £ en fonction des dérivées par-
tielles de R. par rapport aux mêmes éléments. En y réduisant fi à sa
partie i n d é p e n d a n t e des longitudes et, par suite, de £, e\ nou.s aurons
les équat ions suivantes pour définir les var ia t ions séculaires des élé-
ments el l ipt iques ( ^ ),

da
7li

A
dt

^L.^.^i,•-1^^ "^ i V '
î — \/î''i:=^ ^Hi

na2' e àe

<)R,..„„„ y
dt ""1"1" ruê^/T^e^^m^ i)^

(7)
dd)
^dï

de
dt

tan s. cm,, . \/«1""^ ^Ri.
/^a2/? ^ena^'î^^ ^

•̂,':::"i? ^l^
/^a^ <te3

n€^\/ f —• (i^ s.in y
^i
"</^

^ .̂.L .̂
^^a^'i-'^r^s! ^57

î^ ne dépend que des variables e, o, 0, ^ et des variables analogues
qui correspondent aux autres planètes. Il suffît donc, pour avoir les

( r) ïïs.SKHÂNï), Mccaniqufî céleste^ t. 1, p. 169.
Ànn. dû l'Èc. Normale, 3" Série. Tome X.
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var ia t ions séculaires de ces éléments, de réduire les équations (7) aux
quatre dernières.

D'autre part, les long i tudes n 'en t ren t pas explicitement dans les for-
mules (4) elles deux derniers groupes de ces équat ions donnent ^, o,
6, © en fonction de a^, [j^; a;î, ^ seulement. 11 en résulte que B^
s'exprime aussi en fonct ion des seules variables Oy , [ÎL, a;}, ?;,; a^, . ..

Les équations séculaires de a^, [il^, a..,, ^3 ; a^, . . . sont donc

(8 )

^•/a,, r)Sli ^3 /ÀHi-̂. :,:„ .̂,, ^ :,-:-:: ^^ ;

<i., ^Hi ^6, ^^ <)Hi
^/^ ^a.» ? ^/1^ à a-,

ï{^ ne contenant pas d'autres v a r i a b l e s que a^, ̂ , a;p p;p , . . , ces équa-
tions o n t l ' invar iant intégral, posi t i f d'ordre • /i^» ^ étant le nombre des
planètes considérées,

j, :»:= 1 d^^ dy.^ dft^ c/jî^ dy. g . . .

On sait de plus que les équa t ions ( 7 ) ont l ' in tégrale

•^ iïi\/{ M -l - m ) a, ( î 1 • • (.^ ) ("os y "• , (^

et comme nous avons supposé les masses des planètes du même ordre,
il en résulte que les excent r ic i tés et les i n c l i n a i s o n s ne pourront jamais
acquér i r de va leurs no tab les* T o u t e f o i s il ne s'agit ici q u e des valeurs
séculaires et non des vrais é léments .

Faisons main tenan t dans les équat ions (8) le changomeut de va-
riables

[ // .-.'-:: ay sin {^ - ! pg), // =.: wtï siti pg,
/ „.. ' î
9) \

l :::,:- a;î COS ( pa -i1'1- (Ï;t ), q •""• al COS pâ.
<^»

I,e dé terminant fonc t ionne l de h, /, " p ^ q par rapport a a^, p^, a;p ^
est, au signe près, ( al \ ou. --1-. '(^omme ç reste pet i t» ce chaosementD A V^ î / cos4 9 " T ' î" 0

de variables est doublement imivoque.
Donc les équations en A» /, p y y, déduites des formules ( ( ] ) et des

équations (8), ont aussi un invar iant intégral posi t i f ,
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Des rela t ions (4) et (9), on dédui t

S h =::: Ki/a ( i •-- 6'2) sinCT, p =-= —^— sin 0,
(10 ) C]JS^

( / •r= K v/a (T'~ 'e2) cos^r, ^ == ̂ ^ cos 0.

Donc À, /, p , (f\ /^, . . . restent unies.
Par conséquent d'après un théorème de M. Poincaré sur la s tabi l i té ,

si les condi l - ions in i t ia les ne sont pas exceptionnelles. À, l , p , q; À', . . .
reprendron t une i n f i n i t é de fois, s inon les valeurs in i t ia les , du. moins
des valeurs aussi vo is ines que l'on veut de ces valeurs initiales. A
cause des équat ions (lo), i l en est de même de e, cp, 0, CD; e\ <p', ....

Donc, en ne considérant que des planètes dont les masses sont du
même ordre, il y a stabil i té, au sens de Poisson, pour les var ia t ions
séculaires de leurs excentricités et de leurs inclinaisons.

CIIAPITBE II.

Considérons seu lement deux planètes et cherchons un domaine dans
lequel la partie de R

p -,::.: ^^^^^^^^^^^^^
^ / - i a «.„..„.. a r r ' coyrî -h" /^

sera développahie suivant les puissances des excentricités, des incli-
naisons cl du. rapport desdemi grands axes; et un maximum du mo-
dule de P quand les variables restent dans ce domaine-

Nous emploierons pour cela une méthode tout à fa i t analogue à celle
dont Cauchy s'est servi pour déterminer une limite supérieure de
l'erreur commise en négligeant, dans le développement de la fonction
perturbatrice, les termes qui contiennent le rapport des demi grands
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axes et les excentricités a des puissances supérieures à des nombres
donnés.

Désignons avec Cauchy par s, £' les excentricités des deux planètes;
par T, T' les anomalies moyennes; par ^, ^/ les anomalies excentr iques;
^, ̂  les a n o m a l i e s vraies; cp, ^ les inc l ina i sons des orbites; 0, (Y les
longitudes des nœuds; ÎTT et tir' celles des périhélies.

Soient Ç/ig. 2) A, A/ les pér ihé l ies des deux planètes; B .et B' les

points de leurs orbites qui sont à des distances angulaires 7r des péri-
hélies.

Désignons encore, avec Cauchy, par A,oo la distance angu la i r e des
points A, et A'; par A ^; A^ ; A^ ^ les distances angulaires respectives

11 i Ï'' Ï' 'î
des points A, A et B'; B et A/; B et W; enf in , par A^ la d i s t ance angu-
laire de deux planètes, f ic t ives qu i décr i ra ient des circonférences de
telle façon que leurs anomalies soient c o n s t a m m e n t égales aux, ano-
malies moyennes ^r, ^ des d^ux planètes considérées.

Les variables11^, ̂  s, ̂ \ ̂ \ € , . . . sont liées par les relations

. 4^:r::: T ••• lli•l•< 5 ^in ̂ i ^ ' ' ^ ^/ "4- Ê / ̂ ui ̂ /,
j /• :.= a{i — e cos^), . . . . . . . . . . . . . . .

/ , \ / cos'1' •— £l»; ^ c(>sw^:;--—^^^^^^ . . . . . ^ . .
] î, —- Ê COSAp ' '

r . sind; ,...^.—sm w = —" ~.-.T.„„.„ .. ̂  . . ̂ a . . . . < . , . . . . . . . .
1 X — Ê C08(^ '
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Posons, avec Caucby,

£ :r::. E eP V^, s / =:: E/ <?^ v^,

^=rT + ̂  ^:=:T'4- ^,

4Î :=: y ̂ / Ve"1, 'p r= y ̂ / /rT

et, en outre,

Q ==: <ï> ̂  \/~""ï, 0 =: © ̂  v'^1, CT = II e1^ ̂ ,

Q^ ^'e'" ̂ i, r̂-::: ®^^ ̂ , CT^ IÎ ^ V1"1 .

Désignons par r , r\ S, Aoo , ... ce que deviennent r, r\ à, Aoo, . . .
quand on y remplace <?, e\ . . . par e , ^\ . . . .

La. fonction P deviendra ainsi

/(s, ?, r 4-^, T/+ 4'7, 9, cp^ .. .) ̂  -—====^^^
^//•^_ ^ ,.,./ çQg3 ̂ . ,.2

D'une façon générale, nous désignerons par A/ le maximum du mo-
dule d 'une fonction / des variables précédentes, quand celles-ci se
déplacent respectivement sur des circonférences de rayons E, E', . . . ;
et par A/ le min imum du module de la fonc t ion / par le même dépla-
cement des variables.

Nous aurons ainsi
.„, „..„. . m'

A /(s, s', .. .) =. .̂ .,-.,,..,...̂ ,̂ ....----,..,.....,,.̂ ..

A/r-[A-(,^^cosâ.4^^]^

or

A7 ( i ....... n cosa -l-1 ^ } :r:: A/ i - ̂  COSÂ^'+ ̂  - ̂  (cosô - cosA^') ,

A / l i - ̂ cosA^-h :̂  ) "̂  A^ ] i - ̂ cosA^'^ -^ (cosâA^+ sin2!^)

/ 7. ^ V2 7'2< A/ { x — ^ cosA^ — A— sia^An:'
'"" \ ^ / r^

^.^^AcosÂ^^^Asin-A..

- ï _ 2Ar A, cosA^4- -Àr2- (A cos^A^-Asi^A^),
A'r^ A^/-^



S. 54 .r. pEnciiOT.
mais i l est aisé de voir que, d'une façon générale, si l'on pose

^:::rX^y, y :::::: Y ̂ s

on a
^x,,,, ^.~x

Asin^^,: — .̂.—...... •=:S(X),

^x ,,p ^- x
A ces x -^ —- .-,,...,̂ .......:.— ::,; c ( X ),

/»X+Y _ /,-(X4«V)
A sin(^ ±j) :-: '-.-.-.... -..^."-......— =: S (X + Y),

^x-hy ,, ^.-.(x+V)
A cos(.r ±j) •••:1"1:: :'...,..,,.— — C(X .4,, Y) ,

Déplus , les fonct ions S(X), C(X) sa t is font aux relations suivantes ,
dont nous nous servirons dans la sui te

( . ^ (X î+S^X^^CÇ^X) ,

C(X ) C (Y ) 4- S(X) S ( Y ) ̂  G(X, + Y),

C ( X ) S ( Y ) 4 - S ( X ) C ( Y ) ^ S ( X 4 - Y ) ,

C Î Î ( X ) — S 2 ( X ) ^ . - ï .

II en résulte déjà que l 'expression précédente de

A / / ! 2r A - ^a '"A/ i —. .̂ ,-. (•osA^4- • 1 - - 1 1 1 - »
\ / t / /• / 2 .

peu t s'écrire

A.(,- ,̂,SÀ,+ ̂ ) , (.- ̂ )'- ^';(Ac,»A«- ,).

Désignons par 0,, un nombre supérieur ou au moins égal au plus
grand module de (cosâ — coslw')* On aura alors

A /••-" rn! îJ ^^ -——•-.-.--...-..,.—— .

[(-A^)'-^008^-'-^"-
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Posons

( 2 ) ^' ==" ^i 4" A COS ATT/ •-- î .

1 1 viendra
^ .., ̂  _ _ ^ ^ ^ ^ ^ _ , , , , _ _ ^ ^ ^ ^ .•»,/ -:.'.. ,yf _i,(.t. «•~ , .,..- î < — —g î.)(,^...^y..^A; -

IA A^/ A ' r ' ]

Or, des formules (î) , il résulte immédiatement que

A . r ^ â a ^ î — E C f ^ 1 ) " ! , ' a
a''"':> <^, 0 ^= -"7-

A^Pf: a^ï^'Ë/Ci^')], a

On a donc

m' iï
(3 ) A/ï - / " 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 ' 1 1 1 - 1 - ' 1 1 - 1 1 • - 1 - 1 1 1 1 1 1 1 1 . . ^ - . . . . . - - - - . — — — - r

"' " |[i . . W CW).-- 0^ .+E C(+)]2- 2^ 0(i + E C(^) (x - E' CW)^

(^lierchoos rna in tonan t le nombre Û'.
A •ni-i i ns tan t quelconque, w, w' désignent les distances angulaires

des planètes à leurs périhélies A, A'. De sorte que l'on a

ces 5 ••^. ces A()O cos w cos ̂  4- cosA ^ cos ̂  sin w'

• cos ATC sin ̂  cos^'' 4- cosA.n: TC sin w sin^'.
a ' 0 i"'i"

On a donc

cos 5 = cos Aoo cos ̂  cos (^ 4- cos A ^ cos ^•' sin M- '̂

4- cos ATC sin «? siu w' 4- cosA^r TC sin w sin w'.
a ' 0 S"'à"

En y remplaçant cosw, s inw, cos^, sin^ par leurs expressions en
fonct ion de 1, "C, ^ fF / , déduites des formules ( î ) , eten posant

^ = î — \/7— Ê2, U =:: î - ̂ r^T^,

u' = 1 - v7"^'^ ur = î - ̂ /T î/i,
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il vient

^ .. COS CT 4" ^ ) ~- S COS C T' 4" U/) - - £'cosô = cosAoo ——^.——...1»/-.^. ——.^——T,_-.,_
I — 6 COS ( T 4" t^} I — ^ tîÛS ( T' 4- l[/ )

, . COS (r 4- di) •— £ V f "-- Ê^2 8'!n (^ •-1-- ^/ )
"'•à I — £ COS (ï 4" 4^) I 1— s/ COS ('ir/ 4" 'V )

—„.. ^ ̂  ( ^ . ^ ^.^^ ^ / ^/ ^ ^ _ ,
-hcosA^ v ^ •••-"s2 ••--1-••-••1.111•--:,,1.•-111-•-•.••.-,-~T~'1-•,:,," ,.—..-.,...,X.............. •„.,.-/.,„..„....,„._

2'(1 • I --- £ COS ( T -1- ^ ) I ---•• £' COS ( T ' ••••f- 'V ^)

-,- cosA^ .v/7 '̂? ̂ ~. ?-,- . .-.si"^-±^)s'tlfr4:.^ ,
Ta 1 1 -1-- s cos^T 4--^,)j| 1 ---s' cos (r' 4- 'V)| '

et, après que lques calculs , on t rouve

-?;_ cosAT+tî;^',,,^-11- £ cosAo.r4.^'--" e' cosÂT"4,.^o4'" £e / cosA<,o
11 --- £ COs(T 4" ip)] [ï -- ^ COS(T /4~ ^.p))

^ / / cosÂTC^^^^-£ / cosATC^^^s iu(T4"•<F)4•- I ^YcosÂ I ^ ^ — e c o s A , 7 t \ s in(T / 4-4i / )

[ ï..,.. e co., ('7 4. ;̂  J | :i ..... ̂  ^og (7/ 4. ip ) j

///^ sin (j -ï- ^) siti (r/ 4- ^' ')
[ï - s cos(r 4-- $)] [ï ".•"•e/cos(T'4-:$/)IÏ'

et comme on a, d'autre part,

cos,À.T.i...,j;^,,^^;rr, COSÂ,TT'COS^ cos^ /+ cosA ^ 71; cosîJi ̂ n*^'

41- cosÂ. 'K ^ln^s lîn,l<p /4•-cosA^ Tç , ^sin^ iain^,

^^ „ . . ^—•'..p
{ ^ ) A si n ̂  < •1— ^ • 1 ' 1 - - :: : S ((.^ ), .A si n î.̂  ':'Ï S ( ̂ },

A cos^ !: C( '^) , A cosi)/;; C(^ ' ) ,

A — ï • • • ï A î •"1" î

\ ' Ï- £ C O S ( T 4 - ^ ) ' " Ï — E C ( ^ ) ' ' 1 ' ï «..g/ ^(^ (^ 4- 4/ )" î ""•- ^ ' ^ i ' V ) '
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on t rouvera que

, t COST -i- ^, T' -i- 'Y T- /
A ,...-._-..̂ ._^——,-„,., T__.,__ .̂.I——..„.;———_^ „ COSA-n:'

[ I — Ê COS ( T 4- ^ )J [ I — ^ COS (Y 4- ^/ )j i

/ ( C ( ^ )C( ' y ) ; , -,, ^ ̂ .̂ ^^^^^^ _ , ^ A cosA.^

^ ~ f^+)s(^. ACOSÀ4J- [v^- E'C(^]]^ c^^y]A ^^'-T, T., î
, s(+)c(^)_ -4cosT4- [7;^ECZ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ (3('F):1 A cob•••\ ...- ̂  r

.,„„. ^.^^^^^^^^^^ A, cos A^ ̂  ̂  ̂ .

Mais, de la formule (4). il résulte que

A cosA,T.-h^,o ^C(4Q A cos,AT, o 4-S(^) A cos A ^ ,T ..,(-. ^ , [)

AcosA„,^„ , . . j , -^C(^ / )AcosA,) ,T ' -^S(^ / ) AcosA ^ ^,
' 2

et, par suite, on pourra prendre pour la valeur de û^ celle que déter-
mine l 'équation suivante ( f )

^J;I-EC(+)][.F-^C(^/)::1

= i C ('^) C('V) - [i -- E C(^)] [ î - E/ G (^ /)] j A cosA^
......t"G(^)S('^)A,cos,Â^,^

-i.-. S ( ̂  ) G ( 'V ) A co s A ^ ^ ̂  -h S ( ̂  ) S ( 'V ) A cos A^ _^ TC ^ ̂  ̂

.-1-- E rC(^y)A cosAo,ï' -h S ( f V ) A cosA^^^ j

•-h E' fC(^) A cosA^o -h S(ip) A cosÂ^^^^I + EE'A cosAoo

4..,. U ["C(^ /) A COSÀTC ^4- S (^ / )A CÔSÂTT^ , w 4- E^A cosA^^ | C(^ )
I,,,, î> T' 2 ' T "h 2 2 J

4- irrc^) A, cos'À TC -h S(^) AcosA ^ 4~ E AcosA^ ^1 C(4/)
[̂  T' 'a T4" i" ' 2 ' a J

4" IWCWCC^QAcosATt TC-

( i ) ^în t rouvé ce calcul do Ui dans un Mémoire autographié de Cauchy publié à Turin
cl sur loquel M. Tisserand avait pris des Notes qu'il a bien voulu me communiquer.

^nu. f/nl'Éc, ^ormcdc. 3" Scrie. l'ome X. 1 ^•b
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Soit k le plus içrand dos nombres A c o s A o o , AcosA ^, . . . quand

les variables y, y7, 0, 0', co,, co' se déplacent dans le domaine consi-
déré.

On pourra prendre pour va leur de û, celle que l 'on d é d u i t de l 'équa-
tion précédente en y remplaçant par /• lous les nombres A C O S A ( ) ( ) ,
AcosÂ ^, . . . .

0,-^

On aura a ins i

^ p++E-hUC(^) ^ t ^ W • - . • \ } l { \ ( ^ } 1^ „,„ ^—--^^-^^^^^^^^^^^^^^^^ .-..^^^^^^^^^^^^ „... ,j^

et la fb r inu le (2) noas donne ra , pour dé terminer i2i, l ' é q u a t i o n

^. ,.,/ ^-h.E-i .- i j ( ; (^) ^'••hï^ i - i rc(^)
v '̂  " "l11"'" ' "ll"r"l'" --7-':r]1^ •""l11'11':- /> t

Cherchons les quan t i t é s A c o s Â , o o , AeosA ^, AcosA^ , . . . .
' i" "î '

Soient (/^g'. 3) xy le p lan de réc l ip l ique |.)ris pour plan de coor"

Kig. ;L

N'

données; NA, N'A/ les orbites des deux planètes . Posons

x ' H ^Q, . r N - h N A =r,), ,r'N •4-" NG "= T,
.^N7 =: e^ ,:^N7 -i1" N^A/ :,•.-::: (,^ ^W -i- N^:; = r^

yNG-^, ./N'O "^y^ NGN7 .::::J,

s in f:- ^^ Y;,
2
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on aura

cosAoo^ cos(r<) — T ) cosC/*,/— T') 4- si,a(G.) •— T ) si.n(û,/— T^) cosJ
== cos ( G) -s-" c»/) cos ( T + T' ; 4- si,n ( &) 4- w' ) sin ( T 4- T' )

-h- [cos(c<) 4- ^ / )cos ( T - \ - r ' ) — s i n ( o ) -(- û,/) s in ( r 4-T /)^ (ces21- — sin2 - ) ;

or les formules (le Del ambre nous donnent (1 )
•

. J T 4" T^ , cp ç' /, . ^' œ ./sin "- cos •—-— == sin J- cosJ- cos y — sin — ces-1- cosQ ,ïî a a ':>. 9, '̂

. .l . T 4- T^ . ç O' . /, . © / Ç . .,sin - sin —— •:r: sin - cos-1- s in ,y — sin — cos •L s iny '
;'î 9- 2 a 9 2

J ^ ̂  ̂  m ^ . © . © / , , .,
(,ïos - cos -••-•.—--• "r;:; cos -L cos •— -i- sin " sin — cos( u --" Q' ),

9, '.Jt ^ 9, '̂  <;î ' '

cos'- sin - - - - . " — -r sin ' sin •••'•"- sin(0 — 0 ' ) .a ^ 2 ^

lin remplaçant les premiers membres de cette égali té par les seconds
dans l'expression de cosAoo. i l v ient , après quelques calculs,

^00= cos(?ïT -r" nî') s în 2 '••^^^^^ "4- sinç siny' sin2 — ^—

4- COS(CT —T^) cos2 ^ cos^'^ -ll- s in 2 1 sin2"^ 008(^9 — a O ^ ) 4- •i- sin y sin (f1 cos(0 -- ô^) 1

4- sin (w 4«7S7/) sin3 ^ cos^^-" sin',>,0 4- sin'2^- c o s 2 1 mi:i01 — lI•s linçs linç/si.n(É) + Q'' )
!.. ^ ^ 2 a J

4-- s . i n ( î ï ï—^) sin.29 s in2 9-sin 2 ( 0 — S ' ) 4-1'sin 9 sin r/ sin (04-^ ) .

Pour abréger l'écriture, nous désignerons par(I) , (II), (III) et (IV)
les coefficients respectifs de cos(cï 4« ^'), cos(^ - ̂ ), sin(^ + o'),
sin( t»7 — ^j, et nous écrirons ainsi

cosAoo^(I)côs(? îT4-CT^ 4" ( I l ) cos (w—^; +(I:II)sin(c7 l--^) +(1V) s i n ( O T — O T / ) .

On. obtiendra cos A^ en remplaçant dans la formule précédente CT

( 1 ) TissERANlï, Mécanique céleste, I. ï, p. a94-
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par rs •+- ^i et l'on trouvera

COSÂTC ^--^Sin^"-!-"^) -- ( i ï ) s i D ( , O T — C T • / ) + (III) COS^-h-CT^-t-^IV} Sîn^--^).
y '

De même

cosA TC =-•—•(,1) s in (?^4 > "CT / )4• - (^ l ) s i n^— i s ' ) + ( l l l ) COS(OT 4- OT^ 4~( IV) cos^--^),
"'î

cosA.7t ^= ~-(I) cos(ror-h ïï^) h ( I I ) COS(OT — OT^ •- ( I I I ) s in( ï ïT -i- CT^+fTV) s:in(CT — C T ^ ) .

En se reportant a u x expressions de ( I ) , ( I f ) , (1.11) el ( I V ) , il, est ma-
nifeste que

A(l),S-(î+^-. l-.S(y)S(y')S^& . ; ;

u me rfA ( 11 ), (^ ̂  C ̂  -^ J ] -i. S (̂  ̂  S ( ^ ) ( ; ( •;< Û 4- a 0' ^ -1- ,̂  S (9) S(^ C (^ -i- 0'),

A(inr;- ) s(2)c^'.) 'so^-i- ^)<;(J) 2S(^/).^-.^(^s(^)S(9-l-.0'J.

( ^ \ / <"J

A( IV ) , S ^ ^ f S( • ^ - i • l - ^ / ) 4 1 1 " lS (9 }S (9 / )S ( / 9 -h^ } .

Des formules qui donnen t COSA( ,^ , cosA^ , on conc lu l , ( )ue
ï

AcosAoo $C(?ÎT -!-^)[A(,1.) - i -A(Al : ) ] -h S(?iy+• <)[A(IIJ) -i- A(I:V):|,
A cosA^ ^ S (CT -i- ^^ ) [A, ( 1 ) -i -1 A ( 1 1 )] ..-j- C (m 4- ̂ i ) [A. ( 1 1 1 } ...h. A, ( IV yi,

et l'on peut prendre pour AcosA^, AcosA, -les mêmes valeurs que
^ TT °^ 1

pour AcosAoo, AcosA^ , ainsi quo cela résulte des expressions

de cosA^ ..;, et cosA.,; . Donc
rr î '0

A cosA. TÏ^A cosATc ,
'? y^'

AcosAîc -rc^^AcosArt^,.
a' a"
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Déterminons AcosA-rr . On a

cos Ar-r':=: cos Ane cos T cos ̂  ~i~ cos A ^ cos T si n ̂
°-i

"-h cos ATC s'inr cos^-i- cesA^ ^ sirir sinr',

A, cosA^-^A cosAoo^cos^r — T'J + A cos A. ^sin^T "i-^),

A cosA,^-^ A cosA.oo-l- A cosA ^.

En y remplaçant AcosA.o ,o» A cos A ^ par les valeurs trouvées pré-
cédemment, il v i en t , après r é d u c t i o n ,

A co s A.^ <. [ A, ( Ï ) -r A ( II ) -h A ( IIÏ ) -r A ( IV ):] e^.

Posons

( 7 ) A ( 1 ) - h A. ( II ) 4- A. ( 111 ) -4- A ( IV ) == /f',

nous aurons

(8) k^k1^-^,

el le nombre iÏ pourra être déterminé par l'équation

,„ ^^-K^UC^} ^'^-E-.-.hU^^^') ,
'" • 1 1 1 ' 1 " î :111:::: ''••ï11:1":.1!^!^^')"11""^ —•11^:--1^^^^^ - •

E n f i n , en posant

^.^E + u C(+) .„.„. v ^^rb^ l̂̂  ̂ /- v-,
(9) "••lli -^•^r'EGî1^1 '111 '" """vl> """ ^ -E-C^ ' - v l ?

on aura

fi/4- î - Vi V /'/,

(K))
/\-]1Ïa (ir-E'CX+Q-eEï+EGW]!2-3^0^4"150^

Ainsi donc la fonction/restera finie et continue quand les variables
© — a , s, £', . * . se déplaceront à l ' intérieur de cercles de rayon ©, E,
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E7, . . . , pourvu que les nombres ©, E, E' soient tels que

(i r ) j i - E^ C(4/) - 0[i -h E C(^)]p-~ 2^©[i + E C( ^):][i - 1̂  C(^)] r o,

et, dans ce domaine, le m a x i m u m de son module sera donné par la
fbrnuile (10).

Nous devons cependant rappeler que, dans tout ce qui précède, nous
avons supposé que les nombres E, E','^, ^ sonS: tels que

. E C ( ^ ) < i , E'C^Xr.

Ce qui précède nous condui t immédia tement à la dé terminat ion
d 'une l imi te supérieure de l'erreur commise en négligeant dans le
développement, suivant les puissances du rapport des demi grands
axes 0, des excentricités s, a' et des inclinaisons 9, ç', de la "par t ie '

//z ^
7^^^^^^^^^^^^^^ de la fonct ion perturbatrice, les termes où les expo-

sants de 0, £, £\ y, y' sont respectivement supérieurs à des nombres
donnés y, n, n ' , n/\ n ' 1 .

Il suffit pour cela d'employer, sans aucune modif ica t ion , la, méthode
dont Cauchy s'est servi pour trouver une l i m i t e supér ieure de l 'erreur
commise, en négligeant dans le développement de la même fonc t ion
les termes où les exposants de 0, s, € sont supérieurs à des nombres
d o n n é s ( ^ ) .

Pour plus de clarté, nous allons rappeler les p r inc ipaux , théorèmes
sur lesquels nous nous appuierons avec Cauchy.

,1° Soient les équations

y =:: h -\- ^ siny, y ' -.::, h' ̂  x ' si n y ' .

Si les modules de x et. v sont inférieurs, au nombre 0,664, alors cha-.
cane de ces équations offre une seule racine, correspond à une valeur
de y — b, y ' — b\ dont le module est inférieur au nombre i, 199(578.

Cela posé, si la fonct ion

F (.r, x', y, y ' } .!:::;; F(.r, x'', h r- s, Y^ z ' )

( 1 ) Ce paragraphe ost, sauf quelques modiOcations, emprunté aux KoLos (h M. Tisse-
rand demi, j'ai d^jà parlé plus ïuuiL
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reste f inie et continue pour les valeurs de x, x ' de modules moindres
que 1,199, alors, en posant

"z-^ze^-1, s' ::•:.:: ^V1-''

et, en supposant les modules z, z ' inférieurs eux-mêmes aa nombre
1,199, on aura

„, , „ i r^ f'^ - - , i ~.2- ces (b -h ^ ) i —.z / cos(^ / +^ / ) .„ / / , - ,, •-,\F ^, ̂ /, y, y " ) = —T, ^! — — — ^ ^ ^ ^ ^—^ ^ ^ F (^, x1, b ̂  .3, ô' ^ ̂ ).
(1:; ̂ ) Jo J,, ^.— .r sin {b + s) ^ /— .z^ sm (^/+ ^ /)

Cette forniiiile reste vraie lorsque la fonction/ dépend d'autres variables
que.ï, x\ j,y.

2° Soil/(.r) une fonction f in ie et c o n t i n o e quand la variable x se

Fi^.

^- Y

meut dans un cercle de rayon X (Ji^\ fi), faisons

Î.^X,^1.

Nous aurons ^
/(.r)::-:1. , 1 / ^.-.-7(^;^

'•^Jo .x — x

sous la condition
x ::^<X.

Or on a
iix x xi 'v'l'~l . _ „ ̂ l

Ï — X ""111"-"" il' "1 «î Ï2 ' " " A-^1 ' Ï /^" l(<r—^/

et, par conséquent , l 'erreur que l'on commet, en négligeant dans le
développement de/(^) les termes qui contiennent x à une puissance
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supérieure à Y], a un module moindre que
^ ^ / -.̂  „^ ,̂̂ .....̂ ^^^^^^^^^^^

ou encore moindre que le reste de la série

^A/^),

développée suivant les puissances de ^.
Considérons une fonct ion de deux variables oc, .y/ qui reste finie el

continue pour toutes les valeurs de x et x ' de modules moindres que
X, X.\ Posons

"x r::: x ̂ ^s "^ ::::..: x7 ̂ v '̂.
Si l'on développe f{x, ̂ /) su ivan t les puissances de x, le reste de

cette série aura un module moindre que le reste du développement,
suivant les puissances de Ç, de la série qui donne

.^^KfG^x1^

et, par conséquent, un module i n f é r i eu r à

î'1 / -:"
(1) x^^tX''.'-'^'^^^

le module Ç étant moindre que X.
Et la somme des termes qui renferment des puissances de x au-

dessous de la n^^ sera représentée par l'intégrale
/-» SS Tt

1 1 .y.̂  , ,-pfl

(a ) ^ / -, ' /-^
*./() x" \. -z> •••"-- t1^ ̂

ou encore par l ' intégrale double
/,ïS'n; ^%7r

T / / /y' /y//' -•y»rt./ r) i, ' f 1 v " - ' i * 1 ' " " " " " " fff1 / """" '"""""• "n(3) ^, / / ^ ••--•••"•- .::^^^^^^^^
{ n ) t/o <./o •%" —— ̂  <z? " (^? ^^

Si l'on développe la fonc t ion (2) ou (3) en une série ordonnée sui-
vant les puissances de a/, le reste de la série, prolongée jusqu 'au terme
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qui renferme x ' à la puissance n\ aura un module moindre que le
reste de la série

X/ ^--.z^ ^ -,'.A _ , . ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ .r' ),
A — <"> .^~l(.•r - - a ' )

et, a fortiori, inférieur au reste du développement de l'expression

x/ x"^ A/ 'G^)^/_-^ -̂̂ -.̂ ^^ x ),

en une série ordonnée suivant les puissances croissantes de ^, c'est-
à-dire au, produit

y ii' '\ii-^'^ ^— —^( ^ ) .̂̂ ,̂ ^^ ̂ ,^^^^ A .A^ ^ ;,

X pouvant être supérieur ou inférieur à ^ etX/ devant être supérieur

En a j o u t a n t le produi t (4) au p rodu i t (i), on aura une l imi te supé-
rieure de l 'erreur commise, en ne conservant dans le développement
de la fonction/^, .xQ que les termes qui. renferment^ à des puis-
sances infér ieures h n et x1 à des puissances inférieures à //.

Donc, en définitiv(.i, cette erreur ne surpassera pas la somme des
nombres que l'on tire des deux produits

^A/(^), ^^/W).

lorsqu'en supposant dans le premier produit X >S, dans le second

X' > ̂  et X :; ï ; on remplace la fonction ̂ -p dans le second produit,
par la Homme des ^premiers termes du développement de cette expres-
sion suivant les puissances de ̂  et dans le premier produit par le reste

de la même série. Puis la fraction ̂ ^ parle reste de son développe-

ment en série ordonnée suivant les puissances de? et prolongée jus-
qu'à la puissance Ç'"--'. .

Pareillement, si, dans le développement de /(^, y, s, ., .) suivant
les puissances ascendantes de x , y , z, .... on néglige tous le^termes

Auri,. de fÈc. Normale. 3» Série. Tome X. •9
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dans lesquels les exposants de x, y, s, . . . sont respectivement égaux
ou supérieurs à des nombres donnés, n, n\ n" la somme des termes
négligés offrira un module moindre que la somme des nombres que
l'on tire des produits

JîL \ f("r v - }'y _ ~'r / î-,/ \ ^9 J y ^f ' • • /»

Y X
0) Yrr^x—?^^7^---^

j Z Y X . /— "- - x
Z -ç Y"^ X -^.A^y» ̂  à "/î

lorsque, Ç, Y]/(, ... étant les modules de «r, y, ^, ...; X, Y, Z, ... ceux
de a", y, -s, ... on suppose dans le premier p r o d u i t X ^ > î ; , dans le
second Y ^> T], X pouvant être plus grand ou plus pet i t que ^, dans le
troisième produit Z > Y; X, Y pouvant être plus grands ou plus petits

" Xque I;, Y], .., et que l'on remplace ——^ dans le second, le troisième, etc.
produit par la somme des n premiers termes de son développement
suivant les puissances de ^, et dans le premier p rodu i t par le reste de

Y ' ,cette même série; pu i s la f r ac t ion ç--..— dans le troisième p rodu i t et
les suivants par la somme des n' premiers termes de son développe-
ment su ivan t les puissances de ^ cl dans le second par le reste de
celle même série.

Ajoutons que les valeurs at tr ibuées aux nombres X, Y, Z, .. » doivent
être telles que les fonct ions

/(.î,y,5, ...), /(ï,j,^.^), /(.i,j,'̂ , ...), ...

restent finies et continues, pour ces modules, et aussi pour les mo-
dules plus petits.

Observons encore que la somme des termes qu i dans le développe-
ment de fÇï,y,z, * . . ) renferme des puissances de .2' infér ieures à n
sera représentée par l'iîitég'rale

t ^ ^1-^ 1 , . - 1 Y ,™ i ..„ „...„.„..,....,_., f(^ y Q ,...)a/;,
- ' ! ^J, x^(x-^)^ '^ 9 / '
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Et, en vertu des principes établis, la somme des termes qui , dans le
développement de l ' intégrale précédente, renferment des puissances
dey, s, ... à des degrés égaux ou, supérieurs aux nombres n\ r€\ ...
offrira un m o d u l e infér ieur à la somme des termes qui renferment les
mêmes puissances dans le développement du produit

Y Z ^"-^ /-- - - v(6) ,̂ .—— ^—^ ... A ——^—-T.A^J> ̂  • • •)-y _ ^ / , — ^ .-y^-"1 .̂-j; — .-r^

Donc, si dans le développement de/*(.r,j,s, ...) en une série or-
donnée su ivant les puissances ascendantes de x, j, r-, ... on conserve
seulement les termes qui r e n f e r m e n t des puissances de x, y , ,^, . . . ,
dont les degrés sont inférieurs à n, n\ n\ ..., l 'erreur commise offrira
un module in fé r i eur à la somme des norribres que l 'on tire des deux
produits

^ ^ ^ ^ ' ç ^ ^ ^ y ^ ^ " • • /» Y~zr"î- y^ , y"^r ' * " ^/v^y? ^5 * • f ^

lorsciu^oi.i remplace, dans le premier produit, la fraction ^-^•~, par le
reste du développement de cette fraction en une série ordonnée suivant
les puissances de ^, et arrêtée avant le terme qui renferme ^ à la
puissance n; dans le second produi t , par la somme des n premiers

Y ytermes de cette môme série, pu i s l 'expression ^.^—.^ par la
somme des termes q u i , dans le développement de cette expression
su ivan t les puissances ascendantes de ^, S, . . . » renfe rment des
puissances de '/î, *(, ... d 'un degré respectivement égal ou supérieur
à it\ft!1, ....

Ayant rappelé ces théorèmes, posons

(i) P = -̂ -==^=^=— ==/(£, Ê^ 0, ̂  ̂  y, v 1 ) .
f//''2— 2/7^608(34- r2

Les variables ^, ^ y , s, e' et les anomalies moyennes T, T' sont liées par
les relations

^ r:: T •"•{- £ Slo ̂ , ^/ •= T/ 4~ £/ sin ̂ /*
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Posons

. ^ = W e^, £ •= E e^, Q = 0 e5^, 9 = <I> e^, a
^W/V"^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . a/

La somme des termes qui , dans le développement de/, renferme des
puissances de 0 infér ieures à O7, sera représentée par l ' intégrale

/•» 2 7T 7i y _ /"iy ^

(.) ^ ^-^/(,e',^,^cp,,')^

et la somme des termes négligés offr ira un module in fé r i eu r au reste
da développement de la série qu i , ordonnée su ivan t les puissances
de 6 , d o n n e

^^/(c,^^^^^,^),

lorsqu'on y néglige les puissances de 0 supérieures à O7 , e'est-à-dire
inférieures à

(3) ^^^^^^^^^^

Cherchons ensuite une l i m i t e supé r i eu re de l 'erreur commise en
négligeant dans le développement de la fonction (2) les termes où les
puissances de £, i\ ç, ^ sont supérieures à des nombres donnés /i, n\
n\ n'\

D'après les théorèmes que nous avons rappelés pages 62 et sui-
vantes, on a successivement

(Ê^^^y)
I /' F "T "„ 1 --•• £ COS(T+ ^ ) î — • S ^ C O s C ^ ' - h (V) ,./ . 7 T , , / i\ i ï l^ / / ^'V -—"—11-14•----- .̂.,..~,,.._ ,̂.- /^ g' (j T+ ^ -^ ̂  ^, y, Q ' ) dq de/,( a 7 ^ ) ,7o À ^-^^{r^^) ^ ^ Q ' s m i . r ' ^ ^ ) r . , / ^

(s,^^^^?,^)
27t » ^ .. .̂

= •7—4 / 1 -L" —— -î- -L /(^ e/. 9. ^1 ̂  9» ?) ̂  ̂ / ̂  ̂ <1
^ ^ / ^ o ( 4 ) £ " - £ e'-s 9-ç y^-^
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De sorte que

/(s, £W,^9. ?')
.2-ît - - - -

_ 1 ^ . . , £ £' _P_ _ 9_
/ O T T ^ 6 / T T ' ' ' ~ -y - -—- -. - . - • -

' ^(n) o 8 """Ê £ £ ? '"" y cp' — 9

ï -~-6COs(T+di) I --Ê /COS('T• /+ <V) ,./- -, 7; T ,\ , , .X _.———\.——X/ ^————.;,..,——^^ /Yg g/ 0 ,T+tk ...^Q ̂  ... d r ' ,i " / i \ t / i ' i f i / \ " • * ' i / i '^—£S[û{r•Jr•^) 4/"Ê'sm^T-i~4/;

en supposant toutefois que la fonction/reste finie et continue quand
les variables £, s', . , . , y, y' se déplacent respectivement à l ' intér ieur
de circonférences de rayons E, V / , ..., î^.

Et, en outre, que les nombres E, E ' , . . . , ̂  sont choisis de façon que

,<E, eA81'^^ y<^

^ 0<©.

^<^ ^ASi^-îl±^<r, ^<^
^/

Ces (lernières cond i t ions ne peuvent être remplies qu'autant que les
£, £' restent inférieurs à l 'unité divisée par le module principal de
U - A SI î l(T -h ^) 1 • 1 ^/'1 (^pression A —~—•L/"? ou bien au, noml)re o,ob7.

^Avec ces Ilypolbèses, le reste de la série qui exprime la fonction (2)
aura un module mo ind re que le reste de la série qui a pour somme

A Jj'-61- ̂  ̂  -£- -6'-. -i- -i- [~^±^ i- t̂-^ ̂ £'£''s' ̂ d;f' ̂  ̂  )•ey-i(@-, ̂  ' ' e_.g g'.-E cf-s y'--(p ^--£sin(T+^ ^~£'sin(T'+i{;')

et à plus forte raison moindre que le reste de la série qui a pour somme

Qr^OJ E E' <!> <!>' ' -+-EC(+) ^+E'C(^') / - ^ ,.
W^=i)) - ll Ï̂ :;-e'É^-ï Ï>"-'y iF'-"-̂ ' ^~-ÉC(<jT) ^-E'C(^') • ̂  ' ' • • • ' T / '

les nombres ^, '«p' étant choisis de manière à vérifier les conditions

Ef^^XV, E'C(r)<q1'',

et la fonction /(e, £ ' , . . . , 9') restant finie et continue quand les va-
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riables s, e', (p, cp\ 0 se déplacent à l ' intérieur de circonférences de
rayons E, E', <I>, (F, ©.

Nous avons trouvé que cette dernière condi t ion sera vérifiée si les
nombres E, E', ..., © sont tels que

(3) i I -E /C(^)-e[ï-+-EC(^)] j2-2S2 /©[I+EC(^)] [ I~-E /C(^)] i ; ;o '^i^o,

et que le maximum du module de la fonc t ion /dans un tel domaine
était
/ / \ A ^ml l(4) A/ —

a {(î-E^) -©[r+EC(^])2-2a /©[^-.-^E(:;(^)][I-"-E /C(^)]j !2

En résumé, la somme des termes que l'on néglige dans le dévelop-
pement de la fonct ion /(£, .. . , ç/), quand, on oe conserve que les
termes où, les degrés de 0, s, £', cp, ^ sont respectivement égaux ou in-
férieurs aux nombres 7, /%, n!, /f, n"1, offre un module moindre que la
somme des nombres que l'on tire des deux produits

(5) ^^.^/(s^^^^^ç,^),

//., , . / E E/ <I» ^' 9 p.h.ECfd;) î ^ W i ] W ) /- - ..... - - - - ,(6) ^ ̂  ̂  ̂ , ̂ ^ ̂ -^ ̂ ^ ̂ ^ ,̂  Ay^, ,, ̂  ̂  ̂  ̂  ./J,

lorsqu'on remplace la fraction ̂ ^; dans le premier p rodu i t , par le
reste du développement de cette fraction en une série ordonnée s u i v a n t
les puissances de 0 et arrêtée avant le terme qui, renferme 0^; dans
le second produ i t , par la , somme dr ï s /premiers termes de cette même
série; pu i s Impression ̂  ̂ .̂ , ̂ -^^ par la somme des
termes qui , dans le développement de cette expression suivant les
puissances de s, £', sp, 9', renferment des puissances de s d'un. degré
égal ou supérieur à n, ou des puissances de s/ d 'un degré égal. ou su-
périeur à n'; de 9 d 'un degré égal ou supér ieur à n' et de î/ d 'un de-
gré égal ou supeneur a^; en supposant, toutefois, les modules ©,E,
E', . . , 9' de 0, £, £, o.,^ choisis de façon à vérifier, dans le premier
produit, la condition
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dans le second, les conditions

, £<E, EC(^)<^ y<^
. \ e^W, ET^X^ c/<^,

| [^@Î•^EC^)V^^Q i+ECW
( [ I- OI-:IE/C(^)J ^^O^jr^^Y

D'ailleurs, en supposant
j _ g/

0 < © < ——•--- et, par suite, r < r\

on aura

, F ^ X — S C O S ^ s- /-T / n, Ï — Ê C O S l b ? /--;r1 À / j: -^ © _...-...._..̂ ——T e'^"-1 i / i — © ———,——•L, e-°v-1

y i — s ce s 4/ y i — e c o s y

/v ......,,.,.....̂ ., .,„,. „ ..„ \...........,., ^ „ „ „...-, .......^.....1-1 _„...._,..„,„.-,,..„.. J —^^..... -.- -1- _-.,..,,̂ .̂  ,—...^^,
/ , j — g <*os»^ y /—- " > 1 / .. i — ecos^' / O r& / i .,.„.. o _„ „..,.: T ^û/..-i A / j _ © „ , _ — — r A / ^ _

y i — e'cos'j/ y î — ^ c o s ^ y' Q r '

et, par conséquent,

A/(^ s-, 0, A, ̂  9, cpQ , -^ //^ ^ .1 ^y^^^^^^^ •
r "' i r

Pour toulcs les grosses planètes on a

»<r^-
On peut donc déterminer © de façon que

(8) ^<Q<^.

La formule (5) est donc applicable pour toutes les grosses planètes.
Passons à l 'expression (6) ;
Elle suppose que les nombres E, E', <p, . . . , ̂  vérifient les condi-

t ions (7). Les premières de ces conditions peuvent se remplacer par
les suivantes :

^<J . , ^j/<Ï,

•<"'•<,4^' •'<E'<^• î<0' t'<fl"•
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Comme le rapport ~~^—'^^ depuis la limite ^ ==o jusqu'à la
limite ^ == i » i 9 9 » et qu^en prenant ^ == i on trouve

M := ,.,_2— =o,6/i8o5,
^4-^ ^ ? ' ?

e

il est clair que les premières des conditions (7) seront vérifiées si Fon
suppose

(9) £ < E < 0,64805, e^E^o^ô/^, y«I>, ^<^1.

el que l'on choisisse ^, ̂  ^e manière à vérifier les équations

(,o) .̂ ^ ^^^^^
' ^+e""'^/ e^-h tô1-'^'

Les conditions (9) sont vérif iées pour toutes les grosses planètes et
aussi par les quatre petites planètes Vesia, J u n o n , Gérés et Pallas.

La dernière des condit ions y peut s'écrire

s9;^^',-'"'--^-"- •^I^SY^^'^^^-
Pour la vérifier, i l suiïira de prendre © de façon que

®^w<a'+..-^+^^^^^^^^i-ii-'L(^) '"• û'-.n.4.-^/(a'-t-i)ï_i
ou bien

(n) (.)- I '-E'^W)(n) e, , (a^^, ) l l4- I I îC(+y

et, de la formule (/i), i l résulte que l 'on aura alors

( 1 < Î ) ^<£'?'^'+'•o>^)I-a^(î^

Cherchons une limite supérieure de la valeur de 0.
Nous avons trouvé que © devait être infér ieur a la 'plus petite racine

de Inéqua t ion

j ï -lî'C^) - ©[ i +EC(^)];2~2ft /0[I -h EC(^)] [ î -l^C (<V)] =o.
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La valeur de û' est donnée, dans le cas actuel, -par les formules

o/ _ ̂ tĵ ljl̂ ^ îl̂ J7 + u/ c W /
" ~ i - EC (4.) i -~Ë7CT4/^— /r?

/r == A (I) 4- A (II) 4- A (III) 4- A (IV).

Cette racine croît rapidement quand les nombres ^, ^/ décroissent.
Nous leur donnerons donc les plus petites valeurs possibles, c'est-

à-dire que nous les déterminerons par les équations

EC(^) - , Ij/C^):^.

L'équation en & deviendra
[I « ̂ _ 0(, .+. ^)]2__ ^Q/ Q^ __ ^)(, ̂ , ,̂  -^

et la valeur de iQ' sera déterminée par l 'équatioa

^ + E + U ^ ^^E^hU^
(-V , , „ Kl il' ï,r&<.; 4- Jl -=•.•: ••"————,——.-»- .-—————.-—,,— j^.i -»». 4. , ̂  ,̂

Posons
^+E,,,^ [j.^ ^'-hE'-hO^^
_̂ —.,.»._J"ï....... v' .............,..,..._,...,.̂ -,, -...J14... — v^,, ,.̂  ^ ••••-

 v
 » , _ ,̂  ----v

 »

l 'équation en 0 pourra s'écrire

^(i .„.(- ^)2 - a r;(i 4- ^)(i - (j/yvv'K. 4- (r - ̂ Q^^: o.

La plus petite racine de cette équation est

(, 3 ) o :,,: Irî  /KYV - ̂ ^v^rrr-j ̂

ou encore
O^1-^ i (^ t _L. +ii3 _L-+ ^
" — T:̂  aVV7111^ \ 4 K^VV^ 2.6 K^V74 ' ' "/

Cette racine croît évidemment quand ces nombres ^ ^/ "V", V, K
décroissent, et, par conséquent, lorsque les nombres E, E\ .. .y $' se
rapprochent de leurs limites inférieures e, s", . . . , ç'.

/^^. ^<? l'Eu. Normale, 38 Série. Tome X.* . S • ïû
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On aura donc la limite supérieure de 0, lorsque, dans la formule (i3)
jointe aux formules qui donnent V, 'V7, U, U' et K, on fera

E-=:::^ E^Ê^ (D==9, (T^q/,

et qu'on donnera aux modules ^ ̂  les valeurs déterminées par les
équations
( Î 4 ) ^^=^ ^^=g^

Si la l imite supérieure ainsi obtenue surpasse 0 ="- -,i c'est-à-dire,
si. l'on à

a < I^^CKVV^-V/ÈM/^
a' i — '4' '

on pourra déterminer O d e façon que les conditions (7) soient vérifiées
et la formule (6) sera applicable.

Cette dernière condition peut s^écrire

(^\ XW^ ï ( a ï^^ af ^'«^V{ l t > ) j "V T "̂  Va 7 i"ï^ ['1" a t+^ ;

Cauchy a déterminé pour chaque planète une valeur très approchée
de la quantité ^, qu i vérif ie l 'équation (i:4)-

II a. trouvé les valeurs suivantes :

M e r c u r ô . . . . . . . . . . 4' rzl o,%too65 Jii[>ilcr. . . , * . . . » . . 6 — OgO.'^if.'î^
V é n u s . . . . . . . . . . . . o, 006884 Sulurno. . . . . * . . . OÎO.'ÎG'ÎL'Î
La Te r r e . . . . . . . . . . 0,016816 Uranus . . . . . . . . . . 0,046750
Mars. . . . . . . . . . . . 0,093494 Neptune * . , . . . , . . o,oo87'2o

II a ensuite calculé V par la formule suivante

•ï — i/i — e^é1 -4" E -h —.~J'~.~.—, ^
V -. _______L....,̂  ,1,

• " i-^" • ""ml" .

D'autre part^ noas avons trouvé pour déterminer le nombre X les
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formules suivantes

K Î A ( I ) +A(II) + A(III.) -(- A(IV),

A(ï)$S^£^-^+S(y)S(<p'),

^"^K^^^^KïXï)]2-^^^^')'
^"^f^îX^i^i^œ^Di2-^^)^^

••" \ / \ / .J L. \ * / \ ' / J

A(IV)5[8( î )s(^y ] 2+^S(y)S(y / ) .

D'où l'on tire, après quelques calculs,

( K : ; C ( y ) C ( 9 / ) + 3 S ( 9 ) S ( 9 / )(I6) 4..- fsfî^^yi2^ rc(?)s^)i2-. rsf£)s^yi2.! L W \ ^ / J L V 2 / v^ /J L v-7 v^7J

Rappelons que nous avons posé, d'âne façon générale,

.... _, ^x •-h^-11^ (. ^_^-.X
|,, ̂  .f ) ——., .̂,-,,.,.__ 3 » ̂  } -= ! ^ . .

Comme ç, 9' sont très petits pour toutes les grosses planètes, on
peut dans les formules précédentes remplacer C(ç), C(^), S(<p), S(y')
par les premiers termes de leurs développements suivant les puis-
sances de <p, ç\

Nous calculerons donc, pour chaque planète, les valeurs de C(ç),
S(ç) par les formules

œ2 os4

C ( Ç ) r:= î -h "'— -h ———n— -+-. . . ,
"/ ,1.3 1 .2,3.4

rti û)^
S(ç)= T "h -•-•- '-n +.. ..

' • T / î • i . ^ . 6

Gela posé, les valeurs de V des produits a ( î , — ^ ) , a ( i + ^ ) de
C(ç), S(o) donnent lieu au Tableau suivant:
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M'ereure.
Venus.. .
La Terre.
Mars. . . .
Jupi ter . .
Saturne..
Uranus . .
Neptune.

V. a.{ï—^). a(i++). (:;(îp). S (cp) .

,8496^ 0,30^782 o,4G84.i4 1,00773 o,i/24.7[
,oao84 o,7i835a o,7^83ia 1,00175 0,195923
,o5ï5'9 o,983ï83 î : , o i 6 8 t G ,1,00000 o,ooooo
,31874 .1,381;236 ï,666i5o î,ooo5% o^o3ï3î
, ï 54 o8 4,9 5o8'22 5,45 ï 51 o î , oooa6 o, 0-2289
,i8a3% 9,000758 10,074984. 1,00094 0,04349
,i,4937 18,286475 '20,o8oi35 1,00009 o,oï353
,02649 ^9,77505 3o,29888 ï,00048 o,o31ï 3

Nous avons trouvé précédemment que, lorsque les variables £, c\
4', ^, ç, cp', û), o)', 0, 0' se déplaçaient dans des circonférences de
rayons E, E', . . . , © , © ' , la fonction

m/(s^^.. .,9, y')::::: —==
^r^— ^ r r ' cosô ••+•• r ' ' ^

restait finie et continue, si. les nombres E, E' sont tels que

( EC(^)< i , E'C^^Xt,
( a ) j j [ ï - E' C (W ̂  ̂  [ ï 4- E C W] ' ~- a Sî/ ̂  [ ï + E C W] [ î - E/ C W)] > o,

le nombre Û' étant déterminé par les formules

Û^i.-^V^K/,

v ~ ̂ tl^^W ^ y'.- ̂ '+ E/l•'h lj7 c(+ /) ^' ï ' iM- ^^EW~^ ? V,.,;,-^——^^^^^

K /=A(1,) ^A(I.I) 4~A,( I I I : ) +A( IV) ,

A,(I) ^SML; S ( y ) S ( y / ) S ^
^0.^0^

A(II) -[c(l)c(^)]^^[sQs^)]^^(^4^^

A(III):::.[s(j)c^)]2S(^)+[s^^

A(IV) = ] s(J) S/^) l ' S C a Ô 4- 2^) +-|. S(9) 5(9') S(â + ÔQ.

lïnfin, en désignant par A(/) le m a x i m u m du module de la fonc-
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tion /dans ce domaine, on a

(y) A(/)^ ———————————————-————^——————————————————————^
" r_. , TiTi î /.i \i ( - r\i ^'( I^E /C(^)~^[I+EC(^]f-^ /^[î+EC(^][I~E /C(^^

\ u } a }^

et le maximum du module de la partie de /qui est indépendante des
anomalies moyennes et que nous avons désigné par R^ sera dans le
même domaine

AR^TT^/),

(rî) AR^39,47833oA(/).

D'ailleurs, quand les variables £, £', o>, o/, ç, y', 6, 9' se déplacent
à l'intérieur de circonférences de rayons E, E', 'ÎT, ..., 6', les variables h,
/, p , y, //, ..., q' définies par les formules

h == s sino, l = Ê cosû), p •= tangy sine', (] •=z tangy cos0,
/î^e^sinG»/, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

se déplacent respectivement à l 'intérieur de circonférences de rayons
H, L, P, Q, H/, . . . , CJ; les nombres H, . . . , Q' étant définis par les
formules

II =E S(f.)), L =E C(o) ) , F =$ S(0) , Q = = < & € ( ( ? ) ,
ir^E^^), L ' ^ ' E ' C ^ ) , P / : = < D / S ( 0 / ) , Q '^^Ct^) ,

et les nombres E, . . . , 0' étant choisis de façon à satisfaire aux condi-
tions (p). R< sera une fonction développable de A, / , . . . , q1 pour les
valeurs de ces variables de modules moindres que H, L, . . . , Q'. Dans
ce domaine, les variations séculaires de A, /, . . . , / seront détermi-
nées par les équations

dh m'anàKï i m'an , r)Ri i m ' a n . / r)Ri , ^ R I \
——— :̂1" "-————— ——"•;-• —— >-1-" —————— (/^"-.- f,*\ ——.-— -̂ -. — —————— £ /y ———. -.̂ - y —,—— l »
cU [J. (H iï ^ ' r^ a ^ \1 àp î àq )
dl n^anâKi î m'an . ^B.i î ^^//'.-^RI , ^^\
Jt= "7- ̂  + 2 •'"r ( ) ̂  ~ 2 "T" V àp ^q à g ) ?

^e= T'^ '̂ '(^"'-^(''•^^-^/('t-'̂ ).
Ê.-._^^.,^^(^,).l''̂ (,,^,]^4"^,(-^-/.t),

(') /liïncde.f- de l'Observatoire de Pam, 1.11, p. 106.
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OBI aura quatre équations analogues pour la seco;...je planète.
Les seconds membres des équat ions précédentes sont des fonct ions

holoïBorphes pour les valeurs des variables qui. apparl iennent au do-
m a i n e d e rayon r d u p o i n t À == l==.p = - : „ . . • = = y' =:-: o; rdésignant le plus
petit des nombres H, L, . . . » (Y. Soit M leur .maximum dans ce domaine.

Considérons les équations

(a)

dv, M
dt 1 ' 1 " 1 " " ï » , 4- <^ -")-••. . .-•-t- <'/

f

( / = - î , ^ . . . . 8 ) ,

avec les valeurs initiales
p;=|^, ^=|/«j, ..., ^=-.|/"|.

Considérons dans ces équations (2') ^ comme fonction de t et 9].
Nous savons que l'on peut trouver des fonctions satisfaisant aux

équations (2), se réduisant pour <?==• o à ^ et développables suivant
les puissances de t, ̂  eo séries convergentes pourvu que l soit assez
petit.

Les coefficients de ces développements sont tous posi t i fs et supé-
rieurs aux modules des coefficients correspondante dans les développe"
ments de h, l, * . , » (/\ De sorte que le rayon est une limite inférieure du
rayon de convergence des séries h, /, . . . , y'. Pour le trouver, ajoutons
membre à membre les équat ions (a); nous aurons

(3)

Posons

,̂,4.,. ̂  ....i.,..,....+. ^) _ g M
^ " 1 - 1 1 1 1 " 1 n 4- î.y4-". . <-h- î-'î

/"

(;̂ 4,.,. ^,^..4,,,..,. , .4^ (/y;,:,:, V.

V considérée comme fonction de ^ et de t satisfait à l'équation aux
dérivées partielles du premier ordre

^V ^ a M'^, ,̂  .,..,..,.......,..̂ .
/*

et se réduit pour^ ̂  o à

• 1 ! V11',.:••-: ^-t1-1' iît;:+. - -̂i- c ï — X ^
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Toutes les fondions ^ ont tous leurs coefficients positifs; leur
Somalie aura donc ses coefficients supérieurs aux coefficients correspon-
dants de l 'une quelconque des fonctions 9, et, par suite, de À, l, .. ̂  ( / .

Déterminons cette fonction "V. Comme elle ne dépend que de t et
de X, il est naturel, de poser

V=^,X);

la fonction ^ sa t isfai t à l 'équation aux dérivées partielles

^ ^ îE^—01 = ̂ ti^f
r

et elle se réduit à X pour t = o.
Afin de revenir aux notations habituelles des équations aux, dérivées

partielles, posons
<K^)=Z,

Y ^ ^^^ x==^ ^^P9 ài^^9

réquation (3) deviendra

(3 /) ^^^SM'^o;

la foiiotiori^ ou z que nous cherchons est l ' intégrale de cette équation
qui passe par la ligne

^=o, 5-=y.

Les équations ditîérentielles de Lagrange qu i correspondent à l'équci-
tion (37) sont

d,x dy clz — dp _ — dq
^ —• ^ "1-1-"1 ,• ^. -1-- —

j .̂  ^ ( » « . ^ n n—.L ^ — ^
/' \ r ) 1 * r / r

lîlles admettent l 'intégrale
ap^.q.

Nous avons donc une intégrale complète de l'équation ( 3 ' ) en intégrant

. 8M , 8aM ,dz =:= ——— dx "h —-— ! dy^
Z ! ^ ^3

/* y
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ce qui donne

(4.) -3 — ̂  =• 8M,r +• 8aMj + (3.

Cherchons l'enveloppe des surfaces de ce complexe qui sont tangentes
à la droite

j^o.
( ^=J"

Les coordonnées d'un poin t quelconque de cette droite sont

x '^ o, z ""^. y =n ly

en désignant par t un paramètre arbitraire.
Ecrivons que ce point est sur la surface (4)» nous aurons

(6) ^ -•i{i-SaM)+^-^o.
'0 /

Le plan tangent en ce point à la. surface (4) est

-.-. 8MX 4" 8a:M(y " Q -h- ( ^ •-1-" t) ( ^ ••-"" » ) '=.:-. o*

Exprimons que ce plan contient la droite (5), i l viendra

(7) BosM -h - — î ̂  o.

En éliminant l entre (6) et (7), nous aurons entre a et P la relation

^^( î -gaM)^^

renvelQppe des surfaces delà famil 'k (4) dont les paramètres a, (3 sont
liés par là relation précédente est Tintégrale cherchée.

En faisant les calculs indiqués par la théorie des enveloppes, nous
trouverons pour son équation

s<2 — 2 r s 4" 16 M r ̂  -h y ( a r — y ) = o <

En revenant aux anciennes notations, nous trouvons que la fonction
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cherchée V est la racine de l'équation

Va — 2 r V + 16 M ri + X ( 2 r - X ) -==- o,

qui se réduit à X pour t == o. Donc

( 9 ) V = /• -- ̂ (/•" '̂̂ "^"TÔM'/'Ï.

Cette (onct ion est développable suivant les puissances de t et de X ou
de ^ pourvu que

(10) t < p •= (r^)' et X = | /^ [ 4- | /" 1 +.. . + | ̂  | < r,

de sorte que, en supposant vérifiée la condition X<<r , on peut trouver
des fonctions À, / , . . . , cf sat isfaisant aux équations (i), se réduisant à
À°, /0 , ..., y'0 pour ^ == o, et développables en séries convergentes
suivant les puissances croissantes de t, A0, /% ..., q ' ^ pendant le
temps

(r~X)\ .
'-" '" 'rëMr"11 '1"--^

Désignons ces séries par

h •::..: 9 ( t, h\ l\ p\ q\ h'\ l'^ p'^ ̂ ), h' = ̂  ( /, fi\ . . ., ̂ o),
/ . : : : y , ( . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ) , f=y^( . . . . . . . . . . . . ) ,
/^.: , , : : ,9a(-.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .) , / /='9;(... . . . , . . , . .),
//;:,.;:: 9;, (... . . . . . , . . . . . . . . , . . . . . . . . ) , /7^=y;( . . . . . . . . . . . . ) .

Soit ^ un point intérieur au cercle de convergence de ces fonctions;
h^ / i , . . . , y', les valeurs de A, /, . . . , </' pour ^ = = ^ . On voit que À,,
/i, ..., y, sont des fonctions développables de Â°, ..., y'0.

M. Poincaré a montré d'une façon générale que l'on peut étendre ce
cercle de convergence :

Désignons par A^ l^ - . . , //) les valeurs de h^ / ^ ! . . . , q pour
À° ==" /() =:= . . . .== y'0 == o. De sorte que

/ h' :::-:: h^ + ai /^ 4"- Pi ̂  4- yip° + ̂ i y0 + a^ À0 -h... +- 92 ( ̂ 0» /0. . . . ) -+- . . . ,

< • • > '',:;'ï+::::::::::::::::::::::::::. ::::;;:::::::;:::::::::;:::;
[ ^—^".h. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ̂  . . . . . . . .
Aiw. de l'Èc, Ww/nalc. 36 Série. Tome X. 1 ' , S. Il
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D'autre part, soit (^-),, la, valeur de v, ponr t == i, et (^)^ la valeur de
(^•)i pour ç^ == ^ == . . . = = = o ; de sorte que

(^)i= (^)î + A/:^ ~i- B,^ -i-... (<f = i . a . . . 8).

On sait que

O'i)i> Ai l , ( ^ i ) î > |À î | . Ai>|ai|, Bi> C T â [ ,
( ^ ) i> [^ [ , ( ^ ) ; > I A ) 1 - .......... ..........

Les quantités (^)^ sont les valeurs pour / == ^ de fonctions satisfaisant
aux équations (2) et se réduisant à zéro pour / = o, c'est-à-dire de
fonctions égales et satisfaisant à l'équation

d!
cit

M

:M^
On a donc

(^)l / ï ^g ̂ 8 ï̂:::76Mni,

et l'on voit a ins i que (P/)^ sont inférieurs à ̂
0

J /ombr<, il en est de même do [Â';|, |/';|, .... ^" . Posons de
ineme

(i?.)
/J ^

^ -

/^ ...̂

- < , -
- /<î -
- // " -

:-• ^,
=(/i0),

- (À),

/,«

/.,
-^
-^

^(/»
:=(/)

et considérons le système d'équations obtenu en faisant dans (i) ce
changement de variable

(i3)

d(h)
cit

d(l}
dt

<•/(,/)
dt

—J \.\nl

==fW

-=/,[....

+A?,( / )

+ A Ï , . . .

+^ •••.(yï'+r/,"],
....,.............],

. - . . . . . . . . . . . . . . . . ] ,

d(h}'
^y
r/dy

dh

d(qY
' "cir

=r,
-A,

„„.„ /• / ,.„,„..„„ y ^,
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les seconds membres sont des fonctions développables dans le domaine
de rayon

du point
(A)^(Q=.. . - : (^y^o.

Cherchons s'il est possible de trouver des fondions satisfaisant à ces
équations, se réduisant pour ^ = o à (A°), (7°), .... (y0)', et déve-
loppables suivant les puissances de i ' , (A°), . . , , (^°y pourvu que t '
soit assez petit.

A cet effet, considérons les équations

'•4' ^-——^-^ '————•• • • ^
1 F '

Avec les valeurs initiales pour ^== o

^~(^),-(^)ï>(^), ...,
^=(^),-(^)î>(^), . . . ,

En remplaçant dans ^•0 la valeur précédemment obtenue pour (^y^
on trouve que

^ := (^), - ̂  -.- i. ̂ ;:r_76M7 '̂), i ̂ Tr^T^-^^

En prenant le point ^ sur le cercle de convergence des fonctions
(ïo), c'est-à-dire en faisant ^, == p et en remplaçant p par sa valeur,
on a ^ ̂  ̂  ̂ .̂̂ ^

Si. donc
^=:^7^(7"=Ï7<§: ,

ou

( i5) . ( ' 2 / • " :X)X<r 2 ( I -~ i )^

il existera des fonctions satisfaisant aux équations ( r4 ) ; se réduisant
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pour ^==0 à ^<) et développables suivant les puissances croissantes
de t\ (>•^ pourvu que

^^^^l,u -̂>, (-' —— 1 " ' ,r t -m ,•• J1 16 r M

et, a fortiori, dans cet intervalle de temps, on pourra développer
(À), (/), ..., {c/y suivant les puissances croissantes de t\ (À°),
(^),....

Pour toute valeur de ^;!p', les fonctions (À), (/), . . . , (y)' seront
donc développables suivant les puissances croissantes des valeurs
initiales.

' II en sera de même des fonctions h, /, . . . , q ' pour toute valeur de t
inférieure à p + p", c'est-à-dire, pour

^ , r(r-:X)2 (r^^y2]
" ^TÔM [—•1-,.- 4'1-•~—^,".—^

En répétant ' le même raisonnement que précédemment, on voit que
l'on pourrai t encore étendre ce domaine de convergence, pourvu que

' y = ̂ ^^"^y'x/ ,̂  ^ ( i — ; ).

En supposant cette inégalité vérifiée, À, / , . . . , q seront des fonctions
développables de À°, /0, .... y'0, pour toutes les valeurs de t telles que

t < p + f/ + p',

06) . < ^ [^=^ .. ̂ ^^^ ^ ̂ =^
j6M L r / / J

où l'on a
/^/•(i.-,),

X':=::^2rTT)X'.

Nous allons montrer que les quanti tés p, p , p", ... vont en dimi-
nuant et que leur somme reste f in ie ; cela prouvera que les développe-
ments précédents ne sont possibles que dans un intervalle de temps
limité.



SUR LES VARIATIONS SÉCULAIRES DES liXCliNTIlICITÉS ET DES INCLINAISONS. S. 85

A cet effet, considérons le rapport l—

( x'y / _x'y
P' ^''r-^r ' ^ " ' ' A J ( 'V'' ~ ' ' /^=(^x7F~/-F-^--lI ^-(,-^)2-

Or

Donc
,̂-,.

La série p, p\ p", . . . est convergente et la somme p 4- p'-t- p'% ...
reste finie.

Il n'y a évidemment l ieu de considérer les développements précé-
dents que s'ils sont convergents pendant un grand nombre d'années,
c'est-à-dire, si, la valeur de t donnée par la formule

, r(,.^x')2 (r^+XT (^-Xn2 , 1(^ , ,, ̂  \^^^^^ „., ̂ .̂  ,. ...̂ ^ 4-. . .J

est suffisamment grande.
Il est rminifeste qu'il n'en sera a ins i que si la somme des va-

leurs initiales X diflere sensiblement du rayon r du domaine de con-
vergence, et si la valeur de M qui résulte des formules (7) et (S)
données page 77 n'est pas trop grande; cette dernière condition
ne sera satisfaite que lorsque le rapport ^ sera très différent de l 'unité;
comme cela arrive, en particulier, si l'on associe l 'une des planètes
Vénus, la Terre avec Jupiter, Saturne, Uranus ou Neptune et encore
lorsqu'on associe l 'une de ces trois dernières planètes avec Mars.

Dans chaque cas, les formules (?), (y), (S) et (17) donneront une
limite inférieure de la durée de convergence des développements; les
valeurs des nombres "V, T, K' qui entrent dans ces formules sont
données par le Tableau qui se trouve à la page 76.
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Détermination des coefficients des développements précédents.

Les développements considérés sont de la forme

h r= Ai h° 4- Bi Z° 4- Ci?0 4- DiÇ" 4- A^0 4- B'i l, 4- (̂  //° -4- î)\ ̂ °
4-EÂ â4-". . .4-IL/^;;4-. . . ,+E^4-...+Ki^^...,

^" rAg^-h-Bâ^-h .

/^A^^B^r-.

l'=^h°+

P

q

],/(. i . . . * . . . . . . . . . . . . , . . . » . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , ,

//,0 ,̂  p^ ^ ̂  y^^O ̂  ̂  yO ̂  ̂ ^ ///0 ̂  j^ ^/O ̂  y^ ^/<) ̂  ô^ ̂ 0 + . . . ,== y.^ n" -•(-

=^Â"/)0^

\ </ := ^,.,/^> - I - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

On sait que les équations qui donnent h, l, h\ V sont de la forme

^ ̂  ^ l + j^ // 4. y^ (/^ ^ p^ y^ . . . ̂ //) 4" yg ( /^ /,..., /) "h . . .,

^/

dï ^ '" .,</) "h 98 (À, ^ . . .,</)+. . .,•eJl.4/— ^^4- ^3 (À,,

W ^=- .^/....h.^,^,-.^ =::.-. 1,1 /.-.^^^,^,

Eîi remplaçant: À,/ , . . < par leurs expressions (i) dans les formules (r^,
on a

^ ( Ai A° + Bi ̂  4"... ) = ( Xi As 4- A,â A/, ) /z0 4-., . ,

^ ( A^° 4- Bs ̂  4- . . . ) = ( - aJl>i, Ai — ̂  A a ) ^° 4" . . .,
(?/)

^
d£

^(A^o+

(A^À^ 4" . . . - . . . . . )= ( «A^ Aa 4- .114 A4) À0 4". . ..

.)==(~^lAl-^,A3)Â f t4-....

En écrivant que les deux nombres sont identiques en k\ l\ ..., (/\
on aura des équations qui détermineront les coefficients A, B, C, ...,
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En particulier, les coefficients A^ Aa, A^ A., sont déterminés par

(3)

•,•— ,r— Jlî  Aâ-+- cil) 3 A/,,,

JA.
/," =- —— ^1 AI —— a1)2 AS ,

^=: Jl,,A,+Jl4A^

€lkh.
~~~clt '^- — Jv>, Ai —— cyl&ç, A.'t. • oA^ 211 a A3.

Avec les valeurs initiales, pour ^==0 ,

Ai =-= i, As = A;} = A,4 = o.

Les qaantités ^^, oJloa, A/^ A^, qui. entrentdans ces équations, ont été
déterminées par Le Verrier. En adoptant ses notations, on a

m an
=̂:::. (o, i) == ̂ — 8 (i), ^ = ( ï , o) = »̂ -,.» 8 (i),

. , , "m1 an -. , , . , , , ma' n1 ^ , ,.̂= (o, î ) = ̂ — 8 (2), ^== (i, o) = -^—— 8 (2).

Ces quantités vérifient la relation

ri ( i / (i / (icyvï 4 cyv.) (i 1—~" aA'» < dv) g ——. <J •

De la forme des termes du premier ordre dans les seconds membres
des équations (2), il résulte que tous les coefficients B^, Ct, D/ , . . . sont
déterminés par les mêmes équations (3).

Nous sommes donc conduit à chercher^ l'intégrale générale des
quatre équations

(4)

où ron a

' dx
dÏ

^
, dt

ai y 4-02 y,

• a^x — a^sc y

d^
dt

r-= a\y-^a^y',

cly' , , ,J^-=.-a\x-a,x',

a^a^ — 0^2 == o.
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Pour effectuer l ' intégration, posons

^ = N si n ( gé 4- (3 ), ^f = N co s ( ̂  4" (3 ),
j =r N'siti (^ "-h (3), ./.==: ÏSTcos (^ 4- (3 ).

L'équation caractéristique des équations (3) est

^s _ ( ̂  ̂  ̂  ) g ̂  a^a^ — ̂  a^ •=. o ;

ses racines sont
, m1 an -., . „ m. a'n' ,^o, ^^.,^^=^^^^^

et l'intégrale générale des équat ions (4) est

( a1.::,.:::: N sin {gt + ?) + [i. x 1 =:. ̂  N sin (^^ 4-13) - ai u,
(5) a:

( y := Ncos(^^ + (3) .-h ),, ĵ : ̂  Ncos (^ .+• p) »- ̂  À.
\ ^2 ^â

Eu déterminant les constantes N, X, ;,x, p île façon que, pour t == o,

,y^;r, y'^x'^y1:-.^,

nous obtiendrons les coefficients A,,, Ay, A;t, A,^ .
Les coefficients B,, A^, l.̂  se déduisent des mêmes formules (5).

Quant aux coefficients C,, D,, (^ 1)̂  ils sat isfont .encore aux équa-
tions (4) et ils sont tous nuls pour t :== o. Donc ils sont identique-
ment nuls.

En fa i san t les calculs, nous trouvons ainsi que les coefficients des
termes du premier ordre, dans h, /, h\ l\ sont

A '̂i (^«> ^ ^iAi = !—1-1-11—/ cos^/1 -h ——i— , 1^ =:: ——î— s nÀ<
<%i + ff^ b ai -h a; ! 1 a, 41" ^^ ^ '

A, = ,r:̂  ^in^^ B ^ _^ cos^^ 4- --^i- ,
^i + ̂ ^ " ai 4" a^ fc> ^t + a^

A^ ̂ .̂  cos^^- (,;̂ ^> 1^.:. (̂ -̂ ;̂  .ir̂ ^

A* = («fÏ^ Bî"^. •1. - ̂ ,,; "»<•'- (S -̂
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et

. / a., €(.)A — —-.-.-. , cos^/ — ——-—^
a i -"-{- (t., ' ' a i -+" ^ „ B,

ai4- a',

A :>=-:•- ~-.-.^7 si n^,
(TI 4-1 ̂

A'

\\

a., czi1 - • • - 1 1 1 - 1 1 / - ( ÎOS^^ 4- ---•••ii.1—-, ,0^4- ^^ " ai -(- ̂

sin^;

C/ =: S), = (^ :_ 1), =o, ( / =: i . ̂ . 3.4. ).

E n f i n , dans ces formules , a^ a^, Op a'., '̂ ont les valeurs

^l-r= (0, l ) , ^1"^ ( l , 0), ^•= (o, t ) -^ (r, o).
a^::^ (o, i ) , 02= ( r , o),

I.es coef f i c ien t s (les termes du deuxienne ordre en A 0 , / 0 , .. ,<7 / 0 dans
/ / , / , . . . , y' sont i d e n l i q u e r n c n t nuls . En effet, les seconds membres
des é q u a t i o n s (2) ne contenant pas de termes du deuxième ordre en
À°, /0, . . . , y'0, ces coeff ic ients sont encore déterminés par les équa-
tions (^) avec des valeurs ini t ia les tou tes nul les : donc ils sont ident i-
q u e m e n t n u l s .

Passons m a i n t e n a n t a. la détermination des coefficients des termes
du p r emie r el du deux ième ordre de/>, q, //, q ' ,

Les expressions de (:l^ c:^ c-^.^ €^. sont de la forme ( 1 )

dp
dt

ai ( q' — (} ) 4- cps ( /?., <?, . . ., q' )+...,

^ :::=: -...». a, (// - 7^ ) + +. ( A, /, .. ., q ' ) 4~. ..,
(6)

^
dt
d(f
"dt

.^(^^)+y,(M,...,^)4-.,.,

r , \ ( p ' ^ p ) ^ ' V , ( /< , / , . . . , < / ) + . . . .

En remplaçan t dans ces équat ions/? , q-, p\ q ' par leurs développe-

( î ) Annales de l'Obfseryatoirc de Paw, t. ïl, p. 3.
AH.H, de l'Eu, ^ïrmalc. 39 Sérî<î- Tome X, S. I 2
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ments ( r ) et en écrivant que les deux membres sont iden t iques en À°,
/0, . . . ^y ' 0 , on aura les équations qui dé te rminen t les coefficients a/, p/,^.

En pa r t i cu l i e r , les coefficients y^ sont donnés par les équat ions

^^^(y,-^), ^:,^(y^y,),

A/.) ^-A
^-=^(^-73), ^=:-^(y,-y3).

Avec les valeurs i n i t i a l e s , pour / == o

71= i, y^=:^-=y,=::o.

Les coefBcients a^ ^, ..., S'^ sont déterminés par les mêmes équa-
t ions , mais leurs valeurs in i t ia les sont différentes .

Désignons d 'une façon générale, par,r,j; x\y les coefficients d ' une
même valeur i n i t i a l e dans les expressions de /?, y, p 1 ' , <y\ D'après la
forme des équations (6), ces coefficients x , y ; x\ y sat isfont aux
équa t ions

/ dx (IX1 . . .|^- ^(.y-.r), ^^^a,\f^y^'^ -«.(«' -.'•). "& ".(-•-•)-

l->a solution générale de ces équations est

.r :- N sin (ff't + p), ;/•'=- - N.̂  sm(ff't+ (3) -+ À,
al- '̂•--::. -(ff,-! ^);

.y -:---. N cos (é'' t -l- P), y' -::: - -.'-«. cos (ff't -,- (3) 4- .̂,0)

<le sorte qu'en tenant compte (les valeurs ini t iales , on trouve

-/i = - "1— cos^' < + -. al —, 3, = --.al_ si n A"' t,Wi-l-a, " «i-1-ff'i 1 m-+-a\ •s' '

y.-^si^/., o.^^^cos^.-.^,

^ afÏ^ ̂ é^ + ̂ - 8.-= ̂  sin^<,

^=: a.̂  si"^ —— ̂  co^'< + ̂  -
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y;= :-.^cos^^+ — ^ - , ô^ ~^^sin^,a.i 4- a ; ai 4- a ̂  l a^ -+- a \ °

y^ ^ sii^ ^ ^ _r^lL.cos^4- --al—,
^ i + ^ i " a i4 - r / i & ^ i + f / i

Y,= . - ^ ^ _.îl_, 03——A^sin^
^4-^1 ° ^4-a.i 3 a.i+^ ^ ?

7.= ——sin^^ ô^ .-.^—cos^^ +-''—.^i"^ ^i ' (^14- ai 0 f^4- ai

a,=a;.:r=i3,=:p^=:o (^= i .a.3.4) .

Les coefficients des termes du deuxième ordre satisfont encore aux
équations (7), car i l n'y a pas de termes du deuxième ordre dans les
seconds membres des équat ions (6); de plus, leurs valeurs ini t ia les
sont nul les ; donc tous ces coefficients sont ident iquement nuls.

En portant tous ces coefficients dans les développements (i) de À,
/, ..., y', il vient

II •^ ••"-'--^y [(ai A0 + ag h19) cos/^ 4- (ai /0 4- (h l 1 0 ) sin^/ + a[ À0 - ̂  h10] 4" 93 (A0, Z", ... ) 4"...,u ̂  i " " cii ç

/= 1 1 1 - 1 , 1 1 - 1 l l r l- l••-7•[(^l/o 4-a2/ / ( ) ) cos^ -(aiÀ^i-^A'^sin^^-t-a^0 - 03/ / 0 ]4-'^ [fi\ l\ . . . ) 4 - . . . ,f/. 14- ^ a "

^= -.-,.......1.......— [(<%^ A<> 4... a;/^^) cos^'/ 4- {a\ ̂  4" û^ ^ ( )) sin ^^ - a^ ^o 4- a,h'^\ -+- ®^ (À°, /", . . . ) 4 " . , . ,
^i4"-<f^

^= ----^f..-,. [(^/o 4- ^^ ^0) cos^'Z - ( a\ A0 4- < A'0) si n^ •- a\ 1° 4- ffi ^0 ] 4" ^3 (A°, /0, . . . ) 4-...,Ci 14""' (t ̂

y =: ^ [^o _y'»)coso--'/4-(y" -?'°) sinff't] + ——— {a\p<>+<l^p"l)+W,(h\ .. .^'")4-...,
Ml4""W^ U\T~Cl^

,, -_ _i ];(yo „ y'«) cos/,--' < + (p^-p» ) sinff't] + ——— (a, y»-t- <ï, y") + ...,fli+'a, Mi+ffj

//:=: a;îff' [(//11-^0) cos^+^-y0) sin^] + ̂ -̂ 7 («'l7?<'+ffl/'"')+ • • • .

<}'-- -, a t . L(</"'- y0) cos^ < + (/?« -p'9) swff'1] + ——, (a'i y'^ "i ?'°) + • • • •
<,(][4""t*i Wj["T"^i

Nous allons ma in t enan t i n d i q u e r la forme des équations qui déter-
minent les coefficients des termes d'ordre quelconque.

Considérons dans les développements de h, /, h\ l ' les coefficients
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d ' u n même terme du troisième ordre; par exemple, les coeff ic ients
de À03.

Désignons-les respectivement par x, y, x , y .
On aura les équations qu i les d é t e r m i n e n t en éga lan t les termes

en À0 3 dans les deux membres des équa t ions (2'). Pour obteni r ces
coefficients, on réduit respectivement h, l, .. ., q ' à leurs termes en A0 3

e t A ° dans les termes du premier et du t ro i s ième ordre des équa t ions (2).
Les coefficients de h\ l\ ..., y'0 dans les développements de À, /, ...,
( ] ' sont périodiques; donc .r,j; ';r', y son! donnés par des é q u a t i o n s de
la forme

dx ^
^ = a\ y —' (:h y 4- ̂  h ces [( i^ + i1'^' ) t .-.h Qy — a^ r 1 4- "V h ces [( ('^ 4- l' ̂ ')t ••-h r/ '1

y - a^ x' -i- ̂  d (-os (,'( ig + i' g') t. -h y 'j,

\ y 4- a, y' 4- ̂  ̂ / <^os |;( ig 4"" f^^y+^l,

^^/+ ̂  ̂ <'îÛ^I:(^ ^"^^^Z 4" 7:|.

dr, ^,_^^. _ ^^j;/^

W r/.̂.̂ .. ^

^K7
-. r=: — a'i .z- — (̂  ^•/ +^ti»

Kn y taisant abstraction des termes compris sous le signe Y, ces équa-
t ions se réduisent aux équa t ions {/\) dont nous avons trouvé pour
l ' intégrale générale

j' = N sin (yl 4-13 ) -h ̂ , ..r' r= ̂  N sin (^/ 4 • j3 ) •- '/1 ̂
^â ^a

j = N ces (^ 4- (3 ) 4- À, y = aï N cos ̂ ^ 4- (3 ) - ̂  u,
^2 ' ^î '

c (lk q u i p e u t e n c o re s ' é e r i re

(9)

X -- X ^\ï\gt 4- Y COS/^ 4- ^,
yr= Xcof t /^— Ysin^'<î 4- À,

^'^ < X sin^^ 4" ^2 Y cos^ .- </1 a,Ch c^ 1 " '"' <^i '

ĵ r: ̂  X cos^ .+. ̂  Y sin^/ - ̂  /,
^2 ^2 1 1 ^s

et, d'après la méthode de la variatiorides constantes arbitraires, l ' i n -
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té^ra t ion des équa t ions (8) est ramenée à ce l l e des équa t ions

r/X . c/Y élu. •̂  , ,, . ., ,
•7lÏ sm^ + ^7 cos^ -i- A "i ^ COSL(1^ 4" ̂  K + ^ - 1 -

d\ C/.Y . clï ^ ,
^•cos^"- ^ sin^/4- ̂  ^^^cos[(^+r^)/-4-^:|,

^^ ^X . a^ €i\ </i ^/a '̂  ,, ,̂  . ., ,^ .. sin^/+ -1-1- .cos^/" - -- ^, ::,:: ^^^-os ^ •+ / / ^) / - "+-7 ,^/y nt a^ dt a^ dt ^aud l ' < * - 1

^^ ^X aî> cA . ^. eu •v^ ,, , . . . ,,̂ ̂ ,,,,>s.^^ ̂  ^ su .̂.- ̂  ̂  ::-:,,:^^cos[(^-^^.^...,^J<1

En éliminant -i/^ entre la première et la troisième de ces équations,

et — entre la deuxième et la quatr ième, on a( i l '

/•/X . d^ ^
-^ sin ̂ l -h ^ <"os^/ :::"::̂  r cos [( ly -l~ <î /.,•• /) / + </J,

r/X ^Y . v / , .cos^ -.. , sm.,-^ =:• ̂ r^ (•os|(^- 4- //^ 'K 4- 7J,

d'ou

( ^l::r:•]S SS( l •os| • l (^-^^^ / )^+/ / : | ,
( < <> ) /

( ^^S11^10^'^' +^/^)^•••1'/7^

et ensuite, on trouve, pour déterminer 'X, [^, des équat ions de la forme

i ^=^Kcos[(.^4^^ ] /)^4--7

( ^=^K /cosl:(4r4-. /^)^+<7:l.

lin por tan t les in tégra les des é q u a t i o n s (10) et (n ) dans les for-
m u l e s ( ( ) ) et en d é t e r m i n a n t convenablement les va leurs i n i t i a l e s , on
aura les coefficients des termes en À03 dans les déve loppemen t s de A,
/,/?/, l\

On dé t e rmine ra i t abso lumen t de la même façon les coefficients
d ' un autre terme quelconque (lu troisième ordre.1
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Apres avoir dé te rminé les coeff icic^nis des ternies du premier et du
troisième ordre, on sera condu i t , pour avoir ceux du qua t r i ème ordre, à
des équat ions de même forme que (8). Et a ins i de sui te , de proche en
proche, on pourra dé te rminer les coeff ic ients des termes d'ordre quel-
conque des déve loppements de h, /, ..., y\


