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SUR UNE

QUESTION D'HYDRODYNAMIQUE,
PAB M. C. SAUTREAUX,

A N C I E N E L E V E DE L ' É C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E .

I N T R O D U C T I O N .

Le problème du mouvement; d 'un je t fluide n'a été résolu, jusqu'à,
ce jour, que dans un petit nombre de cas.

Dans son travail sur les mouvements d i scon t inus des fluides, Helm-
holtx a, pour la première fois, déterminé théor iquement la forme
d'un jet f l u i d e .libre dans un cas particulier ÇMonaisberichte der îierl.
A/cad., April 1868). Sa méthode, convenablement généralisée, a con-
duit M. Kirchhoffà la solution de la même question, dans un certain
nombre de cas. Ces savants supposent, tous deux, que le fluide est
incompressible, qu'aucune force extérieure n'agit sur lui , que ses
particules n'ont pas de rotation, que le mouvement est permanent, et
enfin que le mouvement est partout parallèle à un plan fixe.

Nous essayerons, dans ce travail , de traiter le cas où, le fluide
restant incompressible et le mouvement restant plan, des forces ex-
térieures agissent sur le l iquide.

Dans les problèmes sur la chaleur, par exemple, et, en général,
dans les problèmes de Physique mathématique, les conditions aux
limites s'expriment par des équations linéaires, qui permettent de
décomposer la difficulté. Ici, la condition aux limites renferme les
carrés (les dérivées partielles. C'est ce fait qui rend, sans doute, les
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S. 96 C. SA.UTREAUX.

problèmes sur les jets f luides diffici leïnent abordables par les mé-
thodes ordinaires de la Physique mathémat ique et qui explique le peu
de progrès faits dans cet ordre de questions.

Les travaux pr incipaux, publiés sur le mouvement d'une .masse
liquide qui, s'écoule par un orifice, sont ceux de MM. Boussinesq et
Kirchhoff. Le premier de ces deux savants s'occupe surtout du mou-
vement du l iqu ide à l ' in té r ieur du réservoir, en supposant connue la
vitesse d'écoulement normale au plan de l 'orifice. Le second ne consi-
dère [ Vorlesungen ûber maûlemalùche Physik ( 1 ) ; Volume LXX. du
Journal de Crelle | que le mouvement dans le p lan; i l se sert des pro-
priétés de la représentation conforme d'un plan sur un plan. La con-
naissance do ce travail, étranger n 'é tant peut-être pas très répandue
en France, nous en exposerons d'abord la méthode, avant de rendre
compte de nos recherches personnelles. Cette partie his tor ique con-
stituera la première Partie de ce travail ; les résultats que nous avons
obtenus en constitueront la seconde.

(1) Leçons XXI otXXIL
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I.

Les phénomènes qui accompagnent le mouvement d'un l iquide qui
s'écoule par un orifice présentent un avantage précieux, consistant en
ce que, d'après toutes les mesures de vitesse qui ont été prises sur
des veines l iquides, l ' influence des frottements y est à fort peu près
négligeable (1). Cette circonstance permet de substituer aux équa-
tions générales (lu mouvement celles bien plus simples qui convien-
nent aux fluides àït^ parfaits. Ces équations sont les suivantes

^+pX=p^

^ 4-pY=p^,ày

^=:pZ=p^

oïl p désigne la pression, p la densité, X, Y, Z les trois composantes
de la force agissant sur chaque molécule et rapportée à l'unité de
masse, u\ /? ^/ les accélérations de la molécule considérée. u\ y, w'
ont pour expressions

(2)

7«. OUu .^ ^

, àvç =- ̂

/ ^
w àî

au
-h U —— •àx

àv
4- a •^ -4

QÛC

ÔW
•+• u — -4ose

au
h ^^-ày

àvf- v —ày
àwf- P —ày

au+ ^^—,
ôz
àv+^

àw+<v^'
Bappelons un théorème qui nous permettra de simplifier encore

(1) BOÏTSSINËSQ, Essai sur la théorie des eaux courantes.
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ces équations. Nous en donnerons une démonstration due à M. Bous"
sinesq (1).

THÉORÈME* — Que le mouvement soit permanent ou non permanent, si
les composantes u, ç\ w de la vitesse moyenne locale varient à un mo-
ment donné et à F intérieur d'une particule fluide, de manière que les
trois binômes différentiels

(3) ô^ r)w ()w au au à { '
àz ày ? àx: àz5 ày à.x'

y soient nuls, ces binômes différentiels seront encore nuls, à une autre
époque quelconque, à rendrait de l'espace où se trouverait à cette époque
la particule, supposée animée constamment des seules vitesses transla-
foires u, ç^ (•p.

Il suff î t , pour établ i r ce théorème, d'observer que la densi té p é tant
constante par hypothèse, et Ferpression X^-h Ydy +Zdz se trou-
vant, par hypothèse, aussi d i f fé ren t ie l le exacte, les équations (î)
exigent que les accélérations u ' , ^ ' , w' soient les trois dérivées par-
tielles en x , y , z d 'une même fonct ion et satisfassent aux condit ions
d'intégrabilité

/n ^ _ âwf ~ - àw' ()uf ̂  .. àuf _ ô{îl
as à y '""" " ï ri,y es 1 " 1 9 àr ""' 'Jx

Remplaçons u^ ç\ ^ par leurs expressions (2); calculons seule-
ment le 'p remier de ces binômes (4), les autres s'en déduiront par
permutation. On a

àç( ^ ( à à à à \ (àv\ au àç <)p àv àw à^—— .,„„- 1 •—" -t- H —- -..̂ - (; -«—. «L- (.y —— ( «̂,. 1 ...L .„— .̂̂  î, ̂ ^ ^^ ^L. „..„„„, „«..»
as \àt àx à y àz)\àz) ()z ùx as ()y r àz àz

et
<w _ ( à , ,. à ! , / à , à \ /àw\ au àw àv àw àw àw—— == -,- 4- u —•• "4" ^ "~r- -h" ('ï''1 ••.— -"— î + — -—. -{- — —._ .4-.-_ _
ày \c)t àx ày a s } \ày ) ày àx ày <)y ày àz

( i ) BÔUSSÎNESQ, Essai sur la théorie clef! eau^ courantes'.
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d'où

^ -^~ — /^v^ _ ̂ \ ^^.^f^
<^ ' ày ^ ° ̂  \ d t ) \àz à y ) ̂  ày {Tz ~ ày )

àw/àc_à^\ fàu à^\àw /au àw\ à^
àz \ as ày ) \ à y àx ) àx \ à^ àx ) àÎ! ^

en désignant la dérivée complète prise par rapport au temps en suivant
la par t iculey c^est-à-dire -r- + u— 4- v-r- •+- w— par ( - . ) pour abré-
ger. On tire de là

( !È\ f ^() à^\ _ fàu àv\à^ (au àw\ àv àufàv àw\
\dt) \^—jyj— \Jy^J^)Jy^~ \Jz^Jx)Ja^J7^ \Jz^'àv)

^.(^ ^ dw^ f0^. — ()w\
^ \à^ ̂  ày ^ ~àz) \Jz "" à y } '

On obtiendrai t deux équations pareilles à celle-là en partant des
autres binômes (3). Supposons que de ces trois expressions (3), la
première, par exemple, soit celle qui acquiert à partir de l'époque
/ == ̂  les valeurs absolues les plus grandes; K dés ignant une quantité
finie à chaque ins tan t , la relation (5) donnera

d f^ _ È!!} — K (^ — à^\
Jl \ as ày ) '~ \ àz "ày ) '

.En intégrant, à partir de t = /o, on obtient

(àv àw\ (-r- — y e^i,\àz ày/Q
àv àw (àv àw\ „ / K d l

as ày \às ày / o (

o'p ( ( ç _ f w ) représente la valeur initiale du binôme.
V^ ày /o l

Comme l 'exponentielle du second membre a une valeur finie, ce
second membre est nul , et Pon a bien à toute époque, aux endroits
ôîi se trouverait successivement la particule supposée animée des
seules vitesses moyennes locales u, v, w,

à() àw _ àw __ c)u _ au ^ à^ __(b) ^-.^:_o, ^-^^. , ^- ^~.

Remarquons que, si, à l'époque t == £^ ^Gs binômes (3) étaient seu"
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lement très petits, ils le seraient encore, d'après la démonstration
précédente, au bout d'un temps fini t — /„.

C'est ce qui arrivera pour toute la masse fluide dans les écoule-
ments par les orifices. Les molécules, un peu avant d'arriver à l'ori-
fice, ne seront animées que de vitesses dont les composantes u, ç sont
très petites et dont la troisième w, normale au plan de l 'orifice, est à
peu près constante. Les relations (6) étant vérifiées, à ce moment,
tout autour de chacune d'elles, ne cesseront donc pas de l'être durant
le petit instant que ces molécules emploieront pour se rendre à l'ori-
fice ou. même à la section contractée.

Ces relations (6) expriment que u, c, ^psont les dérivées partielles
d'une même fonction <I\ et l'on peut poser

, , rN> <N> à^
( 7 ) // = — ? ç :rr — 9 W == —— •h / / ôx ày as

La condition d'incompressibilité ^- -+- ̂  -h ̂  == o devient1 ax ày àz

^ à'^ à^ ô^(8) ^+^+.^=o.

Si l'on porte également les valeurs (7) dans les équations (r), celles-
ci, respectivement multipliées par dxy dy^ dz^ ajoutées et intégrées,
donnent
/ , p ï [Y<M>\2 /^\2 /<N)V1 à^ „ ,,
(9) ^^[(^)^(^)^(^)j4-^-F^

C désignant une simple fonction dé ^ F la fonction des forces telles
que

( 1 0 ) 'yidx^Ydy+Zds^dV.

Telles sont les équations que nous utiliserons. Dans le plan, elles
deviennent

s-^—
f^H^']^—.
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avec

( 1 0 / X^r+Y^y=rfF.

$ s'appelle le potentiel des vitesses.
Pour le mouvement permanent d'un fluide incompressible, dans le

cas où n'agit aucune force extérieure, on aura les équations
/ à^ à^ _
)^+^-o.

j p i [Y^V /<?<&Y1(^^^(^^C^)^
où C désigne une constante et où la densité du fluide est supposée
égale à. î.

II.

Considérons le cas où nous avons un jet liquide qui confine à un
espace où règne une pression p^ La surface terminale du, jet doit être
formée de lignes de courant, car la vitesse normale y est nulle et être
en même temps surface de niveau, car la pression y est constante. La
seconde des équations (x i) montre que la vitesse doit y être partout la
même : rions supposerons que la valeur de cette vitesse est i.

L'équation —^ -4- —j == o est satisfaite par la partie réelle comme
par la partie imaginaire d'une fonction de la quantité complexe x + iy.

Posons s == x 4- iy et représentons-nous une fonction analytique
de ^ que nous appellerons Z. Rappelons quelques propriétés bien
connues d'une pareille fonction.

En remplaçant, chaque fois que Foccasion s^en présente, i2 par —ï,
on arrive à mettre Z sous la forme X 4- fY, où X et Y sont des fonctions
réelles de oc et y.

D'après la définition de Z, on a

d'où

àZ _ àZ àZ _ .àÏ
àx àz'' ày as

. (YL ait •—- rr — f
àx ày
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ce qui veut dire
. J X _ ^ Y _ ^ X .àJ
àx àx à y à y 9

d'où

(r) ^^^I et ^^.-^^ <?y àx 6?y '

On peut prendre ces deux équations comme définition, et l'on en
déduira que Z est une fonction de z.

On tire de ces équations

et aussi

^2X àîx — yx ^Y^^ + ̂ f - o, ^ 4- ̂ j - o

^X r)Y ^.X ^Y _ ^
àx àx ày ày ' 7

qui. exprime que les lignes X == const. et les lignes Y ̂  const. se
coupent à angle droit.

On trouvera un mouvement possible de fluide dans le plan quand on
prendra pour Z une expression convenable de s et le potentiel de vi-
tesse y égal à l 'une des deux quant i t és X ou Y. I/autre de ces quan-
tités a aussi une signification simple; si on rappelle ^ ^ := const.
représente les lignes de courant

Nous donnons quelques exemples simples :

Premier exemple. - Posons Z = Lz ou z = ̂ , Si l'on fait x = rcosÛ,
y == r s inO, on a

r(cos(9 "h <sm0) = ̂ (cosY + <sinY) d/où X = Lr, Y =:: 0.

Nous aurons donc, ou
y=.L/" et ip=:0

ou
et ^=.Lr.

DansJ,e premier cas les lignes de courant sont des rayons issus de
rongme ^ = = 0 , et les lignes ç des cercles concentriques, décrits de
l'origine comme centre. Dans le second cas, c'est l'inverse. Dans les
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deux, cas, la vitesse est 1,- Deux lignes de courant peuvent être chan-
gées en parois solides, sans que le mouvement subisse de modif ica-
t i o n ; les formules subsistent donc encore, lorsque deux des rayons
ou deux des cercles sont des parois solides.

.Deuxième exemple. — Posons Z === L'1'11-01, où. c^ et Go sont deux1 ,3 — ^

constantes complexes

r,̂  -r:: r/i 4- tb^ c^-=: a^ +• ib^.

Soient
x — ai =: f\ cos QÎ, ^ — ^2:= rî ^o8 ^2?
y — b^ == /'î sin 0i, j — ^s== ^"2 sin ̂ ,

on aura
, X.=L^1, Y==^i-^.

. Prenons ç == X, ^ ==: Y; comme le montre la Géométrie é l émen ta i r e ,
les lignes de couran t sont des o,rcs de cercles qui, se coupent aux points
z ==^ et z == c,. De l 'un de ces points sort le f l u ide , il se perd. dans
l 'autre .

Les lignes y sont des cercles : ils ont pour diamètre la distance de
deux p o i n t s qui divisent l iarmoniquement l ' in te rva l le de ^ = c^ à z == <^.
Deux l isnes de courant, par exemple les deux parties d 'une circon-
férence divisée par ces deux points, peuvent être des parois solides.
Si ^ == X, ç == Y, c'est l ' inverse.

Troinême exemple. — Si l'on pose Z = a r c s in^ ou z == smZ, on a

^^e-^ ^(^—e-^€ t "•{- €x == sin X —^-•——- ? y = cos X

d'où , ,
^ y2 4 ̂ "L -4- ^Ayl—^ =: j

sin^X ~' ïSs^X := ï y (^+ ̂ Y •' (^- ̂ Y)2

Les équations X = const, Y== const représentent deux systèmes
d'hyperboles et d'ellipses homofocales dont les foyers ont pour coor-

' données x == ± r , y = o.
S.ï4.Afin. de l ' É c , Normede. 36 Série. Tome X.
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THÉORÈME. — Si'Z est une fonction de z\ inversement s est une fonction
de Z.

Par hypothèse les relations (i) ont l i eu ; il s'agit de montrer que x
et y considérées comme fonct ions d e X et de Y sat isfont à des relat ions
toutes pareilles.

Posons

( Ms /<)x^2 f^Y f^y f^v1 M2 —~ —— -h —— == —— -+• ——
1 \à^ ) \àx} \ày ) \ày)

" 2 f i /âxv /^V^ /^V ^ )Y^2— / ) x f )Y <?x (n

{ = [jï ) + [âf ) ^ \Jx) ^ [ à y ) ""^ âr ày ~" "ày 'àx'

expressions qui s^équ iva len t en vertu des re la t ions ( i ) . Par la résolu-
tion des équations i d e n t i q u e s

_ àx àX àx àT _ à.r àX ^ àx <)YE,.,.. ̂  ̂  .4.. ̂  ̂ , o — ̂  ̂  -,••" JY ^,

^y àX. or ô\ ôy ()X ()y ()Y
oz=:: dX, dï ^ dY ^î ! :"1111":::1 rfX Jy "411' ^Y1 ^F7

on obtient

^r ..... ^^ ^"^ ! ^X ^7 ï ^Y < '̂' î <)Y
rfX = M"2 ̂  ? dY ^ """ M2 Jy ' àX iw: """ M'^ rf^ ' ^Y := M2 ^7 :

et; de là, par la considération des équations ( ï ) ,

r).:y ^j' àœ à y
^X :" ̂ Y' jy--~..^., €. Q. F. O*

On montre aussi fac i lement que si Z et 7J sont deux f o n c t i o n s de z ,
au sens donné plus haut, il en est de même du p rodu i t ZZ'.

Formons la dérivée

fàX. . .r)^\ ̂  , /^X . .âV-f o A, .0 i \ , / <;/v ,r/ï \

^ ̂  ̂ ±2^1, ~ \ ̂  ̂ l])xl + \^ J"" ' ̂  / _ ^X, . (HÀz " dx^idy """" •-11-11-1-11-1"11"1"1-"11—"- •"-^"•• ĵ̂  ^̂ ,.,.̂ .. .,-„,-„.-„„...„.,». ,,:„ ̂  .4.̂ ^^

d'après les relat ions (i). Elle est donc indépendante de dx et de dy et
fonction seulement de x et dey. C'est une fonction de ^, comme on le
voit en d i f ïerent iant par t i e l l ement les équat ions (r).
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THÉORÈME. — Si clans une portion finie du plan xy, Z est une fonction
uniforme et continue de s, c'est-à-dire si X et Y sont des fonctions imi-

/ormes, continues de x et y qui satisfont aux équations (ï), <— est aussi

une fonction uniforme et continue de z dans le même domaine.

C'est ce qui résulte de la re la t ion bien connue

7 ——— f. z-^L€^ ^TrJ 'z'^c^9

l ' intégration s ' é t endan t le long des lignes q u i l imi tent le domaine de s
et dans le sens posi t i f .

I I I .

Rappelons encore quelques propriétés de la représentation conforme
d 'un plan sur un plan.

Considérons x et y comme les coordonnées rectangulaires d'un
p o i n t d 'un plan, X , Y comme- l e s coordonnées rectangulaires d 'un
poin t dans un autre plan. Dans les domaines qui se correspondent
l ' u n à l 'autre de s et de Z, si Z est une fonction u n i f o r m e et con t inue
de .s, s sera aussi, d'après un théorème précédent, une fonction un i -
forme et con t inue de Z, et, d'après un autre théorème, — sera aussi

u n e fonction uniforme et con t inue de Z e t—'de z. Par suite, aucune
des deux, dérivées no sera i n f i n i e et ainsi, aucune d'elles ne sera nulle.

Posons —' == M(cos 0 +• ^sin 0); M, module de la dérivée considérée,
CÏ'3 ''

est la grandeur positive déterminée pa'r les équat ions (^). M et 0 sont
des fonct ions de x et dey seulement, car <— ne dépend pas de dx et de
dy. L'équation posée s'écrit

<;./X, •"4- i dJ :=::: M (cos 0 -+-1 s in 0) ( dx 4" i ciy ),

c'est-à-dire
i dX =: M{w&Qdx — sin G d y ) ^

rt^ ( ^ Y = M I ( s i ^ ^ ^ - ^ + c o s 0 < ; f y ) .

Supposons que le plan Z et le plan z coïncident avec un plan matériel',
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l'axe des X sur l'axe des x, l'axe des Y sur l'axe des y, et considérons
œ, y comme les coordonnées d 'un point du plan matériel dans un état
de ce plan, X, Y comme les coordonnées du même point dans un état
modifié du plan. Les équations (3) font connaître le changement qu'a
subi une partie infiniment petite du plan et montrent qu ' i l consiste :
en un glissement, en une rotation dans le sens posit if d 'un angle 0 et
dans une dilatation égale dans toutes les d i rec t ions et dans laquelle
toutes les dimensions linéaires sont agrandies dans le rapport de i à M.
Nous en concluons qu 'une part ie très petite du plan maté r i e l est restée
semblable à elle-même. Nous devons considérer l ' a l téra t ion éprouvée
comme cont inue et p rodu i t e de telle sorte que M. ne soit ni nu l , ni
i n f i n i .

ÏiïÉonÈMK. — Les parties infiniment petites correspondantes des plans z
et Z sont semblables entre elles, et les sens positifs, relatifs à deux aires
correspondantes simplement connexes, se correspondent.

La première partie de ce théorème vient d 'être établ ie . Considérons
deux aires correspondantes/et F, M restant fini, et d i f f é r e n t de zéro,
le sens d'un circuit positif autour de l 'aire considérée, si c'est une aire
s implement connexe, n'est pas devenu i n d é t e r m i n é et n'a pas été
changé brusquement : il est donc resté le même. Laissons de côté,
maintenant que le plan z et le plan Z coïncident avec u n plan ma-
tériel : les deux propriétés indiquées dans l'énoncé n'en subsistent
pas moins-

Dé ces propriétés, on dédui t f ac i l emen t les conséquences suivantes.
Deux portions f in ies correspondantes des deux p lans ne seront pas en
général semblables; mais elles seront représentées l 'une s'ur l 'autre
semblablement dans leurs plus petites parties. Aux points des l imites
d'une aire répondent exclusivement les points des limites de l ' au t re ;
à un point de l 'intérieur de l 'une ne peut pas, par exemple, corres-
pondre un point des limites de Fautre, car à un cercle in f in imen t pet i t
dont l'un est le centre doit correspondre un cercle in f in iment petit
dont l'autre est le centre. Si une des aires est complètement l imitée
par une ligne fermée, c'est-à-dire si elle est simplement connexe,
l'autre doit être de même. A un circuit positif autour de l 'une des aires
correspond un circuit positif autour de l 'autre,
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Si Z est une fonction linéaire entière de z , Z et z sont sans restric-
tion fonctions uni formes et continues l 'une de l'autre.

Si l'on prend pour Z la fonction non entière (4) de ^, Z et z sont
encore des fonctions uniformes l 'une de l 'autre, mais elles ne sont pas
partout cont inues . Soit

/ / . r, a "+-0 z a — y Z( 4,) / = -——Ç.» , d'où z -"-= — .3——(-„,
y -4- à z p — ô Z

où a, [Ï, y, o représentent des constantes complexes; si y -+- Sz = o,
Z et, si, P — âZ == o, z sont in f in i s et d iscont inus . Décrivons autour
du po in t y 4- Sz = o une l igne i n f i n i m e n t petite, fermée : l i m i t o n s le
domaine de z par cette ligne et par une ligne in f in imen t grande. Le
domaine de Z sera l imité par une ligne i n f i n i m e n t peti te et une ligne
i n f i n i m e n t grande fermées, dont la peti te correspond à la grande ligne
l i m i t e du domaine de ^, et inversement. Dans les régions ainsi déli-
mitées, Z et z seront fonct ions un i fo rmes et cont inues l 'une de l 'autre
et nous pourrons app l iquer les théorèmes précédemment établis dans
cette hypothèse.

THÉORÈME* — A un cercle dans le plan s correspond un cercle dans le
plan Z.

Désignons la q u a n t i t é imaginai re conjuguée d 'une grandeur p a r l a
mémo leUrc affectée de l ' indice zéro ; ainsi

A, = a 4- iô, Ao= û — ̂ *

Inéquation de tout cercle peut s'écrire

( 5 ) 3.5o -+• A-5 4- A<) Sy -h B = 0,

A étant u n e q u a n t i t é complexe et B étant réel. Cette équation équi-
v a u t ^ en effet, à

,̂-â »1_ j/s .4. 3 ax — 2 by 4- B == o.

En subs t i tuan t dans (5) à z et s^ leurs valeurs (4.) en fonct ion de Z
et Zo, il vient

ZZ^A^Z+A.Z^Î^,

B' é tant réel ; ce sera donc encore l 'équat ion d'un cercle.
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Remarque, — Dans les relations (4) entrent trois constantes, les
rapports des lettres a, ?, y à la quatrième §. Ces trois constantes pour-
ront être déterminées, en général, par des équations l inéaires, de
telle sorte que trois points du plan z, a, b, c répondent à trois
points convenables du plan Z, A, B, G. Nous appellerons / et F les
aires des cercles passant par a, &, c et A, B, C et' qui se correspon-
dent. Ces aires se correspondront si dans/ ne se trouve pas le point
y -4-. §^ == o; car/est une partie simplement connexe du domaine de z
et il doit lui correspondre une part ie simplement connexe du domaine
de Z. Mais si le point y -l- Sz ==o se trouve dans /, /et F ne se cor-
respondent pas; seulement chacune xle ces aires correspond à l'aire
complémentaire de l'autre, si nous désignons comme aire complé-
mentaire de / la partie du domaine de z qui subsiste à l'exclusion
de/'; on doit alors de la surface/exclure une partie infiniment pe-
ti te qui comprend le point y 4- Sz == o, pour former à son extérieur
le domaine de z ; les limites de cette partie inf ininaent petite répon-
dent à une ligne fermée infiniment grande du plan Z.

Il est clair que ces conclusions sont encore valables lorsque/et F
sont deux parties simplement connexes, formées n'importe comment;,
des plans z et Z, dont les l imites se correspondent mutuel lement . On
décide très faci lement , à l 'aide des considérations suivantes, si les
surfaces se correspondent à elles-mêmes ou à leurs surfaces complé-
mentaires. Dans le cas où le point y+ Sz === o est dans /, on trans-
forme par une coupure la surface doublement connexe que forme/à
l'exclusion d 'une partie inf iniment petite contenant le point y-+-S^==o
en une surface simplement connexe, et l'on trace la coupure corres-
pondante dans la surface complémentaire de F. D'après un théorème
précédent, si l'on appelle a. A.., &, B, c, C les points correspondants
des lignes limites de /et F, on voit que ces surfaces se correspondent
à elles-mêmes si les circuits abca, ABCA, autour d'elles sont de même
signe; dans le cas contraire, les surfaces/et F répondent à leurs com-
plémentaires.

Les circonférences qui passent par deux points a, b du plan s cor-
respondent à des circonférences qui passent par les points correspon-
dants A, B dans le plan Z, et elles se coupent sous les mêmes angles, car
l'un des plans est représenté sur l'autre semblablement dans les plus
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petites parties. Si le point B va à l ' infini, les cercles menés par A se-
ront des droites. Nous appellerons croissant (eine Sickel) une surface
qui est limitée par deux arcs de cercle, et la surface dans laquelle se
transforme un croissant, quand, l 'un des sommets va à l ' infini, un
secteur. Les équations (4) permettent de représenter un croissant du
plan z sur un croissant de même angle du plan Z, de telle sorte qu 'aux
sommets de Pun a, b correspondent les deux sommets A, B de l'autre
et en plus que deux points choisis convenablement sur les contours
c et C se correspondent, en supposant que les points c et G sont choisis
de tel le sorte que les circuits autour des croissants, abca et ABCA,
soient de même signe. Un cas spécial de cette représentation est la
représentation d'un croissant sur un secteur de même angle,

IV.

Nous avons admis, dans le précédent paragraphe, que Z et z sont
des fonctions uniformes l 'une de l'autre dans tout le plan. Supposons
m a i n t e n a n t que, entre ces deux variables, il existe une relation en
vertu de laquelle Z et s soient des fonctions en général continues, mais
non uniformes l 'une de l'autre; seulement ces fonctions se comporte-
ront, lorsque les deux domaines seront convenablement limités,
comme des fonctions uniformes, c'est-à-dire que, à, chaque point du
domaine s correspondra un point du domaine de Z et réciproque-
jfï ï .cnt .

Soit 5o un point du plan s. Si à ce point correspondent plusieurs
valeurs de Z, choisissons l'une d'elles Zy. Faisons répondre aux points
du voisinage de -So 1e8 points du voisinage de Zo. A un domaine suffi-
samment petit de s, qui contient le point ^, correspondra un domaine
de Z, semblable dans ses plus petites parties, qui contient le point Zo,
comme si nous avions affaire à des fonctions uniformes dans tout le
plan. Le rapport des dimensions infiniment petites correspondantes
est, en général, déterminé par le module de j^' Élargissons mainte-
nant graduellement les bornes des deux domaines en évitant les points
où ^z est nul ou in f in i . Si le domaine de s ne renferme aucun point

as
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pour lequel — soit nul ou i n f i n i , si il est, l imité par une ligne fermée
ne se coupant pas, et si la ligne correspondante du plan Z ne se coupe
pas, cette ligne limite un doma ine de Z qui. répond d 'une manière
imivoque au domaine de z\ Z et z sont donc dans ces domaines des
fonctions uniformes l 'une de l 'autre; les l imites du domaine de z
peuvent être poussées in f in imen t près des points pour lesquels —
est n u l ; dans le sens ind iqué par là, on peut dire que de tels points
se trouvent su r la l imi t e du domaine»

Citons /maintenant quelques représentations conformes dont nous
aurons à faire usage.

i° Posons Z==^( i ) , où n représente une constante réelle. Soient

d'où

X=Rcos©, .z—rcose,
Y =z R sin 9, y r= r sin 0 ;

Rrr/^ %-=nQ.

Au cercle r==:consL répond un cercle R = = c o n s ( , . ; à la droite
0:== const., la droite @ =: const. Supposons que le domaine de z soif:
l i m i t é par deux cercles /'•===: const. et deux droites 0 = cons t . ; alors les
l imi tes du domaine de Z seront deux cercles R,== const. et deux droites
© == const. Des cercles, les plus petits peuvent être inf in iment peti ts;
les plus grands, inf iniment grands; les deux domaines sont alors des
secteurs d'angles inégaux* Soient A et a leurs angles, on aura

A =.= n a.

z et Z se correspondent d'une façon univoque si aucun des angles
ffy

a et A n'est supérieur à 2T;. Alors — = n z ' ' ^ ^ sera nul ou infini pour
s === o, suivant que l'on aura n ^> î ou n <^ î .

.2° Nous allons maintenant déduire de là comment un croissant peut
être représenté sur im autre d'angle différent de telle sorte que les
sommets se correspondent ainsi que deux points convenablement
choisis du pourtour. D'ailleurs i l est supposé (et dans les cas sern-
hiables, nous le supposerons, sans le dire) que les points du pourtour
qui -doivent se correspondre sont choisis de telle sorte que les circuits
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correspondants autour des surfaces dont on parle soient de même
signe. En outre de (i), posons

-/ ^ 7' r/ \ / Aî — c l rvî 7 y — î
( a ) ^k-^-^ et Z=-K^-^.

Par là les deux secteurs qui doivent de nouveau représenter les do-
maines de s et de Z deviendront deux croissants d'angles a et A dans
le plan de z ' et dans celui de Z'; leurs sommets seront les points z-=.c\,
,^== c.>, Z':= C^, Z'== Ça. Les constantes complexes k et K peuvent être
déterminées de sorte que deux points correspondants convenables de
l'enveloppe des secteurs répondent à deux points convenablement
choisis sur l 'enveloppe des croissants. Si l 'on é l imine z et Z entre les
équations ( î ) et (2) et si l'on pose N == j^-, on obtient

^z'-c, (z'-c.Y
(3) ^W^^^:.^) ?

équation par laquelle les croissants sont représentés l 'un sur l'autre
de telle sorte que les sommets se correspondent a i n s i que les points
qui ont été convenab lement choisis sur leurs contours. Aux sommets,
^ est nul ou inf in i , su ivant que l 'on a A > a ou A < a.
^3° Nous al lons montrer maintenant comment deux croissants
d'angles différents peuvent être représentés l 'un sur l'autre de telle
sorte que, à trois points convenables du contour de l ' un correspondent
trois points convenables du contour de l'autre. Nous supposerons que
le croissant dans le plan Z^ auquel se rapporte l'équation (3), est un
cercle entier, de telle sorte que A =7t. Par sui te , deux points de la
circonférence peuvent être envisagés comme des sommets. En suppri-
mant, d 'ai l leurs, les accents de ^ e t d e Z\ la relation (3) peut s'écrire

?c
rj r / w /* \ a„ A — ^i / <• — Cl \

( 4 ) N z--:-C;:= \T~-cJ '
Si l'on détermine les constantes N, G,, 0^ dans cette équation de

telle sorte que trois points convenables du contour du croissant dans
le plan s correspondent à trois points choisis dans le plan Z, ce crois-
sant sera représenté sur la surface du cercle dont la circonférence

Ann. de l'Êc. Normale. 3« Série. Tome X. B.I^



S. J Î2 C. SAUTREAUX.

passe par ces trois points. Prenons m a i n t e n a n t une troisième va-
riable z\ et imaginons dans le plan z ' un croissant dont les sommets
sont les points ^ == c\, s' = c^ et dont l 'angle est a' ; nous poserons

7C

7 C' / ^' r' \~^'( ^ \ , ]ST/ ̂ zjii -- f r,nfLL ^ ,V-U J 1 y /v — l / / 1 ?
AJ —— \.j ^ \ "y —— u ^ /

et nous déterminerons les constantes N', C\, (X» de sorte que trois
points convenables du con tour de ce croissant correspondent à ces
points du plan Z, qui ont été amenés par la considérat ion du premier
croissant dans le plan z. Les deux croissants sont donc a ins i repré-
sentés sur le même cercle l 'un sur l 'autre et de telle sorte que trois
points pris arbi trairement sur le contour de l 'un répondent à trois
points pris sur le contour de l 'autre. L 'équat ion entre z ets\ qui. permet
cette t ransformat ion , s'obtient en é l iminan t Z entre (4,) et (5); une
des quant i tés

( /1• \ a / -' /./ \ a'7. / -' /./ \ 0

' (^\^ "-"•• 'w
(6) r..-̂ . , 1,:-.̂- -""" w \^ ---• w
sera une fraction dû premier degré de l 'autre; les trois constantes qui
entrent dans cette fraction seront déterminées par les trois couples de
points qu i do iven t se correspondre.

4° Nous aurons à ut i l iser le cas où l'un. des deux croissants se trans-
forme en une bande limitée par deux droites parallèles : nous allons
l 'examiner. Nous supposerons que

— Ci == Cy, =: m ( ces y -h i si. o y ) ;

m représente donc la demi-distance des sommets du. croissant imaginé

Fîg. ï .

dans le plan s, y l 'angle que forme la l igne qu i jo in t 1 les sommets avec
Faxe des x. Soient de plus 20 et 2^ les grandeurs1 des angles qui
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l i m i t e n t le croissant, en uni tés trigonométriques, de telle sorte que
v —. u= a; enfin soit b h flèche du croissant {feg. i), c'est-à-dire la
distance des points de rencontre de son contour avec la ligne des
centres des- cercles dont une partie l imite le croissant. On a, parles
considérations de simple géométrie,

(7 ) b == m (tang î- — tang u \ '
\ *'•' Ji y

Le croissant se transforme en une bande de l'espèce indiquée, si l'on
prend m i n f in iment grand, p e t u et par suite a i n f i n i m e n t pet i ts ; la
flèche ou largeur de la bande sera, d'après la relation (7),

m a

et y est l'angle que fait la direction longitudinale de la bande avec
l'axe des x. Désignons encore la commune valeur i n f in imen t grande

TC

/ ̂  __ C \ a

de — (^ et c*a par c. Nous obtenons pour (1——l- ) ? dont l'expression ne
* \Câ — -sf/

diiïere de la première, qui a été donnée dans (6), que par le facteur
V.

constant (— 1)%
TT TC 1!.

fs—c iV / zY ( a %7T Y
————1 .rr: i + ^ - = ï •+. - —— z ] .

\ ( ? 2 — ^ / \ C ) \ 7T OCC /

Si a tend vers zéro et si ac reste constant, il vient, d'après la l imite de
/ X\P . A •ï ̂  -» , pour» iniini,
\ P ) i /

/ 5_^ .V iîi ^(cosy-tsiny)
(8) lim(^——^) ^e^^ =e 6 • \

\ cl•l — s j

La seconde expression (6) sera donc une fraction du premier degré de
^(cogY—^înY)

e " .
Tels sont les résultats que nous allons appliquer dans les para-

graphes suivants. !' •



S. î l 4 C. SAUTREAUX.

V.

Revenons à l 'étude d'un l iquide placé dans les conditions indiquées
au, commencement du § II. Nous supposerons que le potentiel de
vitesse cp ne dépend que des deux coordonnées x et y , et nous pose-
rons z == x -h iy, w = cp •+• i^. Nous chercherons à déterminer w en
fonction de z. Nous aurons à nous servir de ce que ^ == constante est
l 'équation des lignes de courant .

Pour la vitesse, nous pourrons en trouver une expression par les
considérations suivantes.

On a
/ , dw à(p ,à^ ÔÇQ .à(p
(l) —— -= —r + f. —r -= —. — f ».,f ,

dz ax àx o^ ôy

d/ôù

W

Posons

W

âçp . ÔCD,^L ..+, î ̂ L
as à.v (ry^ _ ,

\^) ^ W)

— := Ç "::•: Ç .-i- t'rt ̂  p(cos0 -h l&ïnO),

et considérons ^ et Y] comme les coordonnées rectangulaires d'un point
dans un plan, que nous appellerons le plan t^; Faxe des ^ sera paral-
lèle à l'axe des ,,r, et l'axe des Y] à celui des y. En comparant les éga-
lités ( 2 ) e t ( 3 ) , o n a

à(^ . à^

Ç == Ç + ir^ -::: p ( cos 0 4- i si n 0 ) ̂  ̂ .^y,

/^
d'où

P-V t•^=^•
^i^^

On voit que, lorsqu'on mène une droite du point ^ := o a u point Ç, sa
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longueur, c'est-à-dire p, est l'inverse de la vitesse et sa direction est
la direction du mouvement au point z.

Pour trouver le mouvement d'un fluide de l'espèce dont on parle,
considérons ç et ^ comme les coordonnées rectangulaires d 'un point
sur un plan, que nous appellerons le plan w; faisons sur les domaines
de w et ^ les hypothèses appropriées; cherchons la relation entre n"
et 'C par laquelle ces deux domaines seront représentés l 'un sur l 'autre
semblablernent dans leurs plus petites part ies, et déterminons z en
fonction de w et de *( à l'aide de la relation (3). Le domaine de z, qui
correspond aux domaines de w et de Ç, détermine l'espace rempli du
f luide en mouvement.

Les limites de l'espace rempli du liquide considéré en mouvement ,
ou, comme nous dirons p lu tô t , les limites du domaine de z, se com-
posent de trois parties d'espèces différentes. Une par t ie est constituée
par des lignes à travers lesquelles coule le l iqu ide pour entrer ou
pour sortir; une seconde, par les parois solides : pour celles-là on a
4/ = const.; la troisième, enfin, estformée par les surfaces le long des-
quelles le l iqu ide en mouvement est en contact avec le liquide au repos
ou avec l'espace à la pression po; nous les appellerons les surfaces
libres; pour elles on a, à la fois, ^ == const. et p = i.

VI .

Comme domaine de w, prenons une bande dont les limites ont pour
équations

+=^o» ç:—---co,
^ :=: ^Q 4- b, ! y ==: "4" œ,

où ^o ^ b sont deux constantes déterminées.-Comme domaine de 'C
, prenons un croissant dont une limite est formée par le cercle p == r et
' pour lequel l ' intérieur est où Fon a p >ï. D'après les considérations
vues plus haut, nous pouvons établir une liaison entre w et '( telle que
l'un de ces domaines soit représenté sur l 'autre; cette liaison déter-
miner et *C comme fonctions uniformes l'une de l'autre à l 'intérieur
de ces domaines. D'ailleurs trois points du contour de l 'un peuvent
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correspondre à trois po in t s arbi t ra i res de l 'autre. Nous supposerons
que l'on a

Ç -= Ci pour 9 =: — oo, Ç •= ̂  pour cp == + co.

Nous prendrons le point ̂  (/^. 2) sur le cercle p = ï , le point ^
sur le second cercle qui sert de l i m i t e au d o m a i n e de *C. Sans défer-

la. a.

tp« <^+ ̂

J^o

miner le troisième couple de.points correspondants e t s a n s c n t r e r p l u s
avant dans la relat ion entre w et Ç, on aperçoit déjà le caractère du
domaine de s et du mouvement du f luide correspondant aux hypo-
thèses faites.

r7^ . ADe l'équation établie précédemment, "— == t^ on dédui t s == j ̂ dw.
11 résulte d'abord de cette équation que le domaine de z s'étend à l'in-
f i n i , car le d o m a i n e de w a cette propriété et *C ne s 'évanoui t nulle
part . Soit 5, le point du plan z pour lequel <p == — co et z^ le point pour
lequel ç = +'20, de telle sorte que les points ^,, et z^ qui sont a l ' infini
répondent aux points ^ ett^. Nous représenterons par pi et pa la gran-
deur et la direction des droites menées du point ^ == o aux points ^
eti^; la grandeur de pa est ï ; en s^ et dans l'éloig'nement primit if la
direction du, mouvement est celle de p^ là vitesse est -ï"; en ^ et dans
l'éloignement final, la direction du mouvement est celle de p a » 1^ vi-
tesse est ï . Partout le domaine des est âne représentation conforme de
celui de w oii toutes les longueurs sont augmentées dans le rapport —
Près de z ^ , b est donc la largeur du courant; près de ^ cette largeur
est pi b. Près de ^ les limites du domaine doivent être des parois so-
lides, près de ^ des surfaces libres.

Les surfaces libres correspondent à la partie du domaine de *( li-
mitée par le cercle p = ï. Soient '(a et '(4 les sommets du croissant qui
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représente le domaine G, ^ et z, les points correspondants dans le
domaine z ; chacun de ces deux points représente la fin d'une paroi
solide et le commencement d'une surface libre. La fiQ\ 2 représente
les domaines de w, *C et z, dont on parle. Les l ignes fortes corres-
pondent aux parois solides, les lignes faibles aux surfaces libres; ces
dernières, dans le domaine z, donnen t la figure du jet qui sort du ré-
servoir, figure qui est. déterminée parles premières.

Avant de passer à des exemples, trai tons un autre cas, qui nous
conduira au problème résolu par Helmhoitz.

Limi tons le domaine de w par les lignes

4/-=^, 03 m——CC,

4/=4/o-h-&, 9==4-co,

comme précédemment . Nous prendrons, par exemple,

tp-ro, 9r=--co,

^ -rr-TT, 0 "̂  4- oc.

Quant au domaine de *(, l imitons-le : 1° par un arc de cercle décrit du
po in t G ==? o comme centre avec le rayon i, de longueur <z et pour les
extrémités duquel *( prend les valeurs Ç;{ et î^; 2.° par les prolonge-
ments des rayons menés à ces po in t s ; 3° par un cercle concentrique
au premier et de rayon in f in iment grand.

Représentons ce domaine de *( sur un domaine de la variable Z li-
mi té par un demi-cercle de rayon i, les prolongements des rayons
aboutissant aux extrémités de ce demi-cercle et par un cercle concen-
trique in f in imen t grand. Cette représentation est obtenue (§ IV, 1°)
par la formule

( ï ) Z=^.

Les valeurs que Z prend pour *( === Çg et Ç == C.» nous les appellerons
Zy et Z/., de telle sorte que

71: TC

X^ • y'n rr __ yy
•3 "==""Ç;p ^ 4 - — ^ 4 -

II s'agit m a i n t e n a n t de représenter ce domaine Z sur la bande for-
mant le domaine î^. Util isons les résultats du § IV (3° et 4°)- Nous
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devons écrire qu ' i l existe entre les binômes (6) de ce paragraphe
une relation l inéa i re , en ré-marquant que l 'un de ces binômes
est devenu, d'après la formule (8) du même paragraphe, une expo-
nentielle, et que l'exposant71 du premier de ces binômes est 2 ici,
puisque l'angle a du croissant, formé p a r l e demi-cercle et son dia-
mètre, est^- On obtient ainsi la formule

r\

. (3)
^z-z,v _ y ̂ -c:-=K-ew—C', z — z,

Él iminons Z entre ces formules (i) et (2), nous aurons

(3)

/ • 7 l TC \

'^-ZÊ.
" T T " I r t

^ 'ry. _ r^,- 4» s /i,/

:K ^ — C
^7^7

Telle est la formule qui permettra de représenter le domaine ^ sur le
domaine *C.

Donnons-nous deux points des l im i t e s des domaines de *( et de w
comme se répondant. Soient ^ et ^ (fig. 3) les point? des limites du

Fig. 3.

domaine de ^ répondant aux points ç == — ce, o == 4"co du dornainc
de w : nous prendrons *(,, à l ' i n f in i , *(a sur le cercle de rayon T . Les
constantes K, G et C' sont déterminées. Lûfl^ 3 montre les domaines
correspondants. Les parties du domaine de z pour lesquelles ç == — oo
ou cp = + co sont à l ' i n f i n i ; les parois solides sont droites dans toute
leur étendue et ont les directions de p^ ou p/.; le jet a, à l ' in f in i , là di-
rection de p2 et la largeur r. de la bande w.
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VII .

i° Considérons un exemple du cas qae nous venons de traiter en
dernier l ieu.

Prenons a = 2^, ̂  = (^ = i, ^2 == — ^ et pour w •==- o soit 'C == < et
s = o.

Les domaines de (-P, *C et ^ sont représentés dans lay?^". 4- L'équa-
tion (3) du paragraphe précédent renferme alors \/^ et ^C,.

Fig. 4.
.̂

<y

M'ais ces deux racines carrées ne sont pas égales, quoique ^ et î^
le soient : elles sont de signes contraires, puisque l'une doit se changer
en l'autre quand le point '( se déplace sur un chemin situé dans son
domaine et a l lant de i^ à 'C. ou inversement. De là, et des conditions

pour y ==— œ,
» cp == 4- œ,
)> W =: 0,

i l vient, pour la relation indiquée,

/Vs-v/^2 _ x — e.
\^^^i} "-i"T^

ç—S/S2^^""^—^^0*
OU

Ç=oo,
Ç=~^
Ç=^,

L'équation aux carrés des racines de celle-là, qui donnera les valeurs
de *(, est

Ça— ^Ç(^-2w_j ) _ ^ ^ ^

d^où
Ç =: ̂ (ae-2^— i + aff-^Vô"-2^— î).

S . I ÔAnn.dt'. V Rc. Normale. 3e Série, Tome X.
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Le signe du radical est dé terminé par ce fait que, si o ==== — ce, Ç est
in f i n i et non pas nu l .

On aura ^
5= \ ç^',

t/O

OU. ^ ______ ,
^^-.i\e-^ 4-, ̂  — ï -F e-^'^^—'i — LC^^' 4- ̂ (F21^ i)|,

où le logarithme s'évanouit pour <p === o*

Discussion. — S\ ^ == o et ç < o, on a

^ := o, r =:- - \e-^ 4- -? — ï 4- (?-^/^F^7 — I^e-y ̂  ̂ F2?^^) |,

équa t ions qui représentent Oy.
Si cp a une valeur constante i n f i n i m e n t grande, négative, et si ^

croît de o à TT, on a
3

. .̂ ^— .-.-. ^ o-ay gj ^-j ^ ̂  ».̂  3 (̂  y .—.; — ^ ̂ -2îp co^ a ̂  ,-.- a y 4- - 4- L 2,

Si ^ = î:, ^ <^ o, on t rouve

,z- rrr 27:, .y =: - [ ̂ "2;? 4- © — 1 4- ^'""y ̂ e'^'^'i ̂  L ( 0"^ 4- ̂ F l̂ ) |.

Ces équat ions représentent la seconde paroi solide, qui. se trouve
ainsi , être à la distance 210 de la première. La largeur d u jet est d'ail-
leurs é^ale a r. à l ' i n f i n i : la. contract ion est donc ;•

On en d é d u i r a i t également les surfaces l ibres (voir II" Partie, §Y1I).
Ce cas d 'un j e t f l u ide est le p remier qu i ait été traité mathéma-

t iquement par H e l m l ï o l t z .(Monalsheric/ae der Berliner Akademie,
April 1868).

Si l'on donne, sans apporter de changementaux hypothèses faites,
au po in t î^ une a u t r e posi t ion que celle qui lui est donnée dans la
fig. 4 sur le cercle p = \, on ob t i en t les limites du domaine z qui sont:
représentées sur la fi^. 5. Ces limites se coupent : un mouvement
correspondant du f l u i d e est impossible, à moins de réflexion sur les
parois.

2° Prenons un exemple du premier cas. Des deux cercles qui limi-
tent le d o m a i n e de t, supposons que l 'un, celui pour lequel p == i soit
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un demi-cercle, que l 'autre ait un rayon infiniment grand : le pointa
divisera en deux parties égales le demi-cercle, et le po in t Ç, sera à
l ' infini sur la ligne ^ o ^ i -

Fig. 5.

L^fîg. 6 représente, dans ce cas, les domaines w, '( et ^; sur cette
figure sont donnés les axes ^ Y], oc, y , cp, ^.

Fig. 6.

J^9

Wy

...y

Si nous prenons comme l imi te de la bande qui représente le do-
maine w, les lignes ^ == o et ^ === TC, nous avons à poser, avant tout ,
d'après le paragraphe précédent,

(0 ^^
^ç+

^ ^'-c
-"^eH^r'cy"

C'est l ' équat ion (3) du précédent paragraphe, pour a == -rr. On a pour
déterminer les trois constantes C, G7 et K, d'après les hypothèses
déjà faites,

pour Ç •=: — l oo, y = — co (Ci correspond ainsi, à ̂  ),
pour Ç ==— h y '•"== -1- 00 (Çs correspond ainsi à ^2).

Nous y ajouterons la troisième condition

pour Ç == ï, w == o (?4 correspond ainsi à o ou ^4).

On aura donc
• :K.=-i, C=i, C^-i,
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d\)Ù

/Çj^Y^Ln^"!\ç+iy 14-6^'*
De là on tire

^—aÇe- ' ^+ ï =:o,
d'où

( a ) Ç 4- m == Ç == e-^' 4- ̂ -"^ — i.

Le signe du radical est déterminé pour une valeur quelconque de
(P, par l'hypothèse que *( sera inf in i pour cp == — 03.

On aura
s = ̂ (^-^4- ^ r̂̂ -_r7^ ̂ ^

où la l imi te inférieure de l'intégrale peut être choisie arbitrairement
et peut être prise égale à xéro; le point z == o répond alors au point
*( = i ; il est d'ailleurs aussi désigné par ̂ . En intégrant, on a

(3) s = i —Ê?""-^— ̂ e-^—l.^ arctan^^/e--""211"'—""!,

ou l'arc tan^ s 'annule pour w == o. On peut écrire cette équa t ion

z =: ,r 4-^y=: :i — ^-ç ( cos ̂ "-"-^ si n^ )•-""• ^•"^(cosai '—^sina^J—ï
4- arc tang'/r'"^ ( cos ^ ̂  •— ^ sin ;î ̂  ) — i.

Premier m.y. — Quand ^ == o et que ç varie entre o et "-- co, on a

.y ::= » —./,?-"?-- ̂ e-^^ i 4.. arctan^»/^"""2^— i,
y =: ô,

où le radical doit être pris positivement, Farctang étant dans le pre-
mier quadrant . Ces équations représentent la. partie négative de l'axe
des x ' , c'est une paroi solide. Pour ç == — co, ^ == o, on a

x :=: j — 2 (F^ 4- ;- ? y = o.

Supposons que 9 ayant une valeur très grande, négative, ^ croisse
de o à TC, on a

x c=: i — 2 (T'y ces 4' -+" ~ » .y =- s ̂ ""^ si n ̂ ,
nfî
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^^ /
en utilisant cette propriété que -c-u^ ne change pas de valeur

quand le point u se meut sur une ligne tout entière à l'infini. Ces
équations représentent un demi-cercle dont le centre a pour abscisse
i 4- ? et pour ordonnée o.

Deuxième cas. — Pour ^ = TC, 9 compris entre o et —ce, on a, en
prenant la seconde détermination de l'intégrale,

^^14, 6—î 4- v^-^ •—7+ T. — arctangy^-^-- i,
y == o.

Ces équations représentent la partie de l'axe des x entre le point
x = 'i -HT et x ==co; .c'est aussi une paroi solide. Pour ^ == TT, ç •== o
et aussi pour ^ == o, cp == o, —c, est inûn i ; (^ •= o et w === ÎTC sont les
-euls points dans les l imites du domaine de w pour lesquels cela se
produise : le point x === 2 + ir, y = o est celui qui est représenté par ^3.

TroLuêmecas. — Quand ^ = TC et que (p est posit if , le radical ^er^—j
devient imaginaire; les valeurs de x et de y changent notablement
lorsque 9 passe par zéro.

On. a.
. ! /, ,,, :I -t"- UarcUn^î«:=^L^~_^»

d'où
x '.= i 4- e"•"";î)-+" TT,

y 4. ̂ /"l — ̂ "^
y==V/7=^::^«--L-à" j-^^/i'IL^y

(yest une l imi te libre du je t ; en part iculier , pour ^ = -n: etç == -+- ce,
aon a

x = r + TT, y == x — La — ,9.

Si l'on donne à 9 une valeur constante, très grande, positive, et si ^
décroît de TC à o, on trouve

x r« ï 4- 4^ y=-\— L-2 — ç.

Ces équations représentent une parallèle à l'axe des x, de longueur r.
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pour y = — oo; à travers cette ligne, le fluide coule avec la vitesse i ,
dans la direction des y négatifs. Pour op == 4-co, ^ = o, on a

x = j , y=î— La -—9.

Quatrième cas. — Si ^ == o et cp > o, on a

x =-1 — e~~^y

y^/T^F-T^L14-^2 j _ ̂  _ ^-ay

La ligne ainsi représentée est la seconde limite libre du jet. En éli-
minant y, on trouve

i , i -4- \/a ,'r — .2"2

y ==: \/a^ — x12- — - L ...., .........„,.„._ -
a j — ̂  ̂  — ^.â

Faisons une remarque q u i s 'appliquera au cas général correspon-
dan t à \^ fig. 2.

Aux points ^3 et z^ les lignes de courant qui passent par ces points
ont des tangentes déterminées : ce sont les parallèles aux lignes p;i et
p4 du plan *(. M.ais s^ et ^4 sont des points singuliers et certainement:
les seuls que ces lignes de courant possèdent, comme cela résulte de
ce que partout la tangente est parallèle à la l igne p, en supposant,
comme dans la figure, qu'on ne puisse mener aucune tangente d û -
point Ço à l'arc ^t ^ ^.

Cherchons les rayons' de courbure en ̂  et en ^.
Soit dl un élément; d 'une ligne de courant et d^ l'accroissement

que subit sur elle le potentiel de vitesse, comme ï- est la vitesse, on a

d(û
"(II ou dl =:=: pd<^.

P

Si 0 est l'angle déf ini au § V, on a pour le rayon de courbure l'ex-
pression ^J- Comme on est sur une ligne de courant, ^ == const. et
l'on peut prendre dw à la place de rfy, il vient

clw
. , , • ! ! PMd9'
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Introduisons d'C, à la place de rfû. On a

ç=pe^
d'où

L Ç = r , L p + 18,
d'où

S ^
. I 23

dt _ dp

ï ^ 7 • £^.

Si, comme nous l'avons supposé, ^appart ient à la surface libre
du jet, p == i, d'où

clp^o et dQ^—i—ï

ce qui donne, pour le rayon de courbure,
., dw^-dt

Si le point z vient en Zy ou en s/., le point Ç s'approche indéfiniment
(.lu p o i n t '(;, ou du point '(<, de telle sorte que — devient infiniment
pe t i t , en supposant que l'angle au sommet du croissant qui représente
le domaine Ç soit inférieur à TC, puisque les parties correspondantes
des domaines de '( ou w, pour lesquelles 'C diiïere in f in iment peu
de '(., ou de "Ci, doivent être considérées comme parties de secteurs qui
sont (•(•présentées l ' u n e sur l ' a u t r e par la relat ion qui existe entre '(
et w. 11 suit de là que les rayons de courbure considérés sont i n f i n i -
ment petits.

Si ( / /appar t ien t à une paroi solide, on n'a pas dp = o. Par la ditï'é-
rentiat ion de l 'équat ion entre p et 0 qui représente le deuxième
cercle qui l imi te le domaine de "(,, on obtient une relation entre rfp
et A de laquelle on tirera d0 en fonction de d ' ( , , à moins que le
deuxième cercle ne dev ienne une droite, dans lequel cas son équation
est 0 = const., d'où rfO === o. En général, on obtient ainsi , ici aussi, une
expression pour le rayon de courbure qui contient ̂  en (acteur et
qu i , par suite, s'évanouit quand le point z vient en z, ou en s/,. Dans le
cas exceptionnel indiqué cependant le rayon de courbure est infini et
passe de l ' inf ini à zéro quand le point s arrive en z;, ou en z,.
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VIII.

M. Kirchhoff donne encore les exemples suivants :
i° Supposons le domaine de w l imité par les lignes

q;=—-, cp=:—œ,
.'i

, 7T
q; == -4- - ? y==4-œ,

3

et par les deux côtés de la ligne pour laquelle 4' = o, ç > o Çfîg. 7).

^ 7-
[^

ĵ JX I

tp^-ZE

Le domaine qui se déduit du précédent, quand on ne compte pas
la ligne ^ == o, ç ^> o comme appartenant aux limites, est représenté
sur un cercle dans le plan Z par la re lat ion

o ^=;--î-|'
et de telle sorte qae :

pour 9 == — (x>, on a Z == — ï ,
)) Cp :== + CO, )3 Z =:,: + l,

.7T ., .» W == t —, )) / =r z.
2

Le rayon du cercle est par suite :r, son centre est le point Z == o, et
répond au point w = o. Si. ^ === o, y ^> o, Z est réel et plus petit que :i: ;
à la ligne ^ == o, ç> o répond, le rayon qui va du point Z = o au
point Z = = - + - ï . Par l 'équation (î) le domaine de w considéré sera
donc représenté sur un domaine de Z, qu i est l imité par le cercle
indiqué et par les deux côtés du rayon indiqué. Ce domaine, à son
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tour, sera représenté par la relation

(%) 7=7^

sur un demi-cercle de rayon i dans le plan Z', c'est-à-dire sur un crois-
sant d'angle 7r et pour les sommets duquel on aura Z'= ±: i. En éli-
minant Z entre (i) et (2), on a la formule

(3) ew={±^'

qui représente sur ce demi-cercle le domaine w. Et ce domaine w
pourra, par suite, être représenté sur tout autre croissant, et de telle
sorte que trois points de son contour répondent à trois points de l'autre
contour.

Comme limites du domaine de Ç nous prendrons ce demi-cercle de
rayon i et un cercle de rayon infini et nous supposerons que si ^,
*(^ 'Cs sont trois points du demi-cercle,

pour (p = — w, on a S == Si,
)) ^ < o, <p = 4- w, )) Ç -== Çs,
)> ^ > o, <p =:••+- co, )) Ç == Ç.-$.

Le caractère du domaine de s se laisse déterminer facilement d 'une
manière générale, La,/^. 8 montre les domaines de w, Ç et 2.

Fig. 8.

_^.^___ ! ___, ç

De l ' infini vient un jet, qui y a la largeur TC, la vitesse i et la direc-
tion p i ; vers l ' infini se dirigent deux courants qui y ont la largeur ^, la
vitesse i, les directions pa et p^. La paroi solide est située tout entière
à distance f in ie , elle est droite; sur elle est un point répondant à w == •o
où la vitesse est nulle et une ligne de courant s'y divise en deux.

2° Étudions plus complètement un cas particulier de ce qui précède-
Supposons les l imites du domaine *€ comme dans la/^. 8. Suppo-

Ann.de. l'Éc. Normale, 30 Série. Tome X. 0 . 1 7
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sons que le domaine de (P soit le plan indéfini l imi té par les deux
côtés de la ligne ^ = o, cp > o. Soit de plus

pour1 (•v •=:= oo, Ç =: — ^,
)) n-' =: j, Ç -:= ±: î .

La dernière condition peut être remplie, car le point w == î est deux
fois sur la limite du domaine w, et par suite doit correspondre à deux
points sur la limite du domaine 'C-

La relation entre w et *(, par laquelle les domaines des deux va-
riables sont représentés l 'un sur l 'autre, conformément à ces hypo-
thèses, se trouve de la façon suivante. Le domaine w sera représenté
sur la moitié du plan des Z par
(4) w:^V,

de sorte que :
pour w=:cc on a Z •.=":; w

)) W r= t j) Z == 3b 1 ,

Ce domaine de Z est un cercle de rayon in f in iment grand; le crois-
sant, que le domaine de Ç forme, sera représenté sur celui-ci par

(^l)1-^.
de telle sorte que :

pour Ç ̂  —• / on a % = co,
)) Ç =: -t." î )) Z =: -h ï ,
/> Ç r.r; • — I )> Z ="'": -"•- 1 ,

De là on tire la relation entre *( et w
/ i-çy :i-^

(0) ITTÇ; = Tïv^- 1

On en déduit

(7) • Ç^aÇ_^ i= :o
V^T'

(ît

(8) ç:r.:——4.^/.i^,.
</^ V ^
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Le signe du second radical est déterminé par l'hypothèse que
( =r —. i a lieu pour w === co, celui du premier par la condition que pour
w == o *€ doit être infini et non pas nul , car dans le domaine de *( il
n'y a aucune valeur de Ç dont le module soit inférieur à i. Supposons
encore que z et w s'évanouissent en même temps; de (8) on tire

(9)
—, / 1 . /-2 ̂ /çy ̂  çy i / — _ _ i 4 - arc sin\/w.

tp

où l'arc sinus est nul pour w ==== o. Pour la paroi solide, \jw est réel et
varie de — i à + i; pour la paroi on a également y == o et x compris
entre — 2 — TC et 2 4- ^ -

à 2

L'à/ig. 9 représente, pour le cas présent, les domaines de ^, '( et s.

Fig. 9.

ç

Un courant de largeur infinie, qui à l ' infini a la vitesse i et la di-
rection Oy, rencontre une paroi de largeur 4 ̂ ^, qui est perpendi-
culaire à l'axe des y; sur les limites libres qui partent des limites de
la paroi, ce courant touche un l iquide au repos.

IX.

Considérons la pression que supporte la paroi solide placée dans le
l iquide que l'on v ien t d'étudier. La pression^? en un point quelconque
du fluide en mouvement est donnée par Inéquation

(0

ou

p ' i |Y^y.^?Y1^-'.Ll^/^^J
p_ ^j_

* 3 p 2 *

JÛans le liquide au repos, p est une constante qui peut se représenter
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par Co. Aux limites libres des liquides au repos et en mouvement la
pression est sur les deux côtés la même et p === t , donc

G() — G

d'où

^CO+HI--^

Soit dinn élément d'une paroi qui, d'un coté, est en contact avec le
liquide en mouvement et, de l'autre, avec le liquide au repos. L'excès
de la pression qui s'exerce du premier côté sur celle qui s'exerce sur
le second, ou, comme nous dirons pour abréger, la pression que l'é-
lément dl supporte, est

i i-- \di.
Pour déterminer à l'aide de cette expression la pression que supporte
une partie finie de la paroi, il est bon d'introduire w comme variable
d'intégration. Or cîl= p d ^ , ou comme, pour la paroi, ^ est constant,
dl= p d w ; d(f et dw comme dl doivent être pris positifs. La pression
que supporte l'élément^ est donc

- ( ? — - ) dw.
A1 P/

Supposons la paroi droite et parallèle à l'axe des x. Alors *C est réelle
et l'on a

p==±ç,

ou le signe est déterminé par la condition que p est positif. La pression
que supporte la paroi totale est donc

:4(t-ç.)^,f^-ï)
où l'intégration doit être étendue à la paroi et le signe est à choisir de
telle sorte que tous les éléments de l'intégrale soient positifs.

Dans-le cas de ^àfig. 9, on a de p lus
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or le long de la paroi w varie de — i à + i ; la pression que la paroi
supporte est donc, dans ce cas, égale à TT.

X.

Débarrassons-nous enfin de quelques hypothèses que nous avons
faites dans ce qui précède pour abréger les formules.

Si l'on écrit dans l 'équation entre ^ et w qui représente un mouve-
ment de fluide de la manière envisagée, - au lieu de w, où n est une
constante positive, la nouvelle équation représente un mouvement
dans lequel les lignes de courant sont les anciennes, la vitesse partout
proportionnelle à n, la pression que supporte une paroi proportion-
nelle à n2.

w
m m'Si l'on écrit dans la même équation -1 et --? pour z et w, où m esti ^ ^ i

une constante positive, la nouvelle équation représente un mouvement
dans lequel les lignes de courant sont semblables aux premières et où
la vitesse aux points correspondants est la même. Les dimensions
linéaires des lignes de courant sont proportionnelles à m\ la pression
que supporte une paroi est aussi proportionnelle à m.

Si la densité du fluide n'est pas i, comme nous l'avons supposé,
mais égale à p-, la pression que supporte une paroi est proportion-
nelle à (x.

Revenons maintenant à la considération d'un mouvement tel que
celui de ^àfig. 9, mais supposons que la longueur de la paroi so-
l ide soit /, la vitesse à la l imite libre du liquide en mouvement ou à
F infini ^, la densité du fluide (^ la pression que supporte la paroi so-
lide est alors

. In
1^7:4-+-TC
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SECONDE PARTIE.

i.
Considérons un réservoir de forme cyl indr ique; supposons-le inf ini

dans le sens des génératrices; enlevons la partie de cette surface cylin-
drique comprise entre deux génératrices voisines (A) et(B); nous obte-
nons ainsi, à la place de cette bande faisant partie de la paroi solide,
un orifice rectangulaire dont une dimension est inf inie . Le liquide con-
tenu dans le réservoir s'écoule par cet orifice. Dans toutes les sections
droites du cylindre, le f luide affecte, en général, la même forme et
possède les mêmes lignes de courant. Il suffit donc d'étudier le mou-
vement dans le plan de l 'une des sections droites.

Prenons ce plan pour plan de la figure. Soient A, B les points où ce
plan coupe les génératrices (A) et (B). Nous prendrons la ligne BA
pour l'un des axes de coordonnées rectangulaires; par un point 0 éle-
vons la perpendiculaire à BA; nous prendrons pour second' axe cette
perpendiculaire. Nous supposerons, jusqu'à nouvel ordre, le mouve-
ment parvenu à l'état permanent.

Les équations du mouvement permanent plan sont

( T )

^<I> ô^
à^ "+" à^ =: uî

Z-^ifff^^^fîYI^F^C.p 2 \\àx) \ày} J 1

où F désigne la fonction des forces qui agissent sur le fluide, telle que
Xdûû +Yrfy == d'F et où (^ est une constante, p la densité du fluide.

On peut mettre l ' intégrale générale de la première de ces deux
équations sous deux formes légèrement différentes, dont nous nous
servirons tour à tour. On peut l'écrire

W . ^=/^)+.A(^
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011
^=:^-4-y/, 5i=:^--y;

/ et/^ sont des fonctions arbitraires. On peut également l'écrire

(2) 7 7/=/(^)+/,(^),

où
s'== y -h- /.2?, ^i ̂ = y — ioc.

Les vitesses parallèles à Qx et à Oy sont les dérivées partielles de
cette intégrale. Ce sont donc

W
^Ih^^3^
^==^=^^)-^,(^)

dans le premier cas; et dans le second

[ ()V^^^i[f.^)-A^[)],
W àV

Çy=Z -————•y à y /.'(^)+A^(^)-

On en déduit , dans les deux cas,

V^= PJH- ^=4//(^/l(^) =4.//(^).A(^)•

D'autre part, les trajectoires ou lignes de courant ont pour équation
dx d'y

r̂ """ ï<r

On aura donc, dans le premier cas,
dx idy

f^r^J'^i) ̂  -/ /^)+/l(^) '

d/où, par une combinaison facile,

dz dz ou f\z)d^~-f\{z,)dz,=:o.7^)^/^)
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(3)

C. SAUTREAUX.

f(z)-/\(^)^t^

p. étant une constante.
Dans le second cas un calcul tout semblable donnerait pour l'équa-

tion des trajectoires

(3/ /(^)-.A«)=^

^/ étant une constante.
Si l'on considère X, p., X', [j/ comme des variables, des relations (2),

(2)', (3)' on tirera(3).

(4)

ou

W

i 2/(^)=Â4-^,
( 2/i (^)== À — ̂

( 2/(^)=7/4--^

( 2/,(^)==7/-^/.

Il est facile de vérifier que l'on a les relations suivantes, où l'on dé-
signe, suivant la coutume^ par A2 le symbole — + —- " u^"' (/y-

(5)

à\ (){j. <)î. ()[j.
àx à,w ày ày '
fà'k^ /dXy (ôy-V fàiJ.Y-(^^(^-(i)-4-^}-
A^==o,
A2 [j. -=. o,

V2

On aura, de même,

/ àV ày: àV àfJ.'

(5)'

àx àx ày ày " '

^Y+ ̂ Y^. wv , ^^v.-. y.
^^; ^^J " \ à x ) ^\Jy) ' - v ?

A^^^o,
A^J/=O, .

La première de ces relations (5) ou (5)'montre que les courbes
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^=const . , ^==const . ou. "/V^const., (J/== const. sont orthogonales
entre elles. Les autres montrent qu'elles forment dans le plan un sys-
tème isotherme.

II.

La surface libre du jet fluide qui sort du réservoir est, à la fois, tra-
jectoire, car la vitesse normale y est nulle, et surface de niveau, puisque
la pression extérieure est constante. Si p^ désigne la pression exté-
rieure, on devra donc avoir, à la fois, pour tous les points de la surface
de la veine fluide, les quatre équations simultanées

(6)

f{s) =:/i(^i) + C (C a ici une valeur bien déterminée),
x -\- iy === z,
x— iy=z^
Pô •C^F--?,/^)/^)

ou, dans le second cas,

(6/

/(^) =:/,«) + c,
y + ix-==.z\

y — ^==^u
^C^F-V^)/,^)-

D'une façon générale, on pourra se donner/^(^i) , par exemple, dans
le système des équations (6), arbitrairement, puis éliminer ̂  entre
la première et la dernière de ces quatre équations; on parviendra
ainsi à une éqaation différentielle dont la résolution permettra de dé-
terminer la fonction f(z) à l'aide de la variable z. On procéderait
d'une façon analogue relativement aux équations (6y. Ce procédé
donnera le plus souvent, si l'on ne choisit pas avec soin la fonc-
tion/i(^ ), des surfaces imaginaires.

Nous allons chercher une autre méthode.

S.l8Afin. de l'Èc. Normale. 3** Série. Tome X.
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I I I .

Prenons d'abord pour variables z et ^. Nous avons vu les expres-
sions (2y des vitesses dans ce : cas ce sont

V.=^=/.(^/i,,(^,

Vr=^=^/.(^)"-/L(^)].

Les expressions de ces vitesses doivent être des fonctions réelles de oc
et dey;/^ ^/Li doivent donc avoir même partie réelle et des par-
ties imaginaires égales et de signes contraires.

Nous verrons le cas général au § XIL Admettons d'abord, jusqu'à
nouvel ordre, que nous ayons affaire au cas particulier ou/et/, re-
présentent la même fonction.

Si nous posons, d'âpres la notation de M. Kirchhoff,

/(^)-:=cp4^+,

cp étant la partie réelle de cette fonction, i^ sa partie imaginaire, on
aura

/ (^==?~^
et, par suite,

À ~= 2<p, [J. — 2^»

Nous devons trouver des résultats analogues à ceux de la première
partie, les fonctions X et p. ne différant que par des facteurs constants
des fonctions 9 et ^,

Nous supposerons de même, dans le système (6)\ que/et/ représen-
tent la même fonction; d'où, ̂ /Çy^ix^^^+i^^f^y—ix^^^—vV^

À'.==29^ ^/r:: a'j/"

Supposons que nous soyons dans le cas où les variables sont s
et z,.
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On doit satisfaire au système suivant

(/(^)=/(^)-l-C,
x -h iy -=. z,

(7) x — y =^ ^ i,

S. r37

Pô +C,==F~V^)/^).

Ici on ne pourrait pas suivre la première marche indiquée au § II, car
on ne pourrait pas se donner arbitrairement la fonction/

Posons/^) == (P,/(^) == (^. On en déduirait inversement

^/.(^ ^i^x^i)-
On a, d'ailleurs,

f^)- ^x^) et fsï{zl)=^^1

Le système (7) devient

(8)

w=^4- C,
œ 4- ^y=== z,

^ — < / = ^ i ,

£°+C-F^ 3

l p r •1- 7/(^)f(^)

Dans le second cas, les variables étant z ' et z\, des considérations
toutes semblables conduiraient à un système analogue au système (8).
Ce parallélisme se poursuivra jusqu'au bout. Il suffit donc d'étudier le
premier cas. Une fois les résultats obtenus, nous n'aurons qu'à y
changer x eny etj en x pour avoir les conclusions du second cas.

Supposons, pour fixer les idées, que la force extérieure qui agit sur
chacune des molécules du fluide soit la pesanteur. Dans les formules
précédentes, F sera remplacé par + g x , g désignant l'accélération
due à la pesanteur : on suppose la pesanteur agissant parallèlement
à Qx.

I/équation (i), qui donne la pression^?, appliquée aux points où
p == p^ x = o, c'est-à-dire aux points A ou B, montre que l'on a

P» 1 V2 •
2 • A • :0.
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Si donc le mouvement du fluide est réel, comme ^V^ est positif, il faut
que po- •+- Ci soit négatif. Nous poserons, par conséquent,

jPo
p

.0==-^;

k sera positif. On aura

w •==. Wi+ G,
z =x -(-</==%(w),

(9) ^ z^x — < j = = % ( w i ) ,

. , .,——- =: -4- gx -h /C == 4" h- ['/(w) + 7 ((^i )] -+• /C.
X^^XC^l) 2 À* A.V i/J

En tirant ̂  de la première, la dernière devient

(IO) ^^^-^8>^^w}^v-^+k'
Nous sommes ainsi ramené à déterminer une fonction y^ de la va-

riable w satisfaisant à une relation telle que la relation (10), quel que
soit w.

D'une façon générale, en exprimant F au moyen de y/w) et de
j^Çw — C), on sera ramené à déterminer la fonction y^ de la variable w
satisfaisant à une relation analogue à la relation (ïo).

IV.

Étudions cette relation ( îo) dans le cas spécial où la force extérieure
est la pesanteur,

Posons
^(^/(^C)=:P,

fM+x^-C)^,
//(w) e t^^w— C) seront les racines de l'équation du second degré

(n) IP—SD+P^.o ,

Si la fonction ^ satisfait à la relation (10), on doit avoir en outre

^=8 fSdw^A1,
P 2 ^
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P^————— 2 ————.
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&L fSdw-^/C
2 ^

Si l'on pose S(^) == F^w), on aura
fS^w==F(w) ,

d'où
P=

^ F ( w ) + A -

L'équation ( ix ) deviendra par conséquent

( ï 2 ) I)5—!^)!)--!-
b -F (^ )+ / c

où. F est une fonction arbitraire.
On tire de cette équation

(i3)

^) = D / = = ^ F / ( ^ ) +

^(^-o^iy^i-F^w)-.

/r^w)
^F(w)+/c

^(w)
^ p (^ -+. /<•
2i

ou, inversement,

^(w—O^D 7 ^^^^)^

(i4) <

^^(w)
^ ^F(w)4-^

f(^) : D / / = ^ F / ( w ) — 'F'^w)
^ ^F(^)+A-

Mâis ce n'est pas tout. Il faut, bien évidemment, que si, dans la pre-
mière des racines (i3) ou dans la seconde des racines (i4), on change
w en w — G, on reproduise l'autre racine. Si cela a lieu, quelle que
soit la racine qu'on a appelée W, on satisfera à cette condition à l'aide
du théorème suivant; le cas où les deux racines D' et W ne jouent pas
le même rôle sera examiné plus loin (§ XII).
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THÉORÈME. — La fonction F(îp) doit être une fonction périodique de w,
de période aC, si les deux racines D/ et V jouent le même rôle.

En effet, dans le système (ï3), si l'on change w en w — C, D' se
transforme et devient D"; on doit donc avoir identiquement
(a) D^tF-C)-!)^^).

Changeons dans les deux membres de cette identité w en w — C, il
vient
(p) D^^ -aGî^D^w-C) .

Dans le système (i4); si l'on change w en w --- C, D^doit se changer
en D/ ; on a donc identiquement
(y ) ]y(^c)-iy(^).

En rapprochant les identités (?) et (y), on en déduit
W ( ^ — ^ C ) ^ W ( w ) ,

qui montre que TV est une fonction périodique de w, d'amplitude 2 G.
On démontrerait qu'il en est de même de IV par un procédé tout sem-
blable.

Par suite la somme IV 4- ï)\ c'est-à-dire F^^), doit être périodique
par rapport à w et avoir la même période aC- II en est encore de môme
de !a fonction primitive F(w), ce qu'on peut voir à l'aide du produit
lyiy qui doit être également périodique.

Le théorème est donc établi.
D'après ce théorème, si l'on pose F(w) •+- — === O2^), la fonction

^'.0((^) sera périodique et aura 2C pour période. Supposons de plus
que, lorsqu'on change w en ^ — C , 0(w) change de signe, ce que
j'exprimerai en disant que la fonction 0 (<^) admet — C pour demi-
période; je dis que les deux racines D/ et W se permutent effective"
ment quand on change w en w — (1

On aura, en effet,

( r 5 )

•n/ i f \ n / s m / s V^4 (w) ̂  (w ) — ^1) ' =: jj ( W ) ":::. 0 ( W ) 0 ' ( W ) - h -'- ' /

Q(W)

^(F1^)efï(w)~-'k„ . „ ^ , ,W=^Çw —C):::^^)^^)
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à la place du système ( i 3 ) e t , à la place du système (i4),

(16)

^(^ )@/2(^ . )__^
^ ,D' == yj ( w — G ) == Q ( w) 07 ( w) -i-

D^f(-) ^5(^)6/(^)--•^("^;^)^.

où ^ désigne la constante 4 -
u é'

Si l'on change dans (i5) w en w — C, 0 (w) change de signe. Il en
est de même de sa dérivée O'(^), car si l'on a, quel que soit w,

on en dédui t
(9(w--C)==5 —0(w) ,

e ' { w — c ) ^ — 6 ' { w ) .

Par suite O^^O^w) ne change pas. La quantité sous le radical
reste également invariable; mais, O(^) changeant de signe, D'et D" se
permutent. Conclusions analogues pour (1,6).

En résumé, les deux racines de l 'équation

07) IP-^M^M i.)+^=o,

où 0 (^) désigne une fonction périodique admettant une demi-
période, que nous désignerons par — C, satisfont à la relation (10)
du paragraphe précédent; et l'on pourra poser

(18 )
y/((P) ^.Q^Q^W)^

^(^_C)=:Ô((P)^(^)—

^(^)Ô^(^)—^
6{w)

^^^^^^^
^ ,

ou les égalités analogues où l 'on change y/(^) en / / ( ^ — C ) et in-
versement, ce qui revient à changer le signe du radical. Dans ces for^
mules^ 'X désigne la constante ^"



S. l42 G. SAUTREAUX.

V.

La relation (10) étant résolue, nous allons pouvoir résoudre facile-
ment le système (9) et en déduire l'équation générale de la surface
libre de la veine liquide.

Des équations (18) on déduit, en intégrant par rapport à w,

^ ^^.^fSSï^^a^^..

^ - C) = ̂ .(») -yV^^y-? ̂  ,. eom,.
»•

Ces constantes introduites par l'intégration sont faciles à déterminer.
D'abord, elles doivent être égales : car si l'on change w en w — G, la
première expression doit se changer en la seconde. Soit a leur valeur
commune. Portons ces valeurs de y^(^) et de y^(w •— G) dans la rela-
tion (10). Elle devient

frQï(w\ y
a ÈLî  =: ̂  [ ̂  ( w) -h a a] •+- k ou a g -h /c = o,

4 2

d'où

On aura donc enfin

09)

I r^ s (\[¥^QIÏ{W}—\, ky ( w ) = - à2 (w) 4" / '—-—L^—.—— clw — - ,a J 0(w) g

(P) 6^(»—?. À-•^-t^^(^-O^-^C^)- / ^—ilL^^J——^_-,2 <7 0(w) g

où le radical a un signe quelconque. Le signe f désigne, comme
d'habitude, l'intégrale indéfinie ou la fonction primitive sans con-
stante additionnelle.

D'autre part, toujours dans le système (9) relatif aux points de la
surface libre de la veine fluide, on a

,5 =^+ <y=7,(w),
Si==:^—^j==:^(w—C),
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2.2? r=^ ( ( r )4 - / ( (T ' - C),

2/j=^((r)~^(,p-C).

s. 143

On a donc, pour les coordonnées Çx, r) d'an point de la surface de
la veine l iquide,

a^^Ô^t ï ' )— aA ',
(20) , ,________

\/7, —O''(w) Q'-^w)--/" da\
0{n')

Dans le cas où les variables seraient ^' et ^, des considérations
semblables conduiraient à des équations qu'on déduira des équa-
tions (20) en changeant x et y en y et x, la pesanteur étant parallèle
ici à Oy. On obtient ainsi

(^oy
ay^^(n-)- .̂ ,

_ .̂̂ ^ ^

1 '̂ J ————^)———— dw-

ou O((-P) est une fonc t ion périodique jouissant des propriétés déjà
énoncées.

VI.

Du cas que l'on vient de traiter on déduira fac i lement le cas où il
n'y a pas de forces extérieures agissant sur le fluide.

Si Fon fai l , en effet, g= o, dans la relat ion (10), elle devient

(2II) ^^^^.^

Telle est la relation qui doit déterminer ^(w) dans ce cas. On en
tire

^(^)^(^.-C)-=j.

On n'a ici que le p rodui t des deux facteurs y/(w) et / / ( w — C ) ; on
pourra donc se donner a rb i t ra i rement leur somme aS7^); y/(^) et

S.IQAim. de l'Èa. Normale. 3" S crie. Tome X»
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yY^-.-c') seront les deux racines de l'équation du second degré
suivante
( 2 2 ) l)2—^^'):^- ^ =o.

On en tire
ir^O-p) =s^p)+ i/s^M-F

1)^=^(^—0) •=: S^w)— i /S^^w)— ̂

ou inversement.
Mais il faut de plus que la fonction S'(^) ait été choisie de telle

sorte que, en changeant w en w •— G dans la première racine, on
trouve la seconde.

Posons S'2^) - ̂  := (^(w), il , vient

(23)

j iy:^(.p) ^ i/o^(^)4-|0^(w)^ ~ ±:0'(w),

( l)̂ :. ̂ (^ • • • • • ^)rr-1/^^^) + 1 =F ^((-T.Q,

où le radical a un signe quelconque, mais le même dans les deux for-
mules. Si O^^) admet — C pour demi-période, c'est-à-dire si, elle
cliange de signe quand on change w en w — C, ces deux racines se-
ront permutées par ce changement.

En intégrant par rapport à w, on aura

^ ( w ) = f À / 0^(w) +• ̂ clw ± Q{w) 4- const.,
( 24, ) • /* .„„„„......„„......„„„,„.. (consi. = a) ;

'/^w — C) ::=: j i/e'^w) + ̂ dw ::? 0(^) -4" const.,

Ô((-P) devra être aussi périodique et admettre une demi-période, que
nous désignerons par — C. Les deux constantes introduites par
l'intégration doivent être les' mêmes, puisque y/w) doit se changer en
y Ççy ̂  C^ quand on change w en w — C. Soit a leur valeur commune.
a est d'ailleurs quelconque, car les constantes disparaissent par la
différenliation et la relation ( ^ î ) ne les détermine pas. Quand on
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change w en w — C, la quantité sous le radical ne change pas; il en
est donc de même de son intégrale; 0((?) change de signe; 7,(w) se
transforme donc en y^( w — C).

O^'w) étant périodique d'amplitude rsC, S^w) sera donc aussi pé-
riodique de même amplitude. S'2^) et O'2^?) admettront — C pour
période.

On déduira facilement de là l 'équation de la surface de la veine
fluide. On a, en effet,

^=^+<r=•:x((p).
^•= x — (r :-=:%( (F— C),

d'où

d'oh

(25)

a, r—^(w) -.^((r—c),
^r-=:%(w) — y ^ — c ) ;

1 /' / " ^
l ^ r-r: 1 À / 6)72 ( w) -h " ̂ (P 4- a = S ( (.?) "i- a,

j <y=0((p)= ^i/S^((r)- ^AT'.

En changeant ^ eny etj en oc, on aura les résultats dans le second
cas; ce sont les suivants

W ( r::=lf\/Q'y =•::: ^ & / Q^ ( w) + 2 cùv •-!- % := S ( w) + a,

\ !' r i——~—
ix .::= 0 ( w ) == / i / S^2 ( ( Y - ) — - ̂  T •.

» i \f k

II est bon de chercher dans le second cas quelle serait l 'analogue de
l'équation (ûa).

r . ï ï » ^ • / \ T. ^ . ^i » ^ ^ T '̂r ;"' ^'YLes racines de 1 équation (^2 ) sont -r- et —» c est-a-dire ——7——->1 \ / ciw dw dw

—w•l^/•. Celles de l'équation cherchée, à, doivent être — et — —1;dw * dw dw
, , -i. dy ~4- i dx , dy -— i dx r\ Tc esi-a-dire -/—,—— et -- —•—,——• On a donc

dw dw

^, dy - ; i dx i [ doo — i d y '\ ... //
0 '•"- - """1"1"1'" •"""""• ,—————————— ^-~ • — — — • — — — — — — — — t \) y

dw d^v

^•". _ ^^L""" ̂ ^ — ^•^^1^^) ••- - ' î v
(î/tï-' "" d^v
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On a donc D --= — iS. L 'équation en S cherchée sera

( 22 / ô" — 2 /S^ ( ir) o — - -=: o.

Remarquons que l'équation (a î>) ne diffère pas de l'équation qui
donnait l 'inconnue *( de M. Kirchhoff; car Ç désignait également —•

L'équation en D étant ainsi in t imement l iée à l 'équation en *( de la
première Partie, on pourra en déduire les conséquences déjà indi-
quées. En se donnant les limites du domaine ^, on en déduira, comme
on a vu, les limites du domaine de -s, c'est-à-dire les limites du fluide
en .mouvement. Nous reviendrons sur ce point au § VIII. Bornons-
nous, pour le moment, à des exemples simples de la détermination de
la surface libre du fluide.

VIL

Premier exemple. — Prenons le cas d ' u n f luide soustrait à l'action
des forces extérieures. Posons

0 ( ( P ) r= H, sil'HT'.

C'est bien là une fonction pér iodique adme t t an t u n e demi-période T:
OU — 7T.

On a
,y r-; f i / " • -Pcos a^• 41- — </(Y'-i- a,

y ::;.,.; À sirur.

Nous supposerons À réel. On peut également supposer, pour sim-
plifier l'écriture, que k est pris égal à 2. On a.

x =: y\/.i — À2 cos^ w dw -\- a,
y :::::: À skm\

On voit que oc est donné par une intégrale e l l ip t ique ; si l'on pose

w r= — — //, d'où chv—::. •'— du,

on a
,y r-:; — j \/ \ — //•î ̂ \n^ u du,
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intégrale e l l i p t i q u e de seconde espèce, dont le module est X, changée
de signe.

On peut calculer facilement l 'équation différentielle de la surface
libre. On a

y d'ysin (v ^~ - 1 d'où cosw clw =z —- 5
A . A

d'où

On en déduit

dw : dy
^^

ï • / J —^-^-y 2 , ,dx^^-^^dy,

telle est l'équation différentielle cherchée, d'où l'on déduit, même
sans intégrer, la forme générale de la courbe.

Bornons-nous au cas particulier où À === ± T.. L'équation différen-
tielle se réduit à la suivante

y^ydx :=^^

qui s'intègre immédiatement et donne

(.y -^o)2-}1--/2^!;

c'est une circonférence ayant son centre en un point de l'axe des x et
de rayon r . II. est évident que si, dans ce cas, le mouvement était
symétrique par rapport à O.r, il ne pourrait y avoir écoulement; mais
nous verrons plus loin (§XIV) qu'il y a en réalité mouvement de
rotation, comme dans un tourbillon.

Deuxième exemple. — 11 est naturel de chercher à retrouver les
résultats déjà obtenus, d'après M. Kirchlioff, dans la première Partie
de ce travail .

Le principal exemple est celui qui correspond à l'équation

Pour que l'équation
Ç 2 — aÇéT^-4-I ==0.

ir^^s'ç^fi^ ̂ û
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coïncide avec e l le , i l suffit de poser
S'M-r:^1', Â-- :=a.

On en tire
y/ ( ̂  ) -rr I)/ = ç- "' 4- ^^ZT^

^ ( ̂ ._ c ) = D^ -= e- w — ^IF'^^ï.

La fonction e ' " ' est périodique, de période 2rrc; elle admet une demi-
période qui est m ou — i^. Si l'on pose

e-^'—ï ^e^Çw),

ô^p) sera périodique et admettra une demi-période. C'est ce qui
résulte d'une propriété connue. Posons, en effet,

^-2 W I— ï •:-::. R (cosO -[- ^ s i t ï ô ) ,
on en déduit

.̂.,........̂ ._..._- 1 / ^ o\
t/^-2-«'-- .r ;̂,: '({a ces ~ -l" i sin - ) •
v \ 9. 2/

Lorsque w varie de w, ^w varie de anr et 0 varie de Oo a, O^ 4- 2-n:,
- varie de -° à J) "r- TT : le radical part donc de la valeura a a -

RVcos^^^sin^^1, ?. -2 y
pour arriver à la valeur

-R^cos^-^ io^) ;\ 2 a / '

ainsi le radical change de signe quand on change w en w±iit.
(VÇw) admet donc pour demi-période — 17:.

Les deux racines D' et lY se permutent donc lorsqu'on change w en
w — nr.

Intégrons les, deux racines. Comme O'(w) == \/er"^ •-.. - T , on aura

0(w) ̂  ^.- ^^::l^;^r"T4.- arc lang^^^ '̂i.

L^équation de la surface l ibre s'obtiendra en employant les for-
mules (aS)

,;y -:••;•: — e-'^' 4- <y.,
y ::;,: ̂ 7'Z:^-^^ ^rc tan^^/^""211''11—''"!.
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Remarquons que

i arc tangye™2"' •— i =: -1- L •1—— -̂-'-::^^ ^

d'où

„.„„„-..„, i ^^-^-^;
y = ^ i — e-^ -— - L —————-^ ;
' ^ I, - ̂ /I--e-2"'

ce sont les équations, dans notre système d'axes, de la surface libre
du jet, déjà trouvées dans la première Partie. On en déduit, en élimi-
na n tw,

— — — , i .4- ^/i ̂  ( a — x Y
y •=. y i — (a — x } - -— — L ———-———--—————. *y ^ ^ I-^-f_:-(^___^)2

Pour a •-= i , on trouve la première portion de cette surface obtenue au
§ Vit de la première Partie; pour a== i - i - î î , on trouve la seconde
portion.

Nous nous bornons pour le moment à la surface libre : nous com-
pléterons plus loin, (§VIII) .

Troisième exemple. — Prenons l'exemple de la première Partie ré-
pondant à l'équation

Ç2- • ,^^(ae-• l- a ( l v- l-I)-I=o.

La forme de cette équation nous condui t à l ' ident if ier avec l'équa"
, ,, ^ . /(\ cl y -h idx i , .. i, \:tion (22 ) , a savoir ô =. —,—— dans notre système d axes]

o^ -ao /S^wî—l^o ,
/c

en posant
S'((.F )::::-2^^— ï, A'i= 2.

L'équation correspondante en .1) serait

y ̂  ^ j) ( ae-^ — T ) 4- î -= o,

avec 1) === ^—-^^ dans notre système d'axes.
Traitons, par exemple, la seconde. On voit que S^) est périodique
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et admet la période -± ̂ , qui sera demi-période pour

Qf ( w ) = t/S71^)"^"! -=- 2 e- w ̂ F11^" ,̂

on le voit, comme dans l'exemple précédent. On aura
1 D/ = 2 €- îw — 1 + 2 e- w ̂ e"^2^7^,

1)// == a e- ïw — ï — 2 e~ w ̂ e:=:^^=~ï.

On aura donc, dans notre système d'axes, pour la surface libre

x --= /"( -2 (T-^ 1— i ) dw 4- a,

iy==. p^^w^/^^ZZ'] dw <

OU
.2- =. --• ^-";:ul --" (^ + a,

^y = — ff- u^^uî-^Y ̂  ̂  ̂ - u, ..̂  ̂ /̂ in"r:7^

ou, en prenant le signe — devant le radical

x^-: -—e"-2 '^—^'- 4- a,

y :r:: e-w^TZTfp^ — arc tang '̂̂ VT^^""'̂  ̂  e^^^/T— e1"^ •- arc cos^-'^.

Quatrième exemple. — Supposons que la pesanteur agisse et servons"
nous de la formule (20).

Posons
^(^,)=:i« (T^.

On en tire
2^(^)^(^• t)=^ ( t l ,

et réquation (17) devient
jp^ ^H-i) + —4—- ̂  o.^ ( i—e - H )

Les formules (90) donneront pour la surface libre

ou
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Les formules (20)' auraient donné de même

2 y =: î — e"'̂  — —'- 5.̂
^ ^

x -==. j \ ————— — ———c'^r.J V i-^" 4
Si, dans les premières, on fait k == o, il vient

9.œ—ï —e-^,
^ — ^ r ^

y "=: / À / —————— -~ —7— r/H'.j y ï -- e'~'w [^•
On en déduit facilement l'équation différentielle de la courbe. On a

e-^—. i —.a.-r, '

d'où
, a dx

dw =: ———— ?
î — ix

donc _____
/ À Ï / ^ 2 ^*^

^y == i / -- — 7 ( ï — 2 ̂ )2 ————— •
•/ V 2 ;r 4 r — 9.x

Pour .'r == .i, jest infini. Nous aurons occasion d'étudier plus complè-
tement cette équation (§ VIII).

Si k = A^ on aura de même2 .̂. ^^
^y —— ̂  A / ———..-,——— —— Oî6 —— î
•/ Y î, -4- 9,X X

qui se déduit de la première équation différentielle en posant
x "= x1 4- {- ;

c'est la même courbe, les axes ayant été déplacés parallèlement à eux-
mêmes.

De même, si k est quelconque, les deux signes du radical donne-
ront deux limites symétriques par rapport aux axes.

On peut passer de ce cas au cas où il n'y aurait plus de pesanteur;
considérons g comme l'accélération d'une force qui tend à s'annuler.
A la limite, l'équation (17) se confond avec l'équation (as); on fera
donc tendre g vers zéro, à condition de poser lim^O2^) == 2/c sous

Ânn, de UÈ€. Normale. 3» Sérîft. Tome X. s ̂ °
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le radical. Il vient ainsi
^^/4_^,,

\ a/i 4
d'où

car k -= ^ , et enfin

_______ , , l /, _ ̂^-./,-€-! , ' T y ^.^-v -^-^,-7^
Sans multiplier les exemples, montrons dans le paragraphe qui su i t

que, chaque fois que l'on se sera donné la fonction O(^), on pourra
étudier le mouvement complet du f lu ide et assigner la forme que
présente le réservoir.

VIII,

La fonction O(^) connue, le mouvement est déterminé. Nous ve-
nons de voir d'abord que la surface l ibre est déterminée. Les équa-
tions (19) montre que -s est déterminé en fonction de w. Inversement,
on déduira de ces équations w en fonction de z, soit directement, soit
par un développement en série. On aura donc w =y(^), et,'par suite,
^, ==:y^). On connaîtra donc À ~= w -+- w^ -:-:;--y(^) 4-y(.Si).

On pourra en déduire tous les éléments principaux du mouvement.

Trajectoires. — Elles ont pour équation, comme nous avons vu,

f(z) ̂ /(^) + G1 ou. w - ̂  -.h C\

et tout est connu maintenant dans cette équation : les trajectoires
sont donc déterminées.

Remarquons en particulier que, pour (7-"=o, on obtient , entre
autres trajectoires, y == o. Si C'^Co donne une surface l ibre , où
p ==pQ, C^ == Co+"2C donne une autre surface libre, car, en changeant
w en w — r»C, ^(<^) et 7,(^) ne changent pas et la formule qui
donne p ne change pas,
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Les trajectoires orthogonales de ces lignes de courant seront les
courbes X == const. ou /(^) -i-/(^i ) == consl.

Vitesse. — On a

^-f'^-f'^ ^='V'^-/'(^

et l'on sait que ,— représente la composante de la vitesse parallèle à

l'axe 0^, et -y- la composante parallèle à l'axe Oy.
Or/est connu. Donc ces composantes en un point quelconque oc, y

du fluide sont connues.
Pression. — En portant ces valeurs de -y-^ y- dans la seconde des

équations (i), on en déduira l'expression de la pression en un point
quelconque (.r, y) du fluide.

On n'aura pas, en général, une pression constante le long d'une
trajectoire autre que la surface libre. Ce caractère permettra de recon-
naître quelles sont les parties des trajectoires l imites qui pourront
être considérées comme parois solides ou comme surfaces libres.

En se donnant 6((p), on détermine donc le mouvement du fluide.
On pourra appliquer à la relation qui lie z et w la méthode de
M. Kirchhoff et déduire le domaine de -s de celui de w. Reprenons,
dans ce but, les pr incipaux exemples déjà indiqués.

Notre premier exemple sera examiné plus loin (§XIV). Considé-
rons le second.

Deuxième exemple. — Nous avions

^=^(^)^^l•-+^ïw^î,

d'où ____ ____
s :;:= ̂  ( w ) r:: a — e-'^ — ̂ r'^ — i -+• arc tang \Je^ ̂  — i.

Supposons que, pour w=o, on veuille avoir s==o, on doit faire
a == ï, d'où

z := se + iy ::-".: î — e^ — ̂ ^1^7 4. ârctang /(?~2W — i,

avec w^Q^i^ Les trajectoires ont pour équat ion, comme BOUS



S. l54 C. SÀLTHEAIJX.

savons, w = w, -r- C' oa w^ = C'. La surface libre peut avoir pour
équation
(a) w= Mp,i-+- Go,

où Cy est arbitraire; car cette équation équivaut à
( (3 ) w •— Go -1- C == wi -h C ou (Y'a = (T''! -+- C,
en posant ̂  == w — C;, •+- C. L'équation (jî) est bien de la forme con-
sidérée aux §§ II et suivants. Or changer w en w^ revient à prendre,
au lieu de/(^),/(^) — Cy 4-C ou/(^) — S, c'est-à-dire au lieu de "X à
prendre ̂  =X-4- S (§==== C^ —C); or À n'intervenant dans le mouvement,
abstraction faite des axes coordonnés, que par ses dérivées, la nature
du mouvement reste la même quand on remplace "À. par \^ qui n'en
diffère que par une constante additionnelle. La période de e^ étant
21 TT, w = w^ 4- Cy 4- 2?TC sera encore une surface où la pression sera
constante. Soi tCy== o, les deux portions de la surface libre correspon-
dront à ̂  == o, 1> == -TC. Nous limiterons donc le domaine de w par les
deux parallèles^ === o, ^ == rc.

Nous avons vu, d'autre part, que l'on a
<)o . à^ à'^ . ()/._i,,.., i_ , _i^ _„.,„„... _j_< / _

ch _ àx à y _ ^ àx à y ^ ,, . .
"dw ~~~ T^-Y—^ — a ^T— — ^ "h r^ ̂  A-)'

\àx)^\ày)
On en déduit

riÀ (R
^ —— 2 —— ,

• ;. àx <-'a; ^y 2 (-y .„ 4
,̂ ..„...„„. ^^ ,...,-.„. c» ,̂ ,_L '/'i —1-™ ——.L-. " 1 1 - 1 1 • - •' "/"i •' L i**' "'— ,__Ç —— -y^ .—.^v^y / J — — y^ ...^-^•y fj -f-^ -̂ y^

Enfin le rapport de similitude des plans z et w en deux points cor-
respondants est égal au module de — en ces points.

Les équations à étudier sont :
1° Pour ^ == o,

D = ^ "4- m =: u^ ± ̂ ^ï^'_} ^

x 4- i ' y == i — e~^ iç: ̂ e-'^— i jr arctang V/^-2;s;' — s.

L'important, évidemment, sera de séparer les parties réelles des
parties imaginaires, et pour cela de résoudre l'inégalité cr^ — r >o,
ce qu i donne ç <^ o.
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Si ç varie de o à 4" ce, on a
^=e-^ ^.=^7"^"?^;

^ est positif, prenons Y] négatif, c'est-à-dire le radical avec le signe --.
On aura, par suite,

/———— i. „ i 4- v/i — e-^x == i -— ^•""y, y •==. \Ji — e-2^— - L ——-—_ •J • ^ i-^/i_e~2?

La pression^ est donnée par la formule
0 ^ 9.

-p-+^-qr^=0'
d'où

• /-4-Ci 4-à "= o ou p •==- const. ;

c'est une surface libre, comme nous savons déjà.
Si cp varie de o à — co, on a

^ =: e"~^ + \/tô•~•3y— ï, rj ==: o ;

^ est positif. La vitesse a donc une direction constante, mais son in-
tensité varie : la pression n'est donc pas constante. La portion corres-
pondante de la trajectoire doit être considérée comme une paroi so-
lide. Cette paroi a pour équations

x = ï. — e^ — ^/e^^ — i ••+- arctang ^/é?"^ — ï, y = o.

On a pris, en effet, \fe^ — ï avec le signe 4- ici, car, pour
<p == — co, on doit avoir ^ == 4-co. Ces équations représentent la partie
négative de l'axe des y.

2° Pour ^ = TT, les équations à étudier sont
^ 4- l'û = — ̂  ± ̂ F .̂̂  ^
^ ^. iy ̂  ï ̂  ̂  -.̂  e""? rp ̂ e^ — i ± arc tang' \/e^ — ï.

La seconde peut s'établir de la façon suivante. La trajectoire ̂  =K
doit passer par un certain point B de l'axe des x. Pour ç==4-co, la
première partie, déjà trouvée, de la surface libre a une asymptote pa-
rallèle à l'axe des^y, x == ï ; la largeur du jet à l'infini estrc puisque, à
l'infini, le rapport de s imi l i tude du plan z et du plan (-P, — ou |D|,
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est i. La seconde partie de la surfacelibre devant être symétrique de
la première, on doit avoir, en appelant N son asymptote, M l'asym-
ptote x = ï Ç/iff. 10),

BN:=AM=:i, d'où OB=24-7: .

Fig. 10 .

0 (VI I N B

Ainsi, pour ^ == TT, <p = o, on doit avoir

s :=:-: 2 4- TT, d'où. a =: ï 4- T:.

De plus, pour 9 > o, on a

^ ^= — ê-¥, y) = ̂ ï^'^ïîp.

Ç est négatif, Y] doit être négatif : nous prendrons donc le radical avec
le signe —. On en déduit

X = ï + 7l 4- <-9, y ::= ̂ ^ _ 1 ̂  i±yïE^ ,
'2 I ..„ ^/ï „...., ^-Sl.q3

surface libre déjà trouvée.
Pour y < o, on a

^ ̂  ._ ̂  ± ̂ /^îcp.:^ ^ ^ ̂ , ̂  ^

on doit prendre le radical avec le signe -~, car, pour ç == ~ 30, on
doit avoir ^ == — OD. On a donc

^ =: ï • ^ 4- \Je-^ —'7 -- arc tan g /^^'^"ï, .z' =: o,

qui représentent la partie positive de l'axe desj depuis le point d'ab-
scisse 2 4- -n; jusqu'à l ' infini. C'est une paroi solide.

Remarquons que le coefficient de contraction de la veine est
7T

2 4-"7T
^ ô , 6 ï ï .
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Proposons-nous de chercher la vitesse au point I, m i l i eu de l'ori-
fice OB.

i° On obtiendra IJ pour trajectoire en faisant ^ = ^. Les équations
générales

A -: ^ -i- i'f} "= e-^ ± J^^ZI-]
cw

s •;:— x 4" iy =: a — e•~~w q-: ̂ /e^^' — i ± arc tangv^""2'^ -— r

deviennent

^ -4- l'n i :" — î ""̂  ± i^e-^-^ri,

x^ 4" (/i -=- a + ̂ ""^qr ^\^-2y-+-1 ± arc tangîV^"29-!- 11 •

Nous prendrons clans la première de ces deux égalités le radical
avec le signe -"; car, si nous prenions le signe -h, nous aurions pour
Y^ une valeur positive. Il vient donc

ou

(0

et

car

^ 4- i'n i = — ie^ — i^e^ + î ;

i ^=o,

/ ^^^^e^^^/e^^i

————— î 4-i/^-2y+.i -ïr
^•^ + yi = a -h /<?WCP+ l\/e^-Jr ï — ^L -..---v^-^——— -. (2fJ. + ï) ^;

IL '-t̂  =:" ^ L (-I-i-̂ ).2 - ^ L(ï 4- ^)2- ^
^ ï '— ^ 2 1 -"•-- l^ ^ 2

A ». 1 '"t""" »f' </ •v II " "' (t' 7 '•' y / \ <» 't' •r / o \arctang^::": -L—— ^^L^———^- - ;L(i4- ^)2- ^L(i- ̂ )

:=: < L ( i + ^ ) — - L ( î — u^ ).

On a donc ici, où a == ^""^ 4- J ,

arc iwsi\/'e=ï^^•^ iL (î -h ̂ e^^-^T) — ^ L(— e-2^)

,,̂  ^-^^^i[o+.(^+.)7r],
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____________ T „_! l/p—Si îp _1— Ï TT

^1-4-^1= a 4- ̂ -^-t- i\/e-^^ i — ^L ——Y^——— — (2^. -h ï ) ̂ .

Pour ̂ , on doit trouver
TT

car A, ;t.OI-=:i+ -;

on prendra donc d'abord a = x , connme nous avons déjà pris ;x = = — i .
On a

7T
.^-=T+^.,

(^)

Posons

il vient

— î.-^^eP^^'î
y, -=:. ^-9 + ̂ e-^ + i - L ———^———

e-y= L

w ï ̂  ^/x 4-. r2

7i —. < 4- \/^ 4- ï — L

2° Cherchons d'autre part le rapport des vitesses sur IJ et à la sur-
face. Je désignerai la valeur absolue de la première par V^ et celle de
la seconde par Vo. Je poserai

.. V.7 — l.1.
Vo

Or
4 = -^ -h ̂  = (e-?-!- \/êr^+ ï,)2^ (< + ̂ ^ -+- î)'

V?

d'où
v,-= ^ ,4. v^r^ ï"

Pour ^ == o, on avait

^=:^•~t?, , ^^^7•r:'le::•y,
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OU

d'où

on a donc

y^^=:—=^
' 0

V^2;

z=:
ï-i~ v/r2 4-1

3° Cherchons quelle valeur il faut donner à <p pour que ce rapport,
sur la ligne médiane IJ, prenne la valeur 0,69 que lui assigne l'expé-
rience. L'équation qui détermine y est

Z == o, 69, on t -l- v/^ -+- î "== —«- == ^,ô ̂ 09
d'où

^_( ^^———— ^__ , ^ 2 ^ ï
/ =:: ——,— et v^ -^ II ̂  /t' — ^ = /c — ——— == ——'2 A- v 2 A* 2/r

Portons cette valeur de t dans yi, et voyons quel est le point de IJ
où la vitesse a cette valeur. II. vient

^4-1 ( k« / /^+»^log(^)
. , ï'^"^^, ï(^)^, ,^^, jlog^Y, ̂  A ~ L -F-̂ -— ..-,. À - L ̂ ^-^ - À - L ̂ ^ -.- À - ——^-

en désignant par L les logarithmes népériens et par logles logarithmes
vulgaires.

Or on a

.̂,±Ll ,, lL|9, /, ̂  , ̂ ^^ ^ ̂  =o,73653, L ̂  := î ,695923,
A: —— 1 <"„) ,, 0 I, /'*• —— J A —— 1

d/où
Yi == î , 4 4927 " î , 698923 := — Q , ?466£>3.

Ce point est donc un peu au-dessous de l'orifice, à l'extérieur du
réservoir. On a d'ailleurs

Ji -°^665 ̂  _ 0^4665 _ _ _ ^ ^
(JB — ^"Ï-TT "" '"5,i4.i6 w ? 4 ' * '

environ. Ce point est donc sur l'axe médian au-dessous de l'orifice à
Aim, de l'Éc\ Normale. 3e Série. Tome X. D '21
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une distance de l 'axe des x qui est environ les -^ ou. •̂  de la largeur
de l'orifice. Comme l'orifice est généra lement étroit, ce po in t se con-
fond, dans l 'expérience, avec le centre I de l 'ouverture.

Quatrième exemple. — Traitons de même notre quatr ième exemple.
Les l imites du domaine de w seront, pour la même raison que dans
l'exemple précédent, ^ == o et ^ === TT.

1° Pour '^ == o, les équations à é tud ie r sont

2 D = 2 c 4- -A rn :::.- e-f ± i/ e-^ -"- —1^-.^, où 7, •:::z -^,

,,.....__^̂ ^

2 ̂  -T- ^ </ = x """ e;""113 ̂  I i/ ff-2^— .̂,,l.̂ .. ^^

en supposant que pour ç ̂  o on veuil le avoir s == o. Plus générale-
nient, pour simplifier les calculs, nous supposerons que la force qui
aa;it est une force constante parallèle à Ox; son accélération ^ sera
un nombre quelconque; par suite nous pourrons donner à A telle
valeur simple qui conviendra.

Cherchons à résoudre l ' inégalité

'-"-,'•l„-,>'••
Supposons X =•:: ^ i l vient

^-•^^ -,,..̂ -..,̂ .̂ > o ou ( f — e-^) (^ —i e^ -h- a ) < o.

Posons e""^ =::" u, on a pour le second facteur

u'^ — U1 -|- 2 ss (a2 — a ̂  4-~ 2 ) ( ̂  "+- i ).

zr— 2^4" 2 est toujours positif, l'inégalité revient donc à la suivante

( i ....„„.. e-r) (<r"y4- î ) < o ou y < o.

Donc, quand ^ est nul, les radicaux sont

si o << o réels,
si 9>o imaginaires.
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A. Pour y << o, on a donc

9.1:" -;:r: e~~^ ± i / e""21? — ——-'——• 5 3 Y) -rr: 0,' y i — e""~^

paroi p lane . On doit prendre le radical avec le signe 4- car, pour
o =::: — co, on d o i t avoir ^ i n f i n i ; on aura donc

y 1 _—„,.,_—
2 .r -+- a ty "= i — e~?+ / i / e~^— —-2—; do,

J, \/ î — e-i T

d'où
/» ̂  . -.-.-...-— „ , „ , . „ - . - .

9. .'r •:-.":: 1 —- e~'^-^ f i/e~~^— ——:—:; (T/Ç, 9^^ '"^ o.

Ces équat ions représentent la partie négative de l'axe des x. On s'en
assure a i n s i . Pour ç ^= o, x=-- o; la dérivée de x, Ç, est positive : donc
o décroissant, ^ décroît et devient négatif. Je dis de plus que, pour
^ :̂r- — ^o, 2^;* =-'̂  ~- x>. Pour écarter les formes i l lusoires on peut, sans
intégrer, procéder comme il sui t .

P osons er^ ̂  u, d'où „ ^ __^^^^^^
a.'r —• l "r- .•.-- // — / i / K 1 — ———— — - ?

J^ V î — u u

/ r /-"^^^^^^^^
/ i/u^ —-——...... \g j^ y i_^. //

a ^!' --•••" ï -::' --1- a \ ï 4- -..,....,,.„„„„-....„„,—.-.—„——.—......— / .
\ u /

Le rapport qui est dans la parenthèse du second membre prend la
forme ^J; en le remplaçant par le rapport des dérivées, on a

( ./^^~l:\i y i -" u u ]
^X -— Ï. ••-^ — ^ \ î -h ———————.—-—— / •

Pour u •=- 4-- '20, on a donc

a a? -— i •::'::•:. — co ( i 4- T ) ::„:•-: --- a co on ,.r ::̂  - - oo.

Les équations représentent donc la partie négative de l'axe des x tout
entière.
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^=e^, ^^v^ ê-^
. e^,

surface libre. S est positif, on doit prendre Y] négatif, c'est-à-dire le ra-
dical avec le signe —. On en déduit

y —————————
^=-1"-^, ^y~=-j VT^^-^^VÎ

ce sont les équations déjà obtenues au § VII pour \ == -^ k == o, et où
le radical a un signe bien déterminé.

Pour y = "4- oo, on a
.r=;-^ d'où, OM=:|;

c'est une asymptote parallèle à Oy. A l ' infini le jet a une largeur égale
à TT^ == MN. La seconde partie de la surface devant être symétrique
de la première, nous prendrons NB==^ . Le point B sera le point de

Fî^. t i .

0 IVI C N B

i0

rencontre de la seconde partie de là surface libre avec Qx. On aura

OB ̂ : i -4- TT y el, a OB = 2 "+•• TT \/i.
2

Nous reviendrons dans un instant sur la forme de la surface libre.
2° Pour ^ ==n:, les équations à étudier sont

/--2a$-+" ̂ i'r\=— e^±.\/ c^'

2 <a? •+" à y rrr: l 4- ^'

I ...̂  ^-^ '
^i +. ̂ -y + ̂  ̂ /s ±: y i/^-^ ~ ̂ ^ ch.
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Résolvons l'inégalité

^-2ç _ —î—> o ou e-3? 4- ^-2;? -- 2 > o.I 4- ç-^

Posons e~9 == ^, on a

//:t 4-" //.t2 —• 2 ;> 0 OU ( 11^ + 2 CT -4- S ) ( « — ï ) > 0.

Le premier facteur est essentiellement positif, on doit donc avoir

<U > î. OU € ~ ~ ^ ' > ï .

Donc
y >• o, les radicaux sont imaginaires,
9 < ô, les radicaux sont réels.

A. Soit ç << o, on a

^ ̂  == - e-y ±: i/6-2? - ̂ -~ r̂ç ^ ^ •/3 --= o,

paroi plane. Pour ç = — œ, on doit avoir Ç == — ce, on prendra donc le
radical avec le signe —. On en tire

^ —————.^.—.
2.ym4-ff-"^-^7r\/i— y ty/^y^^l^,/^ 3^=0.

Ces équations représentent la partie positive de l'axe des ^depuis le
point B jusqu'à 1/infini. Pour 9 = o, on a x == OB; la dérivée est néga-
tive; donc ç décroissant, x croît. On s'assurera, comme précédem-
ment, qu'il croît indéfiniment.

B. Pour cp >o, on a
. ̂  = - e~^ ^ == ± ̂ /^^ - e^

surface libre, car la pression y est constante. On doit prendre Y] né-
gatif, c'est-à-dire le radical avec le signe —; de là

y ^————,_.
2 x =•=, ï -h e"^ +• 71 y/2» 2.y = — / t/ -•^^^ "— é?^2y dçû'

Farme de la surface libre. — Cherchons l'équation différentielle de
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la première partie de la surface libre,, on a

2^=1 — <?-"•?, 2 dy ^- — i / ————^ — e~~^ do,•• y 'i — e1'"^

d'où
, 9. d,r

d(?=• -"—^• 1 — 2 X '

on a donc pour l 'équation cherchée

/1 , dx
( ï ) dy := — À / - - — ( i — a .T )î --—•11---
" • J y x î ~- 9.

Pour la seconde partie de la surface libre, on a

3 ̂  ,= î -i. ̂ -Ç + ̂ .^^^ ^ ̂  = -.-- i/ ̂ .̂̂ ^1,̂ ...,... ,̂  e-^^o
+ ^"^ 1

d'où , a < ,̂z'^= .-..-.--~-.•--.••-,,:.•-•-•-1-~~
ï 4" 7r\/^ -•- '^.'r

on a pour l 'équation différent iel le

( ^ ) ^ ̂ :: „ . , ,. ._,.,•l's.„. „ „ , „„ ( ï .̂  TC\/% - ̂  ̂ )2 "•-•"--••-"- ^/'--.........--..-- .
V î-t.'r — Trya î -+- TTya •1- a.ï

Si l'on pose dans cette équation (2)

TT \J''À ,
,r r-:: ^-v— + .^/.

'•ï

on retrouve l 'équation (î) .
Ces deux courbes ont même forme; l ' une passe par le po in t A,

l'autre par le point B, enfin elles sont orientées en sens inverse; car
dans la première — est négatif, x étant inférieur à ^'; dans la seconde

CïnX! M

^r est positif.

11 suffît donc d 'étudier l 'équat ion dif ïerent ie l le ( î ) . ^ est nul
pour les racines de l'équation

—^/'rr î -- x ( î — a x)'1 on f ^— 4^':î ~~ 4^ •+- ^ — î ̂  o,
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011
/=: (^.^MK^-- I) =0.

Comme ;z* varie de o à j», le polynôme y n'est jamais nul dans l'inter-
valle considéré. Pour.r == o, <}- est égal à — ce; pour.r =-= ^ €—^ = — ce.
La dérivée part donc d 'une valeur in f in ie , croît jusqu'en un certain
p o i n t , puis décroît jusqu'à — OD.

C'est ce qu 'on vérifie encore en prenant la dérivée seconde

f^y ^ 3 X ( . y — — }
d^ ~ .̂ ~,...—- ,—,..---̂

9. .r ( i -" 2 .r ) i / — -y — A1- ( i — 2 ,r ) '-

Pour ^ = d1 elle s 'annule; le point correspondant est un point d'in-
f lexion.

La forme générale de la surface libre est représentée dans la
ftg. i .i.

La veine f luide est symétrique par rapport à la droite CD passant par
le milieu, de AB parce que, en réalité, cette veine fluide n'est pas sou--
mise à la pesanteur, mais à une force égale et parallèle à la pesanteur
d'un côté du plan CD et à une force égale à la pesanteur mais de sens
contraire de l'autre côté de CD. C'est ce que la suite des calculs met
en évidence. En. effet, l'équation en D était

IF_F/(^)Î)^ ——...l—-,,,,
^F(^) +i,

où, l'on avait pris
F (»=:"-" ^-w,

en posant '
9 /{•Ô2^) = F(^) 4- — = i ~- ^ll••w,

d'où
9 kF (w) •=::•• — e^, — .--= •i, avec w -=94- ^•(~>

Pour ^ ̂  o, on a donc
( 1 ) ])2 _ ^- ?D 4- ——^-2———— .= 0;

„— ̂ .^^ i
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pour ^ == T:,

( 2 ) D2-}-^]) -+- -——a———•==:0.
^ <3-9 .4- i
2

On ramène (2) à (r) de la façon suivante :
ï° Je change la direction positive de l'axe des oc. Alors D est changé

en — D. En effet, on avait

" .r==:^(w) + ^ ( ^ — C ) , d'où ^=[7/(w) 4- ' / (w—C)]^w;

donc, si x change de signe, dw^ ou d^ conservant le sien, c'est que
y^^+y^qp—^ou S change de signe. Quant à P==y^((/p)y(^—C),
il est positif, car p représente, à un facteur positif constant près, le
carré de la vitesse à la surface. Donc y'(^) et y / ( w — C) ou les deux
racines de (2) changent de signe et sont maintenant racines de

( 3 ) 1)2 ̂ . e-y j) -h -—?—— =r o.
£ e-^ .4- i
a

2° Si l'on change en plus la direction de la force g, c'est-à-dire si
l'on change g en — g , (3) devient (i).

Ainsi la portion de la veine qui est d'un côté de CD n'est aut re
chose que la portion qui est de l'autre côté, après changement de la
direction positive de l'axe des x et renversement de la pesanteur. Il
peut, par suite, y avoir discontinuité le long de CD.

Comme la pesanteur est parallèle à 0^, ce mouvement sera réalisé
en supposant que le l iquide coule dans un canal. On ne change pas le
mouvement, en effet, en remplaçant l'une des trajectoires par une paroi
solide. En retournant alors la figure pour que la pesanteur agisse sui-
vant la verticale on a un cas réalisable.

Etudions encore quelques propriétés du mouvement. Reprenons le
second exemple, aucune force n'agissant sur le fluide.

Cherchpris si dans le liquide, dans la veine fluide ou dans le réser"
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voir, la pression peut être la même tout le long d'une trajectoire autre
<:{ue la surface l ibre- Pour cela, je considère la trajectoire ^ == £ infi-
niment voisine de la surface libre ^ == o. Nous considérerons les puis-
sances de £, dont le degré est supérieur à deux, comme négligeables.
On aura

I) •== e--^(i — is) -t-- ^e~^— i — ^iee-^
ou

]) .̂  ̂ (i - le) ̂  ̂ ïïCT, ̂  _ «^r^ ̂  + ̂ .
\ 6 • 1 /

ï ° 9 > o :
————./ ise-^ \

^ -+- zrj = ff1-? ~ ^2 e"^ + /' \/ x — ̂ -^ ^ ï + --̂ T î? ,) '

d'où

^^^£-.=^1= == ̂ ^=(^T=^^--£^),
^ ^/^e^ ^^e-^

n^^-e e~^ -+- ̂ /^r:^^.

Donc
^^ ^^, y ^_^

ç- 4- -^ - p- - ̂ -̂ ^—;) oa r——— ̂ -^ •

p, et par suite V otp, varient le long de la trajectoire, puisque p varie
avec îî. De plus p n'est pas indépendant de £ et par suite varie d'une
trajectoire à l'autre. Ainsi la pression n'est pas constante dans la veine
f lu ide .

2° ^ << o, on a
e~~^

^ .+ iri == e~^— lee-1-^-^ \/<?--2ÛP— ï — h —=^——

d'où
£;:=^•-?+\/<F;2?^-7,

n = — s <?-?—£ —^^^: ̂  — •7=̂ ====- {e~^ + ̂ /î i®"^ ) ̂
^-2^._j ^rïç^^

^-2 ̂  ^2 ̂  p. ̂  (^-y ̂  ̂ TfZT^ f, + e!:i^?î)9

p = (^-^ ̂ /̂ î l) [ï + £2 ̂ î ] = po + e2?,.

Ainsi la vitesse est la même à des écarts près de l'ordre des2 sur les d i f -
Ànfi. de l'Êc, Normales. 3* Série. TÔÏTIC X. b«2â
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f ère n tes trajectoires à l ' intérieur du réservoir sur une courbe ç == cons t . ,
en appe lan t intérieur du réservoir l'espace compris entre les parois
planes Qx\ lïx et la courbe ç == const passant par 0 etB. La vitesse V
varie donc avec une certaine lenteur, a in s i que la pression//, en ces
différents points des courbes o == const. de l ' i n té r i eur du réservoir.

pi

Faisons la même chose dans le quatrième exemple, le f lu ide é t a n t
soumis à la pesanteur . On a pour ^ == s. (s inf in iment pe t i t )

ai) ̂  •:>.£-!- 2i'n =:e~^(î— Is) ~\~i/e~^(î— / s ) 2 -— ————,;,,..--...,..̂ ^^^^^^^^^^^^
V i — e""^ -+- i s e'"'^v"-2'

Posons i — e^ == B, on a

À À i À [" /s^'"^ fiee~"^\ï
[" /£^ '~ 1? //£6^V 1[^"'ir-^-B-) • ^ • • • J -x ——_ = ^ i 4 - —,,- +l.$ -+. [se^ ^ 'B /'se-^ ~ B | 1 B V B

^"B"

En se bornan t aux termes du premier ordre,

2,1) := e^— i,ze~^-\- i / e " ^2,1) -== e^— /£(?"••?+ Aye-^—- Y — ^izc"-^— ^ ii-.̂ .

Posons A == 6"-^-4- •——^~-, i l v ient

. , /- " le ( „ \e^\\
=e~^^e-^^A. ̂ « ̂  ̂ .-^^^-) ].

1° Q <^ o. A. est posi t i f , \/À réel, d'où

Ç:=:(?^+\/A,
s^-P/ /-.. , - Â \

^ ̂  _ / a ^/A + 2^4- ̂  )•
a vA \ ° /

Donc ^2 + T] 2 est de la. fo rme

ir+^N2,

et, par sui te , il en est de même de sa racine carrée; donc p varie len-
tement avec £. Il en est de même de V son inverse.
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2° o > o. A est, négatif , \/A imag ina i re ; on a donc

^e-^+e^^e-^^)——,
\ !> / ^ \/A

"/)=:—— £<?--?-+" \/A.

Donc !;2 4-ï]2, et par suite p, contient £ au premier de^ré : V varie
avec £ et ^.

X.

La méthode que l 'on vient d'exposer dans les paragraphes précédents
peut encore être appliquée à d'autres cas où le l iqu ide obéi t à l 'action
de forces extérieures autres que la force de la pesanteur .

On p e u t supposer, par exemple, que 1e l i qu ide est soumis a l 'action
de forces adme t t an t un potentiel et ne dépendant que de l ' u n e des
var iab les x ou y. On peut appl iquer cette méthode au cas où toutes
les molécules f lu ides subissent une attraction ou u n e répuls ion éma-
n a n t de l'axe y ' y et fonction seulement de ,'r; ou b ien une a t t rac t ion
ou une répuls ion é m a n a n t de l'axe o c ' ' x et fonct ion seu lement dey.

Nous a l lons prendre pour exemple le cas où les molécules l i q u i d e s
sont soumises à une répuls ion émanant de y9 y et p ropor t ionne l le à la
d i s l ance ; soit Sx l 'expression de cette répuls ion sur l ' un i t é de masse ;
on aura pour l ' é q u a t i o n d 'une surface l i b r e

/^ir(^f^yi^^,,..-c,,p 9, LÀ^.y/ \àv} J

d'où, en se servant de ce que w^ ===== w —"•C et /i) 4- Ci == — k,

-^^W^-C)-^^^'-^'

en conservant les mêmes notations que prâcédcmînrn t .
Posons

// ("-•)+//((TI- 0--- S ("•),
•/Wxy.'^'-^^PM.
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on aura

^ = /. -+- [/S(^) ̂ -r2, d-on JS(^) r^ = \/p^.) ^ ̂  -+- [/S(^) ̂ -r2, d-on JS(^) r^ = ̂ /p^ry - ̂

ou, en posant
^ - R ^ ) ,

P(^)

/' S (w) ̂ = ̂ ^^-^--^ ^^^ 5 ̂  ̂  ̂  ̂ 1^^^.
,/ ^ / j { 2 ^ p ) _ _ ^

^ '((P) et y^^— C) sont donc racines de l ' équa t i on su ivan te (lii se-
cond de^rccond de^rc

^).„RL^.lv((llll)+--.;i_^o.*./ ...___,..___„..„„„„„.,.. , A./ 1 jt11» t) / .1. —"" »-/^

V/R^w) — k K ^ ( w )

(Y où Von tire
R ( (-P ) R / ( » v ) , /ly"( ̂ ^ a ^ — 3 -ï) : ^V^y^ """ V 4[Râ(^)- ̂  ^(^)

^R^^wyR^^1'1^^'''—ou
i^^QR^fïQ^ R ( (T- 1]])-= ,„„_ ._,.„„..,.„.„...„,. ,„„...,„.

av/R^,^ ' )—/»-

Si, de plus, R(^) admet — - C pour demi"pér i ( )d( k , c 'est-h-dire change
de siffue quand on change w en w "— C, les racines seront permutées
entre elles par ce changement de a7 en ( -P—C, car RÇw)W(^) ne,
changera pas de signe, R2^) non plus, mais H(^) en changera.

On peut encore faire le calcul de la façon suivante .
On a

p^-^t/^^)^^!2-
Soit

S(^)=:g^(^),

i l vient
p C^ = À. +P (..,.)-

L'équation du second degré sera

o2 - r ( w ) D 4" ,-—^..—.-, = o.
' / ^^ (W)- ! - / -
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On en t i re
.1)^F'(.F)±^(.)-^^^.

Posons
F 2 ( ( ^ ) - 4 - Â • = : N 2 ( ( . ^ ) ,

oîi aura aussi

FM ==: ̂ N^7=^ et F(.') - ̂ M ]̂ ,
V/N^ tY ' )—/ . -

d'ou

NM N-(u..O ±: V l̂!̂ ^^^

/N^oï'r—À-
qui n^est autre chose que la fo rmule déjà obtenue où l 'on a remplacé
R(^) par N(w). Si donc N(w) admet — C pour demi-période, c'est-
à-dire change de signe quand on permute w en (F— C, les deux racines
se permutent auss i .

Or 1) === ^+^-^; en in l éû - r an t et en séparant parties réelles et irna-dw ° i i
ginaires^ on pourra é tudier , comme on l'a vu p lus haut, le d o m a i n e
de s au moyen de celui de w.

On procéderait d 'une façon analogue pour une force a t t rac t ive ou ré-
puls ive émanant de^/et de la forme k x ' ' 1 . P lus généralement on pourra
suivre cette marche pour une force dont l'expression sera/(;r).

Si, au lieu, d 'une fonction de x, la force était une fonction dey, on
pourrai t procéder d 'une façon analogue; car

2 < y = = ^ ( w ) — ^ ( w — C ) ;

on poserait

y j ^ r ) ~ ̂ ((r - C) := A(^), j j ( ^ ) ̂ OF - C) == P(^)

et l'on serait ramené à former une équation du second degré connais-
sant la différence des deux racines et leur produi t ou bien on prendrait
nntégrale/(y -+- ix) "^/(y — ioc) et l'on procéderai t comme dans le
cas où la force est une fonction de x.
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XI .

On peut pousser encore plus loin l 'application cla procédé. Suppo-
sons que la force soit une force centrale. Pour que le mouvement soit
symétrique, le centre d 'at traction d o i t être sur l'axe de symétr ie; m a i s
on pourra le supposer plus généralement n ' impor te où.

Supposons d'abord que ce centre soit à Porigine des coordonnées.
La fonction des forces sera alors une fonct ion de x2 •+• y2. Or, pour la
surface l ibre , on a

; Î ^= :%( (T . - )4 -%(^——C) ,

2</==^( (T. . ' )—%((P— C),

d'où

Posons
4(^+y2 ) -=:4%(^•)%(^-~^)•

Z(^ )Z(^ -C)=7T(^ ) ,

7!(^)7!{^-C)=P(^).

En prenant la dérivée losaritiunique de la première, il vient

^ (.!!') + ̂ !l=LlH ~ ̂ ( l̂
ZO^) %(<r~ C) "~ 7r (w) '

Oî* on a
7!(^) ̂  xl[<r:=iC) _ P(^) .
^V) - %( tP-C) ~ ^(W)'

donc / — et ^^—-1 sont les deux racines de l 'équat ion du secSticonf.)y( ^)\ y 1 (i> —— { \ I%("') 7,("'-C)
degré

,). ^'^n i p ("•)-„ji / . . — „ . j ^ ««p. ——— .̂-». ^— (^^ ^
7:((P) 7 r ( w )

'Supposons, par exemple, que la force soit propor t ionnel le à la
dis tance et égale à 2/% ou r== y^-t-y2. On aura pour la surface l ibre

^-'•"xl^^^^'-'^70^^"-^
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ou, en posant toujours /J> -+- C, == — /-,

,Â-+p^=T:M,

d'où
P(^)=
' / 7 T ( ( Ï ' ) + Â -

L'équation du second degré devient

7T( (T 5 ) S ) 2 — TT'OP) 1) -+- -—— 2 ——— =: 0.

De là on t ire, pour les deux racines,

n ^ ̂ ^ ̂  i /̂ !Î 3"ZZ^^
"' 7T(^) ~" y ^((P) ^(^[TTOT') + /<|

Slipposons, de plus, qu'el les doivent se permuter q u a n d on change
w en w — C. Posons

p^y^M,

on aura
7T(w) + /- = R^ir'), ^T^W) ̂  ̂ m^T') n/M.

I/éq nation deviendra

[IP(^,/) „,.. Â-]IP- aR(^) ^((-T.-)!) + ̂ ^ = o,

t1 ! l'on en tire
H(,,,) K.(,,) ± \/^M^

j ) ,̂:: _...-,,..,__,____.,...^^

Si donc R(w)est une fonc t ion pér iod ique adme t t an t une demi-période
~ C, c'est-à-dire changeant de signe quand on change w en w — C,
les racines seront permutées entre elles par ce changement, car R2^)
ni ï{(w)W(w) ne changeront, m a i s R ( w ) changera de signe.

Ces valeurs de I) représentent ^—^ et ̂ -̂ .̂  et, en intégrant par

rapport à w, on aura L^(w) et L^O^ — c)' dîolùî (iD Passanlt aux exPO•
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nent ie l les , ^(^) et y/w — C) : de là, les coordonnées x et j d 'un
point que lconque de la surface l ibre en fonct ion du paramètre w. On
se donnera chaque fois la fonction R(w) : de là également z en fonc-
tion de w et Tétude du domaine de z à l'aide de celui de cp.

On ramène le cas où le centre d'attraction ou de répulsion n'est pas
au point 0, origine des coordonnées, au cas où i l est à cette origine,
en transportant les axes paral lèlement à eux-mêmes. Les calculs sub-
sistent, à condit ion de remplacer z par x — a -+- i(v — h} et ^ par
x — a — î(y — 6).

I l n'y a donc que des constantes de changées; la marche générale
subsiste.

Il est clair qu'il y aura d'autres cas encore où, la fonction des forces
étant fÇx.y), on pourra aller jusqu 'au bout à l 'aide de la méthode
ind iquée ci-dessus. Enfin on pour ra i t aborder le cas où le mouvement
n'est pas permanent . Bornons-nous, dans ce Travail, à ces cas prin-
cipaux,

XII.

Supposons ma in tenan t que les fonct ions /" et /\ ne soient pas les
mômes. Pourque X ==/(^) -+"/< (^) soit réel, a ins i que ses dérivées,
i l suffit que/e t / i soient des fonctions conjuguées de la même va-
riable. Carsi/(^)=M(a)+ iîiÇu) etf, (^)sM(^) - i ' N ( u ) , M(u)
e tN(^ ) étant des fonctions réelles de u, f(s) et/i(^) seront aussi
conjuguées; leur somme sera donc réelle, ainsi que les dérivées par-
tielles de cette somme : c'est ce que nous supposerons main tenant . Si
l'on suppose que N(^) est ident iquement nu l l e , on retrouve le cas
traité jusqu'à présent.

La marche reste la même. Posons

^=/(^), w,=/,{z,),

d'où

^M, -,=x.(-,), f^-^ /,..,(,,)= .̂

Les trajectoires ont toujours pour équation w == ̂  + (7. Les coor-
données ( x , y ) d'un point de la surface libre, dans le cas, par exemple,
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de la pesanteur, devront satisfaire au système d'équations suivant

l ;r -4- f'y =- ^, , ^ :r::: (P! -+- ^»

( 1 ) j —<r—— - ̂  ̂ ^^) = f[x(^z,^):l.

On aurait un système analogue en prenant pour variables z ' = y 4- ̂
et z\ =y — x/z*. Occupons-nous seulement du système d'équations pré-
cédent ; les résultats du second cas se déduiront de ceux du premier
en changeant oc' en y et y en «r.

Portons la valeur n^ == w — G dans la quatr ième équation et posons

j!W^7^^-^^^W,

^(^ ) . ^ (^^C)^P(CF) .

On aura -/-^,^"-'. -•»" '•"-'̂ .̂
et '/ '(w) et y^ (^ ~ C) sont les deux racines de l 'équation du second
de^ré

1)2 _.. S^(^)I) ̂  ,.._.....,,.,...̂ ..... .,.„...„-. =:o.

J 'S(^)^/ -

S'il n'y a pas de pesanteur, ^•== o, et l 'équation devient

: l)2_s/(^)D^_. 2 ^o.
A'

On tire de la première

9. W == 9-'//(w) := S^(w) 4- , /S'^ÏP)
^S(w) •+-/-

9. W ̂  a ̂ ^ ( ̂  • C ) ̂  S' ( W) - - / S^ ( ( T - ) .
(î7 SOT •)•+•/•

II n'y a pas besoin ici que les racines se permutent quand on change
w en w — C.

Ann. de l 'Rc . Normale. 3* Série. Tome X. ^ • t;l')
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En intégrant les deux membres par rapport à ^, on, aura

En portant ces valeurs dans la relation quatr ième du système d'équa-
tions (i), on a

__ /.. _L_ 8' <./^ ^SM + Â-^: é:fs0r) -h ̂ l6],
."•î '4 ( ',̂ 1

d'où
a -l- (3 == o ou (S = — a.

Pour un point de la surface libre de la veine f lu ide , on a
z == ̂  + ̂ y = ̂ (w) ^î ^i =:r ^ — ly "r: ̂ i (tr — C),

d'où
a^ = ̂ (n') + Zi(^ '— C), îuy~=^(n1) ~ 7^ (ir — (:;.

On aura donc pour les coordonnées d 'un point de la s u r f a c e l i b r e

""S"1"a ,z* '.:=: S ( w ), a (' y : S^(n.)..~ .^.^...,.,.,.—^^^^^^^^^^ 4.^.
^ S ( n - ) 4 - Â -

Dans le second cas, on a u r a i t

ay=; S (w), '2 (f<'r S ^ f n 1 - ) . "h ̂ .
^S(n<j..4^-

Comme nous l'avons vu (§ VIII), on peut ramener l ' une des Sur-
faces libres à avoir pour équation

Supposons qu'il .en soit ainsi- On voit que y/(^) e t y ^ ( ^ ) sont con-
juguées; il en est donc de même de 7,(w) et de ̂  (î^), donc de leurs
inverses fÇz) et /i(^); donc X est réel, ainsi que ,ses dérivées :
nous sommes'bien dans le cas indiqué*
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De la relat ion

on déduira le domaine de ^ en fonction de celui de w.
Nous ne prendrons que des exemples très simples.

Premier exemple. — Soit S''('(•?) == o, ^•==0. L'équation du second
degré dev ien t , en prenant k == 2,

D2-^! =:<:),

d'où
i y = f ( ^ ) = / ,
iy=^(^)=^,

A* -+- ^y =r: •̂  ( (P) ,-::.z m» -}- a,
.r — ^j •= %i ((Y.'i) ̂  —• i^ — a.

La surface libre est donc la droite x = o. En changeant oc enj ety en
.r, on aurait y ==•0.

On peut poser w "•= o 4- ï^, il v ient
^ = ̂  + /y == -^ ( t-p ) =: i ( 9 4- ^^ ),

d/où
;r=— ^, j=:cp.

Pour les trajectoires, on a
^ := eonsi., d'où x = const.

Si l'on supposait que l 'on a S^w) == o, S(w) === consfc., g-^o, on
arriverait à des résultats analogues.

Deuxième exemple. — Soit k = a, ^== o, S'C^) == —• L'équation- <^ '. - ^y
du second degré devient

1)2 _ „, |)^^,o,
^^

d'où
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on en d é d u i t , en intégrant ,
/7-11-"

^ -j- i,y -z: 3 ^/(,(> 4- r̂ A / — — i-4~ a rcs in w,

,y — iy —, a ^/^ ̂  w i / - — i — arcsin w.

On a donc, pour la surface l ibre ,

,r -= a \Ar,
^ ^

l y rr: ç\> A / -- — j •+• cm:; SI 1 1 v^',v ^'
ou

,'T rr: 2 ^t-T-',

^y ::.:-::, ̂  n, A y ï -^ ...L -«. ^ arcsin ̂ ^ •̂:. — (v i/ i — ^ — L(^/^^ + \Av1 — «,).

Si l'on change le radical \/w de signe, on obt ient : une seconde surface
l ibre , symétrique de celle-là.

On peut encore écrire

z =: x -h iy •= 9.\jw "-h w i/"^ —- ( "-h arcsin^Aï',

l'arcsinus s'annulant pour w == o, et poser w == <? "f- r-^.
T 0 Soit ^ = o, o <; y < i. On a

.y -h ^y —; 9. ^/cp "+- îp i/ •" — i ~h arc'sirï \/ç,

d'où.
,T == '2 ^9 -4- 9 i/ - - 1 i -»-- arc s 10^/9,

y == o.

avarie de o à 2 + 7r et, en prenant les radicaux avec le signe •• , de^i
o ^ .-„ 3 — ÎF. c'est une portion de l 'axe des x : c'est une paroi solide.

2° Soit ^ = = = 0 , ^ > i. Alors arcsin \/(p, (p é t an t supér ieur à r , est
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égal à iLÇ\/^ 4- \/y — i ) -+- ^ / et l'on a

j.' -L- iy =: 2 \/(û 4- io i/ ï — ~ -)- l L (\/9 4- ^/^~^ï" ) 4- lr,

d'OU

^ = 2 i/co ̂  7T ,
' 2

y == ? y î - ~ -+• L(v/œ H" ̂ z:'j^

surface l ibre déjà trouvée.

XIII.

En prenant la fonction S(w) au hasard, on court la chance de ne pas
tomber sur un cas pratique. Mais on peut, du moins théoriquement,
déterminer S(w) de façon que la surface libre ait telle forme que l'on
veut
( r ) y=/(^),

par exemple. Il suffi t d'éliminer y et x entre cette relation (ï) et les
équations de la surface libre

^ ,̂̂
^ ̂  02(tïll') ~ J } J ̂ j ^—— d^

(*n posant
^(^)^S(^)+2^;

/•">

ce qui donne l 'équation différentielle en 0

v îp^^/,[<!M_j],(.,,)^»),

d'en l'on tire 9 en fonction de w. On voit qu'en prenant w pour fonc-
t i o n , w est donnée par une quadrature en fonction de 6; on en tirera
ensuite 0 en fonction de w.

XIV.

Dans le cas où les fonctions/1 et f^ sont les mêmes, il peut y avoir
symétrie par rapport à l'un des axes de coordonnées ou par rapport à
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une parallèle à l 'un de ces axes; car soit, d 'une façon générale,

À =/[.r - a + l ( y - b ) ] +/[.r - ̂  - /Q" - &)],

V,^ ̂  ̂ /, [\r - a + /(r - ̂ ] +/, |:.r - a -- .(.y - ZQ],

V^ ̂  = / ;y; [,y ̂  a - '̂(y - &)] -/, [> - a - ^( r - ̂ ) ] ; ;à\
7)y

si l'on pose d'abord y == b -h A et ensuite y == 6 — A, .2? === ;x'(p pour ces
deux points V.̂ . est le même et les valeurs de ~Vy sont égales et de signes
contraires. C'est un des caractères d'un mouvement symétrique par
rapport à la droite dont l 'équation estj — h == o.

En prenant de même

V=f[y - b + /(.r ~ a)] +/[y - b - <(.T - a)],

on verrait qu'un pareil mouvement peut être symétrique par rapport
à la droite dont l 'équation est oc — a == o.

Mais ces conditions nécessaires ne sont pas toujours suffisantes,
pour que le mouvement soit symétrique. Il faut encore voir ce qui se
passe quand on change, dans le premier cas, x — a en — (x — a") et,
dans le second, y — h en — (y — A). Nous allons donner un exemple
où. ces conditions nécessaires ne suffisent pas.

Remarquons encore auparavant que, lorsque y et /\ ne représentent
pas la même fonct ion, le mouvement n'est pas, en général, symétrique
par rapport à un axe. Toutefois il peut arriver, comme dans l'exemple II
précédent, que les équations de la surface libre renferment des radi-
caux de telle manière que, en changeant convenablement leurs signes,
on obtienne une seconde surface libre formant avec la première un
ensemble symétrique.

Exemple. — Prenons ^'== o, S^w) = 2S'in^, ^=:2. C'est un cas
particulier du premier exemple du § VII; dans ce cas nous trouvions
une surface libre circulaire. L'équation du second degré est

])2— ;;»/() sil'HP "+- I "•= 0.

On en tire
y/ ((..p) =^ lY =. sin w •+• v/sin2 (P — i = sirw + i ces w,
y/^tï-^^^'D^-rr sinw— ^/sin^-p — 1 == s'inw — ^cosw»



SUR UNE QUESTION ^HYDRODYNAMIQUE. S. l8l

d'où, en intégrant ,
,z' 4- iy ==; •̂  ( n') == — cos iv -r- ^ sin n',
.r — /y ~= %i ( iv) =.-= — cos n' — ^ sin tr,

en supposant nulles les constantes d'intégration. On en déduit, pour
les coordonnées d'un po in t de la surface l ibre,

.2; rr= — COS("r.

j==-"sinw,

d'où .x'2 -J-y2 === i . Nous retrouvons bien une surface libre circulaire.
On peut aussi écrire

z -=: -— cos (P -+- i sin <r r;:: — e-^:^ — ^-<(îp+^),
d'où

.r -i~ y =-"- — e-1'^ •==- — e-^^ ( cos o — <;" sin 9 ),

.,r =:=— e^ coscp,
y =: e^ sin ©.

Pour ^ = const., on obtient les trajectoires : ce sont
^^. yï—e^\

les t rajectoires, et en part iculier la surface libre, sont donc circu-
laires .

Calculons les éléments du mouvement. On a

tang' 9 == — ^ ? - == cp == arc tang ( — ^ ) ^

ï ()7. ()(D _ 4-.y i ( i t \
9- ̂  "~ <).y j:.*2"!-.^2 """"" a \.7; + <y •̂  — (y/
i <)/. ()Q — x \ f '.i i \

'•a Jy "" <)j .y2 + y2 """ 2 \x -t- (-r ..̂  -— i y )

On voi t que la vitesse parallèle à Ox change de signe, quand on
change y en —y; la vitesse parallèle à Oy change de signe quand on
change x en — x. La vitesse parallèle à Qoc a le signe de +j : posi»
tive du côté de O^où se trouve les y positifs, négative de l'autre côté.
La vitesse parallèle à Oy a le signe de — x : positive du côté des ̂ né-
gatifs , négative du côté opposé. On a donc un mouvement de rotation
circulaire dans-le sens négatif.
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On aura
. V 2 ^ - 4 — ou V=:3,.^-4-y2 /•

r étant le ravon vecteur du point considéré du fluide. On en déduit ,
pour la pression, la formule

P - ^ ^ ^ ^ ^ L ./ j i
^(^",,p - p ^UH2 r\

r = = R étant l'équation de la surface libre; r croîtra de R jusqu'à 4- co.
On a donc affaire à un l iquide tourbil lonnant autour d'un espace à

la pression po. On voit que la vitesse en un point de ce tourbillon est
donnée par la formule

V=::î./•

Cette loi a été indiquée, pour les tourbi l lons accompagnant l'écou-
lement par un orifice, par Léonard de Vinci et vérifiée par Venturi
(Essai sur les œuvres physico-mathématiques de Léonard de Vinci ou fie-
cherches sur la communication latérale du mouvement dans les fluides),
M. Boussinesq a donné, clans son Essai sur la théorie des eaux courantes,
h théorie rationnelle complète de ces tourb i l lons .

XV,

11 est à peine besoin de faire remarquer que les §§ X et suivants
subsistent dsms le cas ou les fonctions/et/ sont fonctions conjuguées
d'une même variable. Il n'est plus nécessaire dans ce cas que les ra-
cines se permutent : la fonction arbitraire peut donc être quelconque.


