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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

SUR LES CAS fl'IMÉGRABII.ITÉ
î) V

UN PLAN,
PAK M. ELL10T,

PnOFESSETJR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANÇON.

Lorsqu'un mobile est sol l ic i té par des forces résul tant d 'un poten-
tiel, la condit ion pour que le problème admette , outre l'intégrale des
forées vives, une intégrale du second degré par rapport aux vitesses,
est que la fonction des forces satisfasse à une équa t ion aux dérivées
par t ie l les du second ordre. M. Bertrand a tiré de cette équat ion des
conséquences très intéressantes sans en donner l ' in tégra le (1). Je me
propose de faire voir que l ' intégrale générale do l 'équation e^fp^fr"...
tion est donnée par les expressions de la fonction des fbrcpÛip^UTé'es"'1^, • .
par Liouville dans le Mémoire i n t i t u l é : Sur quelques cas p^^s^iers où " . \
les équations du mowement (F un point matériel peuvent f^e/^1^2), ' , , , . , - 1 -
Ce résultat se dédui t aisément, comme on peut s'y attefrïire, de t'^x^i^, ui-
pression générale des éléments linéaires susceptibles d'êÛ^amenés à^^''^
"8 « {'^^^ ^ .î /. r ; „ „ „: 1 1 ^ \ ̂ •,,̂  • • . ./• ".-„ * /vla forme de Liouville. '-..fro"

( 1 ) Jounwl de MMthômcUufueSy '2e sôriû, L ïî, p. ii3.
(2) Jour liai de Mathématique^ x1 '8 série, t. XI.

Ànn. de l'Éc. Normale. 3* Série. Tome XI. — JANVIÏSK iSf^- 2



10 ELÏJOT.

L'équation aux dérivées partielles est, dans un grand nombre de
questions, plus commode à utiliser que son intégrale. C'est ce qu'a f a i t
M. Bertrand dans le Mémoire cité, en cherchant les fonctions de
forces pour lesquelles il y a une intégrale du second degré, en suppo-
sant que les forces ne dépendent que des distances du mobi le à des
points fixes du plan. II n'y a aucune difficulté à é t endre sa m é t h o d e
au cas ou les forces dépendent de la distance du mobi le à dos dm (es
fixes du plan. Mais si l'on veut ne laisser écl:mppor aucun cas par t i cu-
lier, il est nécessaire de tenir compte des formes de dégénérescence*
de l'équation aux dérivées partielles qui correspondent aux diverses
expressions de l 'intégrale générale signalées par L i o u v i l l c .

1. Proposons-nous de trouver toutes les fonctions U do ^ et y
telles qu'un changement convenable des variables indépendantes
transforme l ' équa t ion aux dérivées partielles
(1) y?2^- ^^raLI

en une autre où les variables se t rouvent séparées. La nouve l l e équa-
t ion , par hypothèse, aura la forme

M,^N^:=X,+Y,,

où M< et Xi ne dépendent que de x^ N, et Yi que de y^ Dans ce cas,
un nouveau changement de variables x^=="F(a^)f j'y;:::::: GCyi ) pcr"
mettra de transformer l 'équation en

^+yj=X,+Y,,

Nous pouvons donc nous borner à chercher les équations ( ï ) qui peu-
vent se ramener à celle-ci, où ç et ^ sont deux fonctions arbitraires
( 2 ) ^î+yî^y(^"i)+<Hyi) ,

Soient

(3) ^^•AO,J), yi=B(^j)

les formules qui définiront le changement de variables. 11 faudra
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d'abord, évidemment, que A et B satisfassent aux condit ions de la
représentation conforme,

à.k _ an à^ _ cm
àx "~ ày ày ~~ ~àx

L'équation (2) dev ien t dans le système (.r^y)

(4.) ^+ ̂  - (^ + ̂ ) [9(A) + ̂ (B):|.

Le second membre de cette équation est l 'expression générale que
nous cherchions pour la fonction U.

Si l'on considère la surface dont l 'é lément l inéa i re est

(^2::=:2U(^•â4-^yti),

on saura, dans ce cas, en trouver les l ignes géodésiques par des q u a -
dratures. Dans le système (^»ji) , cet é lément se présente sous hi
forme de Liouvi l l e . L 'équation (ï:) admet alors une in tég ra le dn second
degré.

2. Le second membre de l 'équat ion (4), qui, cont ien t deux fonc t ions
arbitraires, est l ' intégrale générale d 'une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre. Nous allons la chercher en expr imant que
l'équation (ï) admet une intégrale du second degré. En désignant par
a, p, y des fonctions de x et y , nous prendrons l ' intégrale sous I ? )
forme
( 5 ) ( ap + (3 q "f --(- a y '= consi.

en laquelle se transforment, par le changement de variables, les in té-
grales évidentes p\ — ?(^) ̂  const, yf — ^CxO :::== ^û^t1- (^ l'équa-
tion (2). La condition pour que l'équation

F =:̂  + ̂ -aU ::.::: o

admette l'intégrale (5) est que l'on ait

/ a xl" 2^ /^ ^ ^(3 àV ^àïn ày ày^P^^ ̂  + pç ̂  + ̂  -1- ̂  ̂  4- a ̂  ..-.,• P ̂ J +p ̂  4» , ̂  ::„::: o.

Remplaçant, dans cette équation, q par y^Û — p\ les termes ration-
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nels et ceux qui contiennent le radical devront être nuls séparément.
On devra donc avoir, quels que soient oc, y , p,^

( r làa. <?(3\ ^ u p < ) u i . lT^I3 ' !
( ̂  K<^ - ̂ ) +ct^ +^- -'-^J

(6) 1 /c)|3 f)c<.\ à-i
\ +^(^U-^)(^--^)+/^^= = 0 '

pL^^-^+a^+p^+.ufl1 ^ L \<te <)y/ ()^ 1 ày d y ]
(7) ' ,fàÇ> à<x\ ày

—L- r/ n^ •_i-" "-4-" —— 1 "4-' "—-"" ""•'•̂ : 0.• ocp \à.v r à y ) ày

En égalant à zéro les coefficients de p9 dans les termes (G) et de /^
dans les termes (7), on obtient d'abord ces deux conditions

fàa. <)(3\ p , ( à & ^-.o
c(^-^)-p^+-<)y;-o'

p^_^^,-^^+ ( )a)=o.
•^^.r dy/ yte à y }

On en conclut, en écartant l'hypothèse a2 +• f:!1^ o,
ôa. à^ àa. _ ()P>

(8) àsc^'ày' à y ~" J.ï'

En vertu de ces relations, les conditions pour que les tc r ines(<)) ( '1(7}
soient identiquement nuls deviennent

,àv ,,ou ^y^ , <>/^+^-^U^ +^-o,

^^^p.^-.^uf.-l.-^-o.1 Aa? à y <)y i)y

L'élimination de la fonction y entre ces deux équations donne l'équa-
tion aux dérivées partielles que doit vérifier U

^/à'-V rPUN ,„, ,, ^IJ
^(^-^)+(^-^)^-^

(9) 3 ^^-a2) <W _ _ 3 (;((:?-«i) ^U ̂  d» :̂-:"2) (j^^_
'+' a ~ ^ y ~ à x a "" <);» dy àœ ()y — - •

Si l'on fait en particulier a = = i , ^ = o , l'équation se réduit , à
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6)511 = o. Si donc l 'équation ( î ) admet l'intégrale /^ 27 == const,àxcly i v /
U sera nécessairement la somme d'une fonction de x et d'une fonct ion
de y . Les équations qui déterminent y, dans ce cas part iculier , sont

ày ày , ai]«„ —— /-« ,_L, -J_ -——- —~ 0—~—- ———, <J y i \^ -^ —— — 1ày àx ax

ce qui montre que y ne peut dépendre que de oc.

3. Connaissant les fonctions a et [3, il faut m a i n t e n a n t , pour déf in i r
le changement des variables , trouver A et B. Par hypothèse, les for-
mules
( T o ) ^i = A, ( x, y), j\ -.- :B ( ,r, y )

t ransforment l 'équation (i) en une autre, ou les variables sont sépa-
rées dans le second membre, et qui admel , comme nous venons de h*
voir, l 'intégrale p: 4- ̂  = const. Puisque U est solution de l'équa-
tion (9), l'équation (i) admet l 'intégrale

(<xp 4- ÇiqY-\- 27 == const.

D'ailleurs, la substitution ( ïo) transforme op + ^q en

/ àA. „ àA\ ( àB , . f)B\
(a^^P^)^+(a^+P^^.

Il suffit donc (r) que les fonctions A et B sat isfassent aux, équa t i ons

àh. ,, àk àB . <)R^ 4.. 5 -,- =: i a -Y~ ~l- p — = o.
^^ ' ày àx ' ^y

A et B satisfaisant aux conditions — = , - ? -y = — -j-^ on en tire

(iQ

/ r)A _ a ^A _ _^
<l.r '" a2 4- (S2 ^r """" ^ -+- P2

^B I3 <)B - ——^L-
r):î ̂  ̂  a12 -h (32 ? 5y ^ a2 4- (̂  "

( 1 ) II y aura évidemment d'autres façons de déterminer A et B dans le cas où Féqua"
tion (i) admettrait plusieurs intégrales du second degré.
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Ainsi, lorsqu^on se donne a et (S, on a l 'intégrale générale de l'équa-
tion (9), en déterminant A e tB par les quadratures précédentes et
en formant l'expression

(i.) U=(^+^)[9(A)+4. (B)] .

4. Si l'on veut que les résultats précédents s ' appl iquent à un pro-
blème de Mécanique pour lequel la fonc t i on des forces est (J, i l faut
que cette fonction ne cesse pas de satisfaire à l 'équation (()) q u a n d
on l'augmente d'une constante quelconque, c'est-à-dire que

(^(JS^—a2) _
clx cly

Observons, toutefois, que, si cette dernière cond i t ion n'es!, pas
remplie, la connaissance d'une intégrale complète de 1/équation
p2-}-^^: sU ne sera pas sans u t i l i té pour la résolution du problème
de Mécanique. Car si l'on suppose connue u n e intégrale complète de
l'équation p^-^-y2^ a(U 4-A), on obtient les trajectoires en épiant
à une constante arbitraire le résul tât de la d i f ï e r e n t i î t t i o n de l ' in té -
grale complète par rapport à la constante non add i l ivo q u i y entre.
Les trajectoires relatives à h === o s 'obtiendront en in t rodu i san t cette
hypothèse dans le résultat précédent, et, connue a u c u n e di i ïe rent ia t ion
n'est faite par rapport à h, on aura évidemment les trajectoires qui
répondent à À = o par une dif îérent iafcion de l ' intégrale complète de
p<i^qfî=^V.

Revenant maintenant aux problèmes de .Mécanique que la méthode
de Jacobi permet d'intégrer complètement, la condition ^-AÈlZlî.} —- oA cj . , ^ à y
jointe à 'celles de la représentation conforme que doivent vérif ier a et &,
et qui peuvent s'écrire

à (^-^\ , à à .à /f^-^\t—————— \ ̂ . f^Q'\^^ (w) — —— ( *..-—"--.-— î = O»
àx \ 2 J ày v ' / ? àx ' l / à y \ a / '

déterminent a et p. On trouvera immédiatement, en désignant par
a, &, b^ c, c^ des constantes, les deux relations

W
(32— a^r^ <aî(y2—^) 4- a&iy — ^bsc -^" Cy

a(3 == axy -|~ bi x 4- by 4" <?i •
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5. Supposons d'abord 07^0. On pourra, sans altérer la générali té,
supposer a= t. Cela revient à mul t ip l i e r a et [S par u n e même con-
stante, et par suite aussi, A et B. En outre, on voit qu 'un transport
des axes permet de supposer nulles les constantes b et & , , en sorte
que a et p peuvent être considérés comme satisfaisant aux re la t ions

( 14 ) (32 — a2 ==: y2 — ^2 -h c, a (3 = xy -4- Ci.

11 faut main tenant d é t e r m i n e r les fonc t ions A et B par les quadra-
tures (i i). Or, la forme d.es seconds inembres montre que, si l'on pose
y(^) === a 4- p î , A e tB seront respectivement la partie réelle et le coef-
ficient de i dans l 'intégrale ( —^, • En outre, d'après les relations ( r /l).J J \ z )
le carré de la fonction/'^) est s2 4- i c ^ i — c . Une rotation dos axes
d'un angle convenable o) va s imp l i f i e r encore cette rccbcrche. Si
z^ ===^ "•(- y ^ i désigne la n o u v e l l e var iable imaginai re après la rota-
t ion , notre intégrale deviendra

/^^^^^^^^^^^^^^j ^^^(ïcr^11^
Déterminons a) de façon que

( a Ci i — c ) e"^ ;= — 7 ,̂

h étant une quant i té réelle, on aura

a Ci ces 2 G») 4- c sin a o) = o, c ces 2 ^) — 2 c, si n ^ (Y) :-::; A2 î

en prenant
S i H 2 & ) =—. ^1-, COS 20.) ••::-::: ~, ^ .̂~^ ,̂..̂  ^_^ ^^

l'intégrale se réduit à
( 1 5 ) /• ^._..

,/ \/5f-^'

^ Appelons r et p les distances d'un po in t du plan aux deux points
fixes qui ont actuellement pour coordonnées Çh,o), (— /(.o); on sait
que la partie réelle et le coefficient de ('dans l'intégTalc (i,^) sont des
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fonctions très s imples , l 'une de r ^ p , l'autre de r - p (1). Il est
même inutile de préciser la forme de ces fonct ions, puisque l'exprès-
sion de U que nous voulons obtenir contient A et B sous deux fonc-
tions arbitraires.

Il nous reste à trouver l'expression de

ô^ dA2 r
J^ ày^ ~~~ a^+P2

Les formules (i4) donnent

(a2^- p2)2^ (^-i-y2)2^- 3c(j2— ^2) -+- 8Ct,:yy4" ̂  "h 4^ î?

le second membre transformé dans le système (^oj0 ̂  yédui t à

(.^+y02 + aA^yî- .^ î ) -h/ / /%

qui est le carré de /'p. L'expression générale que nous cherchions
pour U est donc

U == ̂  [ y ( r 4- p ) -4- ̂  ( /• — p )].

C'est la forme générale trouvée par L iouv i l l e .

6. Lorsque Â = = O , cr4-[32 devioni é^^l ^û cîirré de la dislanco dtï
.mobile à la nouvelle or igine. L ' intégrale qu'il f a u t meltî^ HOUS In
forme A-^'Si est ici, f •̂:11' A est une f o n c t i o n de ^4-j^ lî u n eJ z\
fonction de în- Donc r dés ignant la distance do. mobile à (in po in t f ixe

.2?!

du plan, 0 l'angle avec une direct ion quelconque du rayon vecteur
joignant le mobile au po in t fixe, la va leu r de I..J sera

U •-=îp ( r )4 1 - ̂ (0).

7. Reste à examiner le cas de a == o. Un transport d'axes pennet

(1 ) L'équation aux dérivées partielles do Jaeobisô transformera donc en unô mUro où
les variables seront séparées, quand on fera un changement de variables on coordonnées
elliptiques*
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d'annuler alors les termes c et c^ Les relations qui dé te rminent a et (3
sont

(32— a2^: a( <^j — ̂ ), a[3 •= ôrZ? -h by.

L'expression a2-4- ^2 est égale, à un facteur constant près, à la dis-
tance du mobile à la nouvelle origine. Les fonct ions A et B sont la

/** ' /—
partie réelle, et le coefficient de i dans l'intégrale \ j— où l'on a
posé /(-s) == a +- (3î. Le carré de /(-s) se rédui t ici à 2(6 -\-b^)z.
Une rotation des axes permet, en négligeant un facteur constant réel,
de ramener l ' intégrale à ,/ €-^- A un facteur constant près, les carrés

J \/zl
de A et B sont \/x] - h y ^ — x ^ et \/x^ -f-y^-t- x^ En revenant au sys-
tème pr imi t i f , on voit que, si r désigne la distance du mob i l e à un
point fixe, et S sa distance à une droite fixe, l'expression de U sera

U=^[y(r -hô)+^(r-ô) ] .

Ces deux cas particuliers ont été dédu i t s par Liouville du cas général
de la transformation en coordonnées elliptiques, au moyen de consi-
dérations géométriques.

• I I .

8. On, peut tirer de l 'équation aux dérivées partielles que vér i f ie la
fonction U tous les cas des problèmes admet tant une intégrale du
second degré, ou, ce qui est la m,eme chose, complètement inté-
grables pa r l a méthode de Jacobi, dans l'hypothèse que U ne dépend
que des distances du mobile à des points fixes ou à des droites fixes
du plan. A cause de la forme linéaire de l 'équation aux dérivées par-
tielles, si, l'on a obtenu un certain nombre de solut ions particulières
où U ne dépend que des distances du mobile à certains points ou
droites du plan, on aura encore une solution en a jou tan t toutes ces
solutions particulières multipliées respectivement par des constantes
quelconques. Il suff i t de répéter les calculs de M. Bertrand en dist in-
guant les divers cas qui ont été examinés dans l ' intégration.

Dans le cas général, la constante a n 'étant pas nul le , on peut la
supposer égale à l 'unité. Le transport des axes et leur rotation re-

Ann.dc l*Éc. Normale. 38 Série. Tome XÏ. — JANVIER ïSQ^. 3
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vient, comme on l'a vu, à annuler les constantes 6, b^ c^ En intro-
duisant la distance 2/z des deux foyers, l 'équation aux dérivées par-
tielles est

<•' ^-^y-^S^ï-^-
II faut voir si elle peut admettre une solution de la forme

U^cp^-^+^-yo)2],

en déterminant convenablement la fonction cp et les constantes «^07 ro-
Le résultat de la subst i tut ion est

( j4^y[(^-^o)2-(7-Jo)2]+4(J2-^+/^)(^-^o)(y-yo)iv//

( 2 ) ) +6(y^-^y)ç/=:o.

Le polynôme qui figure comme coefficient de ç" est seulement du
troisième degré; i l doit être évidemment le p rodui t du coeff icient de
^ par une expression de la forme k[Çx — a^y+y—y^)2^ où k est,
une constante. On reconnaît tout de suite que l ' i den t i f i ca t ion d o n n e
comme condit ion nécessaire A== |et^oyo= ^ Si l'on veu t se borner
aux so lu t ions réelles, il faut' prendre y^ == o, et l ' i den t i f i ca t ion a l ieu
effectivemeni en prenant x^ — h2 == o.

Pour avoir la loi de la force dirigée par exemple vers le po in t
XQ= A, jo== o, il suffit de remarquer que l'équation (2) donne, en
posant v == (cT — A)2 +y\

apç^-t- Sç/ =:: o,

En désignant par C et G, des constantes arbitraires, on en conclut

9= ~+Ci.^

La loi d'attraction est donc celle de Newton.
Remarquons, avec M. Bertrand; qu'il y a une autre façon de satis-

faire à. l'équation (2) en exprimant que le coefficient de y' est ident i -
quement nul. Cela donne *ro ==,70= û* L81 force est dirigée vers l'ori"*
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gine. L'équation (2) se réduit alors à ̂ = o. La fonction ç est donc
du premier degré par rapport à œ^+y2; la force est proportionnelle
à la distance.

De même, en désignant par M, N, P trois constantes, la substitu-
tion dans l 'équation (i) de ç(M^-4-Ny -+- P) donne

[(M^N^y+M^r2--^2-!- h2)]^^- 3(Mj —N^y^ o.

On doit avoir, comme précédemment,

(M2— N2).^ + MN (y 2— x^ 4- /z2 ) = 3 /c(My — N^) (M^ 4- Ny + P).

L'identif icat ion exige d'abord ^==•1, ensuite que P soi t nu l ainsi
que l 'une des quantités M ou N. On retrouve a ins i , avec les forces
considérées par Lagrange, celles qu'a ajoutées Liouvi l le . Elles sont
dirigées parallèlement aux *deux axes coordonnés que nous avons
choisis, et l'on vérifie immédiatement qu'elles sont inversement pro-
portionnelles aux cubes de la distance du mobile aux deux axes.

9. Dans le cas particulier où À = = o , l 'équation aux dérivées par-
tielles devient

/., /^U rPU\ , , „ yv . àV . àU(3 ) x y [ —,- — -y-, 4- ( y2 — .a?2) -,—y + 3 y ".- — 3x ~ == o.
' \àx2• ày2/ •f ôxày u àx. àr

En répétant le raisonnement précédent, on voit immédiatement que
les seules forces dirigées vers un point fixe doivent passer par l'ori-
gine actuelle et que la force est une fonction quelconque de la dis-
tance.

En cherchant les solutions de l'équation (3) qui sont de la forme
<y(Mx 4- Ny + P), on trouve aisément que la droite MX +-Ny+ P = o
est une quelconque de celles qui passent par l'origine, la force de-
vant varier en raison inverse du cube de la distance.

Ainsi, dans ce cas particulier, la méthode de Jacobi ne permettra
de résoudre le problème par des quadratures que si le mobile est sol-
licité i° par une force dirigée vers un point fixe 0 et fonction quel-
conque de la distance à ce point; 2° par des forces émanant d'un
nombre quelconque de droites passant par le point 0, ces forces va-
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r iant en raison inverse du cube de la distance du mobile à ces diffé-
rentes droites.

10. Lorsque a = o, un transport d'axes et une ro ta t ion convenable
qui revient évidemment à prendre comme axes de coordonnées les deux
droites rectangulaires en évidence dans les expressions de ^ - a2

et de a^ du n°7 ramènent l'équation aux dérivées part iel les a la f o r m e

/^U àsiV\ ^U .<:)U(4) ^ - T T ~~ •-T-? •+ ^y .—.'- 4- 3 — ==o*' / \à^2' ày ) v àx dy àx

En essayant, d'après les mêmes procédés, les solutions de la forme

U=^[(^-x,y+(y-y,Y],

on trouve immédia tement que le point fixe vers lequel est dir igée la
force ne peut être que l 'origine, et que la force est en raison inverse
du carré de la distance.

Pour que l ' équat ion (/i) admette une solu t ion de la forme

1.1 :==:(?( M.r+ N y + P ) ,

o n d o i t a vo 1 r i ( 1 e n t i q ( i e m e n t

[( M:3 — N2 ) x "4- a M'Ny] ̂  --h 3 M 9' •= o.

On peut d'abord y satisfaire en prenant M === o. La force est parai lole
à Oy, et, comme l 'équation se rédui t à ^ == o, la force est cons tan te*
Ce cas étant écarté, on doit avoir i d tmt iquemen t

(M2— N2) ,r .+- 2MNy ::--: 3kM(M^ + Nj -...i- V ) .

H faut et il suffit que P ̂  N -^ o et que k ̂  ̂  D'ailleurs, m posant,
MX — v, l'intégration de l'équation en 9 donne

ç-^+C^ , ^ 1

La force dirigée perpendiculairement à Oy est inversement propor-
t ionnel le au cube de la distance à.cet axe-
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11. Les forces dirigées vers des centres fixe? ou provenant de droites
fixes do plan qui ont été trouvées précédemment sont évidemment
les seules qui donnent des problèmes intégrables par la méthode de
Jacobi, si l'on veut que les intensités des différentes forces soient
indépendantes les unes des autres. Dans le cas contraire, il est pos-
sible de trouver d'autres fonctions U pour lesquelles la méthode de
Jacobi ramène le problème à des quadratures.

Cherchons, par exemple, si l 'équation (4) peut admettre une inté-
grale de la forme

U=:9(^ 2 -^y 2 ) -+-^(y) .

La subst i tut ion donne, en posant x2 -4- y2 == ^,

^ (.» r^' -4- 6 Q' — ^" -=: 0,

q u i ne peut être vérifiée que si l'on a, en désignant par A une con-
stante,

4/=A, (^^'-^Q^^ /^

On en conclut
u "̂  - -Tf + ^ ( ^ + 3/2 ) + h,y + k,,

A,, k, k, dés ignant des nouvelles constantes. Tous les termes corres-
pondent à des forces déjà examinées, sauf le second, que l'on peu t
écrire ^À(r2 + 3j2), r étant la distance du mobile à l 'origine. Ce
terme répond à deux forces : l 'une dirigée vers l 'origine et agissant
en raison directe de la distance, l 'autre perpendiculaire à O.^.et aussi
en raison directe de la distance; mais, pour une même dis tance, l ' i n -
tensité de la seconde doi t être triple de celle de la première.

Cherchons de même s'il y a des solutions de l 'équat ion ( 4 ) . d e la
forme

U ^ y Ç ^ + j 2 ) +^( / r ) .

Le résultat de la subs t i tu t ion est

^^(^^•hj2) ̂ -h 6W-4- xy -\-~ 3d/:::r o.

Les variables ̂ -hy2 efc.r se séparent quand on divise par,r. En dési-
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g n a n t p a r À une constante, et posant^2-4" y2 == P, les fonctions 9 et '̂
seront déterminées par les deux équations

34 <,> <f + 6 îp' = h, y + - • ̂ / + h = ô.
fît?

On en conclut par l 'intégration
2/C ï AiU=A(-^-^)~^-^1+^,

où les termes correspondent à des forces déjà trouvées, sauf le pre-
mier, qui peut s'écrire ÀQr2--^2). Il correspond, à deux forces pro-
portionnelles à la distance, l 'une dirigée vers l'origine, l'autre éma-
nant de l'axe Oy. La première force étant chôme arbi t ra i rement et
étant , par exemple, attractive, la seconde doit être répulsive, el, pour
une même distance, son intensité doit être les | do colle de la pre-
mière.

La méthode de Jacobi ramènera donc à des quadra tures le mouve-
ment d'un mobile sol l ic i té s imultanément par les forces suivantes ;

i° Une force constante parallèle à Oy; ^ une force perpendicu-
iaire à Oy et inversement propor t ionnel le au cube de la dis tance;
3° une force dirigée vers l 'origine en raison inverse du carré de la dis-
tance; 4° une force hy émanant de Ox; 5° une fbrco —h^ émanant
deOy; 6° une force dirigée vers l 'origine et ayant pour expression
GA+^V.^/c- -ï- 3/^


