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LES MODULES

DANS LA

MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,
Par M. A. G. GREENHILL.

(Extrait des Proceedings of the London Math. Socicty, vol. XIX, n® 323-327; mars 1888.)

(Travurr rar M. Ltoxce LAUGEL.)

e el e o

Jai éL6 conduit & entreprendre celte raduction par la lecture du passage
suivant des Fonctions elliptiques ’Halphen :

« ... La multiplication complexe a é1é Pobjet de Mémoires importants, ete.;
enfin celui de M. Greenhill (Proc. of London Math. Society) ... Sous ce
dernier point de vue (résultals numdériques), le Mémoire de M. Greenhill,
tout récent, résume et dépasse les travaux antéricurs. »

(Havruen, Fonceions elliptiques, . T, pe15i-150.)

Le probleme de la multiplication complexe des fonctions elliptiques
peut se poser ainsi : Déterminer les fonctions elliptiques de I'argu-
ment complexe (@ -+ biyA)u, en fonction de celles de Pargument «, le

. , ia K’ ~ A
rapport des périodes étant défini par 3- == VA, A étant un nombre pre-
mier; si A est un nombre composé tel que mn, alors nous écrirons

!

- N m : :
== \mn, ou méme \/};, et, dans les deux cas, & doit avoir 2 pour

K
facteur ().

Dans Pexpression d’une fonction elliptique de 'argument (a-+biyA )«
en fonction de celles de I'argument u, les coefficients dépendront des

(1) En effet, I'équation modulaire est la méme dans les deux cas, le choix des racines

: . K' 5
seul étant différent. Foir R, P. Joubert ( Comptes rendus, t. L), au cas K= \/ 3’
(Note du Traducteur.)
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e

. . . K < .
valeurs des fonctions modulaires correspondanta - == yA; par consé-

quent, I'éguation modulaire devra étre résolue d’une maniere ou d’une
autre. C’est le but principal de cet article de réunir toutes les solu-
tions numériques jusqu’ici obtenues pour des valeurs enticres de A.

D’apres une remarque d’Abel (OEugres, 17¢ édition, t. I, p. 272),
citée par Kronecker (Berlin. Sitz., 1857), 'équation modulaire, en ce
cas, est toujours résoluble par radicaux.

Quelques exemples numériques ont été donnés par Legendre et
Abel, mais la premiere collection importante de résultats est due &
Kronecker (Berlin. Sitz., 1862), qui a donné les valeurs numériques
du module 4 de Legendre, et dans quelques cas de A4 pour une série
de valeurs de A, et en a promis une collection plus complete, qui n’a
pas encore paru.

Suivant la forme de A par rapport au module 4 ou 8, il sera com-
mode de considérer quatre classes et de choisir absolument le plus
simple invariant numcrigue convenant a chaque classe. Ces classes se
distingueront entre elles comme il suit :

Classe A....... A= 3 (mod8),
RN ¢ T A =17 (mod8),
woo Gl A== (modg),
oo Do A==0 (modf).

La classe pour A==o0 (mod4) ne nécessite aucune étude spéciale;
on peut, en effet, la faire dépendre d’une de ces dernitres par la trans-
formation du second ordre.

L'article Neue Untersuchungen im Gebicte der elliptischen Functionen
de J. Klein (Math. Ann., Bd. XXVI, 1886) contient un grand nombre
de cilations des recherches les plus récentes sur les équations modu-
laires; dans le cours de cet article, j'ai fait aussi grand usage des
Ouvrages suivants :

Sounks, AZquationes modulares pro transformatione functionum ellipticarum

(Journal de Crelle, 1. XVI).

Scurdrer, Dissertatio inauguralis de cequationibus modularibus (Regiomonti,

18345 Journal de Liouville, 1858, et Acta mathematica, 1882).

Herwire, Théorie des équations modulaires. Paris, 185.
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Krewy et Kieeerr, Ueber die Transformation der elliptischen Functionen
(Math. Ann., t. X1V, p. 1115 t. XXVI, p. 369; t. XXII, p. 1).
G. 0. Stuarr, Multiplication complexe des fonctions elliptiques (Quarierly
Journal Math., vol. XX, p. 18), en anglais.
E.-W. Firvrer, Ucber eine besondere Classe irrationaler Modulargleichungen ;
Zurich, 1885,
R. RussniL, Sur les équations modulaires en ki, k'l' (Proceedings of the Lon-
don Math. Society ; 10 novembre 1887, en anglais ().
Les expressions générales de formules de la multiplication com-
plexe ont été aussi données par Pautenr dans un article du Quarterly
Journal of Math., vol. XXII, 1887.

CLASSE A @

A==3 (mod8).

Linvariant numérique absolument le plus simple dont le choix
s'impose pour cette classe est I'invariant absolu ), de Klein, le méme
que celui désigné Valens par Dedekind (Journal de Crelle, t. LXXXTIT)
etlié¢ avec Uinvariant « de M. Hermite par P'équation

Joo— o
(Théorie des équations modulaires); mais il est commode de se servir
de la forme de Kiepert, exprimée en modules de Legendre £ et £
(Math. Ann., vol. XXVI)

(1 1B 2L

Joo e
108 2 L1

forme que I'on obtient par une transformation du second degré, ap-
pliquée & la forme de Klein
[' (l J— k2Av/2)?1
Tay VY
en sorte que le J de Kiepert est une Modul-Function sweiter Stufe.
Prenons l'intégrale canonique de premitre espece de Welerstrass

/ 4 dx
. \/[LL Ml P

(1) Consulter aussi d’autres remarquables Mémoires plus réeents de M. Kiepert, Math.
Ann., ot de M. Weber, Math. Ann. et dcta math.
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rendons-la normale (') en la multipliant par la racine douzieme du
discriminant

en sorte qu’elle devient

) B

Dans cette classe A, la formule Ia plus simple de multiplication
complexe est celle qui lie

u
&X=mpu el y=p M’

R V)
M .'( 1= iVA),

et conduit i la relation différentielle
o Mdy %
iy —y 5 Vi~ g
a I'aide d’'une équation de la forme (Quart. Journ. Math., . XXII,
p- 127, Mémoire de I'auteur, déja cité)

at— Ayt -
('%.m — Gx aom ~1 -

(1) Rendre normale (rnormiren)) I'intégrale de premitre cspice de M. Weicerstrass con-
siste 4 la transformer de maniére & rendre le nouveaun diseriminant égal 4 unité affectéo
du signe -+ ou —, au choix. L’Ouvrage d’Halphen ne mentionne pas celte expression.
(Kreix et Kwgeery, Math. Ann., t, XIV, p. 113.)

Un caleul trés simple montre qu'il suffit de multiplier intégrale par la racine douzieme
du discriminant affectée du signe convenable. Les variables restent les mémes, sauf ad-
jonction de facteurs racines de ee discriminant. (Note du traducteur.)
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ou 'on a
n=—om--1,
A=/f4tn —1=8n 43,
1\1 = b 1

les A et G étant certaines fonctions modulaires qu’il reste a déterminer
(Kiererr, Math. Ann., t. XXVI, p. 398).

La détermination de G, est la plus difficile, et il est important de
remarquer que ¢’est un facteur numérique de yA + 1.

En effet, si nous désignons par M et G les imaginaires conjuguées
de M et G,, etsinous posons

- e~ ), ll —— ) 1[
S pre—=) M Nl/’
il vient alors

,y/z____ ,)“’l yu—l

(;)hj;'u ymt e
( 2 o (‘

(nl"‘” L)

e 12

/Ill——l

= oG M () ()
N .)m__ G’l i\l-‘_’(mu“_)m—l(wn'_.)z]z

on sait, d’apres le développement connu de pu suivant les puissances
de «, que
(| o .
PUSS g ok i:_(_’) W ..,
et les termes absents remplacés par astérisque font voir que
nG,+ G, M~2*=o0;
par conséquent, si 'on pose

Gy = a\/A + b, G = a\/A — b,

on a
na\/A - nbi -+ (@& — bi) 4 (—on+14+iyA)=o
ou
(a —b)[VA— (4n —1)i] =0,
ou enfin

a=0b;
Ann. de UEe. Normale. 3° Série. Tome XI. — Jum_1894. 22
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mais, pour déterminer a, il faudrait pousser plus loin les développe-
ments de y etz en fonction de .

Une fois G,, et par conséquent A, = 2G, déterminés, les G ct A res-
tants sont déterminés par les formules récurrentes données par Kie-
pert (Math. Ann., t. XXVI, p. 339).

L’équation précédente liant y et x est équivalente & 'une quel-
conque des trois suivantes (Quart. Journ. Math., t. XXII, p. 125) :

r=m [.%' —p (0)2 4 2’,';’)1) ,‘_’
y—e=M(z—a)[] :

D

7

r=1

. (n-— )7)0)1_
y—e=M(z—e) ]| [Z‘ J~

3 [ (72— )r')mlwlfz
T Rt L B P

— M2 L - "

ym oty ] ——,

=] (s —p22)}

' K’ .
— e :'L\/A,

)

ou

et
w1 =+ (0, wy), w3 == (g — o))

et, par conséquent,

r=m

T (2)

r=1

Ainsi, par exemple, lorsque A = 571,

20, b, 8w, 160, 32w, 640,

S A Gt A i R A ER A E

(Kiepert, Math. Ann., t. XXVI, p. 381.)

Supposons que le multiplicateur complexe ﬁ, au lieu d’étre égal,

comme nous l’avons fait, a

1 (= 1+ iVA),
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1 (—p+iva),
p étant un entier impair; nous aurions alors posé
n=1(A+p*) ,
dans les formules ci-dessus; et ceci nous explique pourquoi dans

Equations modulaires, de M. Hermite, p. 44, classe 3° (notre classc A ),
A prend les valeurs

hn—p*=4f{n-1, bn —g, hn — 25,

Crasse A.

A=3 (mod 8).

A =3. — De 'équation modulaire de Jacobi du troisieme degré
VIR RN =1,
on tire, en remplacant £ par X', & par A,
2\ k=1, akk =1 =sin30°;
I'angle modulaire est de 15°, et

k= sin15°, k'=cos15°;
alors 'invariant absolu J = o,

Ya== 0, 2775 =1, 3\/§}/3::1
et
1

===,

M
w étant une racine cubique de 'unité, et 'on a
pouUu=onpu.

Cest le cas le plus simple de la multiplication complexe, qui a été
considéré par Legendre dans la réduction des intégrales elliptiques
(Fonct. ellipt., t. I, Ch. XXXVI) ().

(Y) Voir UaLruex (Fonct. ellipt., . 1, p. 82, 83, 282, ete.; t. I, p. 571 et suiv., 642 el
suiv.), ol cetie valeur de pu ost I'objel de considérations de la plus haute importance,
(Note du Traducteur.)
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&

A=r11. — Prenons la forme de Schréiter ou de Russell pour I'équa-
tion modulaire du r1¢ degré

VER -+ VEN o Gk KN = 1.

Posons
k=%, k=1;

il vient

o\ = 2 YTk =1.
Formons I’équation en £*£, et, introduisant.

o (1 16R2 Ly

TTro8 kLT
nous trouvons
2? AN
] 93 -l o | T .), 5
8 7Vt
‘/2 oy g, /‘ ----- - .,..;"..7.....,-.

Iei, Uinvariant « de M. Hermite est égal & 27, valeur qui peut étre
tirée des équations au bas de la page 47 des Equations modulaires.
On a aussi
Gi=—3(Vir+i), A= =1 (Vi 0);
les valeurs de A,, A; ont ¢té données dans Particle déja cité de
Pauteur (Quart. Journ. Math., t. XXII, p. 134).

A =19. — Nous trouvons

J=— 29 J—1=— 3%y,
Yo =38, Vi=— \/}6:
Yat-1= 32, V35— Ya+1=3.19.

Ces valeurs sont tirées de Théorie des équations modulaires de M. Her-
mite, p. 47, ou I'on voit que, « ¢tant 'équivalent de — 22J, on a

A= 3, a==o0,
A=, o=27,

A =19, o==2"7 .3,
A=297, a=12".3.53%,
A =143, o == 219, 33,53
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et, en ayant égard i 1'égalité approchée (Equations modulaires, p. 48),
280 = emVA — 744 -+ 196880 emVB

nous ohtenons

A= 67, o= 27.3%.5% 113,

A =163, o= 2'0.3%.5%.23% 29®.

D’aprés M. Hermite (Equat. modul., p. 47), la valeur de o est en-
tiere quand il n’y a qu’une classe improprement primitive pour le dé-
terminant —A; et A =163 est probablement le nombre le plus élevé
de cette nature.

M. Hermite fait voir que dans ces cas ¢™V3 se rapproche heaucoup
d’un entier; par exemple, pour ¢*Vi% | la partie décimale commence
par douze chiffres g qui se suivent.

Prenons on pour signe de P'égalité approchée; on a

1728 en — ;;. or— ™V

d’onr
imyE X Lnyi
127,00 ¢ el 2167, 00 e

, r’,ﬂﬁ . . .
par conséquent, ¢ est ausst presque un nombre entier, multiple de

1 -
., STY/A . . .

12, et, d’un autre coté, ¢ estaussi presque un entier, multiple de

216 (H. J. Syinit, Rapport sur la théorie des nombres, présenté a I’Asso-

ciation britannique, p. 374; 1865).

Ainsi

1 pmw

- /10

e”m/ w96 =12( 3%*—1),
1

=TS

c? fmg(:'»o =r12( 9*—1),
1 e

= 767

3T/ »bhe8o =12 ( 21°—1),
tryi@

el s 640320 =12 (231*—1)
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et
;-7:\/?5

V19
%7:‘/.'7:3
V43
i
V67
%n\/iﬁ

¢ 216.185801==216.7.11.19.127.
163 7 ) /

1216 — 216,

v 216,21 =216.7.3,

w»narb.217 =216.7.31,

Les valeurs de J, correspondant & A= 3, 11 et 19, présentent de
tres intéressantes applications numériques pour I'é¢tude de I'éyuation
de Uicosacdre de Klein, la résolvante en r (Tkosaéder, ..., p. 1o2) cor-
respondante ayant respectivement une racine r==3, 11, 19.

La détermination de z, I'irrationnalité icosaédrique corvespondante
offre alors un exercice numérique digne d’intérét.

A=27. —lei
29.5% 112 232
J= —> J—1=
32 32
L0 1; 253 ‘
2= 3% vo== 3%,

Ces valeurs peuvent étre obtenues par la transformation du troisieme
degré de Klein (Math. Annal., t. XIV, p. 143)

JJ—r1i1=(r—1)(9r—1)*: (297> — 187 — 1) — 64,

et, de méme, avec J', méme fonction de =" avec 77/ =1.
Posant J'= o, alors gv'=1, 1 =9, et 'on a

29.5%

J:—"g'{—

et’on a aussi
2 S
Gy=—13% (Va7 + i)

(Quart. Journ, of Math., p. 136; 1887).
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A=35. — Ici
J=—yi J—1=—27y2

avec
=3V3[1 (V3 + 0],
256 1155 -~
73:'——”““‘—‘2; Y V7

[voir, de méme, 'article précédent de I'auteur (Q. J. of Math., t. XXII,
p-137)], et .
Gi=—3 [1(/3 -+ (V35 +0).

La maniere dont ces valeurs numériques ont été tirées de I’équation
en L de Kiepert pour n == g est aussi expliquée dans cet article.
K’

Les valeurs de v, et v, ci-dessus correspondent au cas de

: K 7. : =
mais, lorsque ¢ =4 /%> il faut changer le signe de V5.

Nous aurions pu obtenir la méme valeur de J en employant I'équa-
tion modulaire de Fiedler du 35¢ degré (frrationale modulargleichun-
gen, p. 97), en posant A = £, N'=~Fk et = 2 kk'; alors avec la no-
tation de Fiedler

Vi=x—1, Ly=lta*—x, Ly—=— ta®
et
W =— "tz + \/zx —_xt,

Substituant ces valeurs dans son équation, nous obtenons

28— 10284 31 a*—122% — 2*— 26 1 =0,
(2 — S22+ 132 —1)2— 20(2*—32)> =o,
2t — (54 25)2?+ (13 +65)z —1=0;

formant ensuite les équations en 2* et *

at— (19 + 8\/B)zt+ (33g +152\/5) a2 —1=o,
212 — 328+ (230403 - 103040\/5 )2+ —1=o0,
(2 — 1) —+ (230400 + 1030404/3) 2 = o0,
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on obtient

4 =2 4 / fo/E
J=— T 55(230400 -+ 103040/5)

 2.5\3 Vg_‘-I)”
=% &

Les mémes valeurs auraient cncore pu étre obtenues en combinant
I'équation modulaire du 5¢ degré de Schriter ou Russell avee celle de
Gutzlaft du 7° degré, mais il se présentera plus loin des exemples de
cette méthode.

A:/|5 — et

J == —at2, 53, J o1 - 3% . /| 3
et
37 ) o3
}12 = - \/J R h(), Jao= 2l \//|5 )

72 1= 3%, Y e Ya-b 1 372043,

valeurs obtenues par la méthode de M. Hermite & Paide d’approxima-
tions numériques, ou que I’on obtiendrait de méme par sa méthode &
Paide de I'équation modulaire pour 7z = r1.

Remarquons que, lorsque J est un enticr, alors v, 1 est le carré
’un nombre multiple de 3, tandis que v, contient le facteur 7.

Cette considération est tres utile pour déterminer la valeur de J par
approximations numériques pour des valeurs élevées de A.

Pour A =43 :

Gy=—3 (/43 i)

(Quart. Journ. Math., t. XXII, p. 171).

A = 51. — La valeur obtenue, par M. L. Kicpert, pour J, est

J=—064(5+V17)" (Vi7 4-4)"
=—236(3V17 ++11) (Vi7 + 4);

J—1=—72(128 4 31y17)%,

d’ol1

3 —
Vs == Zg\-/r<128+ 31\/17).

Les fonctions modulaires pour cette transformation sont intimement



LES MODULES DANS LA MULTIPLIGATION COMPLEXE, ETC. 177
liées aux fonctions de M. Kiepert pour n =13 (Math. 4nn., t. XXVI,
p- 381).
[’équation en L de M. Kiepert (p. 425), avant un facteur de la
forme
L*+ al?+ 13 =0
ol, suivant M. Kiepert,

a =1 (3y/75 4+ 1);

on a, par conséquent,

L= (14 051 ) o,

o élant une racine cubique de I'unité; et les fonctions modulaires
correspondantes dépendent d’arguments égaux a des multiples des
13iemes parties des périodes.

A = 5g. — Dans ce cas, la méthode qu’il convient le mieux d’em-
ployer est celle de M. Hermite (FHquat. modulaires, p. 44) pour sa
classe 3° avec n =17.

Le nombre des classes improprement primitives, que nous appelle-
rons dorénavant p, & déterminant — A, est, dans le cas olt A = 59,
égal & 3 (Gauss, Werke, t. 11, p. 287), en sorte que nous devons nous
attendre & une équation du 3¢ degré pour «.

U - .
Posons - =1 et, prenant la notation de M. Hermite, nous aurons

1
ub == —

1— o8’

Alors I'équation modulaire de Sohnke du 17¢ degré (Crelle, t. 16)
(0—u)B1Gue(1—1®) (1— %) [17u0 (p— 1) —(¢r—u* 2101wt ) | =0
devient une équation du 18¢degré en ¢

v

(L) =16, 1782(L —1)0 15,164+ 16.34 65— 16¢ = o.

Les valeurs correspondantes de A sont 4n — p*= 67, 59, 43 et 19;
et, & I'aide des valeurs entieres connues de «, pour A = 19, 43 et 67,
Ann. de UJic. Normeale. 3° Série. Tome XI. — Juix 1894, 23
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données précédemment, nous séparons les facteurs correspondants,

(qui sont :
A=19, t— 2~ 3L —1=0,

A=143, P—303+ 7i—1==0,

A =067, B—70413L—1==0;

ce qui laisse le facteur, de degré o,
=78 2007 — 340+ fo P — a8t 4= 00 — 10211l — 1m0

pour A = 59.
ATaide de cette équation, formons I’¢quation correspondante en 7,
¢l nous trouverons, ¢n posant

=y
L

une équation du 3¢ degré pour e.

Nous aurions pu employer I'¢quation modulaire de Fiedler pour
n=r15. Alors les valeurs correspondantes de A sont 59, 51, 35 et 11,
et les facteurs pour 11, 35 et 51 se déduiraient des valeurs préce-
dentes de a.

[Véquation modulaire pour n == 13 peut &tre aussi employée suivant
la méthode de M. Hermite pour le cas A =51, résolu ci-dessus par
Kiepert, les facteurs ¢trangers correspondant & A == 43, 27 et 3 étant
connus et pouvant étre séparés tres facilement par simple division.

A=07. — lci

J=— 258 118, J—1=—127.72.31%.67,
valeurs tirées des Equations modulaires de M. Hermite, p. 48; alors
'/2;;1»}3.5.11, = 217\/(57,

N — 22 - -2 » ot 2 99 X -
Ja-F1=3%.7%, /35— 2+ 1=3.72.31%.67.

Les fonctions modulaires dans cette transformation correspondent
au cas de M. Kiepert, ob n =17 (Math. Ann., t. XXVI, p. 428), 'équa-
tion correspondante en L ayant comme facteur

| e
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etles fonctions modulaires associées ayant pour argumentles 174 par-
ties de multiples des périodes.

J=—064y/5(31y/3+69)".

Gette valeur est obtenue par la transformation du 5¢ degré de Klein
(Math. Ann., t. NIV, p. 143, et Proc. London Math. Soc., Vol. IX,
p.126):

Ji)—rir= (0T D )P L (T =m0t +12D) (22— T —1)? ] — 17287,

J sera la méme fonction de =7 avee 75" = 125.
Egalant J' 4 zéro, il vient
o — 1ot 5 =0,
el S Y \/;—) ,

T o 25\/5(\/fi~t~2);

Lol la valeur ei-dessus de J, et 'on aura alors

2 ) S
Y= 0" ((39 -+ 31 \/.’)),
Lo, ow - \
N V3 (43325 + 9729).
Cette transformation est associée avee la transformation de M, Kie-

pert pour n =1 (Hath. Ann., t. XXVI, p. 4128) et I'équation corres-
pondante en L posside un facteur de la forme

L+~ al?--19 =o0.

A=83. — Employant la méthode de M. Hermite avec 2 = 23, et
P’équation modulaire de Schroter ou Russell

YT YR  YE YR R =,

et posant alors
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i Paide des équations de M. Hermite (Equat. modulaires. p. 44), il

vient

W= 2=, . L,
X
N - F -]
A== — ., M=
NG
en sorte que 4*A'* =1; nous (rouvons alors
e [2DE TR 0D g%,

. 1
R R e s N,
o

24
’

k1AK% == 30510 2 a56s

VIL 4 R = \/ 487 N 880 /308t aBGg
ef, par <-ons<’rqucn t, R

v S8 \/3:),,9” — 2D08* [ - f8% - 480

ou
\/:7,9,",5-12_;").7)(3.5’35 Tl 88 - 8% - fosT = 4881 Bugt o RS,

ou enfin

T— 168 - 11287 — 46787 413128  — 075085 - 41320
- 550487~ 524858 — 371957 -1~ 1792810 — Hrost! - 30612 - 05652 0,

¢quation du 24° degré en s pour A=11, 43, 67, 83 el gr. Faisons

[— 2§ — 28%-— 27

T

nous obtenons & la place une équation du 8¢ degré en 3, et P'on a

p=o pour A =67,
B=—1 » A= 43,
ﬁl':—-‘), » A".’.‘:ll,

@-rl(\/xé—l) » A==qgr.

I’équation en [ sera done de la forme

BB +1)(B+2)(B+ B —3) (B AR+ B + () =0,
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et 'on trouve aisément
A=, B =02, i=—0,
en sorte que I'équation du 3¢ degré
B+ 4p2+2Bf —3 =0,
Lo 83 o p

avant pour discriminant 25’ donne la valeur de & pour A =83; for-
mant alors I'équation en ¢® ou s**, ¢ étant li¢ & s par les équations

I

& A = =2 — ah6s¥ o 8]
&£
I <

T — 1 g 300 sty — (8
&

nous ohtenons une équation du 3¢ degré pour
o)

(1 8 )3 (1— 2565 )3
[ Rl o S YRR
A 2H0 8%

On devait le prévoir, car p == 3 pour le déterminant — 83.
A==g1 =7.13. — lel
J=—3, Joe iyt

ol
7908 20aV13, = o7(aV3 - 7) (58 - 8).

Ces valeurs ont 6té obtenues a I'origine en calculant les valeurs
approchées de
Yyt 1= (6 \/15 -+ 91)2 =gl \/13 -+ 7)2,
0" 6

13 4
73— Yot 1= 3.7.”2(\/‘1 )F T)

N /

et celles de ), correspondant au changement de signe de 13 et au
rapport
K /13

K= B

Calculant les valeurs approchées de
1 1 13
- Tyl P =T\/ =
e 12y, ¢! \/,

127y & R
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nous trouvons

Y2k 7y > 1816,

Ya7h ¢ —1088;
nous pouvons alors en inférer que v,, v, sont racines de I'équation
quadratique

72— 18167 — 1088 == 0.
Ces valeurs de vy, ou v,, portées dans I'équation en L de Kiepert pour
n =23, la rendront divisible par un facteur de la forme
L2ae 23 = o.

92

A=9g=73%11. — lci J s’obtient en opérant la transformation du

. - r
Avec la forme de Klein, faisant = -—, on a
27

(x—27)(z—243) o
2(1. “.;3 .'I"." :;5

ou
(& —a7) (2 —243) = o,

Posant & — 27 == »* et extrayant la racine cubique, il vient

=382y — 2106y - 864 == o

ou
(Vi =16y — 30)* =196y - 3%,
yr—16y — 3o=zt14(y + 3),
(y2—oy+12)(y*— 30y —v2) =0,
"ol
ye=14\/11 o 3(/33 4-5),
e ;7 e :/ 1+ (V33 4 5)° = 0y (23 + 4 V33),

o3 — 433 (ayi—y0)?

27 27

Ces valeurs de = donneront, ¢’est a présumer, la valeur requise
de J.

A=107. — Nombre premier; I’équation n’a pas encore été résolue,
mais elle dépend de n = 27. (Kweeerr, Math. Anngl., t. XXXII, p. 67.)
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A=115=275.23. — lci

—_— -3 e -2
J=—qi J—r1=—0274}
avec
/2 = 3140 + 1404 /5,

/s =( 65 +13) (378 +169y/3) /23,
7 + 1= (185 439 =9(6/5 +13)%,
st s 4 1= 3.25(358 - 169 /5 )%,

Ces valeurs numériques ont été obtenues par la combinaison des
¢quations modulaires du 5¢ et du 23¢ degré, ainsi qu’il est expliqué
ci-dessous.

Combinons les équations modulaires de M. Russel du 5¢ et du
23¢ degré,

KW e KN = a YA RRRTY =

{/!/.‘7. -+ Vﬂ’)' -t~ \l///; lf//.)/.' P
posant
VAN SVAE=F 71N
nous tirons de I'équation du 5¢ degré

Je g e JI =z -2t
(K = KRV =1 o B DKW — (fe 0 4 02
sl o e (1 2 xt) e f et — [t - a2ty

Lo KT o ot — 2%, \/A . \/7&'7 R \/‘.’:J',
VEN+ Y =YaJo +at=1—\/oux
de celle du 23 degré.

Par conséquent,
Voat—ax?+4 3 Vaar —1=o.

Or,

kA4 k N =1—2x*,
fhA4 kN =nax?— 2%;
et, en multipliant, il vient alors
R = 0N = (1 —22*) (22?2 — 28) = 2 (2 — St 2uxd),
( VK 4+ il ) =222 (1 — a*)?,
(e JRE 4 IR ) = 2 22 [(1 — *) — .
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Par conséquent,
Volkld=a — 2% —\/2? — 3% 4- 217,

Vorl =2 — o 4= Jat — 3% - 219,

Or, puisque
y/').:)c“—— 22X 3 \/9,.1- e ] IE O,

nous obtiendrons les équations du 3¢ degré en ¢ ot ¢ == YAk = 25°
® — \/5l2—]—<18 —{-7\/};)')l—~l:: 0,

283 — (3. \/5).9“" A (84-\53)s—1=0;

et aussi

Var= ( ‘/f’:--‘- -‘) KR IOE ( & e O

v /

-
_~
~t
o
N

Formant alors les équations en ¢%, ¢* et ¢®,

AR ( 31+ 14 \/3)6" - < 5369 -+ 23] \/.'i)l'-'»r 120,

£ — (803 -~ 360 /5 ) 8+ (646403 ~+ 28908 /5 ) th — 1= 0,

12t — 3015 4~ (835673068803 -+ 3737243537760 \/5) (41 = 0,
nous obtenons

_ A Gy
ooy 8

= p/*7 (835673068800 - 373724357760 /5 )
=—25./5(157\/3 4 351)%,
72 = 3140 + 1504 /5,
g+ 1=09(65 +13)7,
72—y 4+1=3.23(378 4-169 /5 ),
75 =(6y5+13) (378 4+169y/5)\/23.

Les fonctions modulaires correspondantes sont celles de la 24 partic
des multiples des périodes et I’équation en L de Kiepert pour n = 29,
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avec ces valeurs de v, et v,, est divisible par un facteur de la forme
L* + al?+ 2g.

A=123=3.41. — Dans ce cas, le probleme peut se résoudre en
combinant les équations modulaires du 3¢ et du 41¢ degré ou bien, en
employant la méthode de M. Hermite, avec n = 23.

A =131. — Nombre premier, probleme non résolu jusqu’ici.
A =139. — Nombre premier, probleme non résolu jusqu’ici.

=147 =23.7°. — On peut résoudre le probleme en employant
la transformation de Klein du 7¢ degré (Proc. Lond. Math. Soc., Vol.IX,
p. 1255 Math. Ann., t. XIV, p. 143), avec J' = o.

A=155=>5.31. — Il suffit de combiner les ¢quations modulaires
dua 5¢ et du 31¢ degré. Alors, comme dans le cas de A =115, si lon
pose

2= LR EY,

IR - YT = {fa

Puis, dans I’équation modulaire de Russell du 31¢degré (Proc. Lond.
Math. Soc., nov. 10; 1887),

il vient

(Pr—40%) — 4PR =0,
nous devons poser

0= v,

Vo

ce (qui nous menera au résultat cherché.
A=163. — [ci

'l —_—— /‘},7 JNI:.'-——‘_’),7-)/:'-§’
avee
T2 53360, i 185801 \/1(33,
ou
ek =377 00 gl e 1= 819 1277163,

et alors
288 — 565 — 1= 0.
dnn. de U'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome X1 — Juix 1894, 24
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Ces valeurs ont ¢été tirées, par calcul approximatif, des formules
de M. Hermite ( Equations modulaires, p. 48), par H.-J.-S. Smith dans
son Rapport sur la Théorie des nombres, p. 374; 1865, le calcul ayant
¢té notablement abrégé par la remarque que v, -+ 1 est le carré d’un
multiple de 3.

La valeur A =163 parait étre la plus élevée pour laquelle, d'apres
le eriterium (') de M. Hermite, I'invariant absolu J est un entier;
aussi, pour I'instant, nous y arréterons I'étude de la série de valeurs
de A dans la classe A.

Crasse 3.

A=17 (mod8).

Cette classe (classe 4° de M. Hermite) est celle pour laquelle on
n’a pas encorc découvert d'invariant simple numérique, ct, suivant
MM. Hermite et Joubert, la seule fonction modulaire dont on ait i se

Les équations modulaires de Jacobi en « et ¢ ne conviennent pas
pour ce but, mais les équations en AX — A2 de M. Robert Russell

Les formules correspondantes de la multiplication complexe ont 6té
données par Vauteur dans le Quart. Jour. of Math., Vol. XXII, p. 143,
et en employant la notation p de M. Weierstrass.

Guidés, cependant, par M. Hermite (Ii‘(/uau'ons modulaires, p. 44 ),
nous pouvons, dans cette classe 4°, employer un multiplicateur com-
plexe

I .o
3 = (—p+ivd),
¢ élant un entier impair; alors, en suivant la méthode de M. G.-H.
Stuart (Quart. Journ. of Math., t. XX, p. 38), nous pouvons exprimer
u
Y=Py

en fonction de = pu, i I'aide d’une formule irrationnelle ou bien,

(1) Dans I'anglais« M. Hermite’s canon ».
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avec les notations de Jacobi, nous pouvons exprimer

u
y =g

en fonction de & = cnu, ce qui, dans le cas le plus simple ot A = 7,
p =1, donne

ou l'on a
¢c=8 + 3\/7 R

expression qui nous conduit & la relation différentielle

4 _ A iyg)de

Vi—y) () Ji—at) (2 + o)

(Proc. Camb. Phil. Soc., Vol. IV); en général, pour toute valeur de
A= 8n—1, larelation

- T -+ cnase - . 2
= || ).
. </L — ) en(2s - 1)o 4

K -+ (K’
(p) TTT ey

- n

avee

entre
r==cnu et y=cni(—14+iVA)u,

nous donne ’équation différentielle

dy =1+ iyA)dr
V=) (o) Ja—a) (@ + o)

ol 'on a posé
/‘.I
C = -/l-,

avee les notations de M. Weierstrass, la relation

bl'r) -+ (78-—{—[)0)]
] ()5

Y =P j03) s f
y—piog ’“,[.[ ) ” ——p(m» )smi )’
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entre _
rx=pu et  y=pi(—1+iyA)u«,

donne I’équation différentielle

dy __;;}(——i—i—i\/&)dx.

e—"

3 T
\/43/""5'2}’—&’3 \/4~L“"ér2$ &

Les fonctions modulaires requises dans le cas général sont alors les
q g

ni‘mes parties de multiples des périodes,
n="4(A-+p?)

étant un entier; et alors
A=28n—p%

Nous avons ainsi Iinterprétation de la formule pour la classe .

p- 44, Equattons modulaires, ot U'on a

2 e b= 1 — 2,

/0
I

dans ’équation modulaire du ni*® degré, reliant les « et ¢ de Jacobi.

A = 5. — Prenons I'équation modulaire de Gutzla(l du 7¢ ordre

{//x")». - ’V‘/’.")ﬁ 1.
En posant £ =, k=4, nous en tirons

o YT = 1.

A =15. — Dans ce cas, le R. P. Joubert (Compies rendus, t. L) donne

les valeurs
T . (! "3
k' == sin 180 pour I\K- =\/15

et
J f—— . , 5
Vkk = sinb4o pour Il(( = \/;’

" : b o= . , . .
Ces valeurs de Y44 peuvent aussi se déduire de I'équalion
laire de Fiedler pour n = 15.

modu-
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A=23. — Posant A=14", =4/ dans l'équation modulaire de
M. Russell du 24° degré,
P — [;R =0
ou bien

/

VIR + \/ZTF—F Vi "WERER —1=o0;

alors
2 Ik + VG Ykl —1=o
ou bien
2P - 22— 1= 0,

ol
22 =16 kL',

et la racine réclle de cette équation du 3" degré est donnée par la for-
mule
ALY e A

w 6v/3

A =31. — Posant A = &', N'= £ dans I'équation modulaire de Rus-
sell du 31¢ degré,

(P*=4Q )= 4PR = o,

alors
| L {//TT.' -+, Q =\l + » '{/ZZ’, Ro=\/kh!
et
P e, Q=1 a4+ z*, R o= 1.
avee

atrz= 16 Lk,

en sorte que 'on a

= B fat — 1= 0,

(2 — 1) == — 2®, P — 1= —r, 2P — 1 =20,

¢quation du 3¢ degré en &, dont la racine réelle est

fi AV A
§7 ieel e I ———
61/3 6y/3

R. P. Joubert dans les Comptes rendus, t. L, sous la forme

zhart - fat 4 3 —1.= o,
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d’olt
(@4 +3)=4
ou

2z =— 1 VoV B — 5 =1 (17 — .

A ={47. — L’équation modulaire du 47¢ degré a été donnée par
Hurwitz dans Math. Ann., t. XVII, p. 69, sous la forme suivante

[o (VIR 4+ VEN — 1) — V5 "VErNEW |

et la forme de Russell, donnée dans les Proc. London Math. Soc.,
t. XIX, p. 1171, est

(P2— fQ) — 4PR (7P 240Q) — 128 Rz == o

K e R -,
Alors, si 7= \/./,7, nous aurons, en posant A = £, X' =1r,

CGYTT — V5 VTF — 2) = 16\l — 7 3/16 VT 48

>

ou, s8i 165k = x'*,

2t gt — )= [t — 2t 4= 8
\ /

ou
AP e e 2 -1 0
posant
(6 kk'= y,
alors
r=\y,

et Méquation du 5¢ degré en y est
Y 4+3ytday —1=o,

une equation principale (Hauptglerchung; Klein, Icosaéder); elle a été
résolue par le Prof. G. Paxton Young; la solution a été publiée dans
Udmerican Journal of Math., t. X, p. 108.

L'équation du 5¢ degré n’a qu’une racine réelle, ¢’est

Uy~ Uy Uy + Uy,
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oul’on aposé

I

B
oy

3 = 4 5,
500 157V = 535 /B s 15,

5 13 - = 1 4 -
uy = 3—6—6(1;)——-7\/0)— B35 \/%(21125—9439\/0),

. 3. = 4 =
115;:5166(1:)—7\/5)4— - %7—(21125—9_’;39\/5),

“ 13 - r I 4 5 s
= R%(I:)—F'; \/:J) &5 \/—;(211254— 9439V3),

les autres racines imaginaires de I’équation étant de la forme
ety e2uy+ e¥ uy+ et uy,
¢ ¢tant une racine 5¢ imaginaire de unité.
Nous aurions pu employer I'équation modulaire du 47° degré donnée
par Hurwitz dans les Math. Ann., t. XVII, p. 69, sous la forme sui-
vante :

a(YEh A= YT 1) — VG ERE R = 8(Jhh AW 1) — 5V 6V Eh LT
Va'v ‘ 7\

Alors, posant
L=k, Ne=k ou W= bkh= LI

dans cette ¢quation, on a

I

K —
e =4y

(GVER — Y4 VIR — 2) =16 kKT — 7 /16 kk'+ 8;
si l’on pose
16 k= a2,
(oa®— 2?—2)?=fa’— yx'+ 8,
2ot 22— 2?4+ 1= 0,
et sil’on pose encore x = \/y, on retombe sur ’équation précédem-
ment trouvée
Y4+ 3yt4oy —1==o0.

A=55=5.11. — Combinant les équations modulaires du 5° et
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11° degré de Russell ou Schréter,
L 4 kW 42 VEERETN =1,
VER 4+ EN 42 YREN N =1,
posant 4ANA N = z'2, on tire de I’équation dua 5¢ degré
VAN -+ kAN —=1— 2.’[”",
AL+ K N=22x*— 2%,
et de celle du 11° degré
ViR 4+ ETH =\ 20 =1— 222,

en sorte que
9% \/2.7) — 1= 0,

Alors, par des calculs pareils & ceux employés dans le cas de A==1715,

on obtient
k=21 = 2*(a — Bt + 2at),

A=63=3%7. — En opérant la transformation du 3¢ degré sur

K’ - .
le module pour 3~ =y7, nous obtenons le module requis. Posant

B p—— ’
alors = 2 VA&, le R. P. Joubert (Comptes rendus, t. L) donne I'équa-
tion sous la forme

(2 — 2+ 5)2— 21 (2 —1)2= 0,

d’ont I’on peut facilement tirer 2.

A= 71 ¢t 79. — Pour ces deux cas, consulter le D" E. W. Fiedler
(Ueber cine besondere Classe modulargleichungen der clliptischen Func-
tionen. Zurich, 1885).

Posant 2 A& = 2, on a, dans la notation de Fiedler,

ly=a 31, Ly=1lx?x 2, 1, =tz -1, Ty== L2
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A=71. — L’équation de Fiedler est

(x —1)°+ 2 [(22 +1)°+ g(x—+1)? (22 +1)*

+21(x+1) (2x +71)+12(22 +1)%]
— (x—1)22[6(2x +1)+7(2z—1)*] + 2= o.

A =79. — L’équation en «x est
(—o2z+1)— (x+1)2?[(+1)~+ 10 (2 —+ 1)* (— 22 1)

408 (x +1)* (—e2x +1)2+ 21(—22-+1)%]

— &t [7(x A+ 1) 26 (2 1) (— 22 +1) 4+ 24 (— 22 +1)?] + 8(z 4+1) b = 03
équations respectivement du ¢ et du 8¢ degré pour A =71, 79.

A =87 =3.29. — On pourrait en ce cas employer la combinai-
son des équations modulaires du 3¢ et 2g° degré, mais cette derniere
n’a pas encore ¢té calculée, par M. Russell ou d’autres, sous une
forme commode, et la forme donnée par Schriter ne convient pas au
but proposé.

A= g5 =>5.19. — Posant, comme auparavant,

GRNK N =z et  Vkh+ N =2z,

nous tirons de I'équation modulaire du 5¢ degré, avec la notation de
M. Russell,

P=\ax—1,
Q=1la’— \/2:1.',
— 16
R =z, -

Ces valeurs, substituées dans I'équation du 19° degré de Russell,
nous donnent une équation du 12¢ degré en a.

Crasse C.

A= (mod 4).

Celle-ci est la Classe 1° de M. Hermite (Equations modulaires,
p- 44), et Uinvariant absolu numérique le plus simple est, suivant
lui,

(x -+ 1)
Fa—
Ann. de U'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XI. — Jurx 1894. 25

o= —
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. 1 .
qui, en remplacant  par 1 — 75 devient

_ (i— 4Rk 1k GRE)E

= A=
alors, posant § = iz, v = +yu -+ 10,

R___Y g ! o Jo !

5—2/\*/:’ 2k, 7—2/.'/c’+2‘“’

et, suivant M. Hermite, § et ¥ sont en un tres grand nombre de cas
des entiers.
Avec le multiplicateur complexe

I .
= (= p+iyA),
, . . . . u s .

¢ étant un entier impair, on peut exprimer y == cn g en fonction de
a = cnu par une formule irrationnelle, & aide de la méthode exposée
par M. G. H. Stuart dans le Quart. Journ. of Mathematics, t. XXII,
p- 147; alors les fonctions modulaires qui entrent dans ces formules
sont des fonctions des ni™ parties des multiples des périodes,

n=4 (A p*)
étant entier, en sorte que

A=2an—p?
comm@ dans les formules de M. Hermite (FEquations modulaires,
P- 44). Ou encore, avec les notations de M. Weierstrass, nous pouvons
relier ensemble

x==pu et _y:‘p{-(—-l—}-[\/Z),
ol '
A=f4n+41 et m=an-+1,

a l'aide de la relation
y=pios _(z—e\ 7Y
y~J)—2LC02—<w—63> ].l

transformation de degré n -+ § = im.

xr—p [(,)2 -~ {hr+no, wz]

m
_ 4w
J m

4
va
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A=1. — Alors
kK=K et k'= k=sin4{b°;
de plus, J=1,J —1 =0, en sorte que g,= o.
Alors

f=o, a=o, okk'=r1.

A=5. — Ici f = 2%, a = 2%, valeurs tirées de I’équation modulaire
de Russell du 5¢ degré, avec A = &', X' = £. Alors

2 kk! + 2 /TR —1 =0
ou, posant {24k = x,
2 - 22— 1= 0, (z+1)(2*+ax—1)=0,
& = %(\/3—1),
_ T \3
2 kk! = \/5 — = (&/_{_{_I_) . (Abel.)

A=qg=3% — lcil'on a (Kronecker)
a==2%.3, PB=8y3, y=14,
ou, posant 24k’ = z,
Sths—rmo,  smy—hyi=(o—yi)= <\_/3\7*_)
A=13. — Nous avons ici (Kronecker)
£=136, a=3%.3,

Ty - 3
o kk! = 5\/T3 — 18 = <‘i‘—“’1:_§> :

2

A=17. — Prenant I'équation modulaire du 17°¢ degré de Russell
et posant A = &, X' = £, nous en tirerons ’équation en z = 24«

(2 —1) (52— 365 —1)?(5*— 805®— g83%2— 8Bos +1)=o0.

Le facteur z — 1=o correspond 4 A = 1 etle facteur 5*— 365 —1=o0
a A=13; cn sorte que

gt — 8053 — 9852 — 805 +1=0;
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et

y2— 80y —100 =0,
7 =10V17 + fo,
B = ——::[;\/2;6—!—5’6—\/“1;;,

!
a=4p2=127(25\/17 +103).

A= 21=3.7. — Dans ce cas (Kronecker),

2= 2.3t (V3 1),

o (VI—=V3Y [3—V7 . K e
2 kk' = ( 2 ') \/5 ) pour K Var,
- T\2 /¢ =\ 2 v -
Y — (‘L’Z__;'__.&/§> <‘§_::,2_§/_2> , pour K_ — 7.

A = 25 =52, — Dans ce cas

B = 2+.32%./5, y=322=12.7.23.

T __ 12
akk = ( 2 I) .
2

A = 29. — L’équation modulaire en £A, ZN, sous la forme de
M. Russell, est

P15+ R (AP BP10Q 4 CP$ Q% DP?Q? 4 EP* Q* 4 FP? Q% - G Q)
4+ R2(HP® 4+ JPTQ +KP:Q*+ LP3Qt 4 MPQ*)
4 R3(NP® + OP*Q - SP*Q*+ + TQ%)
+ R*(UP? + VPQ) 4+ WRS = 0,

ou I'on a posé
P=z+y—1,
Q=azy —2—y,
R=—uay,
avec
' x =k, y=Kw,

A,B,C, ..., U, V, W étant des coefficients numériques qui n’ont pas
encore été déterminés.
Posant A =%, N =k, et z = 24k,

P=3—1, Q=15"—3, R=— 132,
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par analogie avec les cas précédents, I'équation obtenue aura un fac-
teur = + 1 et d’autres facteurs correspondant aux valeurs précédentes
de A.

En attendant la détermination qui n’a pas encore été faite des
coefficients numériques de I’équation modulaire de Russell du 29¢ de-
gré, cherchons les valeurs numériques des fonctions modulaires pour
A= 29 par la méthode de M. Hermite dans sa classe 1°, a I'aide d¢
I’'équation modulaire pour » = 19; dans ce cas, les valeurs correspon-
dantes de A sont données par

an —p?=37, 29, 13,

et les solutions pour A = 37 et 13 sont simples et bien connues.
Posons, avec la notation de M. Hermite,

kA== ubph= wh;

alors, puisque £* = u®* = @, et que W=t on a
Sy { ’ ] V"—l—I’ d
k_l——x 1+ k
A+ T =
w"::/d\:\/;c I-j:m&/i_’,
I —\z
KN = 2i{z 11*——\[:[_:0(\/?):
I—-\/.L‘
Alors, dans lanotation de Russell, avec AA = w*, AN = 2uw?, ¢'== — 1,
on a
P:W(t—i—&\/’;),
Q:(V‘J(E\/at—o,
R==—c¢V209,
ou
I W 1
=W — — = /(')\—“7—:*—_7
» =V Vi
et il vient
142 = b= . =
12—1—2:w2+w-2:-—~———~—~:e\/oc:.—_(x+c)\/5

Vo)==
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Dans la notation de Russell, pour » =19,
P=a?+e\ow—1=w(t+1+10),
’ Q=cyamw®—a2—e\Vaw=w2(L-+ it —1),
R=—¢Vamd=—w?(1+ 7).
Substituant les valeurs ci-dessus dans

Ps—r112P?R + 256 QR = o,
nous obtenons
(14 drra(1+ ) (L1 +0)*—256(1+ &) (L+i—1)=0,
ou
055849282 —20¢8 +28+ (Bt +200+ 13202 —64L-+476)== 0.
Cette équation a pour facteur

2~-8¢ +16—18( =0,
donnant
t=—h=+3e/2=—1+3( ou —7—31i3
par conséquent
= 62 ou 422,
correspondant &
A=13 ou 37.
Le facteur du 3¢ degré restant est
B (3—502+(8—2()¢t—14-14i=0,
en sorte que 'on a
4= (32 4260) 4+ (116 -+ 1927) 2+ 392 i == 0,
et, comme

o= (1 i) VETS,
il vient

3 1
B 4268 + 44 L% -+ 56 = o,

322,
27

2
9 alors

équation du 3¢ degré dont le discriminant est

B*— 5883~ 9760 - 3136 =0,
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ce qui donne
= 5-7:-27 —akk';
posant z = 244&’, ’équation en s sera
55+ 58825 — 9795t -+ 19605 +- 979 52+ 588z — 1 —o.

La connaissance de ce facteur sera un jour d’une tres grande utilité
pour déterminer les coefficients numériques A, B, C, ..., U,V, W dans
I’équation modulaire du 29° degré.

A =33 = 3.11. — Icinous avons

a =243 (300 524/33 ),

a2 (o)
. Y2 Vo

Ces valeurs sont obtenues par la combinaison de I'équation modu-
laire de Schroter ou de Russell du 11¢degré

(1) VIR 4= TR - o VG TN KN =1,
avec I’équation du 3° degré
(2) VEL 4+~ VEN = 1.
Posons 4ANE N = x¢; alors
VEN 4+ h=1—2z,
kN4 KA =1 —ha 42— 23,
kh—+ KN =1—a8,
(K'N kA )2=1—22?;
par conséquent
1—22+ (1 —bo +4a?— 232 = (kN — kR -+ (kN + A2 =1

ou
(1—bx+ha— 23) =22

ou enfin
20— 8% 4 2faxt — 3623+ 2422 —8x +1=o0.
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Cette derniere équation réciproque du 6¢ degré a pour factcurs

(22— b +1)(2*—4ad+ga?—fa +1)=o0.

1 . -
Posant x 4+ — = y, il vient

¥ —8y*+ 21y -—20=o0,
(y —8)(*—by-+5)=o;
en sorle que
y=Ah, y =2
Prenons la racine réelle

)/:::4:;(:-]—-(—’_,

w=a— 3=V —1)%
on obtiendra alors

AN+ kA = \/;L;:* L(YE 1),
kb -1- RN =1—a== § \/3»—-1)3,
(K4 Ly (M - 2) == 3(VB —1)%,
(f'— Iy (W~ 2y == a(y3 —1)*,
(12 hh) (14 220") = 9(V3 —1)",
(r—2 kL") (1 — 220 ) = [[(\/g~--—l>ﬁ,
GAK 420y = 5(/3 —1)",
6440 k'% = 1(/3—1)"?,
Bk — 200y =02 (y3 — )3,

GO — k'Y = 311 ({3 —1)",

8Lk = %(ro—fi\/lvlﬂ)(\/g———xv)n,

_ \ ;
okl == (Z-i;é @Tl R
) \/2 \/2
/ PR
pour !l% =33, el

2N = \\/I_IV:_ 3>2 <¢g¢_§_ ,)ﬁ

o N /1
pour = = 3
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B ={Va

= ﬁ——zkk’

= (10 +3/11) <\/?7\/;—I>“_<IO_ 3y (\/‘g_;_l>a

%
—=156\/11 + 300/3

201

::4\/?;(75—{——13\/3‘3:);
o f 2".3(75—’;—13\/3@)%
"/ s ;7::7%—/ -}-2/(/{’

== 520 -+ QO \/gg
—r10(h2 4+ 9/33);
o+ 16 = 2"‘.52<52 -+ 9 \/32)2,

et U'on obtient de méme, pour AN et o’ les valeurs correspondant a
A T,
X = \/—3—, et 'on trouve

1

o =+ 3(75 —13y33)%
o 16 = 2%.52(52 — ¢/33).

A=37. —Icil’'ona

o == 20.3%. 7%,

B =1223%.7%

y=12.5.29\37,

valeurs obtenues par M. Hermite (Thcorwe des équations modulaires,
p- 50, note) et aussi par M. Kronecker ( Berlin. Sitz., 1862); alors

2 kk! = (\/37——6)“, 5#:(\/‘3_7-—%6)"

A=/41. — Cas non cncore résolu; mais I'on doit s’attendre
obtenir une équation de degré 4 en a, B ou vy, puisque p = 4.

A =45 =325. — lci, a I'aide de la transformation du 3¢ degré
Ann.de ULc. Normale. 3° Série. Tome XI. — Juix 1894. 26
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pour A=5, on a

a=2(17+10y3)", a-+16= 80(527 +304y3)’,

B=22(17 +10V3)*, =2/5(527 -+ 3044/3);
__ 12 —_— 5\ % ’ .
2kk'= <\/5 l> <\/5 _\/3> avec !( = /45;
2 Va2 K
a A\ = \/5»—1 " \/5—{—\/.?; ! » A:—- é.
R 2 Va2 ATV
A=49=7". — Dans ce cas, 4 l'aide de la transformation du

7¢ degré pour A =1,

a=2%3(3+V7)"V7,

VE, YK =V2,
o= (G
2

et I'on a

(Kronecker, Berlin Sitz., 1862; G.-H. Stuawr, Quart. Journ. of Math.,
Vol. XX.)

A =53. — Le cas n’a pas encore ¢té résolu pour ce nombre pre-
mier. On a p =3, on doit donc s’attendre & une équation de degré 3
pour a.

A=157=23.19. — Nous combinons les équations modulaires du 3¢
et du 19° degré, et posant y' = k& AN de I'équation du 3¢ ordre,

nous tirons
KN+ kN =1— 2,

L+ KN =\2y,
VEL IV =yt Vays

et nous avons, avec la notation de Russell,
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Substituant ces valeurs dans son équation modulaire du 19° degré,
nous obtenons une équation en y, qui est réciproque lorsqu’on I'a

rendue rationnelle; posant alors y — Ji = /20, il vient

98 45 p* — (603 + 706 02— 61190 -+ 169 = 0

ou
(¢ +13)(0*— 8¢+ 580 — 48y +13) =0
ou
(¢ +13)[(¢2— 4o +3)2+ (69 +2)2] =o.
Prenant la valeur ¢ == — 13,
I j—
— —y =132,
5 —r=13Y
1 —
— -y == 3/38;
5 rr=3V
k' =W =2y (1— y?) = — 2 y20 =26 y2;
IR =y
VEE 1 =34/3y,
—VEE 4+ =5y.
Mais

2y:\/5<3\/@——[3),

en sorte que

5 _ 6 o 2 4 —
o Jele! = <\/" - ._I> (.%__\/J_Q___'E> avec ]l—({— =57,

Va Va
A2 N L ¢ / —
2).7\, o= \/'—)) l ! 3\/19_ 9 » ﬁ.. e 52
Vi Va A=V
A=61. — La question n’est pas encore résoluc pour ce nombre

premier, mais la solution dépend, dans la méthode de M. Hermite,
de n= 31.

A=65=5.13. — Combinons I'équation modulaire du 5° et celle
du 13¢ degré; alors, posant 4ANE N =«°, nous tirons de I'équation du

b¢ degré
N4+ N=1—22?%

kN+KkN=2x— 2%
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et dans I'équation du 13¢ degré, avec la notation de Russell, il vient

P=—1+4+22—a3,

Q=—22+ 2°— 125
I 1 6

R-—-——’,;-Z' .

Substituons ces valeurs de P, Q, R dans I’équation modulaire du
13¢ degré, et séparant les facteurs # + 1, ° == x + 1 par division, il

, - ;. . . I
reste une équation réciproque en 2 qui devient, en posant « + — ==y,

y*—5y—10=o,

en sorte que
Y= %(\/6—5 -+ Sz)’

d’ol1 'on peut tirer les valeurs de A% et AN

A =069 =3.23. — Combinons I’équation modulaire de Schroter,
Hurwitz ou Russell du 23¢ degré,

) YR + YT+ VBRI = «

avec celle de Jacobi du 3¢ degré

(2) VE R+ VEN =1.
Posant
GEANKEN = 2**,

il vient

m—l-"/r’l’: 1— \az,

\/H-{—\/W:: 1— 22z + 2% — /227,

kX + k’)\’:(x—zﬁx+2x2—-\/5m3)2—m
et

KX+ kN —=1— af,
(K'h~+ kW) 1 — a2zt
par conséquent,
kA KN =22}
ou
(_1~—2\/;x+2;02——-\/_2—.563)2—.20“:\/;.753
ou
25—\ 225+ 12a% — 10228+ 1222 — h\ 2z ++ 1= /227,
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équation réciproque du 6° degré en x. Posons

~
200

1

— =y
x v
alors

P —b4\2y +9y —3ya=o.

Cette équation se décompose en facteurs, et I’on a

(y=v2)(y*—3yay+3)=o;

elle admet pour racines
va, 3 i—\/R;_
Va

Pour que  soit réel, y doit surpasser 2, et nous devons prendre

Alors
kh+ kW =2z,
k4 kAN=1— 2%;

et, en multipliant ces deux égalités membre & membre, il vient

Kk 4 AN = /2 2* (1 — x%),
et encore
2a\EETAN = 29,
en sorte que

VIE T =2\ Vi (=) + 1,

- \/7(7;’ —f—\/ﬂ"::;v“ \/\/E <£~; —m"‘) — 1.

= 73. — Nombre premier, casnon encore résolu; mais la solution
dépend, suivant la méthode de M. Hermite, de n = 37. Puisque p = 2,
nous devons prévoir une équation quadratique pour a.
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A=177=7.11. — Combinons I’équation modulaire du 11° degré
VER + VI + 2 G RNE N =1,
avec I’équation de Gutzlaff du 7¢ degré
VE & -+ TN =1,

en posant
LENK N = z'2.

Alors
\/H—{—\/F)\":I—zx?,
kh+ KN =1—fa?+ f2* — 25,
et
VETR - VER =1 — /2 23,
KA kN =1— 2\/2 2%+ 2.
Mais

(N A= kN2 o (N = NV == 1 = G RN

et, par conséquent,

(1— G2+ fat — 2%)? - (1 — a\/2 2% + 2%) = 1 + 212

ou
(1—2y2 2% 4+ 20 = 1 - 212 — (1 — L2 + fa* — 2°)?
== 82? — 2f 2t - 3fab — 24 x? 4 810
=oax?(2— 32% -+ 22%)2,
1—ayaa? - 28 =22 x — 32 2% + 22 &b
ou

20 — 2\/5x"‘+\/5x"—2\/§x+1::0,

équation réciproque du 6¢ degré en a, qui, si ’on pose IZ +x=y,
devient
' yi—2yay? — 3y 4 5/2—o,
(r =V2) (r* =2y —5) =o,
et a pour racines

“9 e 4

11 faut choisir celle qui est plus grande que 2.
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Alors
kA4 KN =1 —fa+ ho*— x5,

K4k N =2y2a — 32 2%+ 2/2 25,

k! - 17.’:\/5.2:'“[% —x"—-!;(i—w)] [2<£; +x2>—- 3J7

o\ Lk 1N = 2°,

d’ott Pon tire V&K, VAN et 2kk, 231 .

A = 81 = 3*. — La solution s’obtient par la considération de A =3.
A=285=>5.17. — Prenons I'équation modulaire du 5¢ degré et
posons

LAWK N = 2%

z=4(V85—9)

est une valeur, tirée des solutions approchées données par le Prof.
H.-J.-S. Smith, Rapport sur la théorie des nombres, présenté en 1865
ala British Association, p. 374.

Alors

dans ce cas

A=k W = 1—22%
kh A= kN = o — 2%

on en tire, par multiplication,

kk' =M=z (2 — 2?) (1 —22®) = 2* (22> — 5 + 22?) = 161 2%;

k! W == g0 \/.’7.7'" ;
)/\/’M(\/)_l 28

20N = ( (nal
2 k! == <\/5 - T) <\/85 - Q) pour X = \/85

o (VB (VBB — g’ AN /i
2).7"“( 2 2 N pour X = 5

A = 8g. — Pour ce nombre premier, la question n’a pas encore été
résolue.
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A =93 = 3.31. — De l'équation modulaire du 3° degré

VI, -+ \VEN =1,
VGENEN = z,
en posant
KA+ kN =1—22?,
on tire
(AN W= 1 = GANK N — (KD 4 kN )?
=14 fat— (1 —22)*=fa?
KA+ N=2a,
\/76_7\- -+ \/7{’7 :\/-),x -+ za:':‘-,

Alors, avec les notations de Russell,

P=—=1 + \/ \/ VL A 2 X% A 2 ,

Q=2+ Waz + aa*+ 2z,
R=ux,

PP fQ=1—22+ oz 4204 — 2 \/\7;1-{— 7+ 2,
et I’équation modulaire du 31¢ ordre
(P*—4Q)—4PR =0
devient

(1—o2z+yozwtaat—aWoz oz +oa)

—hx—Lba \/\/21‘—!— 22% 4 2& == 0;
en faisant disparaitre I'irrationnalité, il vient

. 122+ 6224 2(3 —az) /22 + 24*

=4(t—z-+\VazFaz)Woz + 22+ 22
ou

[— 202 8 — gaxd4- 682* = (1 4+ 122 — 1822+ 122%) \f2 z ++ 227,
ou enfin

1— 722 — [162* — (048 2* + 12680 2* — 8096 2° — 1664 2° — 57627 -+ 162 - 0.
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Cette expression, en posant y2z = y, devient

1— 362y —208y*—1012{2y3+ 3170y
—10124/2)% -~ 208y — 364/2 )T+ Y=o,

équation réciproque en y. Posant maintenant

1 —
Yy + = ‘:\/20,
Y
alors
1
yﬁ—;—?:zv?——z,
I - -
y“—i—-ﬁ:z\/zv"—&\/zv,
I
y“+-;;:4v‘—802+2,

en sorte que
pt— 3603 — 10602 — [52¢ + 897 = o,

(9 —39) (v* =430 4110 —23) =o0.

Prenant la racine ¢ = 39, il vient

y+;'=39\/5,

I ad e

—-_—y = 2 \/31,

7= 7% v -
2y =2 (39 —7V31);
2z =139 —731,

k! =W =2x(1— 22%) == 2.y <—;—/ ——y) = 14\/31 v,

2\ ER KN = y%;
— K4 W = 45/3 y2,
o kk'= (1431 — 43/3) *

— \/;—I2 3\/§>’ <39 — 7@)2

avee
K
]( - \/93 5

Ann.de 1" Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XI. — JuiLLer 1894.

27

D
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et ’on trouve

e (\,/'37+3¢§>8 39— 73T\’
2 \/;
avec

A’ 31
A=V3

A = 97. — Guidés par les valeurs numériques approchées, données

par Kronecker et reproduites, en citation, par Smith (Rapport sur la

théorie des nombres, p. 3743 1865), nous en déduirons
o= 33210/97 -+ 327078,

a étant donné par une équation du second degré, puisque p = 2 pour
le déterminant — g7 ().

A =101. — Nombre premier. Or p = 7 pour le déterminant — 101,
et nous devons prévoir une équation irréductible de degré 7, pour dé-
terminer o.

A=r105=23.5.7.— C’est un nombre composé de trois facteurs pre-
miers, et ¢’est Ie premier de cette nature que I'on rencontre jusqu’ici.

La solution de I’équation modulaire a été donnée pour ce cas par
Kronecker (Berlin. Sitzung., 1862), mais la méthode de résolution n’y
est que treés brievement indiquée, et il se trouve de nombreuses fautes
d’impression dans les résultats.

Nous obtiendrons la solution en combinant I’équation de Gutzlafl

VE D+ TN =1
avec celle de Fiedler du 15¢ degré
Iy 1y + 47y =0,

7, :’(/’H—l— (’/W—-F I,

Lo = T K3 K+ YR,
LTy =+ 4\/77/77_’,
L= 12 — 4.

(1) Comparer M. H. WEBER, Lcta mathematica, t. X1, p. 4. Poir I'Appendice & la fin
du présent Mémoire.
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% . . TSI . B o I o
Eerivons 2 au lieu de VAAA N et w au lieu de VAA + VAN, alors

Ty—=w 41, o= w + z, 7,— z,
LZo=(w+1) —4(w+ax)=(wv—1)— 4o,

et 'équation de Fiedler devient

(w1)(w—1)?— 42 (w+1)+ 4o = o,
ou
(w=1) (w—1)2= 4wz,
ou
W —w — W= fwr.

Maintenant, nous tirons de I'équation de Gutzlaft

VE R+ VEN =1 — 2z,
A+ kN =1—f4x 4 222,
et, par conséquent,

(AN =1+ 42t — (1—hoe +22%)2 =82 — 200>+ 16.25%

Mais
Vﬁ -+ I{/FT\' =y,
g/Zi VN =2 — oz,
b~ KN = o — {222 == w8 4 p? — v - o 2?

=mow? 4 five + 22 —1=2(w +.2)* — 1;
posant donc w + x = z, il vient

25— 1=\162" —20x* 4+ Sz
et
s (3 +1)32 + (32— 22 —1)5 — 2% 4+ 3.2* 4 & 41 == 0

il nous faut alors ¢liminer z entre ces deux équations.
Faisant

2

25— 1= ¢, B=L3(t+1),

comme l'on a

[33 (3 —o2r—1)sP—[(32 +1)5" — 2P + 3.2+ r+1]P=0
ou
35— (3t 4102+ 3)3"

4+ (Bt +fad 4102t + 122+ 3)3 — (P =3t — . —1) =0,
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il viendra

3 2
<t+ ')J__(Sx2+10x+3) <[__;:_1>

2

. . t+1 o .
+ (3t +fad 102+ 122 + 3) 5 — (2 —32*— 2 —1)?=o0,
ol
P— (6a* +20x +3) 2 + (122" 4+ 162® +- 282 4+ 8o + 3)¢
— (8% — 48t + L4zt + 162 + 222 — 1220+ 1) =0,
ou

(P +122% + 1628+ 282% + 82 + 3)

= V(162 — 2022+ 8z) (122" + 322" + 82 + 162 +3
= 82% 4+ 48 a% + affja* — 288 12222 + 122+ 1,

équation réciproque en y2 .
Posons V2 x = yct élevons au carré, il vient

(430" = 1002+ 6By) (37" +8Yay -+ oyt +8Vay + 3):
= )"+ ()\/5 ¥+ 61yt — 72 \/5.;)»‘34— 61 y* -+ (}\/§_y+ 1)?;

) . 1 -
et, faisant y + 7 =\20

1 I 5
B J— 2 3 — o 08 24/
5 +T2 9t —a, ~7»+1-’3._z\/zc'——3\/;t’,

(8¢ —10) (6¢* 41690 — 2)* = 2(20% 41202 + 58 ¢ -— 8))2
ou
(4v—>5) (3¢ +8p — 1) = (V" + 602+ 29 ¢ — [2)3,
ou
00— 245 — 53 ¢* 4+ 2720+ 69102 — 2520¢ + 1769 = 0.

On a découvert un facteur carré de cette équation
¢* — 280 4 61,

pendant le calcul des valeurs numériques approchées de  par un pro-
¢édé que nous exposerons subséquemment.
Le facteur du quatricme degré restant, de I’équation du sixitme
degre, '
g ot — 0 p?— 08¢ 29 = (12— 20 — B4 (v —1)2=0,

n’a que des racines imaginaires.
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Prenons les déterminations de ¢ données par I’équation

p?— a8 ¢+ 61=o0, d’olu p =14+ 3/15.

L’équation du 12¢ degré, réciproque, en y, et développée serait

yi2— oh /2yt — 100yt — f24\/2 49 4- 2355 y8 — 8688 /2 ¥7
—+ 19064 ¥ — 8688 {/2y% 4+ 2353 y* + 424 \/2 )  — 1002 — 24\/2y +1=0,

qui admet un facteur réciproque

yr—oa8\/a y 124yt — 28 \ay +1,

obtenu par la considération de
¢r— 289+ 0G1.
Maintenant
VI 4+ T =1,
VITh + IV =1—\/2y,
E'h kN =1—2\2y + y?

et .
-+ K =G\ oy — 10y* + b \/2y;

or, si
Y =GENEN,

1 —
— 4+ y==\/ay,
5+ V

avece -
p =1/ +3\/15,

on obtiendra donc

2 =2 (16 + 3Y/15 + 321+ 2V35) =2 (27 +3V3) (V7 +V5),

Yy

L (GEY VI

y= (VisVIY i=5,

v
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Maintenant
VI - VRN =,

VER +VEN=1—\/2y,
kb k' WV=1—2\2y 4y

Ka+ k3 =+ y = (1 —aay + y? ) =Viay — 10yt + /oy,
par conséquent
/i'/l"’—l'—)\)x’:y? <‘~;—/ +“V'—' 2 \/5) \/[}\/; (—; +‘)/) — 10

=y (V2o —2v2) V8o =10
=oy(v —2)Vho —5

=2y* (12 +3y15) (6 +/15)
==y (234 + 60\/15)

et
2 \/7\“):777\7 = y?;
par conséquent
Vi \/ﬁ-’ =y \/233—}:60.\77—'; =y (3 V15 4 10),
— R 7T = y /233 + 60\/15 =y (55 -+ 63,

ou
2T = y (375 +10—5V5 — 63)
= y(38V3—5)(V5—»)

— 3 = \*
*./,y(\/?,__f> <\(z;_:),
2IN = y <\/.5 t})“ <&ﬁ§.:‘:_.' )3
2 9 ?

e = <\/ i/"> (\/— ) <¢7—\/ 3) Vi3

2 Vo

ou enfin

pour

=\103;



LES MODULES DANS LA MULTIPLICATION COMPLEXE, ETC. 215

JaTT (“3@‘ ) (V+> (ﬁ ;«3/ % v—gws‘»

K /i
K — 7'

= (B2 (B2 () iz
<

et

pour

Par conséquent

B=Va= s — akk'= ¢?+l> (vm) (\/7 -:ﬁ)“(w\-/gw)z
- (5 (5 (B2 (55,
et
e gy (G0 (22 (S0 ()
(

(\/3‘*"1) \/5‘H> <\/7j\/3> <\//\;;\/5>

et 'on voit que {8 et B’ sont racines d’une équation du second degré.
Sinous prenons 'autre racine de I’équation du second degré
¢ — 28¢ -+ 61=0,
p=14 — 315,

nous aurons
%..\/2(14—3\/1.)-1—-3\/21-——2\/55) \/-( \/7""3\/—)(\/7—\/5)
L (VI VBY V=5
J_’_< 72 ) 7\/2
7 —3\? V3
y=<\/72\/> \/7\727 ,
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Alors
k' =32 (234 — 60\/15)

et, par conséquent,
VEE +~ i =y (315 —10),
—VEE W =y (55 —63)

et ‘
Vm:5§(3¢3—10_5¢5+6¢§)
=(VE=5)(/5+2)
= (B () (AoiE) Vi)
avec ‘ :\/?_%
et . ’
e (522 (B (B ) it
avec

N
AT VTH
Suivant Kronecker (Berlin. Sitz.; 1862), on a

2kk'= (29 —3a)*(5 +9a+168 + 4y + 787 +12aB + 3257),

«, B, v désignant respectivement /3, y/5, /7.

Y —

Le facteur 2y — 3a = ( > ; mais le second facteur ne peut pas

R £ s s v (P—1\* ,
étre amené & correspondre i (2+a)"(("—-2~—> (6 + By), résultat
\

obtenu ci-dessus.
Les valeurs numériques approchées de et y ont été tirées des for-
mules

— -1 —— 3 1
VER = /24", Vo k' = 2% g,
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C

Or, si & =105, on a
K
log 103 = 2,02118¢3,
Kl I
log = logy/105 = 1,01059465

logmloge = 0,1349342,

loglog (/> 1,14552883,

(i> = 13,9806984,

log <L> = 1,7475873,

q
3 »
loga% == 0,2257725,
2 1,3218148,
2,4781852,

log13 = 1,1760913,

log 7 == 0,8450980,

== 0,3300933,

L

log i\— = log ey — == 0,1654¢663,
logmloge = 0,1349342,
loglog (—’—> = 0,30043085,
) q
log (i> = 1,0972425,
q
8
log<i> = 0,2696553,
loga® = o0,2257725,
108 e = 0,0238828,
2

log /220 = T,9761172,
Ann. de I”E¢. Normale. 3* Série. Tome XI. — Junver 1894.

w

o

217
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En combinant ces transformationslorsque I'on emploic les équations
modulaires du 7¢ et du 15¢ degré, on a

! -4 I . c v
log;: 1,5456976, ; — 35,131633,
logy = 2,4343024, y = 0,008464,

1 ~ .
— 4+ y=35,161097,
Y

logy/a v = 1,5460624,
log V2= o0,1505150,

log ¢ == 1,3953474, ¢ == 024,86,

)

, . : K’ E
D’une manitre toute pareille, lorsque - = 5

et, lorsque Vi 21
Lrmque T =g/ 5

log {377 = 7,87623195,
logy' = 7,5194748,

log V/2 kK" == T,64324355,

1 -
log — = 0,4805252,
Y
y'= 0,33073,
— = 3,023060,

V3o = 3,35433,
|()g \/;(" f— 0,5256058,
log\/'_z- = 0,1505150,
]og ! = 0’37509087 e 2,37187,
l()g [l 1,3955474,

log e’ = 1,7706382, oo = 58,971,

¢ A= ¢l == 24,862
“+ 2,379

== 07,234

Ces résultats indiquent, les approximations n’étant pas poussées
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5‘)‘ l b " l 2 d . ’ )' d K’ —_ l—l-I /“2.]_ lt iﬁ
tres loin, pour les rapports des periodes 4 = = \/7— e =
les valeurs exactes de ¢ + ¢’ et v¢/, qui sont

¢+ p' == 28§, o' =61.

Prenons, néanmoins, les valeurs dans les Tables de Legendre, nous
trouvons

K’ 15 e e

X — —) okl e singhe 3o,
7

K’ 21 o

— = —_— 2 kl'en sin 18" 4o,

K D

K’ 35 L ~

X - 7 2 kliensin 20 8,
Q

avec celle de Fiedler du 3¢ degré

73— 811, + 87, — 474 = o,
ou
Z,l f— \//.)\ -+ \//../)"/ —1,
4, VITRT —(E T,
Vi, = —FTHT,
L= = (K0 e 1) YRT R - (=2 YT — (= 3) VT
puis, posé
k?. /C, ).’: ..x.,'.,’
A2 - Jed =1 — 2‘1’.‘2’
(/;7 -+ /(‘/./‘/)2——_- [ [].Z"‘ - (l . f’,.l,"z)"!-: /I 2

VEL 4T3 =\ x + 2x?,

de sorte que

7, == \/?;_+- 2uat—1,

7, = x'—\azx+2x?,
ry! - .9
/: TE e,

L = (2 — 22%) 4 (W= W) YK — (h—X) VAT,
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on aurait alors

(\,m . ]>3__~ 8<\/2m—‘1, TozE—1) (J:z»__ Va4 213> - ha—Buat— 8.
= 4] (= 2R — (ke —2) YTT)

=4/ —2ax) \/(l —oxr 4oz Vo + ox® 42 — fab.

Elevant au carré, apres réductions faites,
|

1—102 + 25022+ 448 2* — 172.2" — 13607 - 136 2"

= (6 + 802 + 12822 — 162* 1520 — 9b625) /22 4+ 2.2,
et, répétant encore la méme opération,

1= gax — 1392 2% — 218962 — 3252 2¢
4+ 135296 2% + 82976 2% - 31059227 — 13008 .0#

4- 17516829 — 22272 21" +~ 2gff 2! - 642"z oo,
En faisant 22z == y, on obtiendrait I'équation réciproque suivante :
Y12 (621 — G0yt 765y 813y

—19412/2 7 4 60325 - 19412 \/2 )

— 813yt — 5474 \/t;.‘)”’——— Go6y? — 46 \/':y 41 O
Posons, comme auparavant,

| -
y+ g =y
¢ 33108 4 40302 4= 783 - 460/ (0T —a) (¢F - 58 pF - 135) = o,

et ensuite, faisant

1 —

7 —y =\2u,

1

3/-—2' —{—‘)’2: 2/(2+2,

J . - p

7 — yhz=\/a (aw?++ 3u),
I , P 3

g% + i fut - Sut - o,

L — Y=y (P 4100 =B u),

‘\)‘
)=

I . . p
— e V= 8 - 2wt - 18 - o,
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on aura
b — 46 u®— 345 1t — 283214 — 89y ut + 6gou + 377 = o,

ayant un facteur carré u®— 54u + 29, trouvé comme précédemment
par la considération des valeurs numériques approchées des modules.
L’équation du 6¢ degré se décompose alors en facteurs

(' —584u~+29) (- S+ 58u*+ 43¢ +13) =
Le facteur du 4¢ degré peut s’écrire
(w2 Gu+ 32+ (6u -+ 2)2
et, comme 'on voit, n’admet que des racines imaginaires.

. o - - , .
Mais si 5 =YY= Ve etu =27 +roy7, de «*—54u+ 29 = o, on

tire

_+y ...... Va4 = /2862 + 1080 /7 = /2 (6\/a1 +15/3),
é =2 (27 4+ 10\7 -+ 6V/a1 + 153) = /2 (3V3 + 5) (2/7 4 31/3),
L (Vo ()
¥ ( \/ 2

- (G (a8

T - T = 1,
b4 KN = — 8,
W4 kN =Ty = (= ) =\,
kI 4 N = oy (1 —y?) =2y,
XN

Or

et, par conséquent,

VIR /7T = yau 1 =y V55 + 207 =y (V33 +2/3),
—-—\/757:77—}—\/7_.77:)/\/—2_(:—-—1-‘~y\/.)3—%—20\/7 =y (27 +5),
»m-"/;fi:y(wz_f.o\/»)_2\/7_;>>=y(¢»_2><\/7_\/5>
w-— ‘)"\F V3 _ <\£;r>3 (W—) (\//~¢s) V7 V5

\/ 2 2 2 \/;
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avece
K’ —
"'lr == \/l ov,

comme précédemment, et de méme

ViTi = () (VY ( V7 —y3\ Vi3
V2 2 P Vo

\

avee

d

A
A

o
Tt

{

A =161 =17.23. — Combinons I’équation modulaire de Schréter ou
de Russell du 23¢ degré

YT 4 YT = Y YT =,

avee celle de Gutzlaff du 7¢ degré

(’//\,/"Z -+ (//“77 =,
en posant
L’; [ WANRE=SP LN

Alors, pour I'équation du 23¢ degré, on a

YT - YIS == 1 — 3,

VIS VI =1—a/ax +out \/;.,1:3
ot
Ed N = (1 — oo 4 2ut—\Joxt )t — o6

- 9 — ., ’ - . .
=1 V/zx et oy ozt 1ot 4 \/:)..l" 2

expression réciproque.
Ensuite, pour 'équation du 7° degré,

\/Z’T -+ \/7:7-7-:: I — \/;1‘,

L= kN s=1— 2 \/i-’: P R A

mais
Chd A TN Y2 e (K12, A= hAY =1 -k G KD A
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&
N
B

<

et, par conséquent,

(1= 4Vew + 122 — 10y a2+ 1904 — f/au5 + 18 )

-+ (l — 2 \/5;{"‘—{- .1'“:)")_: |- 2t2,

équation réciproque du 12° degré en .
Posons
' -
= 4+ =\,
alors
4yt —39 ¥ 4100 )t — 160y 4= 113 yr— ol y 4+ g=o,
équation du 6¢ degré en y, dont on peut découvrir un facteur carré en
calculant comme précédemment les valeurs numériques approchées
('une paire de racines.

A =193. — (’est un nombre premier pour lequel, d’apres Gauss,
p =2, en sorte que « doit étre de la forme My193 + N, lorsque Met N
sont entiers, et les valeurs numériques de M et N peuvent étre déter-
minées par un calcul d’approximation.

Crasse D.

A= 2(modj).

Cette classe est la méme que celle désignée sous le n° 2 par
M. Hermite (lﬂ‘(/uations modulaires, p. 414).

Pour résoudre I'équation modulaire d’apres la méthode de M. Her-
mite, nous posons

G b=
Ry
alors
[ — A
/l — ‘19—_---- [AS—
{2 — 3 )
o — _2\/};"
1= A
ct
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formuale équivalente & 'équation modulaire de la transformation du
second degré.

Alors, si nous faisons

1 TS 1 9 9

—_— T —— — w202,

v P
\/A ow==

\/,\/WW Y L o S Vi

1--1—-\/‘1: \/JJ\/]—.Z‘

\.1)

H

x désignant Uinvariant absolu de M. Hermite donné par la formule

o T —
et alors
r= I
Si nous posons
(4 u
— == ¢? - = ¢ 7
u ’ ¢ ?
el sl o == up, on a
39 —5%
rogve?’, ur==we *,

et, par conséquent,
P2 2 = a v coshno,

P2 2z 20" sinhing

et, comme
(W= o= — et

On a
2v2cosh 2o =1 — wh,
? N N .
c’est-a-dire que
[

5= por i wi=1 coshag,

B -2 =4 coshy, £ — 2 =4 sinh?og,

en sorte que
k42 =a\/k} cosh 2o,
— k1 = a\/kk sinh2o.

Dans les exemples numériques qui suivent, nous verrons qu'il est



™
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commode de poser

¢B2+4_¢F+Vﬁ)_/’

ensuite

—

e

VEL=w? = (y — ).

c=\2 —1, a=—a2a% B=a, =22,
cosho =1, 9 = o0, ¢ = u, k=1).

A=6. —Faisons &A= 2ykA dans I’équation modulaire du 3¢ degré

VI = E7 =1
il vient

VI -3 YT =1,

ou
\/A = \Vhh=\/2

7 :—:.:f):‘-\//u/ ---/[,

cosh2g=\/3,  sinh 20 =\/a,
2-\/5 o= — 2%, 32,

résultat d’accord avec celui de M. Hermite.
Résolvant I'équation, nous trouvons

fo== (/3 —/a) (o —/3),  avec - =/6,

- Lo - 4 .
hom== (\/3 -+ \/‘.a) (‘). — \/.")'), avec i\— e \/—;
A 3

(Lecenpre, Fonctions elliptiques).

A =10. — Posant &\ = 2y/Ah dans |'équation modulaire du 5¢ degré

o KW e 2GR N =1

alors
k- 2k 4+ 4K =1,
Ann.de I’Ee. Normale. 3° Série. Tome X1. — JuiLLer 1894. 29
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c¢’est-a-dire
1 —
— \//{7\. =06=2.3,

19

7:2\/?5, wr=\/10 — 3,

o — — 2% 3%,

Résolvant ces équations pour % et A, on trouve

/.“::(\/;-——1)2 (V16 —3), pour ] -
A /3
pour */\*——- '—‘i

r=({/2+1) (/10— 3),

A = 14. — De I’équation modulaire du 7° degré

{/27 —f= V/."}.’ =1,

nous tirons
YT - 5 VT =,
ou
1 8 )= 5
= — VAl =2,
v V Va
1 p— —
— \/feh = 2 -V 2,
VI 4 v

+VER=4(y2 1),

o
/_\/7:7

g __ ——e
ﬁ:ﬁ—\//ﬂ'l:?‘\/S\/z “+ 11,
o= — 2%(8y/2 + 112).

Alors
\/7\-‘—)—\:2\/5—1— 2—~\/8\/'~z-}—11,

cosh 20 = \/8\/5—+— i1, sinh 20 = \/;57/5 + 10,
k= (2\/5——{— 2 — \/8\/; -{—Il)(\/S\/;,—{—-ll — \/'8\/; - l()),

pour /
X =Vii,

r=(2v2+2—v8V2+11) ({82 11 + V83 + 10),
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pOlll‘
ey

| G.-H. Stvarr, Multiplication complexe des fonctions elliptiques ( Quart.
Journ. Math., t. XX, p. 54)].

N1

A=18. — Alors

o= — a%. 7%,
valeur obtenue par M. Hermite (Equations modulaires, p. 51). Et

coshag =7, sinh 29 = 4/3, cosh g = 2,

Vi= wr=5y3 - g = (5 — 1)}
k(i)' (=) L =3Va
R CED LRI S
A =2, — De Péquation modulaire du r11¢ degré, nous tirons
VEE 4= \aVFh - a2 h7. =1,

ou
i Yy - /-
— — Ak = 3o
v Y Ve
- L -+ \/ﬁ —= 20,

NG
G = —I:::-—\//.—j ::6\/[—?,
Y]

“y

cosh ¢ == 3y/11, sinh o

o T — "’:::———2‘.5‘.112

Alors B |
\/7&7: WQZIO""E;\/TI-: L{{j) )

V2
k= (3y11 —7y2) (10— 3y/it)  pour K‘! Vaz,

r=(3y/i1 +7y2)(1o—3y11)  pour . \/—1_)-
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A = 26. — Prenons [’équation modulaire du 13¢ degré sous la forme
de M. Russell,

PT— 2R (105 P*— 27.11P2Q + 212Q2) -+ 2PR*==0

ou
P =ikl —1,
Q="F L INN—Fr— LN,
R=— /) k',
faisons
kA = a2, FAN—=o2z:
alors

P=a+ox—1==2(f —2),

Q=22 — 2 —20=— 228 -+1),

R=—o2a®,
et posons
I
p=z

substituons, il vient, en divisant par a7,

(B —2) —64[105 (B —2) 42711 (B —n) (2B -+ 1)

=22 (af 1) ]+ 2B (f—n)=o0;
Posant
B-—a==4t,
alors
¢t =sinh%q
et
{7 — 105t — 704 (3 — 1464 ¢*— 1216 — oo =0
ou

(Bt 4)(P+ 4+ 23) (=52 —8t—4)==o.
Prenons I’équation du 3¢ degré
B—502—8t—/L=—o0;

les autres facteurs ayant des racines imaginaires, si ¢ = y*, I"équation
en y sera
Y 3yt 4oy+2=o0
ou bien
(y+1)2=y—1, avec y =sinh¢.



LES MODULES DANS LA MULTIPLICATION COMPLEXE, ETC. 229

Posant ¥ + 1 = ¢, alors
V=1 —2, et 03— ¢ -2 =o0.
Cette équation, comparée i la forme de M. Weierstrass

f03— g0 — gy == 0,

a pour invariants

ga=14, gy —8
et le discriminant
g8 — oy o= — 64.20,

en sorte que I'équation du 3¢ degré n’a qu’une racine réclle.
I’invariant absolu de cette forme cubique

par conséquent, en faisant

coséeh3a =1/26,
on a
2 cosha

Vi
(Proc. Lond. Math. Soc., Vol. XVII, p. 263).

A = 30. — Prenant I'équation modulaire de Fiedler, du 15¢ degré,

PP—4PQ + 4R =o,
ol
P = \/kh A 1,
Q= VMW + kL + I,
R = (/17."—7:7(‘7 w7,
et posant
k)l = a?, /."7.’:2\//(‘7\:2x"‘,
on a
P =at+ oz +1 =ua(t+{2),
Q= '(/5.1‘“ 42 Vax = tL'i'('{/.:.a—l +1),

R = V2a7;
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n . I . .
faisant 1 = x + —, il vient
(t+{2)"—4(e+V2) (Y2t 4+1) +-4{2=0,
=2 —\a (a2 +1)t—2 +2i/2=o,
équation qui se décompose en facteurs

Le—Va(Va+)](e+yayat—o+Vo) =o0;

par conséquent, siz= y2(y2 + 1),

B:%—-T":Z\/g—(é.\/z-“}-«‘j),
coshao =3(4y/2 +5),
sinh2o=/10(8 4 2y2),

e?? = cosh2o + sinhog = (/6 4-/3) (4 +/15),
e = (V6 —3) (4 —V15),
Y= ;17 - 2= 20 + 12 /2,
Vi =w=1(y =) =(—y3) (5 —2V6)

et finalement

k=wte=2%= (2 —/3) (5 —2y6) (V6 —V3)(4—\15)

pour ,
¥ =vis,
2= wrerve= (3 —3) (5 — 2VB) (VB +5) (4 +ViB)
pour

A2
ATV

k= (2+y3) (5 —2y6) (V6 —V5) (4+Vi5)

Ko
K — :

De méme

pour

1

~
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et
2=+ V3)(5—2y6) (6 +5)(4—V13)
pour
A S
AT 3
A= 34. — Prenons I'équation du 17¢ degré sous la forme de
M. Russell, et faisons
kh = ax?, K)N=ox;
alors
P=x*+ror —1 =—x(p—2),
Q=22 —2*—ox ==— 2220 +1),
R=—ou?

L’équation modulaire

PY o 9 R (= 287P0 + 25,261 P+Q — 212, 15 P2 Q2 - 217Q)
4 219R2(7309 PP — 2%, 117PQ) ++ 221 .3 R¥ =0

devient, en faisant 3 — 2 = /¢, aprés division par x*, I’équation en ¢

Elle se décompose en facteurs et
(LA=1) b+ 0 (11t —8)[(4¢ —B) 4 af(2¢+1)*] = 0.
Prenons le facteur carré
P—11L— ud=o,

on a .
t:;(ler—%\/T;) et ‘6:46‘{—9:6@/17-4—4).

Si nous avions pris ’équation modulaire donnée par Sohnke, du
17¢ degré¢ (Journal de Crelle, t. XVI)

(¢ — ) B Grp(1—1?) (1—0) [17up (v — 1) — (0*— 1 )2 + 16 (1— ' v*)* ] =0,

qui relie
u=Vk et o=\7%,
nous aurions posé
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Alors, si AN = 2 VEK = 2u¢%,

(1t —28) (1 — ¢%) = Ju' ot
(1 — w22 = ("4 u*)2=4u'¢' cosh®2 0.
Posant alors
s=coshy —1=asinh*}9,
’équation devient

298 — B4 (17.2%s* — fsinh?*29 4+ 64 cosh*20) =o
ou, puisque .
cosho =5 +1, coshoog == as*-+ fs +1,

sinhao=1a(s-+1) Vst as,
il vient
178 (s 1) ($P 4 as) — 8(ast - 45 4-1) =m0
ou
§— 308" — 1378 — 1505 -~ Gos — 8 = 0.

Or, comme § = 2cosh27, ¢ = sinh*7, celte ¢quation en s ne concorde
pas avec I’équation en ¢ précédente.

[l v a donc une faute d’impression dans I'équation du r7¢ degré de
Sohnke qui doit étre corrigée ainsi, en changeant le dernier signe,

(¢ —t)®—16ue(1—u®) (1—¥8) [ 1700 (90— )b = (0" — 0" )2 4 16 (1= 1er 0*)*] == o,
et maintenant I’équation en s devient

als! — B4 [17.2%s% — 4 sinh? 2 .64 (cosh?ay 1) == 0

ou
17884 2(s 4+ 1) (s +28) —8(282+fs+1) -8=o0

ou
§'— 308" — 1378 —1505* — 6os — 10 == 0,

8 étant remplacé par 16, et alors le facteur s — s* — 4 == o donne
s= (V17 +1),
solution requise; et ainsi

cosho =1(Vi7+3),
coshag =3(17 + 4).
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A =38. — Prenant I'équation modulaire du 1¢® degré sous la forme
de Fiedler ou de Russell

P3—r112P2R 4 256 QR = o,
avece
P =&k 4+ KN —1,
Q = VWKW —EX— KV,
R =— \k2E'W,
et posant

k= x*, kKN =ax* ct z—— = Ly
il vient
l’:.acﬂ+\/‘—z.z——1 :.v(t+\/§>,
Q=Voa?— 22— oz = 2? (\/Et 1),
R =— 2z

et, par conséquent,
(t+y2) +16ya[7(t=-y2) —16(Vac—1)] =0
ou bien, en posant £+ y2 = yay,

Gy/2y" 4+ 224 \/2y2— 256\/3 (2 — 3) = o,
yP4-56y2—64(2y —3)=o0
ou, en posant y = 29,
¢ -7 02— 8¢ +4- 6 == 0,

équation du 5¢ degré en ¢ (une Hauptgleichung de Klein), admettant
une seule racine réelle comprise entre 2 et — 3.
Cette équation se décompose en facteurs

(92— +3)(¢¥4+9vP—2¢v+2)=o0,
le facteur v* — ¢ 4 3 = o donnant
p=1 (1 - i\/ﬁ),

tandis que le facteur ¢+ ¢* — 20+ 2 == 0 donne une seule racine
réelle

3 e g
cr:——%(l -+ \F37+3\/114+ \/37—3\/114).
Ann. de I’ Fie. Normale. 3* Série. Tome XI. — Aout 1894. 3o
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D’autre part, alors I’équation en ¢ est décomposable en facteurs de
la maniere suivante

(2+22) (B+5\arr—2t+22\/2) =0,

équation ot I'ona t = — f3.

A =/42. — Prenons I'équation modulaire du 21°¢ degré sous la

forme de Fiedler
72, — 270 =o,

oul'on a
Li=kA+K'N—1,

1400 = — (JFT 4 TR YTTRT + (T — VT YT — (T — y7) YTs

/ o l 9
posant alors £A = w*, F'N'=2¢?, = — — #*, on peut former une
équation qui servira & déterminer w et 5, et par la £ et A.

A = 46. — Prenant I’équation modulaire du 23¢degré sous la forme

de Fiedler ou Russell
PP— 4R =o,

ol
P =&+ N —1,
R={/k¥ k¥,

posant £A = x®, &'\ = 22", alors

P == a2 4 [\b/E.Z'—I-‘-J""I"(t—I\'/;)’
R=— '{/Ex:;;

T . . .
posant { = — — =, on obtient ainsi

(t—=V2)—4V2=0,
Va3 Vs =,
-~z :V5<\/z+1)’

x

L =3y3 (5 +1),

xz

%—x2:v5o+36——\/;

x
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et
B= ;f‘ —z=(2+1)V4y2+3
=32 V294 -+ 208 /2
=6\ 14y +104V/2,
y =52+ 36y2=4(13 +9V2).
A =58. — D’apres M. Hermite (Equations modulaires, p. 51), ceci

est un déterminant A pour lequel le nombre « est entier, et par le
calcul approximatif a I’aide de la formule

160t Ln— e™V8 4 104,
nous trouvons
oz — 2 38 11k, B =198, ‘/:26\/%'
Sinous posons
k= a*, kN =22
et ensuile
= — — 2,

xZ

¢t, si nous opérons les substitutions dans I’équation modulaire de
Russcll du 29° degré, nous obtenons une équation du 15¢ degré en ¢,
ayant un facteur carré en ¢, qui correspond i la valeur f =198, ce
qui donne une vérification des coefficients numériques de cette équa-
tion modulaire.

A =62. — Prenons l'’équation modulaire du 31°¢ degré sous la
forme de Schroter, Fiedler ou Russell,
(P*—4Q)*—4PR=0;

posant
kh =28, KN =2x*,

d’ou
P = Y%+ YN+ =z(t+{3),
Q= VETRT + A% + YT = 2 ({fas + 1),
R={FAAW =V,
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\ L I . .
ol l'on a fait ¢ = =+, il vient

[+ V2) —4V2e—a] — 42 (e +V2) =0,
équation décomposable en facteurs
[6—(2a— Vo)t —6+3V2][e2—(2+V2) {2t —2+V2]| =0,
dont le second nous fournira les résultats cherchés.
A =78. — Prenous I'équation du 39° degré sous la forme de
Fiedler; posant kA =a*, F'N= 22", t =2 — é: il vient

L, =2+ {2x—1=a(t+{2),

Zy=Var'— a2t — Voo =2 ({21 — 1),

et, apres suppression du facteur 27, I'équation modulaire prend la

forme
(e a) [(=Va) + 4]+ 45 [ — Vo) + 4]
+20 /3 (6 + {2) [(t—V/2)! -+ 4]
82t +Y2) — 1442 (t + {/2) = o,

équation du 7° degré en ¢.
A = 94. — Prenant 'équation modulaire de Fiedler ou de Russell
du 47¢ degré et posant
b Y v T 1 )
vk = a2, VEN =22, STE=1
il vient
P=z+Vax-+1=a(+{2),
Q=22 +22+ Y2z =2*({2 t +1),
R =22,
P2—4Q=a(r— 2 {20+ 2 — 4> .—:x‘-‘[(t — ’(/5)2“ 4],

et, I'équation modulaire de Russell du 47¢ degré (Proc. Lond. Math.
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Soc. ; nov. 1887), apres la suppression du facteur «°, se présente sous
la forme

[—=Va) =4 —o8Ya(t+V/2) — g6 V2 (t+ {/2) (Y2t-+1) — 128 2= o,

équation du G¢ degré en ¢.
Mais, si nous prenons I’équation modulaire de Hurwitz du 47° degré
(Math. Ann., XIV)

[o(VER -+ RN — 1) =8 VER LW | =8(VEh -+ EN +1)— 7 ¥/16 YT h kT2,
et, si I'on pose kA = a®, I'N = 22", il vient

(aralax —o —\/2{/22)=8s4+8 \/5&:%—8—1!;\/; 22=8x*— 6 \/2 228,

ou
[oz4y2 (2 —y2)x —2] = 8x"— 6222+ 8,
Gt 632 (o —\2) 2% /2 (6 — [\/2) 2
e 8;1;2—/4"(/5(2 —V2)z 4§ =8z — 62 2+ 8,
ou

far— 442 (o —\2) 28— 42 (8 —aya) 2+ 4 /2 (2 — /o) 2 + =0,
zt— a2 —v2) @ =2 (3 —ava)at+ {2 (2 —V2) s +1=0.

I . o .
Posant alors = — & =y, celte équation devient

o2—V/o(a—\2)v—3y2+6=0 ou s—\/T_-—L —:9—:—2\12-
V2 Va

" . I 3
Mais posant— -+ x = (, alors

o2 (2 —\2) =T —/2(8 —2\/2) =,
=32+ 2+ {2(2 —\Va)ViE—]=o,

tr— (62 — §) 2+ 22 — 122 = (62 — 8) (12— 4),
th— (12/2 —\/12) t?—10 +12\/2 =0,

équation du 2° degréen 2, d’ob I'on peut tirer les équations pour §
ety.
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APPENDICE I.

Le numéro de janvier 1888 des Acta Mathematica (t. X1, p. 4) con-
tient un article de M. H. WeBER : Zur Theorie der elliptischen Functionen
(Zweite Abhandlung) qui donne un grand nombre de résultats numé-
riques pour les fonctions des modules dans la multiplication complexe,
conformes sous beaucoup de points avec ceux donnés dans I’Article ci-
dessus. A I’aide des calculs de Weber, il est possible, en certains cas,
d’ajouter aux résultats que j’ai obtenus et de simplifier les méthodes
qui y sontemployées. Nous en donnons les exemples ci-dessous, ainsi
que le développement de cas quin’avaient pas été completement traités.

Crasse A.
Cette classe correspond &
A=3(mod8).
Il sera commode de poser

_(r—=0) (1 —2565%)3
- A - 256 s

en sorte que
3= 1256 s* == 16 k24’2,
et alors

A
sorgtt,
Avec celle notation on a alors pour A = 35 (WEsER, Acta Math.,
t. XI, p. 388)

253 -—(\/5—}— 1) (82— §)—1==0.

A=51

53+g2+<\/;';+[;>l——l:0 (p.385).
A=g9gr1

25"-}—(\/?34— 1)st+4 25 —1=0 (p- 385).
A =99.

04 (V33 4+64) e+ (13 +2/33)t—r1=0 (. 384),
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équation qui méne a la valeur suivante de «

a = 2(4591804316 + 7993305321/33)  (p. 384).

Crasse C.
A=17. — L’équation de Weber donne
1

, . E I
A = 29. — L’équation de Weber, pour x = ;= est
V2 kil
22— qga?—8x — 5§ =\/2g (z + 1)
En faisant disparaitre le radical, on obtient une équation du 6¢ degré
2" —gat - bat 2x?—Bbxt—gax+1=0 (!).
I . I .
L’équation correspondante en z = — concorde avec celle donnée
dans notre article (p. 199),
5%+ 58855 — 9795t <+ 19605% + 979 5% + 588z — 1 =0,
qui, par conséquent, se ramene a I'équation de degré 3,
5% 4 294 5% 4= 155 5 -+ 70 = /29 (55 52 + 28 + 13).
’ 2 . 1 N 6577 \
A=41. — L'équation en s =z + ~, olt — = 24k, est, d’apres
Weber (Acta Math., t. XI, p. 388),

et — (Vi1 +5) s+ 4 (7 +Vir) =o,

. . 1 .
(1) Equation qui ne change pas en remplacant z par — = On peut I'écrire

posant .z — -'I- =t -+ 3, clle devient

13 —19t — 46 = o,
équation dont le discriminant est 2!*.29. (Note communiquée au traducleur par M. Green-
hill.)
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en sorte que z est racine de I'équation du 4¢ degré,

st— 532+ 35+ 35+2="0,
W] ) o fan 74 3 ——__I___ L
et l'on peut alors facilement calculer I'équation pour y = — + 24k
et, en outre, celles pour « et §3.

A=173. — Puisque p =2 pour ce nombre aussi bien que pour
A ==17, nous pouvons prévoir que o, B, y seront chacun de la forme
My73 + N, et, en effet, par calcul numérique approché, nous trou-

yons
1

V=S + 21&'/6’:4930\/_7_3—_;_42120,

ce qui équivaut &

A=193. — C’est encore un nombre pour lequel p == 2, suivant
| ‘ I
Grauss (Werke, t. 11, p. 288) et des valeurs approchées de Tk
2RI
.
ﬁ‘lr\/L\

¢’est-a-dive de y/2¢® , nous tirons

2 ki
"ot 'on tirera a, B, v. De méme, pour A = g7, nous trouvons

I
Vo ki

ee qui nous conduit 4 la détermination

= (V7 + ),

y = 33210/97 -+ 327080,

au lieu de la valeur donnée par nous, page 210.
Ces valeurs conduisent aux équations approchées
eg-w,/o—'l

in /its —_—
e 52 /193 + 720.

v 9Vg7 —+85,
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Pendant le cours de I'impression, M. le Professeur Greenhill a fait ’honneur
au traducteur de lui communiquer les résultats suivants qu’il vient d’obtenir,
ainsi que la remarquable application géométrique qui s’y rattache.

VYous remarquerez que, dans les Tables des modules de la multipli-
cation complexe, on a, dans la classe D, page 223,

==4n <+ o.
Sil'on pose alors
k =1ang¥f, i=tlang(imw —9),
on aura
1 I .
—+ — k==2acotal, s k =2coséc20,
- L (!

I ol I o f]
T — A==2tang20, 5 -+ 2 =2s(c2¥,

et alors -
coséc40 == cosh? 2¢.

Ceci nous donnera les valeurs numériques qui suivent :

I
A= o, cot 20 =1, 0:—qﬂ'.
<

A= 6, cot 20 = (Vo + 1)%, cosée 40 =3.
\/3—- [ 6
A= 1o, cot 20 = — ) cosée 40 = g.

A= 14, cot 20 = 0+\/)—1—\/[| o+ 5)

(/= )

tang 20 = (2 +va — Vi va +5)
cosdc 40 =282 -11.
A==18, tang 20 = (/3 —y2)", cosée 40 = 4g.

A=29, tang 20= (/2 --1)", cos6C 40 = g9.
A=026, .. ... s e e

A = 30, cos6ée 40 =171+ 1202, cot40—-\/;o(\/5+x) (10-+6/3).
A =34, cosée 40=9 (/17 +4)%
A =46, cosée 40 =g9*.

Ann. de U’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XI. — JuLrer 1894. 31



242 A. G. GREENHILL.

Or, vous remarquerez que I’on peut maintenant construire géomé-
triquement I'angle 0, 4 I’aide seule de la regle et du compas, comme
il suit.

Posant coséc 40 =nr, du point A (fig. 1) comme centre, avec un

Fig. 1
E / P
a\ "0
2, 2
P y
R e Q
]
)
: I
1
..... : \
", )
\ i ~
D 9] .
BT 'B S

rayon AP = n.AE, décrivons une circonférence qui coupe EP au
. , oy PO
pointP. Alors I'angle APE = AEQ = 40.

En construisant la bissectrice de la moitié de cet angle on obtient

. FEIRN ; ,
la droite ER et 'on a AER = 0. Alors la circonférence de centre A et
de rayon AR coupera la circonférence de diamétre AK en B, en sorte

que U'angle modulaire est AEB, ol £ = sin AEB.

Voici une application intéressante de cette construction : Un pen-
dule oscillant de b 4 b, aura une période d’oscillation égale i yA fois
celle d’un pendule oscillant de B & B,.

On peut opérer une construction analogue dans le cas de la classe
C, p. 193.

Dans une seconde lettre que M. Greenhill a fait 'honneur au traducteur de
lui adresser, il lui communique les nouveaux résultats qui suivent :

Je pense que vous aurez peut-étre remarqué que, lorsque
=1 (mod 4),

(classe C, classe qui est désignée 1° par M. Hermite, p. 44, Equal.



LES MODULES DANS LA MULTIPLICATION COMPLEXE, ETC. 2_/15

modul.)) n’est pas un multiple de 3, I'expression

p :(:z/r/;’)_‘%—i—(z /.-/:’)%
et

1

Pl (2 k) 0 — (2 kK"

1
6

se présente souvent sous la forme d’un nombre simple qu’il est com-
mode de prendre pour base de la construction géométrique de P'angle
modulaire.

Et de méme lorsque I'on considere le cas A==2(mod 4), classe D,
(classe 2° de M. Hermite, loc. cie.), A n’étant pas un multiple de 3,

sont encore des nombres de forme simple.

Ainsi
A=193, P= Vig3+ 13,
A= g7, P=1(\/97+9),
A= 53, P=1(/73+5),
el

A= 142, ‘Q:Q-l—.’i\/'_z 4,

A= 50, Q=3/a+V5 (%),
A= 58, Q =29, Q'=5,

A== 14, Q_:\/;-i—l

Soit alors A== (mod 4), An’étant pas un multiple de 3, et posons
akk'=tang®y = tang*P == tang« == sin 2 9, -

20) désignant ’angle modulaire.

(1) Résultal donné par M. Weber.
. (2) Idem.
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On aura dans ce cas

-1 1
P = (2kk') ¢ 4+ (2kk")’ == 2coséc 27

et
L 1
P'=(2kk') ® — (2kk")® =2col 27,
—1 1
(2 kK3 4= (2kk") = acoséc 2,
L !
(2 kK'Y ™ — (2kk')? == acot 2P
alors
tang f = tang?y = '—:—————-—COSEY
AP =N = T oos
et

tang (L m— B)=cosay.
Sinous prenons un angle ¢ tel que I'on ait

tangod == ! tang 23,

I'on aura

tang 3
\ ——-‘—--—in',;— — tangp
o n langd — lang P 1 — tang?(3 ' e
tang (0 — 3) = < — - = tang*f,
( -+ tangd tangf . tang*fs

1 — tang*f
en sorte que
a=0—7{,

et 'on aura
sinfd = tangea.

Pour opérerla construction géométrique de ces angles, d’un point O
comme centre décrivons une circonférence de rayon unité et menons
les tangentes aux deux extrémités d'un diametre AR (fig. 2).

Alors, la grandeur P étant donnée, décrivons une circonférence da
point A comme centre ayant la longueur P comme rayon et dont I'in-
tersection avec la tangente au point E aura licu en B. Si I'on prenait,
au contraire, la grandeur P’ comme donnée, on mesurerait alors sur
la méme tangente une longueur EB a partir du point E égale a P’.

PR TN\

L’angle ABE, ainsi déterminé, est égal & 2v; 'angle AEC est égale-
ment égal 3 27y, la droite AB coupant la circonférence en C.

Décrivons encore une circonférence de E comme centre et de
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rayon EC qui coupera la tangente au point E en D. On aura alors

ED _EC _ .
EA — EA — %0827

n
tang EAD =
en sorte que
TN
EAD =17 —g.
AD coupant la circonférence en F, on aura

N
EOF =im—20,

' . , T
et 'on peut ainsi construire 'angle EOH = 2.

A=5

Maintenant prolongeons OH jusqu’a sa rencontre en L avec la tan-
gente au point B.

Joignons par une droite les deux points A, L. La droite AL coupera
la circonférence au point K, et 'on aura

T (\\
tang EAK = { tang EOL,
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EAK =3, [HOR=2(3—p), IAK=0—p=o0

A partir du point A, mesurons un arc AM = HK et prolongeons la
droite EM jusqu’a sa rencontre en N avec la tangente & la circonfé-
rence au point A. Du point A comme centre avec un rayon égal a AN,
décrivons I'are NQ qui coupera la circonférence en Q; nous obtenons
alors

N Q
sin AEQ = }E = /jtjl\j = lang e,

et de la sorte
ARQ =20,

angle double de I’angle modulaire.
La figure a été décrite pour A =5, et dans ce cas

-1 L
(2 kL") B— (2 kL)Y =0 colaf =1}

notre point de départ sera done Uangle f.

Voici quelques autres résultats :
A= 13, 2cot2f =3,

A= 17, 2coséeay=1(/1741), sinay= \/-1-7;:—’» ,
4

A= ab), 2 coséeay == 3,
A= 3y, cot2f3 =6,
A= 4o, 2 cosée2y = \/7 + 2,

A=193, 2cosécay=\193-13.

Dans le cas de A==2 (mod 4), A n’étant pas un multiple de 3, nous
poserons

1/ X ;

= (; — /r> =col’y =col*f ==colg, L =lang o,

2% v

1 /1 \ 6 " 5 1 1
iy — 7\) =tang®y == lang’§ = tang«, L=lang(}im — {o),

et 'on procédera comme auparavant.
Ainsi, par exemple, avec

Q =n2cosécay,
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on obtient

T

A=142, 2coséeay=9g+ 32,

™
A== 2, a:l@::y—.:zg
= 10, 2cot2y =1,
= 14, =2cosécay=\2+1,
‘s
A= a2 cotey =1 = =
> V ? / 8’

i o
, 170
A= 34, zcoseczyzy—iz—'—r
A= 46, 2cosécay=13-+\/2,

== H8, 2 cotay =5,

Lorsque A est un multiple de 3, on pourra opérer des constructions
analogues pour

\
\ 1 /71 ,
aik'= tang?e == lang e, ; <— -— /r) = col?e == col g,

mais on ne peut pas le faive pour

1
! 1 1 /1 N E BNA L
o [N o [ )06 L s —

APPENDICE I1.

Pour terminer nous ne pouvons mieux faive que de renvoyer le lec-
teur a une liste extrémement complete de résultats numériques i la fin
du remarquable Ouvrage de M. H. Weber (Elliptische Functionen und
algebraische Zahlen, 18g1). I’éminent géometre donne la solution d’un
certain nombre de cas que nous avons laissés inachevés, ainsi que d’au-
tres nouveaux. Nous citerons ainsi, le temps nous manquant pour les
mettre sous la forme que nous avons, en général, employée dans ce
Mé moire :

Crasse B.
A=7 (mod8).

A=n71:

v = Y16 kK,

£ —oxt— 25 4 2t 2P - 2 — 2 —1== 0.
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Crasse D.

A= (mod 4).

L
I
~J
0
I
Y]

5.3%:
[2(3=8)] =3+ (347 (o4 va)
A=78=2.3.13:

R ()

A=r102=2.3.17:

\/7;—(; - "”j: W2 +1)" (3v2 +Vi7)

A=130=2.5.13:

Vi (0= () e
-5 — k)=
2 \ k 2 :

2

A=142=2.71:

&€ o==




