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LES MODULES
DANS L.V

MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,
PAU M. A. G. GRERNHILL.

(Extrait des Procccdi/igs of f.lie London. Mat/i. Soclety, vol. XIX, n"' 323-327; mars 1888.)

( T R A D I J Ï T P A R M'. L ' É O N G E L A U G EL.;

J'ai été conduit à cnU'cprendre ccl8,c traduction par la lecture du, passade
s ri i v a n t d e s Fo n c il o n .y o l I I / } t iq u es à) II, a ,1p h c n :

« ... La lïiultipjication complexe a été rohjet de Mûn'ioircs irnporlarits, etc.;
eniïïi celui de M', (xrcciihill, (Proc. of Lo/ulon Math. S o c i é t é ' ) , , . Sous ce
dernier point de vue (résultais i'u,:sniéri(|ucs), le Mémoire de M'. Greenhi'IJ,
tout récent, résume et dépasse les travaux, antérieurs. ^

( I'IALPIÎÎÎN, FoncUoiifî elliptiques, t. 1.11, p.- iîii-i3';)i. )

Le problème de la mul t ip l ica t ion complexe des fonctions elliptiques
peut se poser ainsi. : Détcrrniner les fonctions e l l ip t iques de l'argu-
ment complexe (a •+• bi\jK}u, en fonction de celles de l 'argument u, le

V 1

rapport des périodes étant défini par .. ^ \/A, A étant un nombre pre-
mier; si. A est un nombre composé tel que mn^ alors nous écrirons

--, == ^rnn, ou même i / ^ ^ et, dans les deux cas, b doit avoir n pour
facteur ( < ) .

Dans l'expression d'une fonction elliptique de l'argument (a-{- bi\j"K}ii
en fonction de celles de l 'argument u, les coefficients dépendront des

( 3 ) En effet, l'équation modulaire est la même dans los deux cas, îo choix dos racines
K7 /5seul étant différent. Voir IL P. Jouberl/ (Compies rendus, t. L), au cas g- =-= & / - •

{Noie du Tmdwteur.)
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K"' —-valeurs des fonctions modulaires correspondant à -,?- == \/A; par consé-
quent, Véquation modulaire devra être résolue d'une manière ou d 'une
autre. C'est le but principal de cet article de réunir toutes les solu-
tions numériques jusqu'ici , obtenues pour des valeurs entières de A.

D'après une remarque d'Abel (OEuçres, i^' édit ion, t. î, p. 272),
citée par Kronecker (Berlin. Sùz., îS^), l 'équat ion modula i re , en ce
cas, est toujours résoluble par radicaux.

Quelques exemples numér iques ont été donnés par Le^endre et
Abel, mais la première collection importante de résultats est due à
Kronecker {Berlin. Sùz., 1862), qui a donné les valeurs numériques
du module À" de Legendre, et dans quelques cas de Mf pour une série
de valeurs de A, et en a promis une collection plus complète, q u i n'a
pas encore paru.

Suivant la forme de A par rapport au module 4 ûu 8, il, sera com-
mode de considérer quatre classes et de choisir absolument le plus
simple invariant numérique convenant à chaque classe. Ces classes se
distingueront entre elles comme il suit :

Classe A . . . . . . . . A ̂  3 (mod8) ,
» B . . . . . . . A ^ 7 ( m o d 8 ) ,
» C . . . . . . . A — ï ( m o d 4 ) ,
» I ) . . . . . . . Ass a (rnod/ ' î) .

La classe pour AS^C) (m,od4) ne nécessile aucune étude spéciale;
on peut, en effet, la faire dépendre d'une de ces dernières par la trans-
formation du second ordre.

L'article Neue Untersuchungen im Gebiete der (dliptùchen Functionen
de J. Klein (Math. Ann., Bd. XXVI, 1886) contient un grand nombre
de ci tat ions des recherches les p lus récentes sur les équat ions modu-
laires; dans le cours de cet article, j ^ a i fai t aussi ^rand usage des
Ouvrages suivants :
SOHNKE, ASquationes modidarespro transformcaionefunctwnum ellipticarum

{Journal de Crede, t. XVI).

ScimôTER, Dissertatio inaugurcdi$ de eequationibus modidaribus (Reg-iornonti,
i834; Journal de Liou^ille, i858y et Acta mat/iemaUca, 1882).

HERMÏTE, Théorie des équations modulaires. Paris, iSSç.
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AUBIN et KÏEPERT, Ueber die Tr ans formel lion cler elliptiscîicn Fnnctionen
{Math.Ann,, t. XIV, p. ni; t. XXVÏ, p. 869; t. XXII, p. i).

(a. H. STUART, Multiplication complexe clés fonctions elliptiques (Quarlerlv
Journal Math.y vol. XX, p. ï8), en anglais.

E.-W.FUÎDLER, Ueber eine besonclere Classe irrationaler Modulargleichun^en ;
Zurich, i885.

IL RUSSELL, Sur les ér/nations modulaires en kl, k' t' ( Pf'oceedin^s of thé Lon-
don Math. Society ; 10 novembre 1887, en, anglais ( 1 ) .

Les expressions générales de formules de la m u l t i p l i c a t i o n com-
plexe ont été aussi données par rau teur dans un article du Quarlerly
Journal of Maf.h^ vol. XXII, 1887.

CLASSE A :

A E= 3 (rnod 8).

L'invariant numérique absolument le plus simple dont le cisok
s'impose pour cette classe est Vinwriani absolu J, de Klein, le même
que celui désigné Vale-fi^ par Dedekind ̂ Journal de Crelle, t. LXXXIII^
et lié avec l'invariant a de M. Herrnitc par l'équation

,1 :,:.:.::: -....̂ , a

(Théorie des ë({uaUons modulaires) ; mais il est commode de se servir
de la forme de Kiepert, exprimée en modules de Legendre k et k'
(Math. Aim^ vol. XXVf)

( I .^ ÎÔA'^) ' 'j ̂ , „„ ̂ .^^.^ ,

forme que l'on ob t ien t par une t r ans fo rma t ion du second degré, ap-
pl iquée a la forme de Klein

4 O-^2)3
li"1"1"1""" a 7 làli^

en sorte que le J de Kiepert est une Modid-Fiinclion zweùer Suife.
Prenons l ' intégrale canon ique de première espèce de Weierstrass

f-...^^^^^^^^^
j ^4^— ̂ ^-1-^:/

(1) Consulter aussi d'auLres remarquables iMémoiros plus récents de M. Kiepert, Math.
Ânn., et de M. Wcber, Mcith. Ânu. et Acta mat/i.
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rendons-la normale (1) en la multipliant par la racine douzième du
discriminant

D=^--a7^j,

en sorte qu'elle devient
r__^...^^

J ^.y '—yaj—y:/
nous pouvons alors écrire que le nouveau discr iminant

^ — 2 7 y | = — l ,

et ainsi l ' invariant absolu
0-3

ï „ fJ ï ........... . 3—"1Î "-•y^
9 r"7 o' 2

J--^-^-.-^.

Dans cette classe A, la formule la plus simple de mul t ip l ica t ion
complexe est celle qui lie

^^pu ci y^p^
où

^=|(-i+-^À},

et conduit à la relation différent iel le
M dy dx

^4j^ __ g^y __ ̂  ^4^3 •Z:^^"1'11!:'1-1^ ?

à l'aide d'une équation de la forme {Quart. Journ. Math., t. XXI I ,
p, 127, Mémoire de l'auteur, déjà ci té)

y^M^ ^-^^-^^X'1-^

J "1" "" (^m--(sl^mmï-T••(^^m^.7.)i'

( l ) Rendre normale (riormùw) l'intôgraiô de preirlière espèce (Je M. Wôîorsiras.s cori-
sistô à la transformer do manière à rendro le noilveaii discriminant égal à rimitô affectée
du signe 4" ou —, au choix. L'Ouvrage d'ïlalpheii nô mentionne pas eetto expression.
(KLEIN et KUSPERT, Math. Ànn^ t, XIV, p. ï I'L)

Un calcul très simple montre qu'il sunit de multiplier rinlégralô pcir la racine douzième
du discriminant afïectéô du signe convenable. Les variables restent les mornes, sauf ad-
jonction de facteurs racines de ce discriminant. {Note du traducteur.)
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où l'on a
n ::•,-: a m -(- i ,
A -—2 4^ — i ==. 8/^ 4- 3,

A i = 2 G ' i ,

les A et G- é tant certaines fonctions modulaires qu' i l reste à déterminer
(KIEPEKT, Math. A/m., t. XXVI, p. 3c)8).

La déterminat ion de G-i est la plus difficile, et il est important de
remarquer que c'est un facteur numérique de \/A 4- ?'.

En eflet, si. nous désignons par M7 et G-, les imag ina i res conjuguées
de M et G^ et si. nous posons

^=-^"/=p^
il. vient alors

,.._^ r-'^r-1

(yt't-^\ym^...Y

—• mra (a'fl ~ ïî (il 'z;"w"î • • ^'/ """" r3î Gfl M^2 ̂ 'î'" * • • ̂  ̂ '̂ t—lll-::^ ^ .̂̂ ^

I, ,yn ̂  _ ^ ( ̂  (., ^ ,,p (̂  M..-..2 ) ̂ ^^-,..-.1 _ ̂
=,^ ^îrr^-^(^^

on sait, d'après le développeroent connu de pu su ivant les puissances
de u, que

i1:) u := -„ -1- ^ "î- &"2 ^2 -4- • . .," u2 w

et les termes absents remplacés par l'astérisque font voir que

nGl4-(J / lM--2=o;

par conséquent, si. l'on pose

G-i = a \/A -l- bi, G[ = a \/A 1— ^/,
on a

na \/K + /'À^^' -"s- Ça \/A —- ^^) ^ (— a ̂  -(- i + i \/A) =: o
OU

(a — ô) [\/A— (4.^ - ï)^] = o, .
ou enfin

ci == b ;
^%^. ^<? ^'jêc-. Normale. 3° Série. Tome XL — JUIN 1894. 22
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mais, pour déterminer a, il faudrai t pousser plus loin les développe-
ments de y et z en fonction de œ.

Une fois G^, et par conséquent A^ === aGr^ déterminés, les G et A res-'
tants sont déterminés par les formules récurrentes données par Kie-
pert {Math. Ann., t. XXVI, p. 339).

L'équation précédente liant y et x est équivalente à l 'une quel-
conque des trois suivantes {Quart. Journ. Math,, t. XXII, p. ï2,5) :

y-^^M2^-^)"!]''
- — / araïlY

^^ll^-P———)^

ou
^ iK' . /-

=^A,
î
"c.) "TO "îr

etet
0)1 = •I- ( (x)2 4- ûJa ), 0)3 =: 1. ( û)2 —— 0)2 )

et, par conséquent,
r ;=.: î}tr ;=.: w,

n /2/"Q)in== p ——-iG,==np1

Ainsi, par exemple, lorsque A = 5 r ,

r, ——y, '^^l . r/1^1 ^ .T8^1 1 ^^^l , '̂ l ^.^îG^p^ ̂ p^ ^.y^ +p^ +p-^^ .+-p^

(KiEPERT,Afa/À. A^/z., t. XXVI, p. 38x.)
Supposons que le multiplicateur complexée au lieu d'être égal,

comme nous l'avons fait, à
K-î^V/A),
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eût été
-|-(~p+^\/A),

p étant un entier impa i r ; nous aurions alors posé
^=i (A+p 2 )

dans les formules ci-dessus; et ceci nous explique pourquoi dans
Equations modulaires, de M. Hermite, p. 44» classe 3° (notre classeA),
A prend les valeurs

/l n — p2 == 4 ri. — î , 4 n — 9» 4 /l — 2^ • • • •

CLASSE A.

A ES 3 ( inod8) .

A == 3. — De l'équation modulaire de Jacobi du troisième degré

^•^À+v /^7= ï»
on tire, en remplaçant k par A', k! par ^,

2 \/'M1 = î , -•î A^rr: |. = sin 3û0 ;
l'angle modulaire est de ï5°, et

k •=. sin r 5^, k'~= ces j 5° ;

alors l ' invariant absolu J == o,
72=0, 27y |==i , 3/3y3-=i

et

M = a)?

(o étant une racine cubique de Puni té, et l'on a
p0) U == G.ÏJ) ^^.

C'est le cas le plus simple de la multiplication complexe, qui a été
considéré par Legendre dans la réduction des intégrales1 elliptiques
(Fond. ellipt^ i. I, Ch. X.X.XV1) ( i) .

(1) Foir HALPHEN (Fonct. cllipt., l. ï, p. 82, 83, 282, etc.; t. II, p. 571 et suiv., 64^ ôt
suiv.), où cette valeur de pu est l'objet de considérations de la plus haute importance.

(Note du Traducteur,)
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A=: r i . -- Prenons la forme de SchrÔter ou de Russell pour l'équa-
tion modulaire du 11° degré

\//a -h ̂ k'V -l- ̂ ^^kMî'ÎJ-^i.

Posons

il vient
A-rrÀ' k'-=:'}'

2 \/Ik' -1- 2 ^Â^ == ï .

Formons l 'équation en P/i/2, et, in t roduisant '

î- ^ ^r"16^^'2!3.g _ ̂  ̂ ,̂ ^ .̂̂  ,
nous trouvons

j :::::— -, j - î = -
8 7 v/77^r 73::::=.̂ ^

Ici, l'invariant a de M,. .Hermite est éiçal à 27, valeur qui peut être
tirée des équations an bas de la, pa^'e .47 d^ Équations rnodulair^s.

On a aussi
G, = ~ ̂  (/TT + 0, A, ::::" - ̂  (^TT -h 0 ;

les valeurs' de A^, A^ ont été données dans l 'article déjà cité de
l'auteur (Quart. Journ. Math., t. XXII, p. ï34) -

A == 19. — Nous trouvons
j^^a'^ j _ j ^_3^^

72=8, '^=\/i.()^
y^ + î == 32, yJ — y^ + ï == 3. ï 9.

Ces valeurs sont tirées de Théorie des équations modulaires de M', lier"
mite , p. 47, où l'on voit que, % étant l 'équivalent de — ^J, on a,

A= 3, a=:o,
A r-= ï î , a == 27,
A=: 19, a==2 7 ,33,
A =37, a = = 2 7 . 3 . 5 3 ,
A ==43, a=210.33,53
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et, en ayant égard à l'égalité approchée {Équations modulaires, p. 48),

^a z=. e^— 744 + 196880 (Ï-^A-I.-. . ̂

nous obtenons
A= 67, a=r a7^3..^.!!3,

A = i63, a == s10.33.53.23^. 293.

Diaprés M. Hermite ÇEquat. moduL, p. 47)? la valeur de a est en-
tière quand il. n'y a qu 'une classe improprement primitive pour le dé-
terminant — A ; et. A == i63 est probablement le nombre le p lus élevé
de cette naCure.

M. Eterrnite fa i t voir que dans ces cas e^^ se rapproche beaucoup
d'un en t ie r ; par exemple, pour c^103, la partie décimale commence
par douze chitïres 9 qui se suivent.

Prenons c/) pour signe de Pénalité approchée; on a

t^aB.îco— 1 c^—^^;
Cf

d'où
~ TC /A 1 TT t/A

î 3 y g ̂ o e " e l 2 1 6 y 3 î^o ̂ ï ;

^ 7T /A

par conséquent, ^ est aussi, presque un nombre entier, mult iple de
î î t^îî 2 , et, d 'un autre côté, (? est aussi presque un entier, mul t ip le de

216 (H. ,1. SMITH, Rapport sur la théorie des nombres, présenté à rAsso-
ciation britannique, p. 374; i865).

Ains i

^^c^gÔ1 ==i2( y — î ) ,

- îr ^/ïTfe3 <^î 960 == 12 ( 92 — î ),

e3 oo 5 280 == î a ( a î2 — î ),

e3 oo64o3ao == la ( â ^ i 2 — ï )



Ï74 A. G. GREENHILL.

et
1^

,e»2

c^ 9 r6 := 216,
^9

e^^
—~——— C^5 2 I 6 . 3 Ï =: 2 I 6 . 7 . 3 ,^^
—-=- ^216.217 = ^ 16.7. 3 r ,
^67

Jîr^îei

—,=—- c^ 216.1858o i === a 16.7. i r . ï q. 19.7.
^/i63 / J y

Les valeurs de J, correspondant à A =3, i l et K), présentent de
très intéressantes applications numér iques pour l 'é tude de Vér/ualion
de l'icosaèdre de Klein, la résolvante en r Çikosaeder, ..., p. •1:02) cor-
respondante ayant respectivement une racine r= 3, r i , 19.

La déterminat ion de z, Virralionnalité icosaédrique correspondan((ï
offre alors un exercice numérique digne d ' intérêt .

A== 27. — Ici.
ï ^ 2 9 - 5 3 T n2.^2
J.- -^-, J^,j=^^«,

y. =^3^ y, ==^3^

Ces valeurs peuvent être obtenues par la transformation du troisième
degré de Klein {Math. AnnaL, t. XIV, p. ï43)

J : J — i : i = (T — i) (gr — i)3 : (â7T2 — ïSr — ï)2 : - 64r,

et, de même, avec V, même fonction de ^ avec TT^ i .
Posant J'^ o, alors 9^= i, ^ = 9, et l'on a

a9..?3
j ̂  -^

et l'on a aussi
G,=^^^^l)

(Quart. Journ. o/Math., p. ï36; 1887),
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A ==35. — Ici
J=:-~ y|, J^ i^-^a^yj

avec
y^tV/5[i(^+i)]\

256 -4- 1 1 5 </5 /-
y^—————^__V,^

[voir, de même, l'article précédent de l 'auteur (0. /. qfMath., t. XXII,
p. i37)], et _

G,=:--^|.(^5+I)]îi(\/35+0.

La manière dont ces valeurs numériques ont été tirées de l 'équation
en L de Kiepert pour n == g est aussi, expliquée dans cet article.

T7"/ ___

Les valeurs dey^ et Y;} ci-dessus correspondent au cas de ^ == \/35;
!/• / /~ _

mais, lorsque -r = t/^ il faut changer le signe de \/5.
Nous aurions pu obtenir la même valeur de J en employant l'équa-

tion modula i re de Fiedier du 35e degré (IrraLionale modulargleichun-
gen, p. 97), en posant À == /c\ À /= k et x == 2 \/W; alors avec la no-
tation de Fiedier

et

r/^ —— y __ y 7' —— 1 y2 __ y j r —— __ i_ 2<fj ^ -.»««,. »A/ -—• ji ^ ^yj ̂  »»^_ y ,̂  —— ,̂ ̂  fj^ y ,—.̂ ^ ^ ^/

Z^) = — ^x + ̂ /a^^^^.

Substi tuant ces valeurs dans son équation, nous obtenons

x^ — 5 a;2 ~(- 3 ^ 4 - 1 + 4 \/'-î «^ — xî :=: °?
,y6 — i o .̂ s 4- 31 x'^ — ï 2 .z'3 — .a?2 — 26^-4-1 ==o,
( ̂  -. 5^^. y 3 .̂  — i)2 — 2o(^2 — 3^)2 =o,

^i_(5^ 2^/5)^^ ( i34-6\ /5)^—i==o;

formant ensuite les équations en <r2 et a?4

^r>^ (ig + 8 ̂ 5)^4- (339 4- i52 \/5)^2-— i == o,
,^12^. 3^*8^ (23o4,o34-ïô3o4o\/5)^ — i==o,

( ^ — ï ) 3 4- (â3o4oo 4- 103040^5)^ =~o,
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on obtient
j=:_ A. ̂ irî 2!=^ A (230400 +io3o4.o\/5)

^7 ^4 27 v ' /

^^/y^-iY2a9. ^33 V "2~y '
Les mêmes valeurs auraient encore pu être obtenues en combinant

l 'équation modula i re du 5e degré de Schrôter ou liussell avec celle de
Gutziaff du 7e degré, mais il se présentera, plus loin des exemples de
cette méthode.

A ==4,3. - Ici

,ï == — a 1 2 . 53, J — ï = — 33. a i 2 . 4 3
et

y^-^-'^^^o» y3^:2iV43,
^-M=34, yji-.^+ï':::.^^^,

valeurs obtenues par là méthode de M,. Hemute à l 'aide d 'ai . ïproxima-
t ions numériques, ou que l'on obt iendra i t de môme par sa, méthode à
l 'aide de l'équation modulaire pour n ="=• 11..

Remarquons que, lorsque J est un enlier, alors y^+ ï est le carré
d'un nombre mul t ip l e de 3, tandis que Y;{ contient le facteur 7.

Cette considération est très u t i l e pour déterminer la valeur de î par
approximations numériques pour des valeurs élevées de A»

Pour A = 43 :
G,=-3(\/434-0

(Quart. Journ. Math.., t. XX.I'I, p. 171).
A == 5i. — La valeur obtenue, par M. L. Kiepert, pour J, est

J=-64(5-h\/T7y(\/^7^4)2

==:- a56(3 v/T7 + n) (^7"-+ 4)3;
d^où

j _ ï ̂  _ ̂  (1^8 4- 3 x ̂ Y,

y3=7^3 (1284-31^).

Les fonctions modulaires ponr cette transformation sont intimement
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l iées aux fonc t ions de M. Kiepert pour n == i3 ÇMal/i. A/m., t. XXVI,
p .38, ) .

L 'équat ion en L de M. Kiepert (p. 425)» ayan t un f ac t eu r de la
forme

L^-i- aL2"!--13 =:o

ou, s u i v a n t M. Kiepert,

on a, par conséquen t ,

a——4 (3/77+1);

U= ̂ (M-^/fn)^

oj étant une racine cubique de l ' u n i t é ; et les f o n c t i o n s modulai res
correspondantes dépendent d 'a rguments égaux à des m u l t i p l e s des
j3ienies p^fies des périodes.

A == 5c). — Dans ce cas, la méthode q u ' i l conv ien t le m ieux d'em-
ployer est celle de M". Hermite ÇÉqucU. modulaires, p. 44) pour sa
classe 3° avec n == 17.

Le nombre des classes improprement pr imi t ives , que nous appel le-
rons dorénavan t / ? , à dé te rminan t —A, est, dans le cas ou A == .*)<),
égal à 3 (G'AUSS, Werke, t. Il, p. 287), en sorte que nous devons nous
at tendre à une équat ion du 3e degré pour a.

Posons l/: = l et, prenant la notat ion de M. Hermite, nous au rons

^8^ „.,.., ... {^ _ ^
» __ ( j o

( j -». ̂  + a^Y _ ( i — t6^y ^._ ...̂ .̂ .̂ ..̂ .̂ .̂  ,„ .......,,-..̂ ......̂ --.

Alors l ' équat ion modula i re de Sohnke du 17° degré (Crelle, t . 16)

( ^ ^ u Y ^ — i G u ^ Ç î — u ^ ) ^ — ^ ) [ I 7 ^ P ( i l — ^ ) ^ ' — • ( P ' t • — ^ 4 ) 2 - ^ - ï 6 ( i 4- ^•^)2.1 ̂  0

devient une équation du 18° degré en t

( < ç ̂  ï ) i s + 16. x 7 ^ ( ^ — i)6^- ï5 .16^^- i6 .34^— i6^=- o.

Les valeurs correspondantes de A sont [\n — p2^ 67, Ôc), 43 et 19 ;
et, à l'aide des valeurs entières connues de a, pour A •==• 19, 43 0167,

An.ît, de i'Êc\ Normale. 3° Série. Tome XI. —JUIN 1894 ' 20
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données précédemment , nous séparons les facteurs correspondants ,
qui sont :

A =: 19, ^ — ^2 -I- 3 t — i == o,
A == 43, ^ — 3 <î 2 4- 7 / — i = o,
A =-- 67, /3 — 7 ^2 -h-13 / — i == o ;

ce qu i laisse le facteur , de degré 9,
^ _ rj ^ _^, ̂  ̂  ̂  3^6 ̂  ̂ o /3 „ ̂ g ̂  ̂  ̂  ̂  _ j o /2 „(„ i ̂  — i ::;.:„ o

[ )our A == 5 ç).
A l 'aide de cette équa t ion , formons l ' équa t i on cor respondan te en / s ,

et nous t rouverons, en posant

(i—^Y---~^-— == ̂

une équa t ion du 3e degré pour a.
Nous aur ions pu employer l ' équa l ion modu la i r e de F ied ie r pour

/ /== i5. Alors les valeurs correspondantes de A sont ^9, ^ i , 3'^ et t ï ,
et les facteurs pour A I , ?)^ et 5i se d é d u i r a i e n t des va l eu r s précé-
dentes de a.

L 'équat ion m o d u l a i r e pour n == i3 peut être aussi employée s u i v a n t
la méthode de M. Hermite pour le cas A = = 5 î , résolu ci-dessus par
Kiepert, les facteurs étrangers correspondant à, A = 4^» 27 et 3 é t a n t
connus et pouvant être séparés très f ac i l emen t par s imple d i v i s i o n .

A ==67. - Ici

.1 —.--^.y.ï^, .1 —r^—îi;^2 . ;^!2^^,

valeurs tirées des Equations modulaires de M. Henni te;, p. 4 ^ î alors

7 2 — ^ . 3 . ï . i , 73= 2 J 7 V / 6 7 ,
7^^T=3 2 . 7^ 71 ~7 ,^ i=3 .72 .3 l 2 . 67 .

Les fonct ions modulaires dans cette t ransformat ion cor responden t
au cas de M. Kiepert, où n ==17 (Math. Ann^ t. XXVI , p. /i^S), l 'équa-
tion correspondante en L ayant comme facteur

L^.L2^^,
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et les fonctions modulaires associées ayan t pour argument les i^-11^ par-
ties de m u l t i p l e s des périodes.

A==75=3 . f> 2 . - Ici

j^-ô^^Ksiv^-t-ôyy.
Cette valeur est ob tenue par la t ransformat ion d u 5e de^ré de K l e i n
(Math. Ann., t. X I V , p. ï,43, et Proc. London Math. Soc., Vol. IX,
p .126) :

J ; J _ i : ( •r=: ( T'2 4- 1 0 T -h 5 f : ( 72 — 2 -2 T + 1 2 5 ) ( T2 — 4 ̂  — ï ) ̂  — ' 7 9-s r ^

J' sera la même fonc t ion de T' avec TT'^ i25.
Egalant J' a zéro, i l v i en t

T^— ÏOT^-h ^ == 0,

T^f)-.^/:),

T ^2- 25 y;") (y;") -i- ^ J ;

d'où la va leur ci-dessus de J, et l'on aura alors

y,-= * ^(^Sav^-t-^^O-

Cette t r ans fo rmat ion est associée avec la t r a n s f o r m a t i o n de M. Kie-
pert pour n === 19 ÇMalh. Ann., t. XXVI, p. 4^8) et l ' équa t ion corres-
p o n d a n t e en L possède un fac teur de la forme

g/»' ̂  ^.L2-;- 19 === o.

^^ 33. — Employant la méthode de M. Hermite avec n. == a3, et
l ' é q u a t i o n modula i re de Sclirôter ou Russel l

^/n^^FF+yr^r^/^i,
et posant alors

^.^k^k'V^^s,
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à l'aide des équations de M. Hermite (ÉquctL m.odulairey, p. 4/ j " ) , il
vient

u^/^^^, r- -̂.:::: Â^ - ! ,
..r

/.^ ———— , __ y ) 2 ___ <^" ———— r

A 1--—— ' tÂ" f /. -——— ---1 ! - ?."r

en sorte que PA'2 = i ; nous t rouvons alors

^-h /.•/2/.^ = .r ~h -1- — 2 =— À-2 /2 y^2}/2 • • .- ,^()y2^
^/' '

A- / + À-7 À' ^ ^3^îi-_:-^'^ ̂ 21 ^

^/n + y^' -^ ̂  .,3 + y 8^^4-7^^

et, par conséquent,

V 8 .y'5 ~i- ̂ ^^^ïâo^2^ == î — ^ /; -h. \ .^ ^. ^ ̂
ou

^S'î.v^—^^G.s^ "r: 1 — 8 ^ 4- a/(.y2 — 40^4- .IS^^.- ̂ ^4... R.v",

ou enf în

t — i6,y4" 1 1 2 . y 2 — ^o.^.^^ i3j2.^'~ ^7;^.^ 4- ^^S-^^
— 5504.^4- 5248^--. 37ia^4- ryg^.y 1 0 — 5 r ^ ^ 1 1 4- 3^.y l 24- ^:>C.^1::.;:: 0,

équation du 24e degré en s pour A == ï i, 43, 67, 83 et < ) r . Faisons

o _ ï — 2,y •— m.y2— q.y"5
> "̂  -1--'1-''1-1"---1-'111-11'̂ ^

nous ob tenons à la place u n e équat ion du 8e degré en ^ et l 'on a

P^o pour A-=67,
p=-r » A-:-:.^3,
{3 '-'= — 2 )) A •:=:.: Ï ! ,

P-::^(\/Ï3-r) )> A :=:::: 91.

L'équation en p sera donc de la forme

P ( (3 -h ï ) ( (3 4- 2 ) ( p2 4- P — 3 ) ( (33 4- A P2 4- B p -+1" (; ) •=:=: o,
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et l'on trouve aisément
A=^, B=2 , C=~5,

en sorte que l 'équat ion du 3e degré
p 3 + ^ 2 + 2 p _ _ 5 — — 0 ,

05

avant pour d i sc r iminan t ; ' - ? d o n n e la va leur de p pour A ==83; for-
man t alors l 'équation en //8 ou -y2 1 , t é tant lié à s par les é q u a t i o n s

je. „!„„ ........ — ^ -^ — oi^G^2^1^ — ^8,
..t-

^ -4.,.. , , — ( ",:.:• ; — 250,^"= i "~- <t8

,y

nous obtenons une équat ion du 3e degré pour
(i -- ̂ f _ ( i —5t56.^11)3

a== ••- -^^--.-.- =: :--1'^^1^

On devai t le prévoir , car p •^ 3 pour le dé t e rmi r i an t — 83.

A =— ()i == 7 . ï3 . -— Ici
J-^yl, j^-:,,:^,;yi

et
y2 :-:„;; 908 +• a 3 ̂  ̂  1 3 , •/ 3 -^ r i V/7 ( a \/ '3 -1-- 7 ) ( 3 y/ r 3 -+- 1 8 }.

Ces valeurs o n t été obtenues à l ' o r i g i n e en ca l cu l an t les v a l e u r s
approchées de

•/2-+- i = (6v / i 3 - ^ ^ r ) 2 = = : 9 ( ^ v / I 3 ̂  r] )\
^ .^iSH^^"^

7j--72-4-" I : : : := :3•7• I I"^• l l••• l l•"- l^

et celles de Y^, correspondant au. changement de signe de \ / i3 et: au
rapport K '-</ I3.

K-V 7

Calculant les valem's approcliées fie

'^î. , W1?la-^t^c'* , ia - /a^e 1 V • ,
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nous t rouvons
72 + Yî ̂  1816,
7-272 ^ ~ ̂ SS;

nous pouvons alors en inférer que y ^ » T^ ^"t racines de l ' é q u a t i o n
q u a d r a t i q u e

f-— 1 8 ^ 6 7 — io88^: o.

Ces valeurs de -^ ûu y^, portées dans l ' équa t ion en L de Kieper t pour
n = 2.3, la rendront divis ible par un facteur de la forme

L2^" ^L 4-- a3 = o.

A == 99 = 'P.-i: i. — Ici J s 'obtient en opéran t la t r a n s f o r m a t i o n du
3e degré sur J7 == — ^ cor respondant à A "= 11.

Avec la forme de K l e i n , fa isant T^ "> z -? on a27

( .r~27)(.y~2/,3) ; t _ a"
^ " .S^ . y^ " 1 ' 1 1 " ' 1 ' 1 1 1 "~" P

OU
(.y — ^7) (<r — 2/13)^:= a13.^.

Posant ^ — 27 =J:Î et extrayant la racine cubique, il vient

V — 32 j3 — a 16j — 864 ̂  (:>'
ou

(^_^^_3^)2^^^(^^3)^

^„,:6J^.3o^±l4(J" ]r-3),
(j2 ~ 27 + 1 a) (j2 — 3oj — 72 ) := o,

d 'où
j ^ i+^ i i od 3(^33-4-5)^

T^ ̂  -i + ̂  ==1 4- (^33~i- 5)3^ 27(23 +W33),

a3 -~ ^ ̂ 3 _ (a v/â - v/r'i')2

27 ~ 27

Ces valeurs de T donnerûnt , c'est à présumer, la v a l e u r requise
de J.

A= 107. — Nombre premier; l 'équat ion n'a pas encore été résolue,
mais elle dépend de n •==. 27. (KIEPERT, Math. AnnqL, t. X X X I I , p. 67.)
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A =r. i ï ,*) == ;") .2,3. — Ici,

avec
72 =3 i4o+i4o4V 5 »
73 -= ( 6 \/5 4- 13 ) (378 4- ï69 \fS) v'^3,
73 •+- I -=( ï8v / 5+39) 2 == 9(6 </5 4"ï3)2 ,
7|-- 73+1== 3.23 (378 4-I69V/5) 2 .

Ces va leu r s n u m é r i q u e s ont été obtenues par la c o m b i n a i s o n des
équat ions modula i res (lu 5e et du 23e degré, a i n s i q u ' i l est e x p l i q u é
ci-dessous.

Combinons les é q u a t i o n s modula i res de M. Russel du 5e et du
23e degré, H/ .+./̂  4-̂ 'TiiFr ==i,

V^A + V^ï + Vi\ ̂ Wv = ï ;
posant

^ k t k ' V - ^ x ^ ,

nous t i r o n s de l ' équa t ion du, 5e degré
i n ' - k ' ^ ^ i — a ^ s
(Â-7. + Â - ' À ' ) 2 •= ï •+• ^.lab'V- (Â-/ /+ ^ A ) 2

= ï -.4- x12 — ( ï — 2 x ^ ) 2 =: 4 ̂  — 4 -^ 4- ^H ;
(^t

Â - À -h Â^//.^ 3^2— ^G, \/n 4- V/F}? == V-l.r,

^/Â-À ~h v/^F^: y/^ v/:rl"14-"^= « - V^^"

de celle du 23e degré.
Par conséquent,

\/a a^ — 2 .r2 -•)- 3 \/2 j;' — ï -=- o.
Or,

Â'^4- ^ À^i—a,:^,
/• "À-h /c'À7^:^^—.^;

et, en m u l t i p l i a n t , il v ien t alors
kk' 4-11' = ( ï — a .r4 ) ( a .̂ 2 — ̂  ) = .̂  ( 2 - 5 .:,r4 4- ^ .^8 ),

( ^7 4-. ̂ //:I/)2 = a ̂ 2 ( ï - ̂  )2,

(_ ̂ p^^wy-==. 2^[(i - ̂ )2 - .^ î.
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Par conséquent ,

\/^P^ x -— .r5 — ̂ /^—J^+ï11",
V^/j/ =r J;' — X» ~\- \/X1 -- 3,^ 4- .T10,

4.-—, /;r4- '^^""—".z^ /.F—""^3" — .r^^/3^J=^-•"~1-1-11-•••-1^•-M 11-11—^-1—^^^^^^
^^±^^^^^^^

Or, pu isque
\/a.^3-- îï.r2-^ 3 \/a.r -1-- ï = o,

n o u s ob t iendrons les équa t ions d u 3e degré en t où / =-= ^^kK •=^ 2^

/:î — ^/5 ̂  + (184-7 v^5 ) ^ — l ̂  °»
^.y3^ (3.+ ^5),^ + (3 -4.. ^/5).y — ï :-: o;

^t aussi

^.r -, (V/5^I)2(> 4- W) - (v/^- 'Y (. .4- ̂ W).

Fonuant alors les équat ions en ^ 2 , i1' et / / 8 ,

/f; +• ( 3 1 "h 1 4 ^/5) ̂ ' 4" ( 56g -h 25;i ^5 } ̂  • - 1 1 ~ 1 ï := o,
^iâ _ (^3 .̂_ 3(^ ̂ ) ̂  ̂  (6/164o3 4- 28908 v/5} z4 — ï = o,

t'^^ 31^-h (835673o688o3 4- 3737^/13^7 760 v/5^8""-- î •;= o,

nous ol) lenons
. _ 4 (i-^8)3

~~" 27 n " 1 ' t3

^ ̂  A (835f>73o688oo 4" 373724357760 ̂ 5)

= — ̂ . S. ̂ 5 ( 157 v/S 4- 351 )',

y 3 == 314 o 4-14 <^4 V/^ »
^+ ï^o(6v /5+ j3y ,

yj - y, 4~ ï =: 3. a3 ( 378 4- ï 69 ̂ )\

y, == (6\/5 4- i3) (378 4" 169^) v^.

Les fonctions modulaires correspondantes sont celles de la 'i(f pa r t i e
des mul t ip le s des périodes et l 'équation en L de Kiepert pour n == ^9,
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avec ces valeurs de y^ et yy , est divisible par un facteur de la forme
L4-+-aL2~^-29.

A == î23 == 3.4 T . — Dans ce cas, le problème peut se résoudre en
combinant les équations modulaires du 3e et du 4.1e degré ou bien, en
employant la méthode de M. Hermite, avec n == 23.

A== i3i. — Nombre premier, problème non résolu jusqu ' ic i .
A == 139. -— Nombre premier, problème non résolu jusqu'ici .
A == 147 == 3.72 . — On peut résoudre le problème en employant

la transformation de Klein du 7e de^ré (P/w. Lond. Math. Soc., Vol. IX,
p. i,25; Malh. Ann., t. XIV, p. r43) , avec J'=== o.

A = i55 == 5 .3 t . — II suffit de combiner les équations modu la i r e s
du 5e et du 31e degré. Alors, comme dans le cas de A === i ï 5 , si. l'on
pose

.•^rrU}.^?/,

^ ̂  ̂ py/-^ ̂ ^-^--^^il vient

Puis, dans l'équation modulai re de Russe! 1 d u 31e de^'ré (Proc. Lond.
Math. Soc., nov. 1:0; 1887),

( l p2__ / ;Q2)„ , . / j p • | {^^^

nous devons poser
P :;:r-: (/2 \/,X "4- ..//>;1$ -)- 1 ,

Q=: ̂  +v/;iv/.ï"::^^,
\/-2
.y-.:î

R=^,
V'^

ce qui, nous mènera au, résultai cherché.
A==i63 . - Ici

• î — — y l p j ~ i = — 2 7 y j ,
avec

ou

et alors

ya = 5336o, y^ -=. 1858o î (/Tfô,

y,-h î = S2^2. î î:2, yj- 72 + i= 3.192. i372 . î63,

^ ,y;i —— /J .y2 _,l« () .y —— î -^ o,

^f/^z. de V Èc. Normale. 3e Scric. Tome XL — JUIN 1 8 9 ^ . a4
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Ces valeurs ont été tirées, par calcul approximatif, des formules
de M. Hermite (Equations modulaires, p. 48), par H.-J.-S. Smith dans
son Rapport sur la Théorie des nombres, p. 374; i865, le calcul ayant
élé notablement abrégé par la remarque que ya+ ' i est le 'carré d'un
mul t ip le de 3.

La valeur A = i63 para î t être la plus élevée pour laquelle, d'après
le cr i tér ium ( j ) de M. Hermite, l ' i n v a r i a n t absolu J est un ent ier ;
auss i , pour l ' ins tan t , nous y arrêterons l ' é tude de la série de valeurs
de A dans la classe A.

CLASSE B.
A s 7 (mod 8),

Cette 'classe (classe 4° de M. Hermite) est celle pour laquelle on
n'a pas encore découvert d ' invar ian t simple n u m é r i q u e , et, s u i v a n t
MM. Hermite et Jouber t , la seule fonc t ion m o d u l a i r e dont on ait à se
proposer la recherche numér ique est ̂ kk' ou q u e l q u e f o i s ^^""kk1.

Les équat ions modulai res de Jacohi en u et ^ ne conviennent pas
pour ce but , mais les équat ions en k\ — Â-'À' de M'. Robert Russell
prennent de sui te la forme convenable en posant À == k\ X' == k.

Les formules correspondantes de la m u l t i p l i c a t i o n complexe ont été
données par l ' au teur dans le Quart. Jour. o/Malh^ Vol. XXH, p. i43,
et en employant la nota t ion p de M. Weierstrass.

Guidés, cependant , par M'. Hermite (Éyualions modulaires, p. 44),
nous pouvons, dans cette classe 4°» employer un mu l t i p l i c a t eu r com-
plexe

^==i(-p+/\/A),

p é tan t un entier impair ; alors, en suivant la méthode de M. G.-H.
Stuart (Quart. Journ. o/Math., t. XX, p. 38), nous pouvons expri'rner

uy^yw
en fonction de x-^yu, à, l 'a ide d 'une formule irrationnelle ou bien,

( 1) Dans l'anglaisa M. îïermiie's ccuion
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avec les notat ions de Jacobi, nous pouvons exprimer
uy = en ;^ -^M:

en fonction de x === cnu, ce qu i , dans le cas le p lus simple où à == 7,
• p == î , donne

^^=^(r^./^v^+j v ^—^
où l'on a

c==84-3 \ /7 ,

expression qui nous condu i t à la relation différent iel le

dy _ ^(^.14,^)^.
^ .̂̂ ^^^^ ^^ .̂̂ .̂ ,̂ ^^^^^^

(Proc. Camb. Phil. Soc., Vol. IV); en général, pour toute va leur de
A == 8n — s e , la relation

J if .„-..., y , /" » ^L ,r. \ a •,-,- / r.n'i.vr.i -l- .r \ 2V u' —^y _ . / ï +^\ 'ïTf_ cna-vo) -i-jr ^y
^^ ,,4.. j "" ' 1 \ /c ~ x ) 1.1 \ en (-î ^ -î- ï ) G) -h .r )

avec
— ILt iF^

entre
x := en // cl y == en ^(— î 4- i \ / ^ ) if,

nous donne 1/équation d i f f é ren t i e l l e

dy _ ^(^.^^A)^^^_.^^ ^^.,^^^^^^

où l'on a posé
h1

c=:^

avec les notations de M. WeierstrasSy la relat ion
(2.Î-4- f )<,).''] 1"2 '

X —p\ &)2+ ' / ' • '^y ^ ? ( ,^ + \ 6)3 ) _ T-T ^ ('i [_________/^_:^:^^''>-t6j32 —TT
'——.piG.ln -11y — ,i ) - G) 3 A A ] / a ,v &.) î '•/ <' ^ <> 1 . y — p ^ a ^ - — — -
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entre
x •= p u et y == j:) i (— ï -+• i \/A) ^,

donne l'équation différentielle

dy _ { (— i 4- ^ ̂ /A ) dx

\/4j3 — ^2 y — gz \lk ̂  — ë'î ̂  — ;̂,

Les fonct ions modulaires requises dans le cas général sont alors les
^icmes part ies de multiples des périodes,

^==4(A+p2 )
é tant un e n t i e r ; et alors

A=8/?, --p2.

Nous avons ainsi l ' in terprétat ion de !a f o r m u l e pour la classe 4°?
p. 44» Ecjucitionff modulcures, où l'on a

dans l 'équation modula i re du n^1"" degré, r e l i an t les // et ^ de Jacohi .

A == 7, — Prenons 1/équation modula i re de (h.i tziaffdu 7" ordî-e

v'^À + {/"FV = î .

En posant k === Â\ /:'== À, nous en. tirons

2 \/IP = i.

A ==: i5. — Dans ce cas, le R. P. Jouber t (Complu rendue t. L) d o n n e
les valeurs

, -.—„-. |/' /
y k k 1 :::= s i, n 18° p o î.ï r -- . - =: ̂ /75

et

ÎF :̂ sin54.° pour K^ == à /;).
K. y o

Ces valeurs de ̂  peuvent aussi se dédu i re de réquai ion modu-
la i re de Fiedier pour n •=". î5.
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A ==23. — Posant 7^== A', 7/==/c dans l 'équation modula i re de
M. Russell du 24° degré,

1^—^=0

ou bien

alors

ou bien

ou

^H ̂  ̂ TT-i- ^4 î rp-5; — 1 = 0 ;

2 ^/Â-yF + ̂ 4 iy^p — 1 = 0

,z'" -l- x- — i, "=. o,

^^lô/r/^,

et la racine réelle de cette équat ion du 3" degré est donnée par la for-
mule i »- y^^zii + y[̂ E^ .̂^ „... y ^ ̂  y ^ ̂

A = 3i'. — Posant 'X === /:', X'^ //' dans l 'équat ion modula i re de Rus-
sell du 31e degré,

( P ^ ^ Q ^ — A P R ^ o ,
alors

P =: ^ ^Â^ -.h «, Q = v/yhF 4- 2 v/À^71, R. =: v^Â^
et

j1» == .r^ 4- i, Q = { ̂  + ̂ ^ K = -i ̂ •(î,
avec

^1;Ï=:I.6/•Â•',
en sorte que l'on a

^•» .„-.,„ 3.^.4- 4,T3— i ==0,
(..r5 — i );{:=• — .z^, .r3 — J === — ,r, .2'^ -|- .:r — ï =-: o,

équat ion du 3tî degré en *r, dont la racine réelle est

A =-•= 3e) == 3.13. — L'équat ion pour x ^ ' i ^ k K est donnée par le
1{. P. . loubert dans les Comptes rendus, t. L, sous la forme

^ 4- 2 x^ 4- 4 •2?2 + ^ x — I: •::::: °?
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d'où (^+^,|)^^
ou

-a .y -= — i -h- V^ </i3 — 5 = -. r 4- (-1- ̂ 73 — r)2.

A ==47- — L'équation modulaire du 47e de^ré a, été donnée par
El'urwitx dans Math. Ann.y t. XVII, p. 69, sous la forme su ivante

[Xî/n 4- ypÀ7 -1) - ^/4 ̂ nrïj2
= 8(v/n 4- v/FF +1) - 7 ^ï6 (y^-F")7^

et la forme de Bussell, donnée dans les Proc. London Math. Soc.,
t . .XIX, p . i i ï , e s t

( P2 — 4 Q )3 — 4 PR. ( 7 P2 + 24. Q ) — 128 R,2 =: o.

i/' / __
Alors, si. p- == \/4.7î nous aurons, en posant ^ == /'/, À :̂: /',

(4, \/?P ~ v/4 t7^7 - a)2^ :(6 V/Â-F - 7 ^/r6 (//?? 4- 8

ou, si i6M^== A* 1 2 ,
( 'î .r» — .x-2 — -2 )2 -= 4 .•r" •— 7 ,z^1 •d- 8

OU
,y"'' •-- 2 .'r4 -|- 2 .z'3 — .z'2 4- ï :=-; o ;

posant
ïG^-^yS

alors
.r=^,

et l 'équation du 5e degré en y est

y'^ .4-. 3 y2 4- a y — ï ::rr o,

une équation principale ÇHauptgleichung; K le in , Icosaëder) ; elle a été
résolue par le Prof. G. Paxton Young; la solution a été publ iée dans
V American Journal of Math., t. X, p. î.o8.

I/équation du 5e degré n'a qu'une racine réelle, c'est

(^ 4- ^4- u^1-^ u^
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où l 'on a posé

"Ï-^15-^)^ ^5 ^(2r..5+9439 V/5),

.1 = ̂  (-3 - 7 V/5) - ̂  V^21125-^3^

"^.â^15-^^)^^^^31135-^^^^
^ -- à < 1 5 +^5) - 6i5 \/ï(21125 + s43^'

les autres racines imaginaires de l'équation étant de la forme

£ U^ 4- £2 ^2 + £3 ^-;î + Ê4 ^4?

£ é tan t u n e racine 5e imaginaire de l ' un i té .
Nou,s aur ions pu employer l 'équation modulaire du 47e deiçré donnée

par Hurwitz dans les Maih. Ann., l. XVI.I', p. 69, sous la forme sui-
vante :

[<\//FÀ 4" Wv —0 '-- yV^TF^'Y^ ̂ V^ + \/ïlv •+-1) — 7 V^6 ̂ /WFJL

Alors, posant
}. == k\ }/= A- ou k ' ?/== Â-X = k k 1

dans cette équation, on a
r /•^
^=:^,7

et
(4 ̂ P - ^/4 t/^ - 2)"^ i6 \/^ - 7 (/ïô ̂ 4- 8;

si l'on pose
iQkk'^x1-2,

( -2 ̂ î{ — .r2 — 2 )2 ==: 4 ̂ •(î — 7 x^ 4- 8,

.12/"'î — a .z'4 -t- 2 .'r3 — .r2 •4-1 == o,

et si l'on pose encore x == \fy ^ on retombe sur l'équation précédem-
ment trouvée j/> + 3j2 ̂  ^y __ i ̂  o.

A == 55 = = 5 . i i . — Combinant les équations modulaires du 5" el
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11° degré de Russell ou Schrôter,

k' x 4- À'}/ + 2 v/4Â:^TÀ7 = i,
^/n -4- </^7 _^ 3 ç/4jr/Fi7 = i,

posant 4^À^7/'== .z*12, on tire de l 'équation du 5e degré

^ À + Â - À ' ^ ï — — â ^ 4 ,

k\ +/;^ /=:2,r2—^S

et de celle du ï 1e degré

\/T). 4- \/¥v ==: \/I^ == ï — 2.r2,
en sorte que

a .:.Z'2 -t- \/2 Ûû — T :::= 0,

a;-.^-~==1.
9. \/9.

Alors, par des calculs pareils à ceux employés dans le cas de A= î "r^
on obtient

kk ̂ -+-^ / ^^'"(îî—.^^-h 2.^),
^ ̂  ^ ̂  ^ ^ ^ ̂  ̂ ^ ^ ̂  Lr^v:?,

ô
1/5 ^/ j ô \/5 — 18

— ^ÂY^ + VÀÀ ' == v—"—,'———— .
b

A = = 6 3 = = 3 2 . 7 . — En opérant la transformation du 3e degré, sur
K' —le module pour ^ = \ j ^ J , nous obtenons le module •requis . Posant

alors x = 2 ^ ' k k ' , le IL P. Joubert (Comptes rendus, t. L) donne 1/équa"
tion sous la forme

( X1 — X -4- ^ Y -— 5S I (^ — ï)2 1 ~= 0,

d'où Fon peut faci lement t irer x.

A == 71 et 7<). — Pour ces deux cas, consulter le IVE. W. Fiedier
ÇUeber eine besondere Classe modulargleichungeri der ellip'dschen Func-
tionen. Zurich, i8(S5).

Posant ^ ' { / J c k ' == x, on a, dans la notation de Fiedier,

Zi ==-. x -^ ï , Za -= i- .z-2 q^ x, 74 =: ±: a x + ï , Z» = ̂  -|- .y2.
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A === 71. — L'équation de Fiedier est
(.r —i)9-}- ^^[(a^ -4- i)3-)- 9(^ ~l- x) 2 (a.-y -+- ï ) 2

4- 21 (^ 4- ly" (2.T 4-- ï ) -4- 12(2 .2" 4" l)6]

—• (.'r — l)3.^4!^^^ 4- r ) 4 " 7 ( ^ — l)2] 4- ^"i^- o.

A == 79. —• Inéquation en x est

(—2^4-1)"— (x ~\-i')x^[{x-{-\.Y-^-- 10 (;y 4- î )^ (— ^x 4-J)
4-a8(^- l-I) 2(•—2^4-I) 24- a ï (—^4~ï ) 3 ]

— .y4 [7 (.r; 4- ,i )*+ 26 {x -h ï )2 (— 2 .,r 4- T ) 4- a4 (— a .̂  + Q2] + 8 (^ 4- ï ) A-6 == o ;

équat ions respectivement du 9° et du 8e degré pour A === 71, 79.
A == 87 = 3.29. — On pourra i t en ce cas employer la combinai-

son des équat ions modulaires du 3e et 39° degré, mais cette dernière
n'a pas encore été calculée, par M. Russell ou d'autres, sous une
forme commode, et la forme donnée par Schrôter ne convient pas au
b u t proposé.

A = 9,5 == 5 .1:9. — Posant, comme auparavant ,

4 k \ k 1 )/:= x^ et ^n 4- \/¥"V =. y/a x,

nous t irons de l 'équation modula i re du 5e degré, avec la nota t ion de
M * Russell,

P = ^/2 X — 1,

Q rr:!^6—^^,
j> ———— 1 ,y.G
IA ———— ——— ? w " <- '

Ces valeurs, subst i tuées dans l 'équation du, 19e degré de Russell,
nous donnent une équat ion du 12e degré en x.

CLASSE C.
A ES r (mod4) -

Celle-ci est la Classe 1° de M. Hermite (Équations modulaires,
p. 44 )? et Tinvariant absolu numérique le plus simple est, su ivant
l u i ,

04-l)4
cy. ^— — —"————•". ïx ^ x — ï ) 2

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XI. — JUIN 1894 . ^
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qui , en remplaçant x par î — jr^ devient

(i~4^2)2 ^(^UVc72)^a =: ——^^—— , a + ï 6 - ——^-F,—— ,

alors, posant (3 == ^ \/a, y ==-1- \/a -h 16,

^CT-^'' y-^-^-'-
et, suivant M. Hennite, [3 et y sont en un très grand nombre de cas
des entiers.

Avec le m u l t i p l i c a t e u r complexe
î

M i-C-p^n/A),

p é t a n t un entier impair, on peut exprimer y ^ en.... en (onction de
x = cn^/par une formule irrationnelle, à l 'aide de la méthode exposée
par M. G. H. Stuart dans le Quart. Journ. of Mathernatics, t. X X I I ,
p. 147; alors les fonctions modulaires qui entrent dans ces formules
sont des fonctions des /^iè^les parties des mul t ip les des périodes,

^^(A-hp^)
é tan t ent ier , en sorte que

A == 2 n — p2,

comm^ dans les formules de M. Ilermite (^Équations modulaires,
p. 44)- Ou encore, avec les no ta t ions de M. Weierstrass, nous pouvons
relier ensemble

x = p ii et y == p H. (— î + i\jÏ ),
ou

A ::;= 4. n + î et m =-- a n 4- î ,

à l 'aide de la relat ion
•r nL (4r+I)^1^ — n, | ̂ ) — ———————„ j

LiiPj^ =: ̂ ..nflY TT —••.-—L^___^——i
y — p i-&)2 \^ — e^) 11 ~ """ ^ "~_ (4,r + i)G);t î

tzt "" V "" m
transformation de degré n -4- ^ == ^m.
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A= i. — Alors
/c^= /c et k1-^- k = sm45° ;

de plus, J == i, J — i == o, en sorte que g^= o.
Alors

p == o, a==ô, ^kk'^î.

A === 5. — Ici ^ == 22, a === û6 , valeurs tirées de l 'équation modulaire
de Bussell du 5e degré, avec X == k!\ Y •== k. Alors

2^ÂJ-1-â'V /I2Â :7 i—I=0

ou, posant '^ikkf== ,z1,

,,r3 4- à .'r2 — i == o, . ( x -h i ) ( .r2 4- «r — i ) == o,

^=^(^5-1),

2^=^-2=(^)3. (A bel.)

A == 9 === 32. — Ici l'on a (Kronecker)

a=:^.3, p^S^, y==i4,

ou, posant aM' === z ,
^_ ,4^ _, ̂  ̂  ^^ . .„ 4^/3^ (^ _ ̂ 3)^ (Û,Z^Y.

\ V 2 /

A == ï3. — Nous avons ici ÇKronec/cer)

(3=: 36, a^^.SS

a Â:F= 5 \/73 - 18 == fY^-T-3)3.
\ ^ /

A ==17. — Prenant l 'équation modulaire du 17e degré de Russell
ci posant "̂  == k1\ X /== A, nous en tirerons l'équation en z == aM',

( ^ ^x ) (^««365— I)2(-34—8o^—98^2—8o.;4-ï)=o.

Le facteur z — 1=0 correspond à A == i et le facteur^2— 36 z —1=0
à A === i3; en sorte que

^—80^—98 .s'2—8o/s 4-1=0;
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et
y 2 —80 y — i o o = = o ,

y = = i o \ / i 7 -+-4o,

(3 = ^ — .3 = 4 \/2o6 + 5o \/Î7,

a==4p 2 =2 7 (25v / T7+To3) .

A == 21 == 3. 7. — Dans ce cas ÇKronecker'),

a=2^ .32(v /3+J) ! ' ,
.^..^-^Y/s-^y K' ,-

- ̂ ;"-̂  [-^-) ' Pour K- =^al'

3 n/ _ ^7 - V'3\ Y 3 + v/7\ï K' /jan - ̂ —r- ; (, —.—; ' p0'11- K = \/j •
A = 25 = 52. — Dans ce cas

^=^.y.^, y =322 ==2.7.23..^^^-'v2
""-l""^-; •

A = 29. — L'équation modulaire en k\, k'\', sous la forme de
M. Russell, est

P'^ R (AP"+ BpioQ ^_ cp8Q8+ BP«Q»+ EP»Ç»4- FP^^ G'Q»)
+ R 2 ( H P 9 + J p î Q -^-KP5Q2+LP3Q ; i+MPQ*)
+R 3(NP 6 -i-OP^Q -^SP!!Q<i4- 4-TO3)
+R*(UP '+VPQ) ^ +WR^o,

où l 'on a posé
P==^-4-y — i,

Q^^ j—^—y,
R==:—^y,

avec
^=/CÀ, yrr/c^',

A, B, C, ..., U, V, W étant des coefficients numériques qui n'ont pas
encore été déterminés.

Posant X === k\ V === k, et ^ == 2/^',

P=S~. , Ï , Q^^2_^ R^_^2^
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par analogie avec les cas précédents, l 'équation obtenue aura un fac-
teur z + i et d'autres facteurs correspondant aux valeurs précédentes
de A.

En a t tendant la détermination qui n'a pas encore été faite des
coefficients numériques de l 'équation modulaire de Kussell du 20® de-
gré, cherchons les valeurs numériques des fonctions modulaires pour
A ==29 par la méthode de M. Hermite dans sa classe ï°, à l 'aide de
l 'équation modulaire pour n == 19; dans ce cas, les valeurs correspon-
dantes de A sont données par

2 / 1 — p2-= 87, 29, i3,

et les solutions pour A === 37 et i3 sont simples et bien connues.
Posons, avec la notat ion de M. Herraite,

/"Â:= ̂ ^:= t^;

alors, puisque P == u3 = x, et que i^ = •-.•̂ -I-, on a

k=^..l, ^1±A,
À 4- f 5 i — /-<t

, , -, /-- .î -4- \/^
(,?»==: /CÀ = \JX ———'•— ,

\ — \ j x

/n^ ̂ i^x i /l±^ = â/v/^.y î — \/x
Alors, dans la nota t ion deRussel l , avec/^ = w\ /£•'À/= 2w2, s1^ — î ,
on a

P== ^(^+Ê\/2),

Qrrr^^Ê^/i^—l),

"R ̂ — g \/2W3,

OÙ

et il vient

î ,̂ /"—— î
^ rr. ̂  — — z= v / fÀ — —==; 5

^ {/kl

y'2-^ 2 ^W2"}- ^-^rr: ^——^^rrr == £ y/a = (î -4- i ) </P
^ \j 1— X
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Dans la notation de Russell, pour n = 19,

P == w2 -}- a ^/2 w — i ==: (ï-» ( t -l- r -h z')y

Q -=. £ ^/2 W3 — (P2 —— £ ^/2 (P == (P2 ( ̂  + U —— I ),

R =r= — £ ^/2 (P3 == — (P3 (î 4- Z"),

Subst i tuant les valeurs ci-dessus dans
ps — j iâ pa B -4-. 256 QR = ô,

nous obtenons

( t -t- JE -4- Q5 •4- ï ï 2 ( ï -4- Q ( t-h 1 4- Q2 — 256 ( l -h l) ( ^ •+- ^ — l ) == 0,
OU

^s + 5 ̂  ̂ , gg ^2 — 20 <î + 28 4- /( 5 <î-4 -4- 20 /3 + r 3a ̂  — 64 ^ -l- 4,76 ) :~: o,

Cette équation a pour facteur

^ + 8 ^ 4 - - 1 6 — ï8i=o,

donnant
t ==—[\±3£\/'i •=.— ï -{~-3'l ou — 7 — S i ;

par conséquent
(3= 62 ou ^\

correspondant à
A == î3 ou 87.

Le facteur du 3e degré restant est

^ ^ ( 3 ^ , 5 / ) ^ ^ ( 8 — 2 ^ ) ^ ^ f 4 4 ^ 4 / ^ o ,
en sorte que l'on a

^ 4- ( Sa 4- 261) ̂  4- ( ï 16 4- 192 i) t^ -t~ 3y i = o,

et, comme
^=(j4-Qv/(3^:"2,

il vient
3 1

P^^^aP^^-rro,

équation du 3e degré dont le d iscr iminant est 322^29; alorsa^

(33—588(32—976(3-3I36=:o,
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ce qui donne
p^-^';

posant z = 2k/c\ l'équation en z sera
^ 4. 588^ — 979 ̂  + r 960-=3 -+- 979 z2 + 588 ̂  — i = o.

La connaissance de ce fac teur sera un jour d 'une très grande u t i l i té
pour déterminer les coefficients numériques A, B, C, . . . , U,V, W dans
l 'équation modula i re du 29° degré.

A == 33 == 3. ï r . — Ici nous avons

a:=^3(3oo+52\/33)2,

9jïk v^Y^3-
~^ ) \7-

Ces valeurs sont obtenues par la combinaison do l 'équat ion modu-
laire de Schrôter ou. de Russell du ï Ie degré

( ï ) \/Jh' 4" \/FÀ + a ç/^/^F^ ,̂  y ^

avec l 'équation da 3e degré

(2 ) \JTk + \/FÀ7 = ï .

Posons f^fckk'^ === ^° ; alors

^/T^-i-^FI^ï—a^,
/c À / + /c^ = ï — 4^ 4- /; .r2 — .r3,

et
k^^-h'V =i—x\

( /^^—/CÀ) 2^ : !—^^ 3 ;

par conséquent
ï ».a^3^( r _4^ ^-4,^2— ^^^(/^À'"- /CÀ )2 •+-(/€}/4- /^ À ) 2 == ï

OU

ou. enfin
( ï — 4^ 4- 4^2 — ^3 ̂ ^ a ^3?

.y6—8^ •4-24^^—36^34-24^2—8^ +ï =: o.
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Cette dernière équa t ion réciproque du 6e degré a pour facteurs

( x^ — 4 ^c -4- i ) ( .:r4 — 4 ̂  ̂ - 7 •:xt2 — 4 •:r -+- ! ) ̂  ° *

Posant ^ -+- -^ ==y, i l vient

y 3 —— §y2 ̂  ^ ^ y __ 3^ ̂  Q^

(y __ 4 ) (y2 „ 4y ̂  5 ) ̂  o ;

en sorte que
y =: 4, y = a ±: /.

Prenons la rac ine réelle
, jy :=: 4 == '̂ -l- — ?

< '̂"

,^=-.2-v/3=K^-')2;
on obtiendra alors

l;V+k'\ = (/ï.^ == |. (i/i -- i)'\

kl -l- Â-^/= i — .x» r- |. (̂ 3 — i)3,
(/,'+/,)(^,/+;.):,,: g^'-i)',
(/,/_/,)(X'-?.).-= 3(^3- lY,

(J + 2/i-A7) (i + arA') =: 9(^3 — i)",

( i — 3 /{/!' ) ( i — a ),?/ ) ~- 4 (\/3 — i )",

4(^4-^.')= 5(^/3--i)",

Gft/^.k'V == ^(^/3-i)12,
^(/.-/f7- ̂ / )2 -=: »;A(^ „ i)1 ï,

4 (U'-/-/.') -=-- jVT'K^-i)'',

8Â7c'=: ^ ( ,o—3v/ r r ) (v /3—i) " ,

,/.././-- A/TT-3VA/3-I'.ÂA-^--^-.(^_-ï\(Vî-
\~ ̂ ~) \"^

K' ^->- ,pour ,- == v.J.">, et
^_^+3Y^-j

l"7ï' / \'^ ,
A' / i i

pour^-=V-3-
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(3 .-=iV^
r

:=: 2/<-/(•'
—2/CÂ-'

A/3+i \» A/3_iY
==(io4-3v/n) '——) — ( l o - S v / i i ) ' — —

\ V2 / \ V 2 /

== 156 \/11 -h 3 oo \/3

=4\/3(75+i3(/33);

oc =--2 t .3(75-^-I3^/33)2;

y -"-s^-1-2^'
.•:::-- 520 ~i- Ç)0\/33

=:= 10(02 4- 9\/33);

a + î6 =: a^'.S^Sa -i.~ 9\/3Î)2;

et l'on obtient de même, pour "X^ et a' les valeurs correspondant à-/?•-." = i/—'-5 et l'on trouve
a' :=-?A 3(75—î3\ /33) \

^ 4- 16 == 24.52 (52 — 9 \/33).

A = 37. — Ici l'on a
ar^AS4^4,

P=9A3^.7^

y=: 2 . 5 .29\/37,

valeurs obtenues par M. Hermite (^Théorie des équations modulaires,
p. 5o, note) et aussi par M'. Kronecker (Berlin. Sitz., 1862); alors

2 kk^ (^37 - Q)\ ^F ̂  (^ + ôV.

A ^ ^ ï . — Cas non encore résolu; mais l'on doit s'attendre à
obtenir une écjruation de degré 4 <^ a? P °i1 T» puisque/)= 4-

^ ^ ^ 5 ^ 3 2 ^ 5 ^ _ i^ ^ l'aide de la transformation du 3e degré
Ânn.de VÈc. Normale. 3e Séné. Tome XL — JUIN 1894. 20
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pour A === 5, on a

a^^^+loV^)4 , a-4-16= 80(527 4- 3o4 y^)2.

p = 32(17 4- îo y/3)2, y =2 y/5(527 -+- 3o4 \/3);

//ô-ivv^-v^v K' ^^^v-^ ^^-j avec y=v/45;

,^^^5-rY7vi±Y3\4 A- , /g
^-\—^~) [~^~) )) T ~ V 5 '

A==49==. ,7 2 . — Dans ce cas, à l'aide de la transformation du
7e degré pour A = i,

a^^^-^)^
et l'on a

V^, V^^,

^V\ /7^-VW7V 2
A A _ ( —————————... i .

\ -2 V^ /

(KRONECKEB, 5er/^ Sus., 1862; G.-H. STUABT, Quart. Journ. of Math.,
Vol. XX.)

A == 53. — Le cas ri/a pas encore été résolu pour ce 'nombre pre-
mier. On a p == 3, on doit donc s'attendre à une équation de degré 3
pour a.

A === 57 == 3.19. — Nous combinons les équations modulaires du 3e

et du 19e degré, et posant y/< == ViF?^? de l'équation du 3e ordre,
nous tirons

/C^ -+-/€}/ :=:î—j2^

/CÀ -l-/^ =V/2.,n

</yFÀ -h V/FX^ Vy2 4~ V^J ;

et nous avons, avec la notation de Russell,

P =: \/y^^ \/2f — Ï,

Q= {y^^y^^/ïy,

R=-t.r2.
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Substituant ces valeurs dans son équation modulaire du 19e degré,
nous obtenons une équation en y, qui est réciproque lorsqu'on l'a
rendue rat ionnelle; posant alors y — î- = ̂ iv^ il vient

</

ou

ou

^r> -4" 5 c4 — 46 p3 4- 706 ^2 — 61 x (-» -h-169 == o

0 -+-13) ( p 4 — 8(^+ 58 p2— 48? -+-13) =: o

(P 4-i3) [(^--^-t-^)2^- (6p -^-2) 2]=o.

Prenant la valeur p == — i3,

Mais

^-^==13^,

-~+y= 3^38;
«/

^/(•/ + W == \/2j(ï: — j2 ) === •— ay2 P = 26 y2 ;

^^m^ =j2;
^p+^^:3^/3^

—^7 +^==57.

2y=v /2(3v / ' I9—I3),
en sorte que

/^-iVVB/^-^V K7 /^•
^•'-("VÏ-) (-^ avec K-^

.?)- - ̂ ^v ̂ ^v » ^^i/^.A /. A —— 1 ————TZ- 1 î "' , « - / A —— B / 0\ ^ 7 \ \/2 / A y 3
A = = 6 i . — La question n'est pas encore résolue pour ce nombre

premier, mais la solution dépend, dans la méthode de M. Hermite,
de n === 3i.
• A == 65 = 5.i3. — Combinons Féquation modulaire du 5e et celle
du 13e degré; alors, posant ^ / c ' k k ' V ^ û c 6 , nous tirons de l 'équation du
5e de^ré

/^À-+-/€?/== 1 — 2 ^ %

k À -h k^l''•==- ix — ^3,
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et dans l'équation du 13e degré, avec la notation de Russell, il vient

P == — i 4- a x — .'r3,

Q =. — a x 4- x^ — •|- ̂ >fi,
R^_^6.

Substitnons ces valeurs de P, Q, R dans l 'équat ion modulaire (In
13e degré, et séparant les facteurs x -4- i, ^ ± oc -+-1 par d iv i s ion , il
reste une équation réciproque en oc qu i devient, en posant x "4- -. == y ,

^ — S y — i o ^ o ,

en sorte que
y=i(\/654-^),

d'où l'on peut tirer les valeurs de kk' et X^.

A ==69 ==3.23. — Combinons l'équation modulaire de Schrôter,
Hurwitz ou Russell du ^3® degré,

( ï ) ^ta -4- ̂ Fï7 -+-1 ̂ ^j^j^ ̂  1

avec celle de Jacohi du 3e degré

(a) ^FÀ+^^^Ï.

Posant

il vient
U^?^-^12,

V/A:Ï+^F?7=: T — \/i-^

\//C^ «h \//C^ Â^ == I — 2 \/2 ̂  4- ^ .̂ 2 — V^-^S

/cîi -h A-^^ (ï — i^ix 4- a .y2— V^.^3)2 — ,r

et
/C^-f-Â-À' = = I — ^S

(Â• / À+/C}/) 2 l—?^ 6 ;

par conséquent,
kl^k'V^.^^

ou

ou
(ï — 2^/2.2? + 2^ 2— \/î^8)2 — .^"r^ \/'2^3

.^"----^iî.^-h I3^ 4 —XO\/Ï^ 3 + ia^'2"— 4V2^'4" ^-^ ̂ ^
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équation réciproque du 6e degré en «r. Posons

-7, +^==7,

alors
y3 — 4 \/^ y2 4~ 9.y — 3 ^/2 •==. o.

Cette équation se décompose en facteurs.. et l'on a

(y^.^)(j2- 3\ /a j -h3)==o;

elle admet pour racines
,/; 3±v/3
V 2 » —/—•

V'2

Pour que oc soit réel, y doit surpasser 2, et nous devons prendre

i _ 3j~\/3
x ^ ^

Alors
Â-À+/C / X / =V/3^ ; S

/c^-t-ycÀ^i —^ î ;

et, en multipliant ces deux égalités membre à membre, il vient

A • ^ / - + - À À / = : \ / 2 ^ ( ( I — ^ B ) ,

et encore

en sorte que
a \/WÎI' == x\

^M + v/H7 = ̂ 3 i/^ïf- ~ ̂ ) + r -v x^ /

_ ^77 + ̂ 77 == ̂ :î i/^ ̂ ^ - ̂  - r.

A == 73. — Nombre premiery cas non encore résolu; mais la solution
dépend, suivant la méthode de M. Hermite, de n == 37. Puisque p == a,
nous devons prévoir une équation quadratique pour a.
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A == 77 == 7 .il. •— Combinons l'équation modulaire du 11° degré

^ 4- ^/FT'-h- 2 ̂ p^I7^ î ,

avec l'équation de G u t z i a f f d u 7e degré

^F^v^^i,
en posant

^./rÀ/c^^.r12.
Alors

^/n^^/p^^i—a^2,
Â-À 4- Â^À7 =: ;t — 4 ̂ 2 4- 4 ;y4 — .r6,

et
/̂PI + ̂ /n/ = ï — v^^,
Â^ À -1- /C À7 = î -— 2 \/3" .r3 4- .̂ .

Mais
(Â-À -hA^ÀQ2^- (/^À 4" /CAO2 = ï + 4./cXA'9/

et, par conséquent,

( ï — 4.^2 + 4^4 — ^fi)2 -h (.1 — 2\/2 ..T;3 -i- .J;6) :rr r -4- .•r12

OU.

(ï -- 2 \/3 .z*3 +- ,z-0)2 ==: r 4- ^12 — ( ï — 4.Z-2 4- 4.^'4 — ^ )2

==:•: 8 x 1 — 24 .a?4 4- 34 ̂  — 24 .̂ 8 -+- 8 x^ °
=== 2 <a?2 ( 2 — 3 ̂  + 2 .r4)2.

. .1 — 2 ̂ /2 ̂ 3 4" .̂ 16 •= 3 \/2 ̂  — 3 \/i ,'r3 -h 2 \/2 X^

ou.
,;yR — a ^/a x^ 4- \/2 ^î3 -- 2 /a ,r 4- ï = o,

équation réciproque du 6e degré en x, qui , si l'on pose ^ + x = y,
devient

y3 — 2 v/272 ~ 3y 4- ^ \/2 -: o,

(y~^)(^^^y^^)^o,

et a pour racines
/- ï ±: i/i ï

V^ . ——v—.
\/2

il faut choisir celle qui est plus grande que 2.
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Alors
/c •}, 4- k'~},i ̂  ï — 4^2 4- 4^— ^(i,
À-' À + À- ^/ = 2 ̂ 2 ̂  — 3 \/2 X3 -1- 2 ̂ 2 JT',

Â^+À)/^^6!"^ ~^3---"4(^-^1 [v-1;^^- sLv L^3 V^ /J L v^ / J
9^1^1'=X\

d'où l'on t i re y^^ ^^ et 2^"'» 2^Â/•

A == i-h == 34. — La solution s 'obtient par la considération de A ===3.

A ==85 = = 5 . i 7 . — Prenons l 'équation modulaire du 5e degré et
posons

UU-^^^;
dans ce cas

^-î(\/85 -9)

est une valeur, tirée des solutions approchées données par le Prof.
H.J.-S- Smith, Rapport sur la théorie des nombres, présenté en i865
à la, Bruis h Association^ p. 374-

Alors
/:^-h kV = î—2x\
/{\ •+- k'V -=. î3J?—^;

on en tire, par mult ipl icat ion^

kk'-}- W^ x ( 9. — x^ ) ( i — a x1 ) =: ,r3 ( 2 .r-2 — 5 -h 2 A?2) :== 16 î ^3 ;

^/^^W=:j2\/T)^;

a^^f^-"-1)12^;
\ a )

/^+,Y ,
^^^^—T—J ^;

, /v /5-T^1 2 / l /85-9\3 r /_
a /rÂ"'—. [ y..̂  j ^ L_.,—^ » , pour -^ = V85,

—(4•)"(t/-8lI-9)'• -our ^\/?-
A == 89. — Pour ce nombre premier, la quest ion n'a pas encore été

résolue,
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A == 93 = 3.3i. — De l'équation modulaire du 3e degré

^FÀ+V^"-^

en posant

on tire

V/^^À7^:^,

/C^4- /.V ==. I—2^ 2

( / c? l+^À / ) 2 = I - ^ .4A•À /c / X / —(/^À+À"À / ) 2

== f 4~ 4^— (r — p^3)2^: 4.2;12,
A-À-i-A^À^a^

\/n + v/F)? =: yÇJTÎ ,

^Â-À 4- ^/c'À' = \/\/2^r+Ï^ + 2,^ .

Alors, avec les notations de Russell,

P =: i 4- ̂ ^ :̂""^y2 4^ 3 ̂ . ^

Q •= ,y 4- \/V/2"Ï~4::~aïl2 -h 2 ̂ ,

R :== ;r,

P2 — 4. Q = î — a x •+• \/'2 x ^7^ — a ^ .̂•••̂ T^B _^ ^ ̂  ^

et l'équation modulaire du 3.1e ordre

(l^-W-W^o
devient

(î, — 9.x -h- ̂ ^r^r^î _ ^ ̂ ^^"^^^

— 4 ̂  — 4 ̂  ̂ ÏX^ÏX^ 4- 2 ̂  == 0 ;

en faisant disparaître l'irrationnalité, il vient

I 4-2^4- 6 X^ 4- 2 ( 3 — 2 ^ ) \jTx'^T^

=4( ï—^ 4- \/2^^4:^ïïi) ̂ /72 '̂4:^i^~2^•
ou

i-.o^4-8^~72^4«68^=4(i+x2^-i8^4^2^)^^^^^

ou enfin

î - 7^ - 4i6^- 4o48^+ 12680^- 8096^- t664.^~ 576.^ + r6 .̂::::.: o.
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Cette expression, en posant \j^x ==.y, devient

i — 36 \/^y — QoS^y2— t o r a ^/aj3-)- 3i70j4

— ïô i2 v/ay5 - - aoSy6— 36\/2 y7 -t- j8 == o,

équation réciproque en j. Posant main tenant

y + ^ ^ ^ ^
alors

.r2+^?=2^"~9-

y34-^=:2 \/-2 t--'3 — 3 \/'2 P,
»/

y4 ̂  —^ :̂ ^ ç.;̂  __ 8 P2 4- 3,
•/

en sorte que
^ ̂  36 p» — 106 p2 — 4,52 P 4- 897 = o,

((, ̂  3^) ( (;3 + 3 p2 ̂  ï j, v —•23) ^ o.

Prenant la racine v = 39, il vient

y -+- - = 39 v^ ^

- — y ==7^ ^37,

2y=^(39--7\/3î);

2^== 39 — 7 y^i,

Â-A-^h n'̂  ̂ (ï — 2^2) =: 2.2?7 (-1- — y j == r4V3jr y2,

-2 ̂ /^rÂ:^ ̂  ̂ , ^

^.^4-ÀÀ'==45\/3j2,

a k/.^ ( ï4 v/3T -~ 4o \/3)j2

^/^37~3^Y/39^7^
V——ï'"~1""/ \ ^ )

avec
-^^-3,

^^%. de l ' R c . Normale. ^ Série. Tome XI. — JUILLET 1894. 27
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et l'on trouve
^r^ /'̂ iJ^^Y ^JLz^^HY

\ ^ ) \ /i )^ ) \ v/i
avec

A' /3r/3~îv^A - ' V T

A === 97. — Guidés par les valeurs numériques approchées, données
par Kronecker et reproduites, en citation, par Smith (Rapport sur la
théorie des nombres, p. 874; i865), nous en déduirons

a == 33210 \A)7 -i- 827078,

a étant donné par une équation du second degré, puisque p == ^ pour
le déterminant — 97 (').

A == 101. — Nombre premier. Or p == 7 pour le déterminant — 101,
et nous devons prévoir une équation irréductible de degré 7, pour dé-
terminer a.

A ==: :ro5 == 3.5. 7. — C'est un nombre composé de trois facteurs pre-
miers, et c'est le premier de cette nature que l'on rencontre jusqu ' ic i .

La solut ion de l 'équat ion modulaire a été donnée pour ce cas par
Kronecker (Berlin. Sùzung., 1862), mais la méthode de résolution n'y
est que très brièvement indiquée, et il se trouve de nombreuses fautes
d'impression dans les résultats.

Nous obtiendrons la solution en combinant l 'équation de Gutziad

^/FX + v/n7 ̂  i
avec celle de Fiedier du 15e degré

ou
Z,Zâ/+4Z,==o,

Zi =v?cÀ+ v/FF+i,
Zs == ̂ JJj^ ̂  ̂  ,,), ̂ jf^ ^

z^+v'^7^»
Z^=Zj-4X2.

( 1 ) Comparer M. H. WEBER, Âcia meithcmaticci, t, XJ, p. 4. ^cw l'Appendice à la fin
du présent Mémoire.
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Écrivons x au lieu de ^k^k'V et w au lieu de \/A'Â 4- \ l / c ' V , alors

Zi =: (P 4- l, Za === (V 4- ̂ , Zs ==: ̂ ,

Z^ == (w -4-1)2— 4(^ -+- ̂ ) =^ (^ - - i ) 2 — 4^,

et l 'équation de Fiedier devient
(w 4- i) (w — l)2 — [\.x (w -i- i) 4- 4^* ^- o,

OU
( W -h 1 ) ( W — l )2 == 4 tF^1,

ou
(.p3 — ̂  — (,p 4- j[ r= 4 W.^.

Maintenant , nous tirons de l 'équation de Gutxiat i
0PI 4,0^^1-^,^

k^ + /CÀ' == i ~ 4^ -1- ^ ̂ \

et, par conséquenty
(/,.7, 4- Â-^)2 r= l + 4.^ — (l — 4^ -+- a-r')2 == 8.r — -W.^ + îô.^.

Mais
(/n + (/FÀ7 == (.v.',
(/n + \/1^1 = (^2 — 2^,

/^ ̂ , /^^/ •:̂ : n/»- — ^ (Y^,y 4- aj;iî •= (p» -(- tp2 — (P -4- a/r2

== ^ (p2 + 4 ̂ '̂  + °t^2 — I ::::::: 2 (^ -{-tzl)2 — J î

posant donc w +• ^" == ^, il v ient
3 ̂  2 — I •=. \j 16 ̂  — 2 0 ,r'2 4- ^ .'̂

et
^ ;? _. ( 3 .̂ ; »^ i ) ̂ 2 -|- ( 3 ,z*2 — a.^ — i ) 3 — ^3 -1- 3 .j?2 -h ^ -h i -= o ;

i l nous faut alors é l iminer z entre ces deux équations.
Faisant

2 ^ — 1=:^ ^=:^4- I 1 ) ,

coinrne l'on a
[ .33 + ( 3 ,^2 _ ^ ,r — i ) ̂  J2 — [( 3 x •+ -1 )^^ — ̂  •+- 3 ̂ 2 --h ̂  -h i ]â .= o

OU
^5_ (3^,2^,.,^^^ 3 ) ^ 1 .

+ ( 3 .^^ ̂  4 .^,3 4» i o.r2 + 1 2 ..r -h 3 )=2— ( .z^ — 3 ̂  — .r — i )2 = o,
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il viendra

(^y-^—3) ('-:-•)•
4- (3^4-4•y3+IO•^2•4-^a*y4-3) •——ï- — (^-—S^-2 — oc — i)2 ---==0,

îs

ou
^--(6.r-24-2o.r4-3) ^ 4- (12^4- i6;r3 4-28.r2 4- 8^-+- 3 ) ^

-— (8.-X'6 — 48^'8 + 44^ -+- ï6^3 4- 22<Z'2 — I2.T 4- l) =: 0,

ou
/(/^ïîi.^ 4- l6.^ 4- 28^4- 8 ̂ 4- 3)

=: ̂ ^^j^T^^'^r^y^
== 8,y0 4- 48 .r8 4- 244 ̂  — ^88 x^ 4-122 x^ 4- 12.%" 4- l ,

équat ion réciproque en \/2 .r.
Posons ^^.r ==yet élevons au caïTé, il v ient

(4^,)^- lor2^- 4.^/37) (3.^ -^-8^^4-4y- î•+-8v /2y+^)â

== (j'" 4~ 6 \/2 y 4- 6 ! j4 — 72 \/2 j-3 4- 6 j j2 + 6 \/a y + ï ) j ï ;

et, faisant j 4~ ^ == ^2 ^s

ya ,,_ ̂  ̂  ^ ̂  _ ^^ ^3 ̂ , ,̂  ̂  3 ^/^ ^, _ 3 ̂  ̂ ,^

( 8 ^ — 1 0 ) ( 6 p î ^ 4 - • ï 6 t ' — 2 ) 2 = : â ( 2 ^ 3 4 - r 2 ( ' 2 4 - 5 8 p — 8 / l ) â

OU
(4 ^— 5) (3 ̂  4- 8 ̂  — î)2 = (^» 4- 6c2 + 29 ^ — 42)2,

OU
p 6 — a 4 ^ 5 — 53 (^4- ^^''^ôgïp2— ^020^4- 1769 •.= o,

On a découvert un facteur carré de cette équation

(/^^4~6ï,

pendant le calcul des valeurs numériques approchées de x par un pro-
cédé que nous exposerons subséquemment.

Le facteur du quat r ième degré restant, de l 'équation du sixième
degré,

^ -^ 4 ̂  _ a ps _ ^g ç; ̂  r^g ̂  ̂  -r a ^ — 5 )2 4" 4 (^ — ï )2 = ô,

n'a que des racines imaginaires.
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Prenons les déterminations de v données par l 'équation

^—.28 ^-+-61^=0, d'où p = i 4 4- 3\/75'.

L/équation du 12e degré, réciproque, en y, et développée serait

yi2^_ 34 ̂ /iyi i — i ooy10 — 4.24 \/iy9 -4- 9.355 j8 — 8688 \/2.r7

+ 19064 y6— 8688 v^y-^- 2355 j4 4- 4^4 v/^y^—looy2—?^ \/2"y +1=0,

qui admet un facteur réciproque

y4 — 28 v/âj3 + 124./2 — ^8 </-;3 y 4-1,

obtenu par la considération de
^ -— 28 v "+- 61.

Maintenant
{//.'!-+-{//et'=:i,

^Ji\ ̂  ̂ J' = i, -, ̂ y,

A-^ + kV = ï -- 2 y/iy + .y2

et

or, si

avec

/,}, + /-c'V=\/^\/2y — loj2 +• 4. ^^J3;

y-=4^^ À',
~+y=^^,

c =i-zî4 + 3\/i5,

L _ y == ̂ ^2:̂  ̂  ̂ /658""-+-1-68 '̂75 =: /2 (3 \/2Î + a \/3"i).
»/

on obtiendra donc

^ == ̂  C^- + 3 V/ï'5 + 3 V^-4- â V3^) = ̂ (^ /7 + 3 V73) (^7 -+- V/5).

i^f^i^Y^^^y \ 2 / \/^ ?

^(^^l\^r€.y-^--,- ^ ^
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Maintenant
/n+^T}7^^

/FX -+- \/¥I'= ï — /a y,

A'À 4- /i'^Vzzz j — 2 L/a y -4- y2,

^À + A-^ == \/i -r-y^(i - 2 v/ayTr^2^ ̂ ^TÎ/^TOJ^TÏJ^

par conséquent

/^+À>/=^(- +r-./.) i / 4v /F ( ' ) -7o
s'/ / y \^ /

==J2 (\/3 (; — 2/1) /S^^To

= 2j^_ a)</47rrr5
= 2j2 (r 2 4- 3 v'Î5) (6 4- /'rT)

==j2^34+6ov/7"5)
et,

a^IFT^:^;

par conséquent

/^+ ̂ rrry ̂ TôoVTI =y (3 ̂  + lu),

-\/^^^W=y^233'T6o^

OU

aV/^= ^(3/75+10-5/5-6^)

= j(3/3~5)( /5—Q-^(^-•)-(^)-,
—^(^•)'(^')'.

ou enfin

^•A•^^3---IY^-'^YV/7-\/3\3 S/7-V/5
\ ^ / V a / Y T' ^ ~7ï-

pour
K' /—,
Y=V'io5;
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^^(^(^^(^-^^
' \ ^/2 / \ 2 ] \ 2 // ^/a

pour
/75-Vy

Par conséquent

__ - (YI+iY A/5+'Y ̂ V^^Y \/7+^^/aB?- \ y/a ) \ a y \ 2 y ^2 ?

d'où

s-'^- • _,,/,- ^i^.Yf^/LLiVf^^^Vf'^^^^
^-^''-^•P '"A - \ ^. ) \ ^ ) \ 3 / \ ^ /

/^-lY^-'V^-^VYvS-^x2

"• rvry v'̂ 'y ^—^ 7 v ^ '^2 / v 2 / \ ^ / \ ^
et

„ i/- • ,„/ /V/3-iY/^-,YY/7+\/3V7^+\/5\? = ̂ a = ̂  - . U - ^-^ ̂ -J ^——^—— ) ^-^- ̂^^= -̂ -, - ̂ = î=-iV ̂ 5---IY' r^^v ̂ ^y
/v/3+iy ̂ 5-l- 'Y' (^ - v/3Y^7--v/5Y"^r; \^~) \' ~^ " ) \ '^ r

et l'on voit que ^ et ^ ' sont racines d'une équation du second degré.
Si nous prenons l'autre racine de l'équation du second degré

c2 — 28 v + 61 == o,

v == i/t — 3 ̂ /i5,

nous aurons

^ == \/3(i4 - 3 \/T5 + 3 v/aï-2 ̂ /35) =v/2(2 ̂ 7 + 3 ̂ /3) (\/7-\/5),

i^f^Lt^Y^-.^,y \ 2 / s/s '
,._^7-\/3Y^7+^
y~\ ^ ~) v/Ï
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Alors
A^+ À^==^ (284 - 6o ̂ 75 )

et, par conséquent,

/̂yÇP + ̂  =j (3 V/TÔ — jo),

- ̂ p + ̂  =y (5 y/5 ~ 6 ̂ /3)
et

V/aT^ = y (3 \/75 - 10 - 5 \/5 + 61/3)V2 v v /

=(3^~5)(^5+2) y

\/a

= /^-^Y ̂ Vl±jY ^~\/3V3 V /7+\/5
\ ^ ) \ 2 ) ^——^-j ^ '

avec

et

^- fvl^Y ̂ ^Y A/Tr" ̂ Y^ + ̂\ \/2 / \ ^ / \ ^ " y j'1-^--

A/ /-27A - V T -
avec

A/ /-2IA - V T -
Suivant Kronecker (Berlin. Silz.; 1862), on a

^ / f / r / =(-2y-3a) : i (5+9a-+- I6p-h4 .y•4- 7^7 •+-J^a? + S.^y),

a, 6, y désignant respectivement /3, \/5, \/7.
Le facteur sy — 3 a === [7-:^:-a) ; mais le second facteur ne peut pas

être amené à correspondre à (2 + a)3 (^^Y (Q .+. ^A résul ta t
obtenu ci-dessus.

Les valeurs numér iques approchées de x ety ont été tirées des for-
mules

v/^= v/î^, ^Tkj? = 2^^^.
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IL, / ____

Or, si •j- == \ / io5 , on a;- == \ / io5 , on a
logio5 == 2,0211893;

v/ ^_
log- — •== log^io5 ==: 1,01059463

log7rlog(?=: o,i34934^

log' log- ( - ) == i, î 455a885,

log' ( - ) == 13,9806984,

log^J = 1,74.75873,

:(
loga41-:-.: 0,2257725,

lo^^^ .,52i8i48,

îogt/aIFrr 2,478l852,

^ ^^ .̂,
e^s i^-^-^ ,

log',iô:= 1,176091,3,
log 7 = o,84;w98o,

log' ̂ ^ 0,3309933,

A / /T5l o g - . - ^ l o g i / — - = o,i654,9665,

lOgTÎ: lOgÉ? --= 0, l349342,

log'log f • I-) == o,3oo43o85,

log^^—^ 0,0238828,
\/2 ÀÀ7

log ̂ ï^7 ̂  î>976i ̂ ^î
^rt. rf'e /'À\ Normale. S8 Série. Tome XL— JUILLET iSg,^- 'î8
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En c o m b i n a n t ces t ransformations lorsque l'on emplo ie les é q u a t i o n s
m o d u l a i r e s du 7e et du 1,5e degré, on a

log^=: 1,5456976, ^-=35,i3,i633,

Iogj== 2',4.54,3oo4, .y= 0,0^8464,
- 4-j=:35,i6io97,

log'\/2(':=: 1,5460624,
Ïog ^/a ==: o,ioo3i5o,

log(-=: 1,39554.74, r =^4,86;^

D'une manière toute pareil le, lorsque ̂  == i/ï^

Ïog \/^M'=: 7,643-^4355,

et, lors(:iue . == À / ^ ,

logy/sIF^ 7,87623125,
logy= 7,5194748,
iog-^=: o,4,8o5252,

^r7 .r=: 0,33073,

— =z 3,oa36o,

\/2(^==: 3,354,33,

lo^/a^:^: o,52i56o58, .
log^/2:=: o,i5o5i,5o,
log(^=: 0,3750908, (^•:= 2,37187,
log^= 1,3955474,

log (.T7 =: i,77o638a, w ' •:=:: 58,971,
et

t1 '^- (^^ 2 4,862
+ a,37%

.=::27,ss34

Ces résultats indiquent , les approximations n 'é tant pas poussées
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, . , , -i , . i K/ / iF) /a i , /35très loin, pour les rapports des périodes .- == l/-^-? \/ — et i / — ?
les valeurs exactes de ^+ ^ et <V, qui sont

(,4-.(/=:a8, ^ ( ^ ^ G I .

Prenons, néanmoins, les valeurs dans les Tables de Legendre, nous
troavons

^ == i/^, ^Â-Â-'c^sin^^o',

— ::::r i /^î 2 hf.1 ̂  sin iS^^r/,
Jk y 3

Ï——V/Ï' . / . /——sin. - "8 ' .

Si nous avions combiné l 'équation modula i re de Jacobi du 3e degré
^/p'T: 4. ̂ v ̂  i

avec celle de Fiedier du 3e degré

Z^ — SZ^g + 8Z, — 41^ =^ o,
où

Zi :̂  ^n+^FI'.-r,

Za ^ ^'/TTFv-^kl.-^TT',
z, ^-v7^^^7.
Z^=:— (Â:^. + À-}/) ̂ ^F^ ̂  ̂ ,/_ ̂  ̂ /^ _(/•--„}.) ̂ .}:;

puis, posé
.. klk'V=.x^
^ î . + A - Â ^ i — a ^ ,

(^ + /,'vy=: i -4-4^— 0 — ̂ T^ ̂ ^^
^n 4- v^7 = ̂ ^ :̂-̂  ^

de sorte que

Z^ :== \/2'.r + ^.z12 — î ,

Z^ =: ^2 — V/3"Ï~:+- 2 ̂  ,

Z^ = - (^ - ̂ •îî ) 4- ( Â'^ }/) t/FI7 - ( À- - À ) v'À'1,
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on aurait alors

(v^ïTTi^—î)3-- S^a^Ta^—i) (.z12— ̂ ï'̂ F'î 2) + 4.r — 8.^-- 8.^

=: ̂ ^(Â'- ^ /) v^-- (A- - ?o ̂ /n]
==• 4 V^ î — a ̂  ) \/( i -- 2 ,;y -h 2 ,z12 ) ^/2 .•r 4- a .r'2 4- 9. .r •—- 4 . ^ - : { .

Elevant aa carré, après réductions f a i t e s ,

i —10^ -i- aSo^2^ 44,8^— 172.^ — 136.:.̂  4- iSG.r^
=: (6 4- 8o-y 4- 128.Z?2 — lO-r^ 4 -15^ .r^ — g^.r" ) ̂ /^^ïp ,

et, répétant encore la même opération,
i ~ 9^ x — i: 392 ,r2 — 21896 .z'3 — 3202 .y4

4- ^5296.2^4- 82976^° ~- 3io592^ 7— 13008.^
4~ ï75i68.2'9-— asa^a.-^10 4" 2944•^^ + < l) /i^'u ~= o.

En faisant \/ïx= y, on ob t i endra i t , l ' é q u a t i o n réciproque su ivan te :
ylâ ,̂  /J^ /̂̂ ^1 1 ._ ^yl.) ̂  5/J^^ ^ .̂!» ,,„ g ( 3 ̂ H

— r 9412 ^/2 j7 4" ôoS^y0 + ï 941 a \/2 ï"'
- 813j-^ - 5474 V^./3 — 696 j2 — 46 v/îy 4- i :::::: o.

Posons, comme auparavant ,

^^v/-,
(." - 331 ̂  4_ (^ ̂  + ^83 4-" 46 v/[^"—^y(ïï"+ :=: o,

et ensui te , fa isant

. —y =.\/~î(f,

— 4- y " 1 =2 ̂ 4- a,

^ -73=^(2^4-3^),

-F, -^7vr-:4^^4- 8^4- 2,

^ _„ y. ̂  ^/^ ( 4 ̂ . ̂ .. ï ̂  ̂ 3 „,,, 5 ̂  ̂

-^ 4- j" =" 8 //" 4- a4 ^4 4- 18 le -+- a,
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on aura
(/G — ^Q {^ — 345 if'" — 2832 u3 — 897 u2 4- ÔQO « -4- 3^7 == o,

ayant un facteur carré u1 — 54^ + 29, trouvé comme précédemment
par la considération des valeurs numériques approchées des modules .

L'équation du 6e degré se décompose alors en facteurs

( ^<i _ 5^ u -h 29 ) ( ̂  -4- 8 w3 4-- 58 u2 4- 46 ^ + i ̂  ) ̂  û.

Le facteur d a 4e de^ré peut s'écrire

( M2 -(-4 ̂ .+3 P-^ (6^4- a ) 2 , •

el, comme l'on v o i f c , n ' admet que des racines imag ina i res .
Mais si -ï- — y == ^2^ et ^ = 2 7 + 1 0 ^ / 7 , de ^2"- 54 // -h 29 = o, on

tire

L 4- y r= ̂ ^T:̂  ̂  ̂ ï86;^:ï:7o8o \/7 =: ̂ /-î (6 y/a ï 4" 1 5 ^3),

1 ̂  ̂ /a (-î7 + ïo y/7 + ̂  V^ -+• î 5 V/3) ̂  ̂  (3 ̂  4- 5) (^ ^7 + 3 V7^'^

- y ^3^7/7+^v
y~\"Vï1" / V1"^"/7

^ /^-AY^-^V, ̂  ̂ ^ ^^_^ .

Or
^Â^+^/Fy/^i,

^).-t- Â • / À / = : I — — J ^

in, 4" À-// = ̂ ^^1^^"^ ̂  ̂ ^^^^
/J^ 4- ^AX' = \/âj ( ï — .y2 ) = '--s ./2 u,

9, ̂ Y?^ ̂  yî

et, par conséquent ,

\/M1 + \/ÀÀ7 := y ̂ aT^T = y \/55 + 20 \/7 = y (\/3-5 -+- a y/5 ),

— V//FF "h ^XX7 == y ̂ /iiTr1"? =: y ySS -h 20 \/7 ,=:=y(2 ^7 4- 5),

2 .̂U7 == y (\/31Î 4- a V/5 — 2 \/7 - 5) ===y(\/5 - 2) (\/7 — V^)»

^7-- ,f^-'Y ̂ .̂- (^---i\ (^^) f^^I)W7_^,
v "^ \ ï } y/2 \ V/3 / \ 2 ; V 2 / V/3
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avec
K' /——
-^=V/,03,

conune précédemment, et de même

,/,;77. _ /Vl̂  ' Y /V3 + ,Y /y/7 - ̂ y v7; + \^v l\/^ (,—.-; [—,—) —jr-
îivec

-V=./3I.
A V 3

A = 161 === 7.23. — Combinons l 'équation modula i re de Schrôter ou
de Busse 11 du 23e degré

yn + yW + î /4 l ̂ r^ := i,
avec celle de G u t x i a f f d u 7° de^ré

^/F?:+^^r,

en posant
^^U''}/-:.^.

Alors, pour l 'équation du ^3° degré, on a

v/A7! + v/n'= i - ̂ /^y,
\J'/û. + ̂ /Fï = i — ^ ̂ x •-h 'î ̂ i — v/^/-3

et
/•?. .4- Â^/rr: (r ~ 2 ̂ .y ̂  a.z^-v/S^^'-.r0

== i — ^ ^2 x -\~ \ 2 ,^2 — i o \/'^ .^ + ,i •>, .r''" —" ^ t/ï,/,-'' -}-. ,/„•t••

expression réciproque.
Ensuite, pour l 'équation du 7° degré,

\/^~}~^/CV=:1^^2:^,

/.' A 4- k V ̂  l — -2 V^ .r3 -4- ̂  ;

mais
( À-?. +- k'V f -h ( k' 5, 4" À- }/ )s ̂  î .f, 4 ̂  ?. ̂  ?/
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et, par conséquent ,

( i — 4 \/9. .r -h i 2 .r"2 — i o \/2 ,z'3 4- i a .r'- — 4- \/2 . '̂5 -+• ^'Q Y
-+- (i — a \/2.r3 4- .r'')^ i 4- ,r12,

équat ion réciproque du 12e degré en ;r.
Posons

i /-^ .̂ » ,y ̂  ̂ j,

alors
4. ) / l i — 32 j^ + ïoo j 4 — 'ûoj3 + i i3 j 2 — 24,y -L" 9 ^= o,

équat ion du 6e degré enj, dont on peut découvrir un facteur carre en
c a l c u l a n t comme précédemment les valeurs numér iques approchées
d ' u n e paire de racines.

A == 193. — C'est un nombre premier pour lequel, d'après Gauss,
p == 2, en sorte que a doi t être de la forme M\/Tc)3 4- N, lorsque M e t N
sont entiers, et les valeurs numériques de M et N peuvent être déter-
minées par un calcul d 'approximat ion.

CLASSE I).

A ss a ( m o d 4 ) •

Cette classe est la môme que celle désignée sous le n° 2 par
M. Hermite {Égualians modulaires, p. 44)-

Pour résoudre l 'équation modulaire d'après la méthode de Bl. Her-
mite , nous posons

U^— -,——.-., ^H-rr .r;

alors
Â,^^1^

1 -h ).

/,̂  2^/1 ""- I'TT
et

^V^^'^=^



,224 A. €. G R E E N H I L L .

formale équivalente à l 'équat ion modu la i r e de la t r ans fo rma t ion du
second degré.second degré.

Alors, si nous faisons?=^-'/^=^-"""•
a désignant l ' i nva r i an t absolu de M. Hermite donné par la fo rmule

et alors

Si nous posons

ci si {F ==•- w, on a

et, par conséquent ,

et, comme

on a

_ jj^^Y^^^

.r=:Â'2.

——^

f:= (T 'e -.^

, e-^,

((.- -zz tv '^

^n -+" /^^ =: a ̂ vn cosl'i ̂  Q,

r2^ — uïn r::: 2 (•ï^2 s in h n o ,•

^(ï^cosh 29 = i — (^,

c'est-à-dire que

eu sorte que

p :rr -.̂  — (,̂ 2 ̂  ^ ç^g^ ^ ç^

p 4- 2 r= 4 cosh2^, p -~ 2 =: 4 sinh2^,

À- -+" 1 = 2<//r?. cosh 29,
,,.- ^ ̂  }, ̂  a ̂ /T^ sinh 2 9.

Dans les exemples numér iques qu i su iven t , nous verrons qu ' i l esl
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commode de poser
^4-4== -—+^À=y,

V ^ A
el ensuite

A ==2.

^n=^==,-(y-p).

A - = = < / 2 — ï . , a=:-—^, j3==2, y==:2^ /2 ,
cosh y = 1, (p = o, P == <:/, /i == ?..

A =6. — Faisons /^À'^- 2\/^^. dans l 'équation modula i re du S^ep'é

^ „? ,/F>7 ̂ , ;
vientil vient

^--hV/Ï^P^:!,

OU

^~^/=^
7 =7- +^=4,

V A ' À

|3=——-\/^^V^

cosh 2îp ==: \/3, s m h 29 =:\/2,
(^ ̂  ̂  _ ̂  a = — r^. 32,

résultat d'accord avec celui de M. Hermi le .
Résolvant l 'équation, nous trouvons

/:• "= (y/3 ..-. ̂ ) (^ - y/3), avec ^ = y/ô,

). := (^3 4- ̂ ) (. - v/3). avec ^ :,= ̂ /J

(LEGENDRîi;, Fonctions ellipiùfues).

A == io. — Posant/c'À' === i^k\ dans l 'équation modulaire du Ô^legré

/r}, 4,» ^/ À' + -2 ̂ /pTFÀ7' == i ;

alors
Â'Â -h 2^/Â'X -4- ^\/ k'k == I,

^/2/2. Jff ^^e. Normale. S8 Série. Tome X ï . — JUILLET 1894. ^9
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P-^~^-6^.3,

7=2 ̂ /Fo, (p2 =: ̂ /T^ — 3,
C€=—— 2''-.3\

Résolvant ces équations pour k et À, on trouve

k = (^ - j )^ (^/îo - 3 ), pour K/

KK - V 1 0 -

À =(^/2+1)^(^-3), pour ^^i/".
A y .'>

A == i4. — De l'équation modulaire du 7® degré

î/n-+-^pr=i,
)us tironsnous tirons

V7r>,+'^y/7};=,,

_-^n.-,^
ou

K /-,"-,.-V A À

-+- {/' k À =: 2 -h \/-2,
Ç/FÀ

y ̂  __ ̂  V/^rrr 4 (^2 ̂  , )^

P == ,7^y — \/^ == 2 VS ̂ :̂̂ 7-̂

1 a = = — 2^(8V2+ i i 2 ) .
Alors

<//fÀ = 2 ^ / 2 - 4 - 2 — \/8t/2 -4- 1 .1 ,

cosh 2 9 = \/8v/2 + A T , si nli a 9 =: ̂ V^T'̂ o,

A- =r (2^/2 + 2 — \/87IT77) (v/87ïT7^—vll'87^^^o),

pour
K/ /-
K-^^ 4-

À =(a</2 4- 2 ~ v/8v/3-+- ,i x ) (^sTÏ'̂ ÏTï' •+- S/sTr '̂o),
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pour
A . /-I
A ' - V ?

|G.-H. STUAKT, Multiplication complexe des fonctions elliptiques (Quart.
Journ. Math., t. XX, p. 54)|-

A=== 18. ~ Alors
a=—^.f,

valeur obtenue par M. Hermite ^Équations modulaires, p. 5i). Et

cosh a ç = 7, sinh 29== 4V^ cosll ? ':=: ̂

^^1== (.̂ rr: 5</2 — 7 = (^/2 — l )3,

^(v/?~iy(^^y, t̂ /i,
^^(^-O^.+^y, ^=f.

A = 22. — De Inéquation modulaire du. 116 degré; nous tirons

^/•X 4- \/2 ̂ /H -h 2 </a ^/M == \ ,

ou

Alors

—=-^==3^,
\M7.

y := —— + V/Â-À = 20,
V^-

P==—— -v/^ ==6^/77,
'//•À

cosh 9 r.-= 3\/i T, sinh 9 == 7V/'2,
a^—p^^—a 4 ^ 4 , ! ! 2 .

^1^ ̂ =10 - 3^77= f^-^Y
\ V^ /

K^
A- == (S^i i — 7^2) ( ïo — SV/TÏ ) pour -,. == \/TÎ,y y ^ ̂  ^ i u — u y i i/ ^vui -^

). ^(SV/TT+^^XIÔ-SV/TT) pour ^"=4/^.
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A = 26. — Prenons l 'équation modulaire du [3e degré sous la forme
de M. Russe] I ,

ou

raisons

alors

et posons

I - ^ — Q ^ I ^ X O S P 4 — ^ . ï l P ^ Q + ^2Q2).^l6pjp,_-

P ^ H + ^ À ^ - J ,

Q^^^À^^À-^À^
B^-. /A^Â7 ;

A-À ==.Z-2, /f^A^ 2.2?;

P ,-= .z-2 + 2 .:y — ï = .r ( (3 -— 2 ),
Q == 2,r3— ,^_ 2,:r =:— A-^ap -,h i ),
R=-a^,"

?=;—
subst i tuons, il vient, en divisant par.r7,

(p -,„ 3)7_ 64[ jo5( (3 - 2 ) ^ + a^^ ^ ( p _ ^(ap 4- f )

4 - 3 1 2 ( 2 p + I ) 2 ] ~ i - 2 1 1 8 ( ( 3 — — 2 ) = o ;

Posant
P~2r==4 / ,

alors
^=:1 sin'h2^

et

ou
^ _ j ̂ 5 ^.4 _ ^ ̂ ^ ̂  _ ^ ^g/^ /a _ , ̂  i, 6 ^ — 400 = o

(^2^ ^ 4, 4) (^^ 4^ + 25) ( ^ — 5 ^ — 8 ^ -- 4) = o.

Prenons l'équation du 3e degré

^ ^ 5 ^ — 8 ^ — 4 = - : o;

les autres facteurs ayant des racines imaginaires, si t =j2, l 'équation
en y sera

y3 + 3y2 4- 2y 4- 2 == 0

ou bien
. (J4- ï )3==y—J, avec 7=:sinh®.
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Posant y -+- T = v, alors

y — i =^= (.' — a, et i13 — r -i- 2 == o,

Cette équa t ion , comparée a la forme de M. Weierstrass

4 (,3 „ ̂  p ._ ̂ -^

a pour invariants

et le discrilninant
^==4, ^=-8

^-27 ̂ =-6,. ̂ 6,

en sorte que l 'équation du 3e degré n'a qu 'une racine réelle.
L' invariant absolu de cette forme cub ique

""^1- 27^ ~ 26 )

par conséquent, en faisant

coséch3a •=: \/26,
on a

a cosha
\/3

^oc. £o/^/. Ma/À. Soc., Vol. XVII, p. 263).(^
A === 3o. — Prenant l 'équation modulai re de Fiedier, du 15e degré,

p 3 _ 4 P Q + 4 R - = o ,
ou

P -=-„-. V/FÀ +^^4-"!,

Q^^ÂTFÏ'+t/n 4-Î//FI7,
B = ̂ /n"?!7,

et posant

on a
H == ̂ 8, ^À^= si ̂ À == 3^\

P == .z'2 -4- \/'3 .a? -+- i == .z' ( t -4- ̂ },
Q =: y^;3 + ̂ 2 + ^2,.z1 = .r^^/i/ 4" ï1),
B"=:V/2^;
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faisant jf = ,z? 4- i, i l vient

(/ + v^y -4(^4-t /a) (v/^ 4-1) .4- 4 î/ï== o,
^ — î/2 /î2 — ^/2 (2 </a -4- J ) t — 3 -+- ^ ^2" = o,

équation qui se décompose en facteurs

[/ — ^(Va-h-j)] (^-^^ ̂ t — 2 + ̂ /a") r= 0;

par conséquent, si ^ ==== \/2(\/2 + i),

P == ̂  - ̂ = ^ \/3(4V2"^ 5),

cosh a cp ==": ^/3(4. /a 4- 5),

sinh a y == ̂ ^(â + 2 ̂ /'ï),

e^ == cosh a 9 -h sinh 'i 9 = (^/6 4- v/5) ( 4 4- /75),

^?=(\/6-v/5)(4~v/T^>,

7 ^^ ~, ̂  ..z14 :̂ aso 4- i 'A ^a,ii-f

^ == .t^ -^ -Hy - (3) = (a - v3) (5 - a ̂ 6)

et finalement

k =-. ̂  e-^ = ( 3. - ̂ 3) ( 5 - a \/6) (^6 - y/5) ( 4 - ̂ 75)
pour

K' /5-
•^-=:\/do,

À == »W= (2 - ̂ 3) (R - 2 y/G) (̂ 6 + y/5) (4 -+- v/75)
pour

^'-t/J"
A — V ^ '

De même

À-= (a 4-^3) (5 - 2/6) (^6 - y/5) (/, 4-/75)
pour

E-./e
K --V 5
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et
À == (a + \/3) (5 -- 2 /6) (\/6 + V^) (4 - V^)

pour
A - 4 /^A/ — y 3 •

A ==34. — Prenons l'équation du 17° degré sous la forme de
M. Russell, et faisons

Â-7.=:^2, ^7'=: 2^;
alors

P == .r2 -+- a .r -- ï = — x ( (3 — ^ ),
Q == 2 ̂ 3 — a?2 — a .r —. — ,r2 ( '-î j3 + ï ),
R^-a^ 3 .

L'équation modula i re

P^- a ^ R C — 287 P^ ^.aôiP^ •"-â l 2 . I5P 2 Q : 2 +^ 1 7 Q 3 )
+ % l o R 2 (73ô9P 3 — a», ï i7 ,PQ) ̂  îi21.3^1?= o

devient, en faisant [3 ~ a == 4^ après division par x9, l 'équation en t
^»— 574^— SâSa^^— 3594.0^^- 63859 ̂ 3~ 58464r2-" 29040^ — 6272 = o.

Ell,e"se décompose en facteurs et
( /, 4.-. , ) ( f ̂  4 y ( ^ ̂  ï ï f ̂  § ) [( ^ ̂  t ^, ̂  y + a4 ( 2 h + 1 )2 [ =:: o.

Prenons le facteur carré
fï — . ï ï / — ï^'zzi 0,

on a
^ == -|..( i î + 3 v/py) et, p = 4 M- a = 6 Ç\/Tj -h 4 }.

Si nous avions pris l 'équation modulaire donnée par Sohnke, du
17° degré ÇJournal de Creile, t. XVI)
((^^)18__i5^(i__^8)^_,ç;8) ̂ ^((,_ ^.)6__((;4__^^2^ î 6 ( I — ^ f " i • ' 4 ) 2 ] = 0 ,

qui relie
u:^{/l et ^=.Î/Ï,

nous aurions posé
• ——^

z/.
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Alors, si ^À^ r>- y^ == 2?/.V\
( l _ _ ^8) (,___ ̂ )^^,^

(l: — //'t'2)^ (t '^4- ^'^^r: 4^' '( ' ' ' COSh^îp.

Posant alors
.v :=: cos II y — î .== 2 si nli2 -} ci,

l ' équa t ion devient

a9^ — G'; ( 17. '̂ .^ — 4 s i n l i 2 a o 4- 64 cosh2 ^ 9 ) = o

oïl, puisque
COsIl © ..rr .s' -4- l, COS 11 a CP rr^ 9, .S'2 -t- [\ S -1- 1 ,

si il 1 1 a <? =r= a ( ,s' -4~ j ) v/.s'2 "h- '-t .s',

il vient
,S-'.' -- i j ^ ̂  ^ ( ,y 4- ï ) 2 ( ,y2 .̂  ^ .y ) .,..-, 3 ( ̂  ̂  .4,« 4 ̂  + ï );î = < >

OU
^-- 3o^— \.^^— i^o^-- 6o^ — 8 -=:: o.

Or, comme p = 2 coshaç, <î = sinh2^, cette équation en s ne concorde
pas avec l'équation en t précédente.

Il y a donc une faute d'impression dans l 'équation du ^ 7 < > degré de
Sohnke qui doit être corrigée ainsi , en changeant le dernier signe,

(p ̂  //)!»_ ï 6 //.(, ( ï _.. ̂  ) ( , _„ ̂  ) (^ ^ ̂  ̂  ,.,, ^(;__ ( ̂ 4_ ^\ y ̂  ^ ^ ( , „,,_ ̂  ^ yî j ^ ç^

et rnaintenant l 'équat ion en s devient

a9 .ç" — 64 [ ï 7. ̂ ^ — 4 sinïi2 2 o -h.64 ( cosli2 a o 4-1 )] = o
ou

^--. i^,^.+. a(.ç .̂ 1)2 (^^ ^^) _ 8(^^^ /j,y ̂  ï ) ,„„„, g ̂  ^
OU

^— 3o^— 137^— ï5o^— 6ô.<> — 16 :=o,

8 étant remplacé par 16, et alors le facteur ,?— ^ — 4 === o donne

.ç=.^(^+i;),
solution requise; et ainsi

cosho ^(VÏT^S),
cosh 2 y = 3 (^/TT' --4- 4 ).



LES MODULES DANS LA MULTIPLICATION COMPLEXE, ETC. 2,33

A == 38. — Prenant l 'équation modulaire du 19® degré sous la forme
de Fiedier ou de Russell

P3— i lal^R 4- 236QR ==. o,
avec

p =^+^/F^_^
Q = ̂ y^TFÀ7 — v/A^ — \/I'V,

R =r. — ^kTf/V,
et posant

À-X == .rS Â-7}:/^: 2^2 et x — -1" == L,
x

il v ient
P r= .r2 "-h ^/2 .2? — 1 •=: .Z' ( ^ -+- ^/a ),

Q = \/2 .Z"'* — ^2 — ^/â .y == /Z*2 (\/2 ^ — ! ),

R :--rr — ^/2 X^

et, par conséquent,

( / + ̂  Y 4- r 6 ̂ 2 [ 7 ( ^ "+ ̂ ï Y — 1 6 (y/i ̂  — ï )] =: o

ou bien, en posant / •+• \/2 == \/ay,

4 ^/ay8 -+• 224 \Aij'2 — 256 ^/2 (ay — 3) = o,
jî> .4, 56 j2 — 64 ( 27 -— 3 ) == o

ou, en posant y = 2^,
pîi 4-. ^ p2 — § ç; ̂  Q ̂  Q^

équat ion du 5e degré en p (une IIauptgleichung de Klein), admettant
une seule racine réelle comprise entre 2 et — 3.

Cette équation se décompose en facteurs
( ç,2 — p ̂ . 3 ) ( (,,3 4. çï — 2 ^ + 2 ) =: ô,

le facteur v2 — ^ 4- 3 = o donnant
1 p:=l-(x 4-^77),

tandis que le facteur (^-h ^ — w 4- 2 == o donne une seule racine
réelle

(, ̂  — ^ (i + ̂ /î  3 ̂ u4 + ̂ JT^^T^)^
/////z. Je l ' É c . Normale. 3" Série. Tome XL — A<W 189^. 3o
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D'autre part, alors l 'équation en t est décomposable en facteurs de
la manière suivante

(^+ 22) (^-h5\/2^~ 2^-4- 22\/2) ==0,

équat ion où l'on a ^ == — p.

A = 4 2 - — Prenons l 'équat ion modulaire du 21e degré sous la
forme de Fiedier

Zî-aZ^^^o ,
où l'on a

Z^A-À+^^-i,

Z(^) ̂  _ (0^7 ̂  ̂ ^ ̂ /cll̂ 7 + (v/P - yT) ̂ F"̂  - (^A- - V/Ï) Î/A-À ;

posant alors /cX == w\ ^V= 2^\ ? == -, — w2, on peut former u n e
équation qui servira à déterminer w et ?, et par là k et À.

i
^

A = 46. -~ Prenant l 'équation modulaire du 23e degré sous la forme
de Fiedier ou Russell

P- '—^R^o,
où

p^^n+^/Pï—i,
ïi^^y'pm^

posant AX==^ 8 , ^À'rr: Û,T\ alors

p = ^2 + ̂  _ i ,̂ _ „.( .̂ _ ^)^
R==^.^/3^^

posant / == ~ —- ce, on obt ient a ins i•se'*

0--^y-4t/i=o,
iî — ^2 — \/î '\/2 == 0,

^ - X == ^2 ((/a -t- l),

-+d;2•=3^2(^/3-n),
vC'

^-^=V/5o+367î
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et

(3 =: ± _ ̂  -^ (^ 4- j) \/4 ̂ 2 + "3
•5C*

== 3 ̂ 2 ^294 -+- 208 \/2

== 6 V'i4.7 + io4\/2,

y =62 + 36\/2= 4( i3 4-9^/2).

A == 58. — D'après M. Hermite (^Équations modulaires, p. 5i), ceci
est un déterminant A pour lequel le nombre a est entier, et par le
calcul approximatif à l 'a ide de la formule

i. 6 a <^o — e^ ̂  -4- i o4,
nous trouvons

a=--" Q^S^ i iS ^==198, 7=26^58.

Si nous posons
/cÀ===^, /-'À^a^2

et ensu i t e

x " '

et, si nous opérons les subs t i tu t ions dans l'équation modulaire de
Russell du ^9° degré, nous obtenons une équation du 15e degré en t,
ayant un fac teur carré en t, qui correspond à la v a l e u r ? =198, ce
qui donne une vérification des coefficients numériques de cette équa-
tion modulaire.

A ==. 6^. — Prenons l 'équation modulaire du 3i® degré sous la
forme de Schrôter, Fiedier ou Russell,

posant

d'où

( p 2 _ 4 Q ) â _ 4 p R ^ ô ;

/0==^8, k'V^ïx^

p ̂ n+^/I?7+i =^+^2),
Q = {/WFV -4- î/n + î/pi7 = ̂  (v^ +1),
R == ̂ ITFv , == y^^3,
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où l'on a fait t = - + x, il vientx

[(, + ̂ y ̂  4 ̂  -- 4]2- 4 ̂  0 + t/i0 = o-

équation dôcomposable en facteurs

[^—(2~v / 2 )v^^—6--^3v / i ] [^~- (2 -^ - \ / i )v /2^ - - -2 4-v/â] ==o,

d o n t le second nous fournira les résultats cherchés.

A =78. -— Prenons l 'équation du 39e degré sous la forme de
Fiedier; posant k\ ==: x3, /c^'^ 2x\ t •==. x — -1:? il vient

JC

Zi =: X'2 -+• \/2 ûG — t •z^. X ( t ~\- \/'2 ),

Zg ^= \/2 .z'3 — .y2 — y ' i .z" == .z.'2 (^a / — i ),
r, 'r r ••>
/3 ==—— V'2.^,

z^^^K^v/i)2^^],
et, après suppression du facteur a?7, réquation modula i re prend ta
forme

(, + ̂ y [(, „ ̂ )2^ 4] 4- 4. v/i [0 - t/2y+ 4]2

^ 30 ^2 (^ + ̂ )2 [0 - W + 4]

^ 8 y^^ 4- (/a)'- i44 \/20- 4- ̂ ) == û,

équat ion du 7'' degré en t.

A ==c)^ .—Prenan t Inéquat ion modula i re de Fiedier ou de Russell
du 47e degré et posant

V^'À ̂  x\ ^FT ̂  y/a x, \ 4- x = ̂
<5C'*

i l v ient
P == .T2 -h ^2 ̂  -h Ï == .Z1 (^ ~(- '^/2 ),

Q =: V/2 ̂  4-^ •4-^ .̂  = ̂ (^ ^ •+• î),

R -^ \ / ' 2 X^y

p2_ 4Q ̂  ̂ -(r-- 3 v/ïy 4- /à - 4.) = ̂ [(^ - ̂ î)2- 4] »

et, l 'équation modula i re de Kussell du 47e degré ÇProc. Lond. Ma/h.
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Soc.; nov. 1887), après la suppression du facteur ^°, se présente sous
la forme

[(^_ ̂ )2^ 4]-^ ^8 ̂ {t + v^)3 - 96 ̂ (^ t/^) (^+0 - i28^= o,

équation du 6e cle^ré en t.
Mais, si nous prenons l 'équation modulaire de Hurwi l zdu47 0 dfigrê

{Math. Ann., XIV)

K îx + ̂ FI7-1) -- ̂ 4 ̂ ^/"Fp == 8(\/H+- \/F}74-1)- 7 ̂ ïô yïh^,

et, si l'on pose /U == a?8, /c^'.^ ^.rS il vient

(•2^+2^2^ — a —v/i^•2^)2=8,r•'fr"+-8 v/i.r24"S--J.4V^ •^12:=8^•~•6V/2tzlsi+8?

OU
[2.̂  + ̂ 2(2 -- v/ï) ̂  — a]2 =r Sx'1- — 6 \/i ̂ 2 + 8,

4 .-y;4 ~l- 4 ̂ 2 (a — »/3) •zt3 + ^'^ (6 — 4 V^) ^t2

— 8.z'2— 4 ̂ (2 — v/a) ̂  4- 4 =: 8^4— 6/2 .:»2•4- 8,
OU

4.:r^ — 4 y'I (% — ^1) .r3 — 4 /2 (3 — 2 y/a) .r̂  "h 4 ̂  (a — V/2) /r •+- 4- ̂  <^

^^— ^/2('2 — ^2) ;r3— \/ï (3 — a ^/a) ̂ --h \/2 (2 — </2) x + i == o.

Posant alors ̂  — x === ^, cette équat ion devien t

.^^(^^)^3^+6=o ou f^^V^9-^\ ya / v/a
Mais posant- -t-- x == ( , alors

<iC'*

^ ̂ , ^ 4» ^/a ( a ̂  ̂  ) ̂ _T^ _, ̂ 3 ̂ 3 _ ^ ,y^ ̂  ^^

^ — 3 \/2 + 3 + ̂ (a — ŷ I) (/^^ = o,
^._ (e ̂ /i — 4) /2 4-1 22 — i a y/ï === (6\/2 — 8) (^ — 4),

^— (ï,2 /2 — ^/l2) ^~- ÏO 4- 12 ^2 = 0,

équation du ^ degré e n / 2 , d'où l'on peut t i rer les équations pour ^
et y.
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A P P E N D I C E I.

Le numéro de janvier 1888 des Acta Mathematica (t. XI, p. 4) con-
tient un article de M, H. WEBER : Zur Théorie der elliptischen Functionen
(îweùe Abhandiung) qui donne un grand nombre de résultats numé-
riques pour les fonctions des modules dans la multiplication complexe,
conformes sous beaucoup de points avec ceux donnés dans l'Article ci-
dessus. A l 'aide des calculs de Weber, il est possible, en certains cas,
d'ajouter aux résultats que j 'ai obtenus et de simplifier les méthodes
qui y sont employées. Nous en donnons les exemples ci-dessous, ainsi
que le développement de cas qui n'avaient pas été complètement traités.

CLASSE A.

Cette classe correspond à
A == 3 ( m o d 8 ) .

Il sera commode de poser
_ ( r —.^)3 _ (r _^56.ç^)3

a _ , - ^ = ^^~^,

en sorte que
^=2 56^'=16^^,

et alors
.1....

s GO < y 1 2 .

Avec cette notation on a alors pour A === 35 (WEBER, Acta Math.,
t. XI, p. 388)

2 .S3 — (\/5 + î ) (^ — .$•) — J ==. 0.

A== 5 r .
^+ t^ ( ^ / ^ ^ 4 ) ^ ^ ^ ^o (p . 385).

A = = 9 i .
• ^^-(-(^'ïâ 4- î)^-+-2S—i =0 (p. 385).

A ==99.

£^ (y/33 + 4) ^-+- ( T 3 +- 2V/3I) t — ï == o (p. 384),
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équation qui mené à la valeur suivante de a

a= ̂ (^180^16 4- 799330532^33) (p. 384)<

CLASSE C«

A === 17. — L'équation de Weber donne

___^ 4- ̂ /p = ̂  (/Tn -M ).
^A-^ '

A = 20. — L'équation de Weber, pour x = ^;_==;5 est
v A ~ \/'2/C/C'

^ ,̂  _ ^ ̂ a _ g .r -- 5 ==. ̂ 29 ( ̂  -+" i )2.

En faisant disparaître le radical, on obtient une équation du 6e degré

^ ̂  g ̂  + 5 .z.̂  + 2 ̂ .3 — 5 .-r2 — 9 .̂  -4- ï = o (1 ).

L'équation correspondante en z = ̂  concorde avec celle donnée
dans notre article (p. 199);

^4, sgS^-- 979-s4„+ i.96o-33 4- 979 ̂  -+- 588^; — i = o,

qui , par conséquent, se ramène à l 'équation de degré 3,

^ 4- 294., ̂  + 15'5 z + 70 == ^•29 ( 55 ̂ 2 + 28 4- 13 ).

A == 4i. — L'équation en z === ,r 4- ̂  ou ^ = ^^^S es^ d'après
Weber {ActaMalh., t. XJ, p. 388),

.̂2 _ ^ (^^ ^5)^ 4- i ( 7 4- v/^ ) -= o»

( i ) Équation qui ne change pas en remplaçant x par --" ^* On peut l'écrire

^ ̂  -9(^- ̂ ) + r>^- .;) ̂ 2 == ô:

posant x— - == ^ 4- 3, elle devient
^3— ig^ — 4,6 ==: 0,

équation dont le discriminant est 2^29. (Note communiquée au traducteur par M. Green-
hilL)
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en sorte que z est racine de l 'équation du 4e degré,
^_ 5^3^. 3^2^, 3^ _(. 2 ̂  ̂

et l'on peut alors facilement calculer l 'équation pour y •== —— + 2^
et, en outre, celles pour a et [3.

A ==73. ~ Puisque p = 2 pour ce nombre aussi bien que pour
A ^L1^ nous P01^01^ prévoir que a, ?, y seront chacun de la forme
Mv73- i~ N, et, en effet, par calcul numérique approché, nous t rou-
vons

y^^p +2^/:=49W73+4^2o,

ce qui équivaut à

y^^—^4-^
A =193. — C'est encore un nombre pour leque l />= ."= 2, suivant

(xauss (Wer/ce, t. II, p. ^88) et des valeurs approchées de —L -,
î/a À'F"- [ , - « . V

c'est-à-dire de ^ \/2 ê127' , nous tirons

^+^F=v/Ï93+,3,

d'où l'on tirera a, p, Y. De même, pour A == 97, nous trouvons

^+^.Ï7?=:^(^+9),

ee qyi nous conduit à la détermination

y =332io\/97 +827080,

au l ieu de la valeur donnée par nous, page 210.
Ces valeurs conduisent aux équations approchées

/,- 7C v^ /__
6 ^ 9 V97 -+• 85,
îw/iiS /—-

e" oo 52 y ïcp 4- 720.
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Pendant le cours de l'impression, M. le Professeur Greenhill a fait rhonneur
au traducteur de lui communiquer les résultats suivants qu'il vient d'obtenir,
ainsi que la remarquable application géométrique qui s'y rattache.

Vous remarquerez que, dans les Tables des modules de la m u l t i p l i -
cation complexe, on a, dans la classe D, page 2^3,

A =--: 4 ̂  -+-94 •
Si l'on pose alors

k = tang-0, À == tangO;Tr — 0),
on aura

- — /{ =:. a cot 'ï 0, , -4- k == a coséc a (9,

- — ) , = = 2 tang a (9, . 4- ^ == 2 sec a 0,

et alors
coséc 4.0 ̂  cosh2 2 y*

Ceci nous donnera les valeurs numériques qui su iven t :

A = '2, COt 2 0 r;= î , ' & == - TT.

A = 6, cot a 0 == (</î +• i ) 2 » coséc 4 0 == 3-
/ . /^_ A"

A =10, cot 20 : = : ( ' — — ) ? coséc 4 0 = 9 -
\ 2 /

A =r 14, cot 2 Q == (?. + \/i -i- \/4Vï 4- 5)*'

tang a 0 =-- (a 4- \/2 — \/4 \/2 + 5 ) ?
COSéc40==8</2 •+•!].

A == 18, tang 20= (v/3 — y/a )'" ? coséc 40== 49-
A = 22, tang a 0 == (\/ï -" i)\ coséc 4 0 = 99-
A == a6, ................... . . . . . . . . . . . . »
A == 3o, cosôc 40 = i71 •4- 120 (/a, cot 4 0 •-= V^o (^ + O2 ( ro + 6 V^)-
A = 34, coséc 40=9 (V^ + 4)^
A = 4.6, coséc 4 9 = 992-

^/zw. ^e ^-/tc. iVormale. 39 Série. Tome XI .— JUILLET 1894. 3î
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Or, vous remarquerez que l'on peut ma in tenan t construire géomé-
tr iquement l 'angle 0, à l'aide seule de la règle et du compas, comme
il su i t*

Posant coséc ^0 == n, du point A {fîg^ i) comme centre, avec un

rayon AP==/? .AE, décrivons une circonférence qui coupe EP au
pointP . Alors l 'angle APÊ = AEQ == 4 0 *

En construisant la bissectrice de la mo i t i é de cet angle on o b t i e n t
la droite E'B. et l'on a AER == 0. Alors la circonférence de centre A et
de rayon AR coupera la circonférence de diamètre AK en B, en sorte
que V angle modulaire est AEB, où k == sin AEB.

Voici une application intéressante de cette cons t ruc t ion : Un pen-
dule oscillant de b à b^ aura une période d 'oscil lat ion égale à \/A (bis
celle d'un pendule oscil lant de B à B ^ .

On peut opérer une construction analogue d a n s le cas de la classe
G, p. ic)3.

Dans une seconde lettre que M. GreenhiH a fait l'honneur au traducteur do
lui adresser, il lui communique les nouveaux résultats qui suivent :

Je pense que vous aurez peut-être remarqué que, lorsque
A 5= r (mod 4 )?

(classe G, classe qui est désignée î° par M. Hermite, p. 44» Kyual.
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modal.) n est pas un multiple de 3, l'expression

P =(2^) ^ -4-(2À"Â^
et

P / =r (2^ / )^~(2Â:Â• / ^

se présente souvent sous la forme d'un nombre simple qu ' i l est com-
mode de prendre pour base de la construction géométrique de l 'angle
modula i re .

Et de même lorsque l'on considère le cas A^^mod 4), classe D,
(classe 2° de M. Hermite, loc. cit.), A n'étant pas un mu l t i p l e de 3,

-i i

[^-'i}]"+[^-'!ïï•^^-li - iG
^o^G-^-'^ - '

sont encore des nombres de forme simple.
Ainsi

A == 19 3, P =r: ^193 "+-13,
A= 97, P== 1(^97+9).
A= 78, p=:^(^/73-{-5),

et
A -= 14a, Q = 9 -+- 5 \/a (I ),

A== 70, Q=:3v/ï+\/5 (2),
A= 58, Q=a9, Q^ô,

A= i4, Q=^4-i.

Soit alors AE:-= 1 (mod 4)» A n'étant pas un multiple de 3, et posons

2 7^'=: tan^y •==: tang^p ̂  tanga ::= sin 2 0,

^0 désignant l'angle m,ôdulaire.

(1) Résultat donné par M. Weber.
, ( 2 ) fdem.
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On aura dans ce cas

P =(2Â-^ ) ^4- ( ^ k k ' Y = -=2COSéC2y

et
P'= (aÂ-A^)"0 ~ ( î îÂ -Â^ ) 0 == 2 col 27,

( o. Â-^)""3 + ( 2 Â'A-7 y = i coséc 2 p,

( a ̂ / )""^ — ( 2 ̂ •/ )lt = 2 cet îs (3 ;
alors

j ,_ c o s ̂  "ytaî i^p ::= t an^y ==: —^——^, ,01 0 ' i -i-cos2"/
et

t ang(}7T—- [î)== ces 3 7.

Si nous prenons un angle § tel que l 'on a i t

tango:=^tînig2(3,
'on aura

lau^jS .̂

fan, (o - p) = ̂ î"^^^ ^ ̂ 'Eî ir.,̂  ̂  tan^6& v i / r+tangr3langp tan^(3 —^ui^p,
i—(an^(3

en sorte que

et l'on aura
a ::= rî — (î,

sin^ •= tanga.

Pour opérer la construction géométrique de ces angles, d 'un p o i n t 0
comme centre décrivons une circonférence de rayon u n i t é et menons
les tangentes aux deux extrémités d 'un diamètre AE (fiff. 2).

Alors, la grandeur P étant donnée, décrivons une circonférence du
p o i n t A comme centre ayant la longueur P comme rayon et don t l ' in-
tersection avec la tangente au po in t E aura l ieu en TL Si l'on prenai t ,
au contraire , la grandeur P' comme donnée, on mesurerai t alors sur
la même tangente une longueur EB à partir du point E égale à P'.

L'angle ABE, ainsi déterminé, est égal à ay; l'angle AEC est égale-
ment égal à 2 y, la droite AB coupant la circonférence en C,

Décrivons encore une circonférence de E comme centre et de
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rayon EC qui coupera la tangente au point E en D. On aura alors

^\ El) ECtang.EAD=^=^=cos.y,

en sorte que
Ê A D = ^ 7 T — P .

AD coupant la circonférence en F, on aura

ÊOF=:i-7T—2(3,

et l'on peut a insi construire l'angle EOH == 2^.

Fig. 2.

Main tenan t prolongeons OH jusqu'à sa rencontre en L avec la tan-
gente au poin t E.

Joignons par une droite les deux po in t s A, L. La droite AL coupera
la c i rconférence au point K, et l'on aura

tangEAK=ilan^EOL,
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et ainsi

ÊAK =o, HOK == a ( à -- (3 ), MAX == ô — (3 = a.

A par t i r du poin t A, mesurons un arc AM = HK et prolongeons la
droite EM jusqu'à sa rencontre en N avec la tangente à la circonfé-
rence au point A. Du point A comme centre avec un rayon égal à AN,
décrivons l'arc NQ qui coupera la circonférence en Q; nous obtenons
alors

. -,Ç>. AQ ANsmALQ^^^^=tan^,

et de la sorte
AEQ=:a/9,

angle double de l'angle modulaire.
La figure a été décrite pour A == 5, et dans ce cas

(aÂ-Â-')""^"— (aÂ-Â^)^: 9. col^p .= i ;

notre point de départ sera donc l 'angle p.
Voici quelques autres résultats :

A-= i3, 2 col 2(3 =::3,

A -== s 7, 2 coséc ^ y ==: -| (\/17 + i ), si n a y =: ^I^J ,
A == a5, 2cosécay==3,
A= 37, cola (3 ==:6,

A == 49? ^ coséc 2 y =.: ̂ 7 -h- 2,

A == i c)3, 2 coséc 2 y --= \/793 4- r 31.

Dans le cas de A==2 (mod 4), A n'étant pas un m u l t i p l e de 3, nous
poserons

^ — ^ - • ^ c o ^ y ^co^p ==cola, A-= tangua ,

^ — ?^ =: lang^y = lan^p == tango, A == tang(^7T — ||a),

et l'on procédera comme auparavant.
Ainsi, par exemple, avec

Q =: '2 cosécay,
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on obtient
A == 14.3, 2 coséc 2 y :== 9 4- 5 \/2,

A^ 2, a = p = y = = J ,
A= ïo, 2 c o t 2 y = — i ,
A == 1 4 , a coséc 2 y :=: \/2 •+-1,
A ^= -22, cot 2 y := i , y ==: - ?

A O / - V^-l- ;^A ---= 34, '2 coséc 2 y == -—~—— y
' à

A =:: 46, 2 coséc2y = 3 4-\/2,
A :-:-= 58, 2 col 2 y =• 5,
. . . . . . , . . . . . . . . . . .

Lorsque A est un m u l t i p l e de 3, on pourra opérer des construct ions
analogues pour

^Â'Â'^ t,an^£ =.=: lan^a, - ( - -— À ' ) == cot^e =: cola,
2 \ A' /

mais o/z ne peut peu le faire pour
i ii i r r / 1 \ "i;î r r / 1 \ "itî(2^)-, ^y, D(^)], LK^-^I-

A P P E N D I C E II .

Pour t e rminer nous ne pouvons mieux f a i r e que de renvoyer le lec-
teur à une liste extrêmement complète de résultats numér iques à la fin
du remarquable Ouvrage de M. EL Weber ÇEl/iplùche Funcuonen und
algebraische Zablen^ 1891), L 'éminentgéomètre donne la so lu t ion d'un
certain nombre de cas que nous avons laissés inachevés, ainsi que d'au-
tres nouveaux. Nous citerons ainsi , le temps nous manquan t pour les
mettre sous la forme que nous avons, en général, employée dans ce
Mémoire :

CLASSI^ B.
A ES 7 (mod 8).

à = 7 i : 1 __
<r=: ^lô/f/c',

.Z-7 — 2 ̂  — X^ -+- ̂  -+- X^ -<- X^ -— .2' — 1 = 0.
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CLASSE I).

A ss a (mod /1 ) -

A == 42 = a2.!! :

v/Î^R^^)^-3)'
A == 70 == 2.5.7 :

4-(F (̂̂ ,)(̂ y.
A ==72 r^a^2 :

|} QC - /c)]^ ̂  + ̂ )4 (^ + îy (3 + ̂ y'-

A = = 7 8 = = 2 . 3 . i 3 :
^ / 7 T ï , \ /\/i^ + SV* / i——„ ,-\V^-Â•}=(-—-J (^•I;i+5)•

A == 102 == 2.3.17 :

^^^J=(^4-I)3(3^+\/T7)

A == i3o === 2.5. t3 :
« / r / i A ^ ̂ 5+iY ^3_+:̂
V a y 7 \ a / a

A == i42 == ^p1^ :

"•^^G"^ ^+^==9+5^,

(--^Y^^+ry.w^ /
A = 190 == 2.5.19 :

^ —— / ,g s ; ,

^ -V ï^ " J " ^ ^ " / ^ 1 0 ' 1 ' ^'


