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ÉTUDE
SUR LES

ÉQUATIONS FONCTIONNELLES,
PAR M. A. GRÉVY,

A N C I E N E L E V E D E L E C 0 L E N 0 R M A L E S 'II P E R ï E U R E.

Î N T B O D U O T I O N .

1. La suite a^ a^, . . , , a» est dite converger régulièrement vers une
l imi te x, lorsqu'à un nombre posit ifs, aussi petit que Fon voudra, on
peut en faire correspondre un autre Ne, assez grand pour que, sous la
seule condition p^ N5, on a i t

\an—x\<&.

Lorsque la suite proposée ne présente pas ce caractère, mais que la
suite que l'on en déduit , en prenant les termes de k en /^ le présente,
on d i t que la suite converge périodiquement vers la l imite <z'; k est la
période.

2. Soit une fonction y (-s) uniforme dans tout l 'intérieur d'une ré-
gion I{ du plan et jouissant de la propriété que, si z est Faffixe d'un
point intérieur à cette région, ^ =cp(^) est également l'affixe d'un
point intérieur à la région ; si nous posons z^ = 9 (^-), les points dont
les afïixes sont

Z^y Z^y . . . , S?, ...

sont tous intérieurs à la région R.
Ann. de l ' È c . Normale, 38 Série. Tome XL — AOUT 18^. 3^
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M. Kœnigs a établi à l'égard de cette fonction la proposition suivante,
qui sert de base à ce travail :

Lorsque la sui tes , , , ^, ..., Zp converge régulièrement vers une li-
mite .r, qui n'est pas pour ç (s) un point essentiel, oc est une racine de
la fonct ion cp (^) — z et cette racine doit vérifier l'inégalité

\<ffWl<^

Réciproquement, soit x une racine de cp (^) — s, vér i f ian t l ' inégal i té
1 î'C^) 1 <^ i » le point d'affixe oc est centre d 'un cercle C.y, à l ' intérieur
duquel : i° 9 (.s) est holomorphe; 2° le module de9^1^-—1^ reste con-

0.1 ~~~ QO

s tamment inférieur à l 'unité et diffère même de l ' un i t é d'une q u a n t i t é
qui reste finie.

En appe lan t H une quan t i t é comprise entre o et i , on peut poser

1 x ^ T.T ^//-H —— x .. TÏ. — — < ^ l̂  _ ^ ^ — — — — ^ g,̂
' ——— <A' /O» ——— /̂

d'où l'on dédui t

:2±1_£ <- H/^ i l - ^. .r\ ̂  H/^4-1 r— ^ — <^ ii/ , | ̂ p..^^— je | <„ il/ / ,
• x

r étant le rayon du cercle Cç.
Or, s étant une quantité positive si petite que l'on voudra, posons

L.^L
ï. •4- £

^TNe == partie entière de

Si l'on prend/?^Ng, le module de^— x sera constamment in fé r i eu r
à x, ce qui démontre la convergence régulière delà su i t e z^ ^, ...,^,.

3. Ce qui précède conduit à une notion importante, dont nous ferons
usage dans la suite.

Soit r^un cercle concentrique au cercle C^ et de rayon e inférieur à
r; après N^ substitutions relatives à un point intérieur à C.^, on trouvera
un point d'affixe s^ intérieur au cercle Fe.

Le nombre Ng de substitutions nécessaires et suffisantes pour con-
duire d'un point z du cercle C^ à un point intérieur au cercle ï\. s'ap-
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pelle la hauteur du point z par rapport au cercle JTg; ce nombre est fini,
et parfaitement déterminé pour chaque point intérieur au cercle C^.

Si une fonction 9 (-s) est holomorphe à l ' intérieur du cercle T^ la fonc-
t ion O(^) sera holomorphe dans tout le cercle C^, si i est au moins
égal à la hauteur maxima des points intérieurs au cercle Cy par rap-
port au cercle Fg.

4. Je vais montrer comment on peut déterminer le cercle C .̂ en
choisissant un exemple simple, dont nous aurons à nous occuper plus
tard.

Considérons la fonction
, , bz

y (5 )=————^

b é tant une constante de module inférieur à l 'uni té; je supposerai
même, ce qui ne changera rien aux résultats que j'ai en vue, que b est
un nombre compris entre o et i.

L'équation ç (a?) === x a pour solutions

o et /•( i •-- b)y
(.it l'on a

^(o)=b, ^[r(i-b)]=^

.Le seul point l imite à convergence régulière est ici l 'origine;
l 'autre solution donnerait un point l imite pour la substitution inverse.

Si l'on supposer réel et positif, la fonction cp Ç z ' ) estholomorphe dans
le cercle G du rayon r dont le centre est l'origine-

Cherchons maintenant le rayon du cercle Cy; pour tous les points
intérieurs à ce cercle, on doit avoir

bz
s
r

br < | r

< M.

Le po in t d'affixe-s doit donc être extérieur à un cercle de rayon br et
dont le centre A est le point d'affixe r.
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On voit donc que tous les points intérieurs à un cercle de centre 0
et de rayon r(i — b) sont tels que y (-s) est holomorphe et que
1^|<M.

Ce cercle est donc le cercle dp; car, si l'on prend un cercle de centre
0 et de rayon supérieur à r(i -— 6), les deux propriétés précédentes
ne subsistent pas pour tous les points intérieurs à ce second cercle.

Nous pouvons d'ailleurs calculer aisément les valeurs de ^ , , z ^ , . . . ,
ZP; on trouve ainsi

__ b^1 s^ — _ j . { ^ ~ ~ ^ '
JL —— U ^

1 "~ 'Tr:7T 7

Cette fonction, holomorphe dans le cercle C,», a ses dérivées holomor-
phes dans le même cercle; de plus, pour z = o, cette fonction a ses
dérivées toujours positives.

On sait, d'après les résultats obtenus par M. Kœnigs, qu' i l existe une
fonction holomorphe dans le cercle C,p, qui satisfait à l 'équation fonc-
t ionnel le

/^W(-).

Cette fonct ion est, à un facteur constant près,

bs
31 - /-(T'-T^

5. Généralisant ces résultats, nous allons former une fonction holo-
œorphe dans le cercle C.r et satisfaisant à une équation linéaire homo-
gène par rapport à cette fonction et ses transformées au moyen de la
fonction cp (z).

Posons
/ (s)=——————— ,

r(i-6)

/(•s,)=—————^——>

'~ r { i — b )
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et d'une façon générale
ï — b^

/(.,) ̂  __±

^, ̂ , . . . , ̂  étant les transformés de s.
Pour trouver/(^), supposons que l'on ai t

ï — b^1
T —- - — ,___________.

./(^-,)=——————^

r{i-b}

Substitoant -s, à z, on trouve

ï — &"-1 bz
ï — _- .̂-^_ — ^ - , ^ 6 — &" -| a i — 6"

/ - ï — - ï ï — - ï + ———— ï — - ———;-
/•/„ ^ _ \ / • / _ / • I i — ^ J — /- i — 6
y(-j-———/̂^ ï s r b | _ ___-

' - 7(T=~f^ ̂ ~s > TV^^-b)] l r{i-~b)
r '

Cette re la t ion , ayant lieu pour n == :r, aura l ieu pour /z === 2, . . . , et,
sera générale.

Soient main tenant ~k^ 'Xa, . . . , \ des constantes dont la somme est
égale à, ï ; on a ident iquement

z s , î — b'1
y \ T ~~ 7- ^ ! """ 7 ï ~ //—————————— •̂  ———— —————————— « -̂ ^ ^ ^ -5-. ————————,— ——————————

Z .. z Z 2 ï — '̂ ^
l ̂  ^—-^j ï — ^ ï — ^YZZJ) x " r Y :̂--̂  1 — ^Y ;̂̂ -y

ou
/(,.) = ̂ y(^) + ... ̂  ——^^^(,^),

î — ^ I ~ ;. T-rrr

les coefficients de/(^), * . . , /(^) étant holomorphes clans le cercle
C^. et tels que la somme de leurs valeurs pour z =; o soit égale à r.
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Nous pouvons, de plus, remarquer que les fonctions

égales à l 'unité pour z === o, ont pour cette même valeur de z leurs dé-
. j __ ht

rivées toutes positives, le coefficient ——7- étant positif.
Supposons de plus que les constantes À.,, 7^2, . . . , ^"soient toutes

positives; nous aurons alors formé une fonction

f i ^\ — ï
s \^ ) — —~—!-

/y

r ( i ^ ô )

Satisfaisant à une équation fonctionnelle

f(z) = P, /(^ ) + IV(^) + . . . 4- P. f(Zn)

dont les coefficients holomorphes dans le cercle G,,, sont, a ins i que
leurs dérivées, positifs pour la valeur z == o.

De plus, la fonction de transformation ç(^) == — J A^ a ses dérivées
/*

toutes positives pour cette même valeur z === o.

CHAPITRE I.

1. Soil îp(-s) une fonction de transformation et x un point l imite
à convergence régulière; nous nous proposons de rechercher s'il existe
une fonction/^) holomorphe dans le cercle Cy satisfaisant à l 'équa-
tion fonctionnelle

PÂ3) /(^O ) •+• Ri (s)f(Si) 4- ...•+- pn(z ) f{Zn)= 0,
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dans laquelle p ^ , , , . ,^ sont des fonctions holomorphes dans le
cercle C^..

La recherche de telles fonctions repose sur le théorème suivant :
Si le coefficient poC^) ne s'annule pas au point x, et si l'on a la

relation
/?o(^)-+-J^(.2-)4-. . .-hp/,(^)=r=o,

si, de plus, il n'existe aucune relation de la forme

PQ(^)+PlW ^(.'ZO-I-/?^^) ^{X)-}~...~\-pn(x) ̂ "^{X) =0,

vêtant entier positif, U équation fonctionnelle admet une solution holo-
morphe dans le domaine du point x et ne s annulant pas en ce point; sa
valeur en ce point est d'ailleurs arbitraire.

Avant d'établir cette proposition, je remarque que je pu is , sans
restreindre la généralité, supposer que le point x est l 'origine, en
prenant alors pour z la valeur z -+- x; cela revient à faire un change-
ment d'origine; les transformés z\, s^ ,.. seront

Z ^ === 3^ — X, S 3 == -Sg — <27, . . . ,

z\ =: îp(^-+- ^)— ^, z^^ <f>(z\ •+• a))— x.

Dans ces condi t ions , la fonction de transformation est nul le à l'ori-
gine.

Je mettrai de plus l'équation fonctionnelle sous la forme
( l ) y=7Ti(^)yi+7T2(5)72+. . .-+-'7T,,(^)y^

en posant

7.=/(^ 7T,=.~^.. P L ,
7^)

S'il existe une fonction holomorphey satisfaisant à cette équat ion^
nous pourrons la développer en série ordonnée suivant les puissances
entières, positives de s et, pour avoir les coefficients de cette série,
i l suffira de connaître les quantités

y(o), ^(o), .... y^(o), ....

Nous pouvons, en supposant toujours y holomorphe, différentiel*
les deux membres de l'équation (i).



û56 A. GRÉVY.

En différentiant i fois par rapport à ^, nous obtenons des relations
entre les fonctions y, y^ . .., y^ et leurs dérivées jusqu 'à l'ordre i;
cherchons les termes qui contiennent les dérivées d'ordre i, dans la
dernière de ces relations; en différent iant î^/j/, on trouve

_ d ' y j .dn, cî^\rj ,^^+,^- ̂ .̂. ̂ ....

Le premier terme donne seul la dérivée d'ordre i deyy; on a d 'ai l leurs

^i^^yii^dz^ ^V
dz1 ' " " • dz^ \dz^ d^ ' " d z ) ' P,

P ne contenant que des dérivées dey^ d'ordre infér ieur à i, et les con-
tenant l inéairement .

Si l'on fait ensuite dans l 'équation obtenue ^ == o, on a

f^'yA fdiY\ ( ^/ \ / / .
(^-(^o5 {^-^^'

On voit donc que, en réunissant les dérivées de même ordre, la
quanti té (—7) est fonction linéaire et homogène des quan t i t é s

y^ ^ f^y}
.dz^ t t t î \^^

Si donc on connaît jo» (^) > ' " • > (—7^) ? on pourra calculer ( d l y } ,\ as / Q ^ clz ' / o \ dz y o
à moins que la relation trouvée ne se réduise à une ident i té ; il est aisé
de voir que cela n'a pas lieu en général; calculons, en effet , le coeffi-
cient de (^n • Le terme îr.y, fournit le coefficient

\€l^ / o

. . ( dz. \1 /dz^A1 fdz^1 , , ,..,
^•(°) /7——~ • [——1) • • • —— ==7r;(o)ç^(o).

Y^^y-1 / o \^^y-2 / o \ az / o

Réunissant ces coefficients dans le premier membre, on voit que le
coefficient de ( — • ? ) est\dz1),

l ~ -7T l (o ) (p / ^ (o ) - . . . - 7^y (o )y / ^ (ô ) - . . . -T r„ (o )9 / ^ (o ) ,

quanti té qui a été supposée différente de zéro.
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. . . , . fdiY\Ainsi, nous pouvons calculer -r'4 par récurrence.
\az /Q

II suffit de connaître Vo P01111 en déduire les valeurs des dérivées
pour z = o.

Pour avoir yo» il semble que l'on doive faire z = o dans l 'équation
fonctionnelle, il vient alors

J o [ l — ^ i ( o ) — ^ ( O ) — . . . — ^ ( O ) ] ==0;

la quanti té entre crochets étant nulle, on voit que jo est a rb i t ra i re ;
toutefois, nous prendrons p o u r y o une valeur difîérente de zéro, sans
quoi , les dérivées y\^ ... seraient nulles, et il n'y aurai t pas de (onc-
tion satisfaisant à l 'équation fonctionnelle.

2. Après avoir ainsi , calculé les coefficients de la série y, i l faut
établir que cette série est abso lumen t convergente dans le domaine
du poin t origine : elle représentera alors une fonct ion holomorphe
dans cette région; i l restera à mont re r que la fonct ion ainsi, définie
vérifie l 'équation fonct ionnel le .

Pour établir que la série formée est absolument convergente, il
suffira, suivant une méthode classique, de la comparer à une série de
même nature , et que l'on sait être absolument convergente.

La fonction ————;— ? liolom.orphe dans un cercle de rayon r( i —6)
ï _ ̂ ^

et dont le centre est l 'origine, est développable en série absolument
convergente clans ce cercle; cette fonction satisfait à l 'équat ion fonc-
tionnelle
( a ) Y= I\Y,i4- PâY2+ . . .^P^Y/,,

dans laquelle P^== ——^j~-—p-
Ss I, ——' (}

ï—. r^T
Nous pouvons d'ailleurs calculer les coefficients de la série au

moyen de l 'équation (2) par le procédé indiqué plus haut; les valeurs
trouvées étant uniques, nous sommes assurés que ce seront bien les
coefficients du développement de ———'——? si Fon donne à Y(o) la
valeur ï . ! i ,—^——^

Ann. elc VÉC. Normale. 3e Séné. Tome X î . — AOUT 1894. 33
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Nous voyons que les relations qui fournissent
/^•Y\ . (cVy\W, et w,

ne diffèrent que par le changement de P^- en ir^ et de —— en y (-s).
r

Je poserai, pour simplifier, <D(.s) == —— et je supposerai b ̂ [^(o)],
T i;- - 1 - _

F

ce qui est possible, ^(o) ayant un module inférieur à l 'unité et h
étant quelconque et assujetti à la seule condition d'être inférieur à
l 'uni té .

Ceci posé, comparons les valeurs trouvées pour

(^ et (^\d^), a \d^),

Le coefficient de (—7) est

i — Pi (o) fr^ Pâ (o) b^—... — P^(o) 6^.

Pi (o) , . . . , P^(o) étant par hypothèse des quantités positives, la quan-
tité P^ ((:))?/-+•. ..4- P^(o)6^ décroît constamment quand i augmente,
puisque b est inférieur à l 'unité et cette quantité, égale à i si i== o,
est constamment positive; le coefficient considéré est donc toujours
inférieur à i, croît avec i et tend vers l 'unité si i augmente indéfini-
ment.

Le coefficient de ( — ^ ) est\^ /o
i ~ pi (o)^(o)—.. .--^(0)9^(0).

Ce coefficient n'est jamais nul par hypothèse, si i est différent de
zéro; d'autre part, il diffère de zéro d'une quantité qui reste finie; en
effet, i étant un nombre fini, le polynôme en ç'(o) n'est pas nul : il
diffère donc de zéro d'une quantité finie; son module est supérieur à
un certain nombre a; si ^'augmente indéfiniment, ce module diffère de
l'unité de moins en moins ; on peut donc écrire

| ^ — / ? l ( o ) y / ^ ( o ) — . , . — ^ ( o ) y ^ ( o ) I > a > a [ J — I \ ( o ) ^ - - - . . . — P ^ ( o ) ^ l .
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Examinons maintenant les numérateurs des expressions de

^JfY\
^),

et '<r\^À"
Les termes de ces numérateurs diffèrent par le changement de P en T:

et de $ en <p.
Soit p le rayon d 'un cercle de centre 0 dans lequel ir^ ... , T:,, sont

liolomorphes, et appelons My le module maximum de 'K/ dans ce cercle,
on a

cl^,
d^ ^'d^

dk- / M./LTI / My< i .a. . . / f—-
p4

D'autre part, on a

My /^Py^

À, V^"
==:M/I .2. . .À'- ' i — b \/c

, y ^ & /

Posons -<e " -'(7^)"
On aura alors

cV^î
d^ <

d^ M^Pj
•d^ 1, o

L'inégalité écrite plus haut sera vérifiée pour toutes les valeurs dey,
si l'on a

rSp.

Nous pouvons établir une relation du même genre entre ç et <I>; re-
marquons que le module maximum de op est p : on a donc

d/cçf>\ d^ /' p
<I.2...A-4,

d^ o ^

V-p/.
, br

=i.2...Â-^r.
cV^^
dz^

Posons
^:~->^.
..le -' „<•'
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inégalité toujours satisfaite, si l'on prend

r<p^

sauf pour k = i; mais, dans ce cas, nous savons que f ç ^ o ) ] < 6; on a
donc bien dans tous les cas

d^ o

ci^ <
d^

ci^

Ces inégalités étant établies, désignons par M le plus grand des
nombres —' et donnons à yn une valeur don t le nnôdule ne soit pas/./,. t/ A

supérieur à l 'uni té ; la valeur de y\^ sera de la forme ^•; celle de Y^ sera

de la forme ^J- Si l'on remarque que le module de la somme est plus
grand que la somme des modules et que tous les termes de [M\ sont
posit ifs , et que ceux de ^ renfe rment TC/ et les dérivées l inéa i rement ,
on peut écrire

vi| > cc/i, |pi|<My,, ^i <4^
I joKYo

M

Le numérateur de y\ renferme l inéairement 71 et ses dérivées, ainsi,
quey^; mais il renferme les produits de y^ par TC ou ses dérivées, de
telle sorte que les termes du numérateur-de Y'^ sont supérieurs aux

a i
M Mmodules des termes de y\ multipliés par M2 • On aura donc

M2
1 y " \ <- — \"

1 a2

et d 'une façon générale on a
M Te

1 v^ 1 <--'" Y^1 Jo 1 <^ ^T " ' • (o)*

Nous sommes maintenant en mesure de comparer les deux séries
formées.

La série
Yo+ . jo

I .2
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a ses termes de module respectivement inférieurs à ceux de la série
Y' M wt2 Y" M2

V -1_ " ° _L_ ^ 0 !y 4- ^ ——— .+. —— ——— ^_ ^ , ̂
i a i. '2 a2

Cette seconde série é tant convergente dans le cercle de rayon

r ( t -— b ) a o b ( i — 6 ) a——,-,—— on _————,.,
M M

il en sera de même pour la série proposée, qui représente dès lors une
fonct ion holomorphe dans ce cercle.

3. Pour démon Irer complètement notre p ropos i t ion , il reste à
établir que la fonction déf inie plus haut est une solut ion de l 'équa-
tion .fonctionnelle .

Les fonc t ions ^,1, ,s^ * - - » •s/^ étant des fonctions holomorphes de ,s
dans le cercle C^, sont développables en séries ordonnées suivant les
puissances entières, posi t ives de z, dans ce cercle et par sui te dans
le cercle de convergence de la sériey formée plus haut .

Soit
,s, = a\ z -4- a{ ̂ ^... -h- a;,^'"4-. ..,

s,, ^2 . . , , ^ ayant un module inférieur à celui de -s, la série

7^jo+^yo+f^jS+—

est absolument convergente dans le cercle considéré; cette série, con-
sidérée comme série à double entrée, est donc une série absolument
convergente ordonnée suivant les puissances positives, entières de s.

Les termes ^ iy i , produits de deux séries absolument convergentes,
sont des séries absolument convergentes, et le second membre de
l 'équation est alors développable en série absolument convergente;
q u a n t au premier membre, il se rédui t à la série

y^-^y^ 77^7o - + - • • • -

Voyons s'il y a identité entre les séries qui figurent dans les deux
membres de l 'équation fonctionnelle.
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Nous aurons
yo=-S^7o?
J,=27T,(o)y,^+27^Ko)7o=2^(o)yo[?;•(o)] / '+2<•(û)yo.

Ce sont les équations qui nous ont fourni les valeurs yo» jo» • • • -

4. L'existence (Tune fonction holomorphe non nu l le à l 'origine est
donc établie dans un cercle de r de rayon p'—y-L-^, ^ étant un
nombre inférieur à i et supérieur à l y ^ o ) ) ; on peut étendre cette
définition de la fonction y à tout le cercle Cp de rayon p, intérieur au
cercle C^j et dans lequel les coefficients T '̂ sont holomorphes; Cp peut
d'ailleurs coïncider avec C,c.

Soit-s un point de hauteur égale à l 'uni té par rapport au cercle F,
ce point étant intérieur au cercle Cp; les points ^ , , ^2, ... sont tous
intérieurs au cercle F; la fonction/(-s) définie plus haut est donc dé-
finie pour les points z^ ..., ̂ ; les expressions

/(^i), /(^), —, /(^)

ont un sens bien déterminé et sont holomorphes dans les domaines
z^ ^2, ..., z^ la fonction

^)/(^0^—^^(^)/(^)

est définie et est holomorphe dans le domaine du point -s, pourvu que
tous les points de ce domaine aient une hauteur au plus égale à :i par
rapport au cercle T.

Désignons cette fonction par F(^); pour établir que celte f o n c t i o n
satisfait à l 'équation fonctionnelle, il suffit de montrer que l'on a

F(^)==/(^).
Formons F(^)

F(^)=7ri(^0/(^0^^(^i)/(^â)+---+'^(^i)/(^+i);

(Fautre part, la fonction/^) satisfaisant à l'équation

/(^i)==^(^i)/(^)-+-----+-^(^i)/(^+i)^

on a bien Fidentité
F(^)==:/(^).
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Ce raisonnement peut être alors appliqué aux points de hauteur
2, 3, ... par rapport an cercle F et montre que l'on peut étendre à
tout le cercle Cp la définition de la fonction/^).

5. Nous avons supposé jusqu'ici que les coefficients T^(^), ...,
TC^(^) étaient holomorphes dans le cercle Cp; si Cp coïncide avec C^,
le théorème est complètement établi; si Cp est intérieur à Cy, il nous
reste à examiner ce que devient la fonction /(^) dans l'aire comprise
entre ces deux cercles.

Soit A un point singulier (pôle ou point essentiel) des coefficients
TC^(^) , ..., î^(-s); je suppose qu'il n'existe aucun point singulier de
module inférieur; décrivons un cercle P concentrique à Cp, compre-
nant A à son intérieur et tel que la hauteur maxima des points de ce
cercle soit égale à i par rapport au cercle Cp.

Dans l'aire comprise entre Cp et P il peut y avoir plusieurs singula-
rités telles que A; nous admettrons d'abord que T C ^ , ..., rr^ sont uni-
formes, c'est-à-dire que les points A sont ou des pôles, ou des points
singuliers essentiels.

Pour tous les points autres que A, la fonction f(s) est holomorphe^
comme on Fa vu plus haut; considérons maintenant un po in tA et fai-
sons décrire à la variable z un contour fermé entourant A et intérieur
à l'aire l imitée par P et Cp; z^ ..., ^ décriront des contours fermés
entourant les transformées Ai , A^, • . . , A^ de A, et tous ces contours
seront intérieurs à Cp; les fonctions/"^), .. .,y(^), étant uniformes
dans ce cercle, reprendront les mêmes valeurs quand ^, ..., ^ et,
par suite, z seront revenus à leur point de départ; il en sera de même
pour 'n:i(^), . • . , ^(-s) supposées uniformes; on en conclut donc que
la fonction

^(^)/(^l)-+-7T2(^)/(^)+...^^(^)/(^)

est une fonction uniforme de s dans tout le cercle P; si, d 'autre part,
on désigne par FÇs) cette fonction, on sait que» sauf peut-être aux
points singuliers de T^(s), . . . , TC^(^), on a identiquement

F(^)=/(^).

D'après le théorème de Riemann, les fonctions F(^) et/(^) coïn-
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cident dans tout le cercle, et la fonction f{z) satisfait à l 'équation
fonctionnelle et n 'admet que les singularités des coefficients; d 'a i l -
leurs, si plusieurs coefficients admet tent la même singularité, la fonc-
tion/^) peut être holomorphe dans tou t le cercle.

Ainsi, la fonct ion ———I—^— holomorphe dans tout le cercle est
r ( i - ^ b )

solution des équations, à coefficients non holomorphes,

•/(-).^—a i-^(i-^) • b }

z — a

/^). / (^ ) - /(^),
i—O—^)

dans lesquelles on suppose ci < ^ / ' ( i — ^ ) , la fonct ion 9(5} étant

6. Un voit aisément qu'en un point z quelconque du cercle C^, qui.
n'est pas un point singulier pour les coefficients et dont les transfor-
més ^^^a , ... ne sont pas singuliers pour ces coefficients, la fonction
/(^) est holomorphe; en tout autre point, elle est ou holomorphe, ou
affectée de singularités analogues à celles des coefficients en ce poin t
ou en ses transformés,

En particulier, si Aest un pôle, ainsi que ses transformésA,,A,y,.. . ,A^
l'ordre maximum dnpôle de la fonction /(-s) au po in tA sera la somme
des ordres des pôles A, A^ ..., A^ des coefficients.

7. Examinons en dernier lieu n'sypothese de points critiques pour
les coefficients.

Si l'oîi a adopté pour les coefficients une branche déterminée des
fonctions T;, on définit une fonction /(-s) dans le cercle Cp.

Soit B le premier point critique que l'on rencontre; si on l 'entoure
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d'un cercle de hauteur î par rapport an cercle Cp, dans lequel les coef-
ficients sont holomorphes, les chemins transformés de ce cercle ra-
mènent pour/^i ), .. .,/YS//) les valeurs in i t ia les ; la fonction

devient alors
F(5)^7T, (^ ) / (^ )4- . . .+^(S) / - (^ )

V^z} =: 7^(,s)/(^-) -4-. . . 4- <(,s)/(>/,),

r : \ ( z ' ) , . . . , î î^fs) étant les nouvelles valeurs des coefficients après
une relation autour de B; si, la fonction non uniforme, a ins i définie,
satisfaisait à Inéquation fonct ionnel le , on aurait , en revenant du point B
à son premier transformé,

et
F^^) =: 7T / ( ^ ) / ( ^ ) -+-. . •-t" < (^1 )/(^M..l)

F(,^l) •:=.V,^Z^)f(s^ 4"...+7T//(^i)/(^/,-M),

ce qui n'a pas lieu généralement.
Cela peut avoir l i e n si l'on suppose, par exemple, que le po in t B est

tel que
îf.} -,. <̂.t.i.L,,̂

T:l [ S } - - • " — ' TC,^^1) "~" l 7

k étant une constante; on a alors

F^j^F^).

CHAPITRE II.

1. On a, dans ce qui précède, établi l'existence d^une fonction ho-
lomorphe dans un certain cercle, dont le centre est un point l imite œ
à convergence régulière de la fonction de transformation; mais il a
fallu supposer que les coefficients -n:^ étaient holomorphes au point x,

Ànn. de l 1 Éc. Normale, ,'i" Sérip. Tome XI. -- SEPTEMBRE i^oî. 6^
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satisfaisaient à la relation

I z= TTi ( X ) "h 'TTà ( ,:r )-+-.. .-•}-. 7T^ ( X )

et ne sa t is fa isa ient à aucune relation de la forme

i. = = 7 ^ l ( . ^ • ) 9 / ( ^ t ) ^ 4 - 7 r ^ ( 3 ) ^(r)2 7 1 '^-. . .-h 7r,/(^') ç7 (.r)^',

dans laquel le k est en t ie r posit if .
Nous allons déduire de ce théorème un moyen d 'obtenir la so lu t ion

la plus générale de Féquation fonct ionnel le

lh\y 4- p i V i -+-... 4- pn,yn. =• 0,

dans laquelle/^o, p i , ..., p^ sont des fonct ions holornorplies de z dans
le domaine du point l imi t e ,T et en supposant de p lus , que p ^ ( ' v ) et,
/•^(.r) ne sont pas nuls*

Rappelons d'abord quelques résultats ob tenus par M< K'cenigs ( ( < ) .
L'équation fonctionnelle

/(^i)^ ^ ' { x ) f ^ )

admet une so lu t ion bolornorphe dans le cercle C^.; cette so lu t ion , dé-
signée par B('-s), est la l imi te du rapport

[?T^7P
pour /> infini .

De la relation

on dédu i t
B^O^^zQB^),

B^(^)=^(>)B^),

a é tan t une quanti té quelconque.
On en déduit encore, en prenant les logarithmes des deux membres,

logB(^) ::= logB(^ ) ^'logcp^.r).

( 1 ) Âtiiialefî de l'Ecole 'Normcde aupcrwurc, 1884.
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La fonction
.̂. ̂ Bf . )u ̂  ; — log9'(^)

satisfait à l 'équation fonctionnelle
ô ( 3 i ) :̂  ^ ( ^ ) 4-1.

Enfin la solut ion la plus générale de l 'équation
/(^) ^^(x)f(z)

est
B^)f2[^)],

iî étant une fonction pér iodique dont la période est égale à l 'uni té .
Tous ces résultats supposent ^ ' ( x ) ^o; c'est ce que nous ferons

d'abord, nous réservant d 'examiner ensu i te le cas où q/ (.r) est nu l .

2. Ces résultats étant rappelés, considérons l 'équation algébrique
( i: ) /^ ( .r ) -l11- p i ( .r ) i + /h ( ̂  ) ̂  4-. . . + /^ ( -^ ) ̂ /' = o»

que nous appellerons équation carctciéristicfue ; nous allons montrer
comment à une racine de cette équation correspond une fonction qui
satisfait à, l 'équation fonct ionnel le .

Soit a une racine de l'équation caractéristique; posons
Loga ,

a =-: cp^^'}, a^ Logç/^; 5

et supposons qu'il, n'existe aucune autre racine de la forme ^ ^ ( x ) ,
'k étant un ent ier positif.

Posons (' ' ! )
y^YB^^) ;

l 'équation fonct ionnel le à laquelle satisfait Y est alors
^ I YB a (3 )+ . / ^YlB a ( ^ )4 - . . . - ^ -^Y^B a ( ^ )=o

ou
ïï^(z) |>oY +7^1 9^(^) Yi -+-... 4- ./̂  y^^^) Y/,] --= o.

(^ On peut (raillûurs établir toute cette théorie, sans avoir recours à la fonction B(5)
en faisant la substitution y === Y^; ceci permet même d'obtenir ' B { z ) comme conséquence
dû ee qui précède; toutefois, l'introduction de B(s) évitant d'étudier les singularités rela-
tives aux zéros de c?( -3) , nous avons préféré suivre la voie indiquée plus haut.
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L'équation caractéristique correspondante

(•:0 p ^ ( x ' ) 4- p , (,:r) y^f»^ -+-.. .4- /^,(^) ̂ (.a?)^ •== 0

admet pour racines les racines de l 'équation (i) multipliées par
^-^(x); elle admet donc la racine i et aucune racine ç^'C^), k é tant
un en t ie r posit if .

On en conclut , d'après le théorème fondamenta l , qu' i l existe une
'fonction Y non nulle à l 'origine, et liolomorphe dans le domaine du
point x, qui satisfait à l 'équation

^o(^)Y+^l(^)y 'a(^)Yl+.. .4-^«(. ï)9 / r t a(^)Y„=.o.

Nous voyons, en part icul ier , que, si a est en t ie r posit if , l 'équation
proposée admet u n e solut ion liolomorphe dans le domaine du point x
cette so lu t ion admet le point l im i t e comme zéro d'ordre a.

Si a est entier négatif, il y a une solution, môromorphe au point
l imite, qui est pôle d'ordre a.

Si a est fractionnaire, le point l i m i t e est un po in t cr i t ique algé-
brique.

Nous pouvons maintenant partager les racines de l ' équa t ion carac-
téristique en groupes tels que les racines d 'un môme groupe soient les
produits de l 'une d'entre elles par une puissance entière positive de
9-(.r).

A. chacun de ces groupes correspondra une fonction de la forme
B^^Y; nous avons donc déjà autant de solut ions que de tels groupes;
mais on peut aller plus loin et trouver une solution, qui corresponde
à une racine quelconque de l'équation caractéristique, si cette racine
est s imple; / so lu t ions correspondantes à la racine de l 'équation carac-
téristique, si cette racine est multiple d'ordre /.

3. Pour trouver la forme de ces fonctions, il. est nécessaire d'étu-
dier quelques équat ions du premier ordre, qui sont des généralisations
des équations d'Abel. et de M. Schrœder.

Premier exemple : y == py ^ .
Sip(.r) est différent de zéro, on peut poser

^5;=[^)p;
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il existe une solution de la forme
[B(.)pY,

Y étant holomorphe dans le domaine du po in t x et ne s ' annulant pas
en ce point .

La solut ion générale est alors
[B^)pYa[&(3): | ,

il étant une fonct ion pé r iod ique de période égale à l ' un i t é*
Dans le cas pa r t i cu l i e r où p ( x ' ) est une constante égale à 1/iinité,

la so lu t ion se r é d u i t à û [ h ( z ) \ .
Deuxième exemple : y ^ --y-rr; //., u, é tant une fonction holomorphe

dans le do mai ne du, p o i n t x.
Pour ramener cet exemple au précédent , posons

'j ':-:::: îog (.̂  Ji=log(.^

^ ('i " log c = u, log ̂  .:= //, (.> :::::: t^ e-11 \lo

e"^1 est une fonct ion holomorphe dans le domaine du pointa:1; nous
pouvons alors d i s t inguer deux cas :

1° u(x) == o.
L 'équa t ion caractéristique a alors la racine ï , car on a

^"Wr:::: i.

Laissant de côté le cas où u{x) serait constant [cas q u i se résout au.
moyen de la fonction 7^b(.z), 'X étant constant] , on voit qu ' i l existe
une fonction ^, holomorphe et non nul le au point x, qui satisfait à
l ' équa t ion

î;= ^ e-^w,

Prenons une dé te rmina t ion de la fonction log^; v ne s 'annulant pas
au. points , on peut choisir le domaine de ce poin t de façon que Log^
soit une fonct ion uniforme dans ce domaine; la fonction Log^, sera
alors parfaitement déterminée, et l'on aura ainsi vérifié l 'équation

Le g t'i — Logp ==-. u
ou

y^y:^u.
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2° U\x)^0.

La racine de l 'équation caractéristique, qui correspond à l'équa-
tion

ç -^ (^ e-11^^

est alors
e11'^.

Posons
_ //(.r)

Log^Y^) "

11 existe une fonction v de la forme
[B^ypv,

V étant holomorphe et non n u l l e au point ce.
La fonction y == Logl^B^yi^V admet en x un point logar i thmique .

Si l'on f a i t décrire à la variable un chemin qui n'entoure pas l 'ori-
g'ine, et si l'on suppose que le domaine du points ne con t i enne au-
cune racine de B(^), on peut dé f in i r la fonclion

j ,^Log[B(,3)pV(30;
l'équation

y,..^ y = u ( z )

admet donc une solution de la forme
a Log r f ' ( x ). b ( z ) + LogV ( s ),

LogV(^) étant holomorphe au point *z'.
Troisième exemple : y^ — y =r &//~ l (z^

Posons

y = a, ̂  ( z ) 4- ̂  6/^1 ( .5 ) + .. . ̂  a/,,, b(s),

yi=: ao[6(^) + ï]7^ ai [^) + i]/^1 + .. . 4- a,,̂  [^(5) 4- ï].

Voyons si l'on, peut déterminer les coefficients a,,, a ^ , ..., a,,.....,, de
façon à vérifier l 'équation

-v _ ,v -1— /i^"-l / -f\y^ —— j __ ( j [^ ) ^

n ( n — î ) n •~~- r
^-...^—4-ai-.-.^-.-==o,

,„ ni!L=LïlS.rL=^l., ̂  ̂ r:.1)! ".r̂ J,- ̂  "_-_.3 ̂  o,
f . % . 3 r . 2 î
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De ces équations, on tire successivement a ^ , a^, . . . en fonctions
de a ^ ; quan t au coefficient de ^^(r-) , il est égal à /za,,; i l suffira donc
de prendre pour y.o la va leur •î •

4. Des exemples qui précèdent, on peut en déduire quelques autres
dont ia so lu t ion se déduit aisément des solutions que nous venons d'ob-
tenir; on y parvient à l'aide d 'une f o r m u l e analogue à celle de l ' inté-
gration par parties.

Si nous désignons par Ay la fonction j, — y et par Vy une fonction £
sat isfaisant à l 'équation ^ "•- t =-y, nous avons identiquement

A uv = //.î t? ; - - uv =- ( u^ — u ) Pi -|~ ( ('î — (? ) u •=•: ( ̂ ^ -- u ') ((5 4- Ar) 4" ( fi — ^ ) u,

OU
A^c» -:-=: rA^ 4- ^AP -r- A^ A(\

D'autre part, si entre les fonctions a, [j, y, à, existe la relation

(î ) Aa == A? 4- Ay 4- A(Î,

on en dédui t
a =,:: (3 4- y 4~ rî,

en négligeant le terme iï\b{z)\.
La relation ( î ) peut s'écrire en effet

y^ ,„ p^ _.. y^ ....„ ô^ — a —- (3 — y — (î.

Cette équation admet pour solution générale la fonction £ î [ h ( z ) \ ;
on voit donc que la relation ( ï) équivaut à la relation

^^p4.y^o+a[^): | .

De l ' iden t i té que nous avons écrite plus haut, on conclut l ' identité

// v :=:: V ( v A u ) -h V ( u AP ) 4- V ( au Ap ) 4- ̂  [ b ( z )].

Nous allons appliquer cette formule à quelques exemples.

Premier exemple :
y\—y-^ub{z},

y^ub{z).
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Remplaçant dans la formule précédente u par Vu et p par &(^) , on
trouve, en tenant compte de la relation & ( ^ ) — b(z-} == i,

b{z)Vu =r^u ^(.-) 4- V [^Oi) - ̂ 0)] V^ -h V^ [^(^i ) — ^«)] + a [^(^)],
6 ( ^ ) V / / - = : V u b { z ) ~\--VVu-^Vu+^[b(z)],
V^ /^) = [ b { z ' ) — i ] V a — VV^ — ^S[7^)].

Si uÇx') est nu l , V^ est une fonct ion holomorphe dans le domaine du
point .T; si ^(.T) ̂  o, Vu est de la forme

alogy^O^^)^/ '^),

/(s) étant une fonction holomorphe.
On a alors

W u ̂  Va Logç^). b{s) 4- V/(^) -= ûîi ̂ (> ) -h pi ^(s) 4-/i (s) ,

a,, p^ étant des constantes et/ ( z ) une fonction holomorphe.
On voit donc que V u h ( z ) est de la forme

} .^( .G)-hp.^(5)++(^)

À, étant une constante, ^ e t^ (^ ) des fonct ions holomorphes; la solu-
tion générale est la précédente augmentée de Q [ h ( z ) \ .

Deuxième exemple :

ji — y :=: u.^1 ( z ) y = V u b" ( s ').

Remplaçant dans la formule u par Va et ^ par / ^ ( z ) , on trouve

b'^z^u == V^(5) +VJV^[^(s i ) — ^^ (^)]| + V J u\b'1 (s,) — ^(5yi|

:=V^^(^)+Vj[n^- l(^)4-. . .+ï ]V^|4--Vg^4/^& r t w l(5)4^..4-I ]

V^ est de la forme a6(^) -h/(^), a étant une constante. Si l'on met
cette expression à la place de Vu, on voit que l'on a

b" ( z ) V« rr: Vu b11 ( z ) •+• V/^ a &"• ( ̂  )

+ V [ nf(s) + /u< + ̂ 1.̂ ^ a | ô^"1 (5) + ....

De cette relation, on déduit

V( u + /^ a ) b'1 ( -s ) •::= b11 ( s ) V^ — V F ( z )
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F(^) étant un polynôme de degré n — i en b(z), dont les coefficients
sont des fonctions holomorphes de z.

Si l'on a d m e t q u e VF(^ ) est un polynôme de degré n en b(z) à coef-
f ic ients holomorphes, on voit que

V^(;s)= ^(;;)Va--VF(.s) —V/za^(^)

est un polynôme de degré n 4- T. en &(s) à coefficients holomorphes.
Ce théorème ayan t été é tab l i pour un, polynôme F(-s) du premier degré
en b{z) est a in s i démontré dans le cas général; on a donc

V//^(3):=/o(r;)^^(,^)+...+^(^)^^^(^)+...+.A-M(^).

On peut remarquer d 'a i l l eurs que le coeff ic ient de f/1^ ( z ) est une
constante , et les coeff icients su ivants des fonct ions holomorphes de z
au po in t x.

De la réso lu t ion de cet te é q u a t i o n , on d é d u i t celle de l ' équat ion

y i — y ::= u Logp Log^ ... Logc^,

u, ç7 ', . . . , {w é tan t des fonctions holomorphes q u i peuvent être nulles
au p o i n t a ' .

ç é t an t de la forme (s — ^y'V [V(^)] 7^ o, on peu t écrire

Logt.' = Log(^ — .z'^V 4- LogB7^,.;) — Lo^B7^^),

Lo^ ==: Lo^V + Log [ z^ [ Â + LogB^(^),

Logi-rrLogV [ ^—4 | ^+•LogB ^(^)=LogV /(^)+Â:Logy /( . r ) .6(^) ,
L j!> v^ J

I^ogV^s) é t a n t une fonc t ion holomorphe dans le d o m a i n e du points .
Le produi t uLo^y. Log^... Log^ est donc un po lynôme de degré

n + i en b(z) à coefficients holomorphes etjsera un polynôme de de-
gré ri 4" a en bÇz) à coefficients holomorphes-

5. Nous avons jusqu'à présent é tud ié des équat ions de la forme
y^ j=: u î ^ ^ z ) ,

dans l e sque l l e s u est ho lomorphe ; nous auro.is besoin pour 1/étude
des groupes de racines de l ' équa t ion fonc t ionne l l e homogène d'ordres

^nn. de î'Kc. Normale. 3" Sésie. Torne Xt. SEPTEMBRE 189^. ^
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de connaî t re la forme de la solution d 'équations de même forme dans
lesquelles u admet un pôle au poin t oc\ il nous reste à examine r de
telles équations.

Premier exemple :
a cq -a/'"1

B(Ï)y, - y = ̂ -^ -+• ̂ -^ 4-... 4

a, a ^ , ..., a^ étant des constantes.
Posons

.̂_
y == —.B^^) B(.

?./,-. 1 î
Ji:::= ~n:ç ^ C ^ B ^ T ) " 1 ' ' ' ' ^ ^ ) ÏK^) '

„ — _L r î~ ^ ' ?•/"~î r- -L „ 1lrl 7- B^^) [^(^) \_ +- • •+ B(-î) [ '̂) "J

Nous aurons résolu l 'équation proposée en posant

lA•-l[^^îi=GC/^

équa t i ons q u i fournissent les valeurs de À, . . . , 7^_,^ pu isque ^ ( x )
est supposé compris entre xéro et l 'uni té .

Deuxième exemple :
y^y^^^^,

la fonct ion u é tant supposée holomorphe et non nul le au poin ts .
Si l 'on pose

y^ ,4- ̂  + ̂ ^ +...^ ̂

l 'équation devient

t^t^ l^\l
B^) Ly /• ) Ly^

À,,, ri , î
•^B^b"'^

M
(T:r̂ )r
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On a d 'ai l leurs

a == <^-4- <^i(5 — .r) -+- a^z — xY-}-. . .-t- ^/,(^ — .-r)71'-^-. . .,

'—T, + 7-——'-^ 4- .. .4- ̂  -+- a|̂  (^- ^) ̂ . ...B' (^ ) {z^^Y { z - x y - 1

Nous poavons alors dé te rminer les coefficients X (le façon à faire
ispara î t re les termes qui c o n t i e n n e n t z — x en d é n o m i n a t e u r ; i ld i s j

suf f i t de poser
1 '| /.^ A /.

À ^ — l "" '~- ao,';• — l "" ̂  "o'

^^-].M^.[^-]^ _, aî-h \ ̂  -i a^-' = a,,

On tire de ces relations les valeurs de 'X, l^, . . . ; on voit fac i l ement
que les coefficients a^, a^~1, ... sont différents de zéro, sans quoi
—— n ' a u r a i t pas le point x comme pôle d'ordre i.Ir(^)

t est alors une fonct ion de la forme

^(^)+/(^),

p. é tan t une constante efc/(^) une fonction holomorphe.
On voit que l ' équa t ion

u
y ^ y —— ——^...^^-^

{^ — X )

admet une so lu t ion de la forme

• Â ^.^^..^^^^^
' B ^ ( z ) B^-1^) "" B { z )

ou
P( ^b(z),( ^ w\k

\^ — x )

P ( z ) é tant une fonction holomorphe en x, et non nul le .

Troisième exemple :
y^ „ y ^_ 7"r~~~' ^\k'

\^ x }
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Appliquons ici la fo rmule
^;=V(pA^)-t- V^A^-t-N^A^Ac),

en remplaçant u par V ~——,: et (-' par b (s).
(, -3 — t x l} l '

^r^)'^^—^^^^?-
'————^=72i——î+P i'(3).[^ — .r j ^ — IL)

•-<*"•( ^ ^ ' ( " ^ ) » a / \ 1 / \

"(^ïy^iî'rî).-1-1"'"-'^1'-'''^'

»(.)'—;.='-^-^-(°>-(̂  — ^J ^ — .A. ;

I/équation a donc une s o l u t i o n de la forme

P i ( ^ + P . ( ^ ) ^ ^ , , ^ . ._ - ^ ^ ^ ^ ^ ^ — — — 4 ~ ^ ( . ) ,

1̂  et Pa é tant des fondions holorriorphes, ^ une constante, t\(/r) é tan t
difTérent de zéro.

Quatrième exemple :
ufy^z)y ^ - y ^ ̂ ^^.

Admet tons que l 'on ait

v^^ ̂  l'i^^î^^^^^^^^ + p ̂ .^),
( ̂  — ,:r )/<' """ ( /31 — x )A' ' ^

nous a l lonsmontrerque la loi déformat ion est encore vraie pour réqua-
tion

u b^iz)
y ^t —.«. ' 'i """"r ~ nr /« u-[^ — x )

Dans la fo rmule déjà employée, remplaçons u par V/—^1- -;̂  el ^ par
^ ,T}

&«(.)

^^^(^-"^^^(T^^7^'^-^]^^

^^(^^^^^^(^-^^'-'^^••^(i^-
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On a

\^-=T^^^-
Le second membre contient; donc des termes de la forme

F,(s)b'^(z) F^s)^-2^)V_^-^_, v-^-^-, ...,

dont les valeurs sont de la formep.,.,-. .^P^^)^,.^
v ^ — tA- ;

et le terme "••^s^s^l^l•
dans lequel. P(^) est d i f f é r en t de zéro, de telle sorte que l 'on a bien

v ^^ -. ̂ 0,.(.^ _t.j,j^ _ ^^
\, ̂  —" ' i- ) \ ̂  — •'̂  ;

ce qui. é tab l i t le théorème d'une façon générale.
Remarquons que Q^,(.'r) n'est pas nul.

CHAPITRE III.

'1. Soit Inéqua t ion fonctionnelle

PQ ( ̂ y + /^ (^ )yi "4- • • •+ pn. ( z )y^ = °.
dont Inéquation caractéristique

p,{x)^p^x)t-^...+p^)ttt-=o

admet la racine a (Tordre/?.
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Posant a •==- [y'^)]"» à toute solution y correspond une so lu t ion Y
de l 'équat ion

^o(^)Y+^(^[o /(.r)]^Y,+...+^(^)[9 /(.r)]^Y,=o;

réciproquement à toute so lu t ion Y correspond une fonction y solu t ion
de la première é q u a t i o n ; entre ces fonct ions, on a la relation

j=Y[B(^.

Au l ieu de rechercher les so lu t ions de la première é q u a t i o n , nous
allons chercher celles de la seconde; l 'équat ion caractérist ique re l a t ive
à cette seconde équation, ayant pour racines celles de la première équa-
t ion caractéristique divisées par [^(.y}^» admettra la racine ! comme
racine d'ordre/^

Ce sont les fonct ions q u i correspondent à cette racine que n o u s
al lons é tud ie r .

2. Nous savons déjà qu ' i l existe une fonction liiolomorplie non n u l l e
au p o i n t x qui s a t i s f a i t à l 'équation en Y; soit Y 'ce t te f o n c t i o n ; si
nous posons Y=== Y'V, l ' équat ion dev ien t

Po(^ ) TV + P,^) Y, V. -+....+ P.(^) Y,V, ̂  o,

en posant, pour abréger,

PK^)=/^)[?'(^)p,
ou, en tenant compte de la relation

Po(^) Y'+ P,(z) T, +.. ̂  P^s) Y, === <>,

p,(5)Y /V-4-Pl(^)Y / lV l4~. . .
- [Po(^) T+ P,^) Y, +... + P^(^) Y;^ ] V,:= o,

Poî^Y^V-V^+P^^Y^V-V,^)^.. .
+P,^(^)Y^(V^-V,)=o.

Prenant maintenant comme fonction
a -= Vi ~- V,

^i =Vâ-Vi,
• • • • * • * » » . « . . . . . y
^»i=:v^~"- v^i,
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011
v v _ //T tï,— T n—ï — " / î—l»

\ ^ —— y ^__^-zz: U^—.^ 4- / .</t—2»

V^ — V == «,,_i 4- «,î-2 4-... 4- ^i -+- u.

Nous trouvons a in s i la nouvelle équation

PO ( z ) V'(u 4- Ui -4- ... 4- ̂ -i )

4- P i^ ) "Y^(^ ,4 - ^â-+-. . .4- «/, i )4 - . . .4- P^- . i (^ )Y^- i^ /^ i -== 0,

P,(z)Tu 4" [Po(^ ) Y^ 8,\(^) Y, ] u^ .. .

+ [P,(s) T-^ P,(z)Y, +. . . -h P,-^) Y^J ̂ _,=o,

é q u a t i o n tbnc t ionne l l e d'ordre ^ — ï en u; les coefficients sont holo-
morphes e l l e coctÏ ic ient de u n'est pas n u l au p o i n t x. Cette équat ion
est donc b i e n de la forme déjà é tud iée .

Formons son é q u a t i o n caractér is t ique

Po(^) Y7^) 4« |:Po(.^) Y^.r) 4- Pt (^) Y, (^):|/ 4-. . .

+ [P«(.r) T(.'r) 4". . .4- P^i(.r) Y;^, (.zQj^-^o.

Remarquons que l 'on a

Y /(^):=Y,(^)=...=Y;^(.r).

L'équation caractéristique peut s'écrire

PO (.2-) 4- [ Po(^) + Pi «l̂  4-. . .+ [Po(^) + Pi(^) +. . .+ P/^i(^):| ̂ ^^^ 0.

Le premier membre de cette équa t ion é tant le quo t ien t par / — ï de

- [Po(^) 4- Pi(^ +. . .4 Pn(^) ̂ ],

cette équation admet encore la racine i à l'ordre p — ï . L'équalion
fonc t ionne l l e en ^ admet alors une solu t ion holomorphe non n u l l e au
points .

A cette fonction correspond donc une fonction V==V^ de la forme

/c^)4-/(5),

k étant une constante,/(^) une fonct ion holomorphe au points.
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L'équation en Y admet donc les deux solut ions

y, T[/ .^(^)+/(^)] ,
et l 'équation donnée admet les deux solutions

T[ÎHz)Y, T[B{z)Wb(z)^f(z)].

Si la racine a est double, nous avons ainsi deux solutions correspon-
dant à cette racine.

Admettons qu'à une racine a d'ordre p — î correspondent les/? — :r
solutions

YÏB(^, Y/[B(^^[/c^(^+/,(^)], ...,
Y[B(5)^[/c^^^(s)^/^,l(^)^w3(^

Nous allons démontrer qu'à une racine a d'ordre p , correspondent:
les p so lu t ions

Y^-B^P, ... YTB(^p[Â';,,, b?^ (z) +/^^ (^ b^'^z) 4-... ̂ f'^^ «l,

Si nous admet tons le théorème pour la rac ine /^ — ï , l 'équation en //
a les so lu t ions

u, u[m^b(z) 4-^1 (.s)], ...,
^[/7^,^^(^)4-^-,,l(^^- l(^)"h...4-

A ces ?—ï so lu t ions correspondent pour V les solutions

V < z , V u[m,b{z)~^^,{z}\, • . . . ,

qui sont de la forme

k\b{z)^f^z), /<,^(^)+Ai(5)^(^+A,(^), ...,
k^ bP-^z} +/; -.̂  (^ bP^(z) +. . .4-/^,^ (^).

L'équation en y a donc bien p s o lu t i ons de la forme i n d i q u é e ; nous
remarquons que k\, ..., k' sontdes constantes, f\ (^), • • • » , / n _ i , ^ i ( ^ )
des fonctions holomorphes.

Nous voyons d^ailleurs que les constantes /c? ..., / c ' _^ ne p e u v e n t
être nul les ; on peut , en effet , par le procédé employé ob t en i r une série
de transformées de l 'équation ju squ ' à ce que l'on parvienne à une
équat ion ' fonct ionnel le dont l 'équation carac té r i s t ique admette la ra-
cine simple ï ; l 'équation précédente a alors pour so lu t ions une fonc-
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tion hôlomorphe non nulle en x et une fonction qui a la forme d'un
polynôme du premier degré en bÇz), le coefficient de b(z) étant diffé-
rent de zéro au poin t x.

Le terme en b^Çz) de l 'équation qui précède sera dans les mêmes
condit ions, pu i squ ' i l provient uniquement du terme en b(z); en conti-
nuan t a ins i , on voit aisément que les constantes k\, . . . , Je ^ sont dif-
férentes de zéro.

Nous pouvons alors énoncer la proposit ion suivante :
A une racine \ ̂  Çxy\^ d'ordre p de l'équation caractéristique corres-

pondent p racines y qui senties produits d'une fonction [B^^Y'par des
polynômes de degré Oy i, .. ., /; — i en b (z) ; les coefficients de ces poly-
nômes sont, ainsi que Y^, des fonctions holomorphes de z dans le voisinage
du point x, les coefficients de la plus haute puissance de 6(,s) étant des
constantes différentes de zéro.

Nous avons négligé constamment les termes d\bÇzy\, mais nous
voulions s implement ob ten i r / ? solutions correspondant à une racine
d'ordre/? de l ' équat ion caractér is t ique; nous verrons plus tard com-
ment on peut trouver la solut ion générale de Inéquat ion au moyen de
solutions part icul ières.

3. La méthode que nous venons d'employer permet également de
trouver les solutions qui correspondent aux groupes de racines indi-
quées plus haut.

Soient [^{x)Y, [y^)?"^, •-» [^(^r'"^"1 P racines de l'équa-
tion caractéristique, k^ , . . , 'kp^^ étant des nombres entiers posi t i fs ,
qui ne vont pas en décroissant.

A la racine [ç^'^)]0^ de 1/équation caractéristique correspond âne
fonction fB^))0^ de l 'équation fonctionnelle; l 'équation fonction-
nelle à laquel le satisfait Y' étant

Po(^ )Y4-P i (^ )Yi+ . . .+P^ )Y^=o ,

PO, P,, ..., P^ étant les fonctions

/?o(^)[9 /(^)]^ . . • . /^(^[P^)]^

Les racines de l'équation caractéristiqae correspondant à l'équation
Ann, de l'Éc\ Normaic. 3° Série. Tome XI. SEPTEMBRE 1894. •̂
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en Y sont, relativement au groupe considéré,

T, iy(^)]-^, - . . , ly^)]-'/-.
Si nous formons la transformée en u, en posant

Y^Y^V, Vi-V=^

nous trouvons Inéquation fonctionnelle
Po^Y^+EPo^Y^I^^Y'J^-K..

^[Po^Y^ ..+P,^(^)Y^.Ju^=o,

dont l'équation caractéristique admet les racines

ly^)]-^ . . . , [9^(.'r)]"-V..

Il existe donc une solution u de la forme

[B(.^)]-^^

?^ étant une fonction holomorphe au point x, et non nulle.
La fonction Y correspondante sera

v=v—^—==v l t f
""' [B^)]^ 'w (5—,z.)^,

u étant holomorphe au point x.
On a donc

v-J^.V=-^^(.),""' (-s—^)^

p. étant une constante, P(-s) n'étant pas nulle au point x\
L'équation proposée a donc les solutions

T[îîW, yEB^)]^^^^^^^]
ou

(-^--^/i^), (^-~^)a^Al(^)+(^-^)a&(^)A2(^),

/i»/2,o /2,2 élant holomorphes; /i(^) et/2^(^) n'étant pas nul les .
Admettons que, à un groupe de? — i racines, correspondent/^ — r

solutions qui ont la forme de polynômes en b(z) de degrés o, r , /',
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^ — 2 ; les coefficients de ces polynômes étant les produits de fonc-
tions holomorphes par les binômes (z — x^-i, o^ correspondant à
[&(^)]\ rç'C^')]^ ét^t la (î'y01"® racine, en supposant ces racines
rangées par ordre de croissance des exposants.

Dans cette hypothèse, une solution de l'équation en u sera

(5-^)-^4,(^)4-(^-^^^4.(^)&(^)^...4-(^-^^ /c4.(^)ô^•-- l(^),

on a /=,
V=yu=^(z^^)-kr^^z)b^^)

/=!

j ^ i

- V Qo+Qt^^+'-^Q^E^^)]^ ,̂ ,-.1^"""^d ^ — ^ ) ^ P^ ^^(^-^)^
/ ^ l

et
; su

^_ Y^'n^Ma ̂  ̂.r= Y-W-a. S Q••4-Q•'•(s\-:_•^o'-J[t(s)]"J +p^.(.).

Les seuls binômes qui soient en dénominateurs de r^C5)]^7 son^
(js — ^y*)', (z — oc^î-^ ..., (^ — a? y*; de sorte que l'on peut écrire

^T[B(.)^-J^+^^+...4-^^(^)^•/ l- v /•j (^—^)A' , (^—^A-.^i ( ^ — x y ^ i " \

OU

y=/,(^)(^-^)^^/,(^)(^-^)^^^(^)+...4-^^^^^

En donnant saccessivement à i les valeurs ï , 2, ..., p — T , nous
aurons, outre la solution Y'FB^)]", les solutions

Ai(^)(^ - ̂ )a^+A.(^)(^ - ̂ r^)»

/^i^)^-^)^^^/^^)^-^)"^-^^)^..-^

Si, dans ce qui précède, on suppose différentes quantités k égales
entre elles, tout ce que nous avons dit subsiste-

Si, aux conditions déjà énoncées, nous ajoutons que la fonction
p ^ ( z ) ne s'annule pas au point x, nous voyons qu'une racine quel-
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conque de l 'équation caractéristique peut être mise sous la forme
[^(.r)]01, et nous pouvons énoncer le théorème général suivant :

A une racine simple [ç'^)]01 de l'équation caractéristique correspond
Une solution de la forme

(^-^)°7(^).
A un groupe de racines [y'^)]0''1, [ç'C^)]^» • " • » fî^^)]^ ^ont ^es

exposants ne vont pas en croissant et sont égaux ou diffèrent d'un nombre
entier, correspondent les p solutions
(z-^f,(s),
(s-^f^(z)-^Çz-^f^(z)b(z),

(^-^)^^(^)+(^~^)a/-/p,,(,s)/>(5)4-...+(^~.^0^^

h Çz) étant une fonction qui admet au point x un point logarithmique,
f^ Çz), .. .,/^(^) étant des fonctions holomorphes en oc.

Remarquons en t e rminan t que certaines de ces fonctions peuvent
être identiquement nu l les , comme cela a l ieu pour les équa t ions à,
coefficients constants, que nous étudierons plus tard, les fonctions/,,

,/2,i» • • • ' / p , < n'étant pas nulles à l 'or igine, si toutes les racines sont
simples.

Examinons d'un peu plus près la composition de ces solutions
lorsque des racines du groupe sont multiples; supposons [^(.r)"]^
racine d'ordre X ^ , [ç' (,^)^ d'ordre \, ....

A la racine a^ correspondent À, solutions
[BC^MAi^) +f^(s) b(z] +.. .+A^) ̂ ""1^)],

i pouvant prendre les valeurs r , 2 , . . . , Â;/^(^) est différent de zéro.
En appliquant la méthode déjà employée, nous serons amené à,

considérer une série d'équations fonctionnelles, les a^ — i premières
conduisant aux "̂  solutions précédentes, la a^10 ayant une équation
caractéristique n'admettant plus la racine [(F^^)]^, mais ayant la
racine [^(^Y^1 à l'ordre À^. Cette équation fonctionnelle a donc
des solutions de la forme

B[(^^-4/^^)+/;,^(^+...+/;,K^^1(^)L
fi,i(z) n'étant pas nulle au point x.
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L'équation fonctionnelle de rang a^ — r admet ta i t alors la so lu t ion

YVEBC^]^^/;,^^ +.. .+/;,^) ̂ -1^)].

Nous savons que V^--—^-^—r est de la forme1 L 'H^-U
Po+P,^)+.. .+P^^1^) ,
————„.———p^-y^———————— + ̂ (.),

[j. pouvant être nul , mais P^_i( . r ) ne l'étant pas, f^ é tan t supposé
différent de zéro.

L'expression VIBC^)]" 1 ^ 1 !^^^)"^- - - ! contient donc un terme
• t . 1 \ . . ^ ' le terme en f/^Çz) peut fournir également un terme en
L j' ( 2 ).\ " 1

//""1(,s), mais, son coefficient étant une constante, on voit que le coeffi-
cient de

^^ItfL-
[B^)]^

sera une fonction holomorphe non n u l l e au points".
La solution de 1/équalion de rang o^ —- i est alors

/^) ̂ [il̂ i}̂ "- • "^(^ô!̂ iîl:h.4-t±^J^,.—.^^^ ._.-,^ .. ^

/^•(./r) étant différent de zéro et//+i(*r) étant nu l ; on a

^.^«)==^-Y[B(^)]^-^
^<-t / ^ )

Si l'on remonte à l 'équation de rang a< — û, les termes rj^T^-T-^-a--

qui proviennent de «M^LZd^i^ donnent an terme

en F^1-^ dont le coefficient ne s'annule pas au points; le terme
| 15 {z )J"» " i

(xY^"(5) peut donner un terme en //" l(5); mais le coefficient de w
terme étant holomorphe, le terme en rr-r^^^ que l'on en dédui t :
aura un coefficient nul au points; on en conclut que dans la so lu t ion

f y i - i (z )
de l 'équation de rang o^ — 2, le coefficient du terme ^^7^^^ "^
s'annule pas à l'origine.



286 A. GBÉVY.

Nous pouvons répéter ce raisonnement et nous arriverons finalement
à trouver pour l'équation proposée une solution de la forme

l:B(^]°4Fi(^ + F^) b(z) 4-.. .-h F,(^) ̂ (z)] + [B(^)p.[.. .],

¥ t ( z ) n'étant pas nulle au point x.
Il est manifeste que, si l'on considère les solutions qui correspondent

à la racine [y^)]"8 d'ordre Àg, ces solutions correspondent à des so-
lutions de la a^6 équation d'une forme analogue, le coefficient de la
puissance de b^^Çs) étant différent de zéro, les coefficients suivants
contenant en facteur [B^)]0^"'"», tandis que les coefficients des
puissances [b(z)]°, [&(^)]\ . , . , [b(z)]i~'i ne contiennent pas le
facteur [BO)]^

En remontant à la première équation, on trouvera

[B(^[F, ( z ) -^F^) b ( z ) +. ..+ FK^) ̂ 1^)]
+[B(^)^[ . . . : l+[B(s)^. . . .

Nous pouvons alors préciser la forme des solut ions qui correspondent
à un groupe de racines; pour cela, nous supposerons que la racine
multiple d'ordre X est remplacée par X racines; ces racines seront
évidemment égales, mais nous les distinguerons, pour la commodité
du langage, en leur assignant un rang.

Soient a ^ , a^, ..., a^-, ... les exposants de y'(.2?); une solution de
l'équation fonctionnelle sera de la forme

l:B(^)M:/i^) -+-/2(^) b(s) +.. .-t-/,^)^-1^)] -+- [B(^)p<: .[:...].+-...,

si elle correspond à la ^ième racine [ç^"^)]^» et a/- étant inférieur à
a^...o^.

Le coefficient fj ( z ) est holomorphe et ne s'annule pas au points.
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CHAPITRE IV.

L Le théorème général sur l'existence d'une fonction holomorphe
non nulle satisfaisant à l'équation fonctionnelle, sous la condition

J9o(^)+79 l(A t)-+•.. .-4-^(^)==0,

suppose simplement que y(^) a un module inférieur à l 'uni té ; mais,
dans l'étude qui a été faite ensuite de l 'équation, on a supposé que
(p'(^) n'était pas nul, en faisant correspondre à un nombre [^(a?)]'1
une solution de l 'équation fonctionnelle. En supposant ^(^^o,
nous allons cherchera former une fonction analogue à la fonction B(^);
cette fonction ne sera pas holomorphe dans le domaine du points,
ainsi qu'on peut le voir aisément a priori; pour trouver cette fonction,
nous établirons les théorèmes suivants :

THÉOKÈME Ï. — Si la/onction ç(^) est de la forme

^+c(5—^) a [x+^H.s)] ,

a étant un entier positif\ c une constante, ^(-s) une fonction holomorphe
dans le domaine du point x et nulle en ce point, il existe une fonction
holomorphe unique satisfaisant à l'équation

y^=c{z—a!YÂ-~ïy.

Cette fonction a le point x comme zéro simple.

Posons y =(z — ,r)Y, la fonction Y doit satisfaire à l'équation
( ^ l — ^ ) Y l = = c ( ^ ~ ^ ) a - l ( ^ — ^ ) Y ,

Y=^^^+^^Y1^
Y==[i+4^):lYi.

Cette équation fonctionnelle admet une solution holomorphe dans le
domaine du pointa? et cette solution n'est pas nulle en ce point; on en
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conclut qu ' i l existe une solution y =(z - x)~Y satisfaisant à l 'équa-
tion

yi=c^—^)^\r.

Cette solution est seule holomorphe ou , du moins, les autres solutions
holomorphes sont le produi t de y par une constante.

Le raisonnement que nous venons de faire suppose ^(tz>) non n u^
ident iquement ; dans le cas où l'on aurai t

Cp(5)—^==:c(^ —A 1 ) ^

on voi t de suite que la solut ion holomorphe u n i q u e y est

Cette fonction holomorphe est d'ailleurs la l i m i t e du rapport

^^^^.)a='r^
Z,t — X

' _ ,.y, \ a"" i { w ~ ^ T O ( " Z " Î 3•i — X ) , . . {o^«.i — x )'J'

on le voit fac i lement en mul t ip l ian t membre à membre les identités

y,-=.c{z—œ'}^\y,

J^^l--^-1./!,

y^c{s^^xYÀ-iy^,
ce q u i donne

y,,= c^z ~ ̂ )a-i. . . ̂ ^ ̂  xy^y.

Posant y === (z — o?)Y, on trouve

^^,-.r)ï„==^(^—^)^^...(s^l-^)^J,

y = ——____f.^n.rÏ______ Y
" ^(^—^)^"^. . (^^—^)a- i I^-

Si /^ augmente indéf in iment , Y,, a pour l imite une constante et le rap-
port considéré a une l imite qui est à un facteur près la fonct ion y.

On pourrait, en suivant une marche analogue à celle qu'a adoptée
M. Kœnigs pour la fonction B(-s), montrer que le rapport

^ ̂  — gç
C'»(5 - d?)"-l~^,,_i- A-)"^
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représente pour n infini une fonction holomorphe dans le domaine du
point oc, et en déduire que ce rapport est solution de l'équation

r^c^z—xY^y.

On voit d^ailleurs que z^ — œ est divisible par Çz — x ^ ' ; le dénomina-
teur est divisible par

[(z — x) {z — xY. ..{z— ̂ )a?'-l]a-l ou (s — xY^\

en sorte que le rapport est divisible par z —x.

THÉORÈME II. — ç(-s) étant de la/orme indiquée dans le théorème pré-
cédente il existe une fonction holomorphe unique dans le domaine du point
x, telle que l'on ait

^(z)y^-^-y-

Celte/onction est nulle au point OG, qui est racine simple.

L'équation peut s^écrire

y^^Z^^^+^^^^^x)^^

y,^ c (z - - xY^ Fi + ̂ (z) + z^ ̂ (z)\ J.

Soit Y la fonction holomorphe solution de l 'équation

Y^c^-^^Y;

le rapport '- devra satisfaire à l'équation

(fM-^-'-i^'w]®-
équation qui admet une solution holomorphe unique et non nulle au
points

11 existe donc bien une solution holomorphe y en x, le points étant
comme pour Y un zéro simple.

Âniï. clé VÉc. 'Normale. 3e Série. Tome XI. SEPTEMBRE 1894. 3'7
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Cette fonction est la limite du rapport

0^(^—.2?)
^r—f———^
-^ ri ^ n—ï • • • -' 1

z ' i désignant la dérivée de ^/— x par rapport à z^^
THÉORÈME IIÎ , — Inéquation fonctionnelle

^==oy

admet^ dans les mêmes conditions que précédemment ̂  une solution ayant
au point x un point logarithmique. Il n'existe aucune solution holomorphe
ou méromorphe au point x.

Nous avons, dans le théorème précédent, établi l 'existence d 'une
fonction holomorphe Y, dont le point x est un zéro simple, solut ion de
l 'équation

r ^ ( z )
ïi-~-^- ^

La fonction y est donc solut ion de l'équation

(^'-'-"(ï).
^\^ ^ f^\^YÂ-^nY/

le point x étant un pôle simple de cette fonction.
Considérons l'intégrale prise entre deux points x^ et z du domaine

du points

F(^)=y^^.

C'est une fonction holomorphe pour tout point qui n 'annule pas Y;
si, dans cette fonction, nous faisons la substitution |̂  ç (^)j, nous obte-
nons

F(^)=: r Uz,
<ro x

fonction holomorphe, si Y ne s'annule pas, x variant de x^ à ̂ .
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On peut écrire
r 2 1 1 ^ r' î rii ^dz-== _ — — rî i

/ro x ^ro ^"l)

et, en posant ̂  == ç(-s), ,x*o== 9(^0)»

F^)^ Y^T)]^-)^-^ ̂ ^--f^^^-f^r^

'î o ' o 0 ' "

La fonction F (s), ainsi définie, vérifie donc l'équation fonction-
nelle

r 'r" îF(s i ) =: aF(/s) + a ^ -y-d^ 1"= a F ( ^ ) - 4 - a w ,
o

m étant une constante.
Posons alors

y=F(^)+^

/f étant une constante arbitraire,

yi= F (.3.1) -l- Â"-= a F ( ^ ) -t- am 4- À- =: a y + a m — ( a — i)A ' .

Si l'on détermine k par la condition

a m — (a — j ) /c ==: o,

on a formé une fonction y vérifiant l'équation

yi = aj.

La détermination de k est possible dans le cas actuel, puisque, par
hypothèse, a est supérieur à î .

Nous avons supposé que l'on ne passait par aucun point racine de
Y et de Y^ ; ceci est toujours possible, le point oc n'étant pas un point
singulier essentiel; il reste à examiner ce qui arrive si l'on décrit un

/•^o y

contour entourant le point oc\ laissons de côté la constante f y d z

que l'on peut obtenir en allant de ̂  etx^ sans entourer le point oc, et
supposons que z partant de a?o entoure l'origine. Soient c et c' le con-
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tour primitif et le contour actuel; on a

f^^f^^r^^
en posante — x == p^'0,

r^oie^de , r^oie^dQ r^ple^ ,.l i—— =: A l •-—..- + / ^r- dQ,
Jo Y ^o P ^ 9 ^ Y

— étant une fonction holomorphe au point x, A étant le résidu de -
on a donc

f ^ clz == f ^ clz 4- 5- iTCÀ.
^•c' * J c

On a, d'autre part, c\ et ^ étant les contours relatifs à z^

r i , f i , , r'^pie^ciQ r i , . ,
j^-jj^^^ ^=^.^^,+.^aA;

car le contour c^ est formé de a contours fermés entourant , le point x,
en vertu de la relation

^=^-^[1+4^)];
chacun de ces contours étant décrit quand l 'argument de z var ie
i 27Tde —-a

La fonction F(^) admet le points comme point logari thmique, et
l'on a encore la relation

yi=ay.

Il est facile d'établir qu'il n'existe aucune fonction holomorphe ou
méromorphe vérifiant l'équation

7i==ay.

Si l'on suppose d'abord que cette fonction ne soit pas nulle et soit
holomorphe, on doit avoir y ^ Çx) === y(^) ou a =^= i ; et on sait d'après le
théorème général (Chap. I.) que cette fonction est alors une constante;
si oc est racine d'ordre A, y ^ Ç z ' ) admets comme racine d'ordre a/c et
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il ne peut y avoir identité entre y^ etoy; il en est évidemment de même,
si x est pôle d'ordre k.

THÉORÈME IV. '— II existe une fonction satisfaisant à l'équation fonc-
tionnelle

y i — y = ï '
Cette fonction est le quotient par loga du logarithme de la fonction

qui satisfait à l'équation
y^=ay.

Je désignerai dorénavant par

A ( ^ ) la solution de y^-== c(z — ^ ) ' y • ' ~ i y ,

D(z) » y^^^y,
C ( z ) )) ji=aj,
C ( z ) )) j i — y = = î .

.Remarque. — Si û(5) désigne une fonction périodique de période
égale à Puni té , les solutions générales des équat ions précédentes sont

A(^) iî[c(s)],
D(^) a[c(^)],
C(/s) ^[6t(^):|,
c(^)+a[c(^)].

Exemple. — Prenons comme exemple le cas où la fonction cp(s) est
égale à ^a; le point l imite est ici o et le cercle C^ est de rayon i.

Les fonctions A(z) e tD(^ ) sont égales à z; leur déf in i t ion s'étend
donc à tout le plan.

La fonction C(-s) est / ^-dz, sa transformée étant / ^~dz^ ; on
^ •̂ •0 z J<r" sl

peut prendre .^o == ï et la fonction Logs satisfait dans tout le plan à la
relation

Log.3i== <y- Log^.

Enfin, dans cette même hypothèse, on a

, , __ Log Logsc { s ) : Loga
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2. Les fonctions C(-s) etcÇs) sont analogues aux fonctions B(;s) et
l>Çz) de M. Kœnigs; elles donnent, comme ces dernières, la solution de
quelques équations particulières, au moyen desquelles on peut ré-
soudre l'équation fonctionnelle d'ordre n.

Si nous remarquons que l'équation

y~=py^
dans laquelle p{oc) est égal à l 'unité, admet une solution holomorphe
non nulle au points, et que les résultats obtenus (Chap. II, n115 3, 4)
dépendent non de la forme des fonctions B(5), &(^), mais de la pro-
priété qui a servi à leur définition, on en conclufque ces résultats sont
applicables au cas qui nous occupe; nous pouvons donc écrire de suite
les solutions des équations fonctionnelles suivantes :

Premier exemple. — i° L'équation y =py^ dans laquelle ̂ (^^a^
a pour solution le produit d 'une fonction holomorphe non nulle au
point x par la fonction [C^)]^.

û° L'équation y ^ - — y = u , u étant une fonction holomorphe au
points, admet une solution holomorphe en ce point si u(^oc) est nu l .

Cette équation admet une solution de la forme

^)+/(^),

/(s) étant holomorphe et \ une constante, lorsque u(x) est di f férent
de zéro.

3° L'équation y ^ —y=crt(s) a pour solution un polynôme entier
de degré n -4- i en cÇz), les coefficients de ce polynôme étant des con-
stantes.

4° L'équation y ^ —y = u\cÇ^')\rl, dans laquelle u est une fonction
holomorphe au point x, admet une solution de la forme

/o(^)[^(^)]^ l^/l(^)[^(^)]/^^..•+/,^(^),

Vi, ..., fn^i étant des fonctions holomorphes au point x\ f^ étant une
constante.

5° L'équation y ^ —y == •^—^^ À étant une constante, a pour solu"
À a^-

t '1 A Tt ________ ______[WY "i"̂
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6° Soit l'équation y ^ — y == —— 5 ^ holomorphe au point a?.
La méthode employée (Chap. Il, n° 5, 2°) n'est plus applicable ici;

nous verrons, d'ailleurs, que la solution ne renferme pas la fonction
c(z) analogue à 6(-s).

Posant y =r- .^—, il vientti^j
^i p ^

CO^T) ̂ w^'c^y
^ • ^ =• a.
a

Dérivons les deux membres de cette équation

i ch\ dv
adI^^^T^1^

— étant la transformée de -7^ par la substitution \z, ç(-s)(. Si Fon pose
alors

dv t
dz ~' D(^ï)

on trouve, pour déterminer la fonct ion, l 'équation
1 ^ ^ /^ t
_ _ _ __ r^l ( ^ \ __ _„__ —— / / /

a D^î")1 v / Ï)(^) "~ :

OU
^— ^=: (^^(.î),

en tenant compte de la relation

B^O-^I)^).

Le second membre de l 'équat ion fonctionnelle en / est holomorphe
dans le domaine du points et est nul en ce point en même temps que
la fonction D(-s); il existe donc une fonction holomorphe ^ vérifiant
l 'équation (2,2°).

Cette fonction étant définie à une constante près, on peut supposer
qu'elle est nulle au point x\ de telle sorte que le rapport y— soit holo-
morphe au points; l'intégrale v de ce rapport représente alors une
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fonction holomorphe dans le domaine oc. On en conclut que l 'équation
proposée admet comme solution le quotient par CÇz) d'une fonction
holomorphe.

7° Équation y ^ —y == rn^^9 u holomorphe.

Faisons la transformation y = j-p ^. :

^ v _ ^
[G(^)p [CÇ^Y- [C(z)Y'

^
a^—Y — y == M.a '̂

Dérivons cette équation
i dVt ,,. „.- .

^ . ^ ( s ) — -r- == ̂ .1 ^^(^^ Jp

^d^^ dz^flii n " . ' ' ' /-i T

En prenant comme fonction inconnue la fonction t définie par

dv _ t
ds ̂  î)3

on trouve
^ /.=^:0.

c^-1

En opérant sur cette équation comme sur l'équation en v, on trouve
dt _ w
dz "i)'

^-</.=(^D/D,

En continuant ainsi, nous arriverons à une équation

S^S^dK^D/Dl^Di^...]]),

dont le second membre holomorphe est nul au point oc, puisqu ' i l con-
tient le facteur D(^).

Si nous remontons successivement aux fonctions qui satisfont à des
équations de la forme

f(zi) / Y ^ — — T R Y ^ T )-̂ 7,rf — 7 ^ } — l^^).S),
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nous aurons à prendre les intégrales de fonctions holomorphes au
point ^; une quelconque/^ de ces fonctions est donnée par la relation

r f{ W( -\
fw^)=jJ—^ls

Or, f^^Çz') étant déterminée à une constante près, puisque c'est une
intégrale, on peut supposer que f^^Çx) == o, et alors le quot ient
f /'•+•! / ^ \J——^ sera holomorphe au point oc.

Nous arriveronsâinsi f inalement à une fbnctionholomorpheV, de telle
sorte que l 'équation fonctionnelle proposée a pour solution le quot ien t
par IC^)"]^ d 'une fonction holomorphe au points.

8° y ^ — y == .--̂ --̂ ^ u é tant une fonction holomorphe dans le do-
L ^ ^ / J "

mairie du point œ.
Appl iquons la formule

//.(.' ==V(( / .AP) + V ( t ' A « ) + V ( A / / A r )

en remplaçant u par V ̂ .'—^ et v par 6*(s)

,.f.)V--—— "~w~ " 4 V uc(z) -L«V-——~c(.) \ ^^^^ ̂  VV ^ .̂.̂ p ̂  Vj.̂ ?. + ^^p,

en tenant compte de l ' i den t i t é

c ( 5 i ) — c ( s ) = i ou V c ( ^ ) = i .

On tire de la relation précédente

n Mc^) — ^ ^ v —îi——v ^ - VV u

'w^-^^^'w^y 'w^w- ^wT)?-9

v ^G?) -•^li^^^^âM-EC^)P" [C(^ • [cc^ ) ] ^
/(-s) et/, (^) étant des fonctions holomorphes dans le domaine du
points.

9° y ^ ̂  y ^ ̂ ^' u holomorphe.
Ànn. de VÈc. Normale. 3e Série. Tome Xî. OCTOBRE 1894* 38
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Appliquons la formule employée précédemment, en r emplaçan t u par
V^)pet.par[c(.)r

W^^^^''^-^^^^^ •

+ vc" ̂  I^TP + v I^F[c"(sl ) - c'1 (s)]'

VL^=[c(s)]'iv^^-vl>"-lv[^-vl-
P//^i étant un po lynôme en c(s) à coefficients constants , et de degré
n — ï .

V.~-^,— est de la forme ^ ^ — ^ f ( ^ ) étant une fonc t ion holo-
morphe.

On voit donc que, si l'on admet que V^YF^' esfc •Ie qi-io^^01 P^1 '
["C^yF' d 'un polynon'ie de degré n — ï en c ( z ) à coefticients holo"
morphes, on a

v l̂iil -r^^ï^^^ L. (•> -̂ll
[C^P 1"" •--^^— py-^^F'

Q/^i étant un polynôme de degré n — ï en c ( z ) à coeff icients holo-
înorphes.

L'équation a donc pour solution le q u o t i e n t par [Cf^)]71 ' d 'un poly-
nôme de degré n en c(s), à coefficienis holomorphes.

CHAPITRE Y.

1. Nous pouvons maintenant trouver la forme des solutions d 'une
équa t ion fonctionnelle d'ordre n dans le voisinage d'un point à con-
vergence régulière de la fonction de transformation, en supposant
toujours que les coefficients /^, pn ne s 'annulent pas au point oc.

Rappelons que, si l'on a la relation
( ï ) po (>) -h pi (^) -h . . . + Pn(^) = 0,
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sans qu'il existe aucune relation de la forme (m entier, positif)

(2) ^o(^)-^-Pl(^)[? /(^)] /"-+-•--- :=o.

il existe une fonction holomorphe au points , non nulle en ce point ,
vérifiant

/-^(^.r •+-PI (^..ri^- • •+p/,(^),r//==o;
cette fonction peut d'ailleurs se réduire à une constante (Chap. I,
n° 1).

Dans le cas actuel, 9'(^') étant nul, on sait qu'il n'existe aucun
nombre entier positif m tel que la relation (2) soit vérifiée; le premier
membre de cette relation se réduit à pu^)» q116 nous avons supposé
d i f f é ren t de zéro.

2. Considérons en même temps que l'équation fonctionnelle

p^y -+• p î V , -4"... 4- pn^n •= o,

l 'équation algébrique caractéristique
p., ( X ) 4- Ri ( ̂  ) t -+- p^ ( X ) ̂  -4- . . . -I- pn ( X ) t ' 1 = 0.

Soit a une racine de cette équa t ion ; posons a=(y.\ a é tant t 'expo-
sant de la plus haute puissance d u binôme z — x, qui divise ç ( z ) — x.

Si nous admettons l'existence d 'une fonction y correspondant à
cet te racine, nous pouvons poser

j^YEC^p,
Y étant une fonct ion qui doit sat isfaire à l 'équation

^(^)Y[C(5)]^^(^Yi[C(^)]^+...=:o,

ou(Chap . 111, Ïb. I I I )

[C(^)] / : |:^o(5)Y4-7?l(^)^Yr-h•..+^(^)^Â 'YJ=o.

L'équation en Y a ses coefficients holomorphes, les coefficients ex-
trêmes étant différents de zéro au point ûc; de plus, son équation ca-
ractérist ique admet la racine i ; on en conclut (Chap. I, n° 1) qu ' i l
existe une fonction Y non nulle au points et holomorphe, qui vérifie
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l 'équation; ceci établit l'existence de la fonction j, qui est le produit
par [C^)]^ d'une fonction holomorphe.

Ainsi, à toute racine simple correspond une solut ion; i l n'y a pas
lieu ici de considérer les groupes de racines; il reste simplement à
examiner le cas des racines multiples de l 'équation caractéristique; no us
suivrons la marche déjà adoptée pour le cas de ̂ (x)^o (Chap. III , n°2).

Nous pouvons supposer que la racine mult iple est la racine r , la
transformation qui précède permettant toujours de ramener à cette
hypothèse l'hypothèse d'une racine quelconque.

Soit T la solution holomorphe non nulle, qui vérifie l 'équation

Poy +piji +.. . 4- p n y n = o.
Si nous faisons les transformations

y^Y^', /l— t^U,

on trouve (Chap. III, n° 2), pour déterminer la fonction u, l 'équat ion
fonctionnelle

.. p^'u 4- (^oY^/^Y,)^!".. .4- (^oY /-+-. . •^,/.?//,~iY;,^)^,^i=:=o,

équation à coefficients hobmorphes, dont les termes extrêmes on t
des coefficients différents de zéro»

L'équation caractéristique de cette équation admet la raci ne i à l'ordre
m—î, si la précédente avait la racine x de l'ordre m (Chap. III , n° 2).

Nous voyons que l'on peut appliquer ici tous les raisonnements
employés dans le Chapitre III ; les équations que l'on aura à résoudre
ne différent de celles que l'on a employées que par le changement de
b(z) en c?(^); comme nous avons vu que ces équations s'intègrent de
la même façon, nous pouvons étendre au cas actuel les résultats ob-
tenus dans l'hypothèse ̂ {x} 7^0; nous énoncerons alors la proposition
suivante :

A. une racine y/' d'ordre m de F équation caractéristique correspondent
m solutions de F équation fonctionnelle; ces solutions sont les produits de
TrC^)^ par des polynômes en cÇz') à coefficients fiolomorphes; les de-
grés de ces polynômes sont o, ï, ,.., m — x, et, dans chacun d'eux, le
coefficient de la plus haute puissance de b(z) est constant; Y (s) est une
fonction holomorphe, non nulle au point x.
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Nous avons ainsi formé n solutions de l 'équation fonctionnelle
d'ordre n,' puisque l'équation caractéristique a n racines, dont au-
cune n'est nulle, ni inf in ie ; de telle sorte que l'on peut toujours
mettre une quelconque de ces racines sous la forme a^; il reste à
montrer comment de ces solutions on peut déduire la solution géné-
rale de l ' équat ion fonct ionnel le .

CHAPITRE VI.

Apres avoir établi l'existence de fonctions solutions d'une équation
f o n c t i o n n e l l e , nous allons étudier les relations qui lient ces solutions;
les résultats sont les mêmes, que l'on suppose ^{oc) nul ou non, et,
clé même que l'on a pu, remarquer l'analogie entre la forme des solu-
t ions déjà trouvées et celle des solutions de l'équation différentielle
l inéaire et homogène, nous allons voir que cette analogie se poursuit ,
quand on associe différentes solutions.

1. Si n fonctions y\ y\ ....j^ sont telles que le déterminant

' y' y\ /ï • • • Yn-i '
^ „// />/' ^ "
y
y "
yW

y Y
y\

yW

YÎ
y".

y^

• • • Yn-
'v"• - * J n-

y i f t )
. . . J n-

J n— \

soit identiquement nul, il existe entre ces n fonctions une relation linéaire
et homogène, dont les coefficients sont des fonctions périodiques, de pé-
riode ï , des fondions b(s) ou c(z), suivant que ç/(.<^) est différent de
zéro ou est nul.

Ce déterminant étant nul , il existe des fonctions C , . . . , C^ telles
que Fon ait

(7 y i ^ C ' y " ^,^-^CWyW =0,

(y/i + c/y[ +... 4- oy/^ == o,
* . . . . . » . . * . . . . . . . » • • • • • * • • ' • • * • • ' * • ?

C'y'n-t + C^-i + • • • + Ct">y^, = o.
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Dans ces relations, faisons la substitution z , < p ( ^ ) | et désignons
par C^ la valeur de C ( / }[y(^)|; nous avons les nouvelles relat ions

C\}'\ -.bCy;-+-... ^C^y^-o,
C,y, +C:j^+... ^C^y^'^o,

C,J..^+CÏ,7;^+...-f-C^ ly^,=o,
^J. 4-CÎ7: ^.^-C^^ =.0,

Si nous comparons les /i — i premières équations de ce système aux
//, — i dernières équations du système précédent, nous voyons que les
valeurs C , ..., C^ sont proport ionnelles aux valeurs C\, C\, .. ., C^

r' p^ p(/î)^i _. ^i _ „... ^i „ •) / ^ \^_^_ . . ._^ _À(.) .

Les fonctions C7, C", . . . , C^ sont donc solutions de l 'équation fonc-
tionnelle

/(^)=}.(^)/(^.

Si/(^) est solution de cette équation, toute solution est le pro-
du i t de/^s) par une fonction périodique de période ï de h ( ^ ) ou de
c(^) suivant que l'on a ^Çx)^ o, ou ^('x1) === o.

La relation trouvée peut alors s'écrire

f{z)[û, y+ ̂ y " ^ . . .+ ûn^^} = o,

ce qui établit la proposition.
La réciproque de ce théorème est évidente, les fonctions û étant

inaltérées par la substitution | s, (p(^) |.

2. Siy.y, ..., y^ sont n solutions d'une équation d'ordre n entre
lesquelles n'existe aucune relation de la forme indiquée dans le théo-
rème précédent, nous dirons qu'elles constituent un système fondît-
mental de solutions.

Nous allons, relativement à un tel système, établir un théorème
analogue au théorème de Liouville :

Le déterminant d'ordre n formé' wec les n solutions d'un système fon"
damental à'1 une équation fonctionnelle d'ordre n salis/au à une équation
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fonctionnelle du premier ordre à coefficients holomorphes, non nuls, cui
point x.

Soit le déterminant
f y\ " • y'n-i
v " -v" •v"
J J 1 • • • ./ il-i

y(n) y t t i - } y('^
J J l ' ' • J ti-i

Si l'on fait la substitution \z, ç(/s) |, on trouve

y\ j2 • • • y ' n
•s) =- y"^ y'^ • • - ^^

,..{ii} ,,.(/<,) ...(n]
J l 7 2 • • • „> fi

ou, tenant compte de l 'équation fonctionnelle,

Vi .r^ ^() .-/ EL y'p^ ~ p,71 /^.-l /
",^—^^-lpli

1).
yUt) ^ r t } ,y( / / ) __£0. y(^)__Zll yî/^
,/ 1 ./à * • * ./ /< - • 1 ... J ,.. J 1

PU PU

Pn^

P n ~

.yUl)
J n-l

En tenant compte des colonnes identiques, on voit que ce détermi-
nant se réduit à

i) , ==

y \ .y 2 " • • ..y//-! "~ puY

y" y" y" „ El. y "
J l ./ 2 • • • .,/ / /-2 .^t,J •^y-
„.(//) «/(rt) yift}

,/ 1 ^ 2 " • * ./ / l - ' î .
, El. yW

pn J

Le déterminant D est donc solut ion de l'équation
f)^p^_.(»-.i)^J')-o.

Ce sera une fonction de là forme
[B(^ )po ou [C(^)poV

/: étant la somme des exposants des racines de l'équation caractéris-
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t iquer on voit, en effet, que la racine de l 'équation caractéristique de
l'équation

^I)^(^i)^l),^:o
est

/^^ ̂ î( l ) p^^

c^est-à-dire le produit des racines de l 'équation

^o(^) ̂  Pi(^)^ 4-. . ̂ j [ } n { x ) t ' 1 rro.

3. Si y\ y\ ..., y^ forment un système fondamental, toute solution
de Inéquation fonctionnelle sera de la forme

^./4-^r+...+^y^,
û, .. ., û^ étant des fonctions périodù/ues de bÇz\ ou de c ( z ) de pé-
riode \.

Soit, en effet, y^^ une solution de cette équation; on a les identi tés

jhy' ^piVi - + • • " • + pny'n =0,
p^y" + pi y\ + • . . + /̂ ,̂/̂ , -•= o,

wpo y ^•piy^ 4-. . . 4- pny^
p.yin^ +p,y^ )+...+ p,y^ ^ ̂  o.

Ces équations linéaires en j?o, . . . , pri û^t un système de solu t ions
différentes de zéro; le déterminant formé des coefficients dey, . . . ,
y,^, ..., y^, .. .,y^^ étant, par hypothèse, différent de %éro, on a

y'
y "

yW

y(rt-)-l)

y\
y\
Vin}
J \

^{n-¥i}7i

• • • y'n-
• • • y\-

• • • ,y»"-'-i
i/(^+i)
J n-

1

1

y'n
y"..
y " ' }j ii^(rt+i)

J n

On en conclut la relation
y^+i) == ûiy + ̂  y " 4- ... + ̂ J^,

4. r^a/ système de solutions Y', Y", .. - , Y^ est fondamental ou non,
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suivant que le déterminant des coefficients û est différent de zéro ou
est nul.

Ce théorème se démontre immédiatement en remarquant que le dé-
terminant relatif au système Y est le produit du déterminant relatif au
systèmeypar le déterminant des coefficients ÛL

5. Les solutions trouvées précédemment ÇChap. III et F) constituent un
système fondamental.

Je supposerai cp'(.x?) 7^ o, la démonstration étant la même que cp'(.r)
soit nul ou non; si [c[/(.r)]\ ..., I/f(^)"r" sont les racines de l'équa-
tion caractéristique, une solution quelconque est de la forme

ÏUsY^u^^uWbÇz)^...],

u^\ ... étant des fonctions holomorphes qui peuvent être nulles au
point *r, à l'exception du coefficient de la plus haute puissance de
b(z), si l'on suppose [ç'(^)P1 racine multiple ne faisant pas partie
d'an groupe.

Dans tous les cas, le déterminant formé avec les solutions et leurs
transformées contiendra en facteur [B^)]^^-"^, et sera de la
forme

[B(^)]^-^[Qo(^) + Qi(^) ̂ ) +...],

Qo? Q\ étant des fonctions holomorphes au point x.
La quantité entre crochets ne peut être identiquement nulle que si

l'on a ( ^ )
Qo(^)==Q,(^)==.. .=o.

Pour établir que nous avons ici un système fondamental, il suffit de
montrer que l'un des coefficients Qo(-s) n'est pas nul identiquement,
et, en particulier, pour z = x; il sera alors différent de zéro dans un
domaine du point oc. Aune racine [^(^)Y d'ordre X de l'équation ca-
ractéristique correspondent, si cette racine ne fait pas partie d'un
groupe, 'k solutions de la forme

y=:/(^)=:[B(^)]A•ja^> l)+^^^2^(^)+...4- ̂ ^[^)]^1!, ^=i, ..., À,

0) TANNERY, Annales de V École Normale, p. i45; 1875.
Ann. de L'Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. OCTOBRE 1894. BQ
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les fonctions ^ ( l î î ) , ....i^, ..., u^ ne s'annulant pas au. point .r,
non plus que leurs transformées (Chap. III, n° 2).

Les transformées de la solution écrite ici sont

y,=/(^-)== [B^ty^pi u^+ ̂ [b^) +./] +...+ u^ [b{z) +j]^\

C/==T, 2, . . . , / z—i ) .

Les ̂  lignes du déterminant Qo, qui proviennent de ces ~k solutions,
sont constituées par les termes indépendants de bÇz) dans ces solu-
tions et leurs transformées; ce seront des lignes de la forme

u^ ^^ly^p ^^ly^)]^ • • • ^[y^)]^-1^,
^(X,i) [^)+.. ;+ u^][^(^)Y ... [^.^ + (n - I)M^ -+-...+ (n - 1)^-1 ^(^j] [(p^,r)](^-i^'.

en supprimant les facteurs B (^).
Si l'on fait z -==cc, on remarque que l'on a

u.V{x) -== u^^x) =,. .= ̂ (^).

Supprimant alors dans ces lignes les termes qui fourniraient des
lignes identiques en développant les termes polynômes, on voit que,
à un facteur ̂ l)^2)... près, on peut écrire

r [(p^)p ... [y^p-1^
o iy(^)p ,.. (n -1) [y^)]^-1^',

o [y(^)p . . - (n—i^-^y^)]^^-1)^

les facteurs négligés étant différents de zéro.
Si la racine [y(^)F fait partie d'un groupe de racines et est mul-

tiple d'ordre p., toute solution, ainsi, que ses transformées, qui corres-
pond à cette racine, est une somme de termes ayant en facteur [B(;s)F
et d'autres termes ayant en facteur une puissance de B(^) d'exposant
' k - ^ r l , Z étant entier positif; de telle sorte que si, après avoir divisé
chaque ligne par [B(^)]\ on fait z^=x, les termes de la seconde
partie disparaissent et il ne reste que des termes analogues à ceux
que nous avons trouvés plus haut; ici encore, les coefficients des plus
hautes puissances de bÇz) ne s'accumulent pas pour z=:cc; nous
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voyons alors que, sans s'occuper des groupes, si

[Y(.r)p.=a,, \_^\x)Y.=a^ ..., [ a/( ̂  )p, == a,

sont les racines d'ordre X ^ , ..., À^ de l'équation caractéristique, on a

Qo(^)=A

i
0

0

0

1

0

<%1
ai
(̂

ai
a^

a^

a\
2a
^a

2\-1

^

^i

2
1

2
^1

a\

Ut

a\ ...
(n-

(/i-

(n-

(n-

ar
-i)
-i)

i)\

a'{-

i)î.

1

a7

2^

—•i
i

-1

i—\
i
n—l
1

<-1

a',-'

Ce déterminant, qui présente là plus grande analogie avec celui de
Vanderrnonde, ne s'annule que si deux des quantités a^ a. sont égales,
ce qui est contraire à l 'hypothèse; d'autre part, A étant différent de
xéro, on voit que Qo(^) n'est pas nul : c'est ce que nous voulions
établir.

Il est manifeste que tout ce qui vient d'être dit subsiste, quand
on suppose ç'(^) ==== o; il suffît de remplacer B(^) par C(^) et b(z}
par c(^).

6. Le procédé qui nous a permis de trouver les solutions qui cor-
respondent à une racine multiple permet de ramener le problème à
celui de la recherche d'une solution d 'une équation fonctionnelle
d'ordre moindre d 'une unité; nous pouvons ainsi parvenir à une équa-
tion du premier ordre; la difficulté du problème résidera alors dans
la résolution d'équations de la forme

yi—y=u,

u étant une solution de l'équation obtenue en faisant disparaître de
l'équation une solution connue; cette méthode est celle qui permet
d'abaisser l'ordre d'une équation différentielle linéaire et homogène,
connaissant une intégrale de cette équation; supposons que l'on sache
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résoudre toutes les équations ( i ) , les solutions de l'équation fonction-
nelle seront

• i ' • Y, YV^1 YV^V(V . . . . . ^ ' '

Ce système de u solutions est un système fondamental.
Supposons, en effet, qu'il existe une relation de la forme

Qy + QJy^u 4- û'YVaVp 4-... ̂  o

^ + Q^u+ ..^V^W 4-. . .-= o.
ou

Faisons sur le premier membre l 'opération A.
On a

^i — a -4- [ûi (v^)i — ^Vw] 4- ...-=- o.

^, ... étant fonctions périodiques de7^(^) ou c(5) de période T , on a

Û^.Q, • ^rrû',

^/[(V^z)i-- (VM):| "+- ^[(V^VtQi— (VaVp) ] 4~. . .==0,

û' ^<; 4- fï ̂  V^ -h ... ̂ = ô.

On peut opérer sur cette relation comme sur la précédente et l'on
arrivera faci lement à û^^o; les autres quanti tés û devront alors
être nulles, comme on le verrait en reprenant ces diverses relations
en sens inverse.

Le système considéré est donc fondamental.

7. Nous avons trouvé plus haut un système de i fonctions correspon-
dantes à une racine d'ordre i de l'équation caractéristique; ces fonc-
tions sont des polynômes en &(^) ou en c(^); il existe entre les coef-
ficients des puissances de b(z) ou de c ( s ' ) des relations simples, qui
feront ressortir davantage l'analogie avec les solutions d'une équation
différentielle linéaire, homogène, dans le voisinage d'un point cri-
tique.

Supposons que la racine multiple ne fasse pas partie d'un groupe
et supposons, pour simplifier, que la racine de l'équation caractéris-
t ique soit l'unité, le cas général se ramenant à celui-ci en introdui-
sant le facteur [B(^)p,
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Soient alors deux solutions

Y-i-Y^(5) +Y / /& 2 (^)+. . .4-Y( ^ ) [^)r'.
^+y^(^)+y/^(^)^..^^m)^(^]^i.

Admettons que les coefficients y soient liés aux coefficients X par
les relations, l'indice étant supérieur à i —j\

y^ =a^,,Y^

yW ^a^Y^+a,,,Y^,
y^-1) =a^^^Y(^ '-"2)4-a,_l,^lY(^- l)-4-a^l,,Y( /),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
^,_^)^^^^^.Y(-y)+a^.H,^^^^^^

Les coefficients a étant des constantes telles que le rapport de deux
coefficients qui, dans deux lignes consécutives, ont même rang, soit
égal au rapport des indices du coefficient de la ligne supérieure;
c'est-à-dire que l'on a

^•-y+i, i^-j _ i —./ "h 2 ^~±tliÈzl±l _ f[-Zl/ "t'J?
a^y+.s^1-.^^! i—y "4- i a^,y-+.2^-_y4-2 ^ —-/ •4- 2
oc/^y-p^ /-y+.i _^ z —y -4- 3
a^y.4-M-/+2 l — j -+-2

a^i,^i _ ^
^^^ ~~" ^

a/,^j _ <_j^
^f'+i,/: ^

On conclut d'abord de ces relations que, si deux coefficients ont même
rang, leur rapport est égal au rapport inverse de leurs premiers
indices :

^^-/4'i^y _ _LitLL
a^+i^ ^ 1 — J - + - 1 3

remarquons que tous les seconds coefficients ont même valeur. Ceci
admis, nous allons montrer qu'il en est de même pour l'expression de
yit-j) et que l'on a (y étant inférieur à i)

y^ = ̂ .̂i Y(-^ + â ,,,,, W^
^ a^y^.,^1 Y^1) -h.....+ a^,,,Y^,
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avec les relations
a^--/,,-y-.i __ LZl.Z-îl1

^t—y-H,ï-7 i—</

-̂ ir̂ irZ^ ̂  izzl^tl,
^•-./•-M, f-y+l ^ —,/ +" I

q,-^ ̂ ^i ̂  ̂ "̂ Î Z-̂
oc^j\i-j+ï ~ i — j - \ - ^
. . . • . • • . . . . . • . . . . . • . . • y

^ r̂/ilr1 — ^nZzL1

a^y^t^- t

^i^j,i étant arbilraire.
Pour étab'lir cette relation, écrivons que les fonctions

Y+Y^(^+...4--Y(0[^):^
y+y'B{z}^...^y^[b{z)^ï

vérifient l 'équation fonctionnelle
o=:7^ iY+Y /^(^)+. . .4-Y^^[^(^) ] ^ i

+p, ;Y,+ Y, [b(z) + i] +... + ̂ [b(z) + i:]-! +.. .
^Z^|Y,+y,[^^+^]+...-hY^[&(^+^]-j,

o==^j.y +V^(^) +.. .4-y^ &(^)^1 j +.. .

^/^J(^+7//.[^(^)+^]+-••^y(/r l)[^(^+/<lmi•
Ces deux équations, dont les seconds membres sont des polynômes en
bÇz) à coefficients holomorphes, ne peuvent être vérifiées que si ces
seconds membres sont identiquement nuls, ce qui nous donne les
relations
p^ +^Y^ -+-. . . +^Y^ =o,
/^Y^•- l>+^Y(^ l)4-•...+J^Y^^^C,,l(^Yy•)4-2/^Y^^
poY^ -^-7^Y(^^...4-^Y^)

+a•-.l,,(^Y(/-l^2p,Y,^-l^...^/^p„Y^l))
+ C^O^Y^.. .^ n^.Y^) = o,

• • • * • * • • • * • " • * • • • • ' * • * • * * • • • • • • * * • • • • • • • • • • * • " ' * • • • • » " " • * • • • * • • • • • • • * • • • >
/^Y(-^+...+7^Y^'

+ C^-/•-^,,l(/?lY(^t-/+l)+ a^Y,'-^"-!-...+ /t^Yir^1')
+ Cf-y+2, 2 (/?i Y'^2 • + . . . + /î2^» Y^-^2 ) ) + . . .

+ C<-l,/--l(/?,Y(/-l)+...+ ̂ -^Y»'-1') -h C;,/(^Yi/'+...+ nJpW = o,
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^Y('-/-»+...-i-^^-/-»'
+ C,-,,, (/?, Y',1-/' +... + np^^ )
+ C,_,,-,,, {p, Y'/-^1' -+-... 4- n2/^-^ ) 4-.. .
4- Q_.,/ (^ Y'/-1^... 4- «<p.Y^-1' ) -t- C,, î (^i Y'/1 +... + /î^'p.Yif) = o,

Relativement à y, on aurait les mêmes relations; écrivons seulement
la relation

p^i-J) +p^y^-J) +.. . +pny^
+ C<-y-n,l(/^'-^l)4-. . .+ np^,^)

-+- C,-^> 2 (/'ij',1-^2' +.. • + " .̂J^-^2 ')+...
+ C,-/.+A, /< (^lyï-y+/l•)+ • • . + /^--/+/t> ) + • • •
-)- C,^,^ (p.y^1 ' +... + ra'-1-1^^1') : 0.

Remplaçons dans cette équation yt"-^, .. .^('-/-n) par leurs valeurs en
faisant des Y; nous aurons

^ytt-./) ̂ .p^yni-JI 4- . . . -1-^j^-l)

a,_,^,,-/. (/^Y'^' +...+/î^Y^') ^
+ CC,_y,.,,,_,^-,(/>lY(^+l•+. . . 4- ̂ ^Y^*')

+.......................................
1 "-/+1-1 +a,-,^,^-,A(/'lY^+^•)+...+«^YÎ^•/•+A))

+.......................................
+ a,._,,-., ( (7^ Y'/' +... + np,^ )

a,-̂ , ̂ -,^(^IY(^+t)4-... + nWf^)
-l- ........................................

+ Ci-w\ + a,-^,,•-^,(^Y^-)-/c)+.. .+n2/?„Y(,^^•))
+.. . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • • -••

4- a,-^2, < (^i Y'/' +... + ra^^Y,")

;,̂ ,,̂  +^,,< OO»Y</' +...4-^^^^') =o.

Retranchons de cette équation les produits des premiers membres
des équations en Y par

C;—/-)-),i Ci;_/-M,l————oC(_/-i.,^_/, -p————ai-j+i,t.-j-4-i,
<^<-/,i '-if-y+i.i

C,- •7-)-i,i
Q.i O'I-./•+!,(;
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les termes facteurs de C,_,.,.^ disparaissent; nous allons montrer qu'il
en est de même des autres termes en Y.

Le groupe qui renferme en facteur C^j^is est

Ci_/-(-A-,/C

a^.,^,..-/•^,-l(^Y(^y+A-l)-^-... + ̂ Y'^-")
H- «,_,̂ ,,,_ /̂, (^ Y'/--^' +... + n"p,, Y^-7-^ )

-^..^.(^Y1/'

On a retranché de ce groupe

+...+^^Y^')

c-=^ a,-/̂ .̂ . a-^-,,,.(/>.Y'^+/c-l•+...+ /^YW-")
C,-'t-y,i

+ -̂-./±.h' a,_,^,,<_^i C.-^./^^iY'/-^ + ... + n^/.Y^-^ )
^/_y+l^

P0^-.y 4,1.1 ? , ^^•)
-+- p-——— a^y^i,^/,.-n L/,Â'(^I 1 1

^z'—A'-H,!
+...4<^,Y^),

Cette différence est identiquement nulle; pour le voir, il suffit de re-
marquer que l'on a

^/'--y-M,!p i..-</,^y4.i^l -
ai -y-i-^-, z'-y-+-Â— 11<^-/-^ /c^- — •T^——— a^-y^.i, ̂ -.y L^-«y4.^-1, ̂  —

^f--/,l

OU
_o€i-^/+^-J _ _ J r̂Zî̂ jL. J îr-̂ 'l _ "̂"'"L/' ̂  ^
a^y^/^^^/^i C/-y4-/c-i,/,< C^y-n,i l — / -h- 1

relation que nous avons supposée vraie.
On a d'une façon générale

( f \
^i-j^k.i-j-^k1 Ci^j^k,k— p——'"--^^—— a^y4.i,,?-.y^/:^/^i C^^/c^/c}

L^;-^'»-/^l,l /

x {p^^'^...+ /i^Y^'^0)

Le coefficient peut s'écrire en supprimant des facteurs non nuls

p / , C/-y-H,l C^-/4-/:',/C a^-74-l./-/+/(;-A-+l\
^'i-j^-k.i-j+k1 ̂ -/+^,A ( ï — p———-———— 7^————— ——————'————— p

\ ^i-j^'k'-k+i.i \^i^j^-k^k ^l-j-^k.i-j^-k' /
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OU
r t — j - ^ i

a,-y.^,^,..,'L.-^Â,Â: j^ - ̂ ^-^-p^^^^^^^^

(^—y'j-h^)^ _ OL^ ÎAL î^r l̂̂ rî '-^ l̂
x ÂT( ̂ --7" + A-7-"/:) ! (T-7 -)- k ) \ a, .-.y-4-̂ -̂ ' J *

r ( i.--. j 4- /c/^ /c + 2 )-^<" —./ -hA^) a/i-y+i ,^-y_t/^/.+i"1
a,- ,̂,̂ ^^ t/-^-^A- ̂  - ....—-̂ -_--̂ ^ ~l"a/:^^l^^^'~J *

D'après les hypothèses, on a

a i^.j.,(_ i, i-j-^k'-k^ï _ ,,,.„._, L~~,̂ .-"+'.-....3..-.__„
aJ^+.2,^^-A- Â-+2 ~" ^ — / •+• kl — /c + 9-5

a^y4-.2,/~y.4./,'.-/.-4-^ __ _ „ ^ ^——-^ "+" .̂.,.__

a/^4-3 /~-y4-/.'-./-+3 — ^ —,/ + kl~w' k + 3 '

a^.y4-/,^i,/»y4-À—,i _ ^Z^l^-J^
a^y+./.,/-^/+/.' ^ —,/ + Â:^

et, en mul t ip l ian t ,

a^y+i,/-/+//--•/.•-.M _ _(f~,/ + ̂ ^(Lll̂ Lr-L^-}_
"''a/Z/:.^,^^11''1" "" (Y—y'+Ï^T+a).. .(^—./-i-Â:^

Le coefficient de 0, Y^-^ +... 4- /^Y^') est donc nul, et l'on
parvient ainsi, à la relation suivante entre y"""^ et les Y

pA.7^- ̂ ^-^lY^^ 4-.. .- a^,^Y^]

^pAy^- ̂ ^^r^ ^...-a^/^Yy-^]
+..... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
^Mff- ^^,^-iVf^ 4". . .- a^,/-^-11:) ^=0,

dans laquelle les coefficients a satisfont aux relations

a^j^^i-i _ ' i -— j - \ - ï ^^-•/'^r.L _ ^ .̂-L"" !̂,
a/ZyCHi',7»./ ~^ i—J ' ? a/-y+i, /•+i ^ -+•1

Si nous prenons comme inconnue la fonction
y(^y)_ a^.^-iYC^"1^...-- a^,,^iY^'-1),

nous voyons qu'elle satisfait à l'équation fonctionnelle proposée et,
comme elle est holomorphe, elle est nécessairement égale au produit

Ànn. de i ' K c . Normale. 3e Série. Tome XI. — OCTOBRE îSg^ 4^
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de la seule solution holomorphe Y^ par une constante arbitraire a/_/^.
Ainsi , nous arrivons à cette conclusion :

Si l'équation caractéristique a une racine multiple d'ordre i, les solu-
tions sont des polynômes enbÇz) de degrés o, î , ..., i — i ; les coefficients
d'un polynôme sont des fonctions linéaires à coefficients constants des
coefficients du polynôme précédent,

Cela résulte de ce qui précède et de ce fait, que l'on vérifie immé-
diatement, que la loi admise pour les coefficients est vérifiée dans le
cas des polynômes de degrés o et i, a insi que pour les termes y\ y "
de la fonction précédente.

Seul le terme indépendant de bÇz) ne dépend pas des coefficients
des polynômes qui précèdent.

On reconna î t dans cette propriété un résultat analogue à celui qui
est relatif aux fonct ions qui correspondent à u n e racine m u l t i p l e de
l ' équat ion f o n d a m e n t a l e dans les équat ions d i f f é ren t i e l l e s l inéaires.

Il en est d'ailleurs de même si la racine i f a i t partie d'un groupe de
racines; dans ce cas, en effet, nous savons que les so lu t ions sont
encore des polynômes en &(^), les coefficients étant holomorphes ou
ayant au points un pôle; si nous nous reportons à ce qui précède, le
raisonnement subsiste en rendant tous les coefficients holomorphes,
c'est-à-dire en mult ipl iani les équations en Y et y écrites plus haut
par des puissances convenables de B(s).

Ceci explique que le déterminant, formé avec les n solutions et
leurs transformées, soit (2) de la forme

[B(5)pâ, ou [C(s)pô.

Les coefficients des termes b(z) ou c(s) sont nuls.
Dans le cas d 'une racine faisant partie d'un groupe, le coefficient

de [^(^)p n'étant fonction l inéai re que des coefficients de la solution
précédente qu i correspondent à [&(/s)J^1 [&(^ ) j ^ . . . , nous retrouvons
bien la forme étudiée plus haut.

L'analyse précédente montre que les seules solutions de l 'équation
fonctionnelle qui aient la forme de polynômes en bÇz) ou c ( z ' ) à coeffi-
cients holomorphes ou méromorphes sont telles que les coefficients
soient fonctions linéaires des coefficients des polynômes de degré
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moindre, sauf pour les termes indépendants de b{z) ou <"(^); on en
conclut que, si ces solutions sont

Ai,
/2,1+/2,2^),

Ai+/^^) +. • •-4-A.EH^-S

les f dont le second indice est supérieur à i s'expriment en fonctions
linéaires à coefficients constants des /dont le second indice est
l'unité.

D'autre part, si/^a, .. .,/•,/ sont déterminés, y^ est également par-
fa i tement déterminé, à la fonction /^ près.

Soient, en effet, deux solutions

Ai+A. b ( s } +.. •4-A.[6(^)]^
f^+f^^(z)+..^f^[b(z)Y^:

leur différence est égale à f^ —/^; c'est une fonction holomorphe,
qui vérifie l 'équation proposée; elle est donc égale à a/^,, a étant une
constante.

Mais il y a lieu de remarquer que les fonctions/-^,/^, .. .,/^- ren-
ferment des constantes non déterminées, ces constantes étant les
coefficients de/^^ dans les expressions de/-^, ...,/^_, en fonc-
tion des 7 ,̂1.

Il semblerait donc que les différentes solutions ne soient pas bien
déterminées; cela tient à ce que la somme de ces solutions est égale-
ment solution de l 'équation; si l'on considère en effet une solution

^= F,,, 4- F^b(s) +. . .+ V^[b{z)y-'\

dans laquelle les constantes arbitraires a^, X^^, . . . y a^ ont des va-
leurs données, et si, d'autre part, on considère un système de solutions
bien déterminées que nous désignerons par u^ ..., u,, la solution v,
est nécessairement une combinaison linéaire à coefficients constants
de u^ .... Ui.

Si l'on admet le théorème pour les solutions d'indice inférieur à i,
et si l'on remarque que l'on a F^== a^/^ = \fi^ ^ étant une con-
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stante, on voit que
v,— 7 . 1 1 ,

est une solution de l 'équation ne contenant plus //-^(.s), c'est-à-dire
que v^.—'X^. est combinaison linéaire à coefficients constants de
U i , ..., Ui_^ ce qui démontre le théorème. On vérifie d'ailleurs aisé-
ment que l'on a

v^ ==: À.i ll^ 4- ^a ^â-

9. Nous arrivons donc à la conclusion suivante :
Toute solution ayant la forme d'un polynôme en b(z) ou c(s) à coef-

ficients holomorphes ou méromorphes, et correspondant à une racine ï ou
à une racine du groupe dont ï fait partie, est combinaison linéaire à
coefficients des fonctions déterminées u^, ^2» - • * » ui9

Soit, p lus généralement, une solution relative à une racine [/^Ç^)^1

[B(^^|Al+A2&(• s)+ t t•-^-A^^(^^l" l! t

Faisons décrire à la variable un cercle autour du points; b(z) prend
la valeur bÇz) -+"• k et la fonction devient

[B(^)]a^â^[Al+//,^(^) 4- k} 4-. . .+A.[^) 4" ^] /-1S.

Elle satisfait encore à l 'équation fonctionnelle et a la forme d 'un
polynôme de degré i — ï en k ( z ) à coefficients holomorphes ou méro-
morphes; c'est donc une combinaison l inéaire de u^ . . . , ^/-i^, le
degré en bÇz) étant i— ï .

Si, d'ailleurs, on retranche e^^nii, on trouve un polynôme de degré
i —• a en &(^), qui doit être une combinaison linéaire de u^ u^ ..., ///^ ;
nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Si \^'(^y^t est racine multiple d'ordre ^, ou fait partie (Vun groupe
comprenant À racines de V équation caractéristique^ o^ étant le plus
grand exposant, (es "À solutions correspondantes sont telles que l'on-ait,
[ ' u\ désignant la valeur de \u\ après un tour autour du point x,

[u^^e^^u^
[a^^^u^-f^i'u^
. • » • . . * . < . . . . . * * . . » . . 5

[u\]'=z^Ui+(^Uî^.. .4" û^^.i^A-.i-he2^^^-
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Si les racines de l'équation caractéristique sont d'ordres ~X^ TL-,, ..., À^
ou si elles se partagent en groupes comprenant \^ ..., \^ racines, on
formera )̂  4-... -4- A^ = n groupes de solutions jouissant de la propriété
énoncée.

Ce théorème subsiste, d'après là remarque faite plus haut, si l'on
remplace u^ u^ ..., u\ par des combinaisons linéaires de u^ ..., u^
ces combinaisons ne renfermant pas de fonctions d' indice inférieur à
celui des fonctions qu'elles remplacent.

Ce théorème permet de voir ce que devient une solution quelconque
de l 'équation fonctionnelle quand la variable tourne autour du point .r;
remarquons, d'ailleurs, que ce théorème suppose essentiellement
o^xO^o.

CHAPITRE Vit.

Appliquons les résultats obtenus dans la théorie générale au cas
particulier des équations à coefficients constants.

1. Soit
PoJ -t-jPlJl + • • • -^Pnyn "= 0

une telle équation; si son équation caractéristique admet la racine r ,
la so lu t ion holomorphe se réduit à une constante; le calcul de la dé-
rivée donne

(€—} (PQ -^ Pi(?' + • • • •+-7^ ̂  ) =- °-\a^ j y,

Les dérivées sont toutes nulles et l'on voit directement qu'une con-
stante quelconque vérifie l'équation.

Si cette racine i est multiple d'ordre À, les solutions sont

^ b{z\ \.bw. ..., [^(^r^1.
Écrivons, en effe t , que ï est racine d^ordre À de l'équation

p ^ p ^ ' t ^ p ^+.. .+/^==-o,
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on a
Po-^Pi^P^' ..4~p/,=0.

La dérivée est
Ri 4- 2pa ^ -1- . . . 4- fZpn f"1 •== 0,

qui doit admettre la racine i à l'ordre À -— ï ; il en sera de même de
l 'équation

pi t -4- 2pa ̂  4-... -+- npn ttt .-=: o,
dont la dérivée sera

pi 4- 2^2 & - { - . . .-t- /^2/^^'-'l= o.

En répétant le même raisonnement, on voit que, si la proposée ad-
met la racine s à l'ordre ^, les équations

po -h- Ri t +...-+- p^ t^ = 0,

pi h 4- aj^ ^2 +. • • -+- yïpn ̂  = o,
pi t -h- a2/^ ̂ 2 +... 4- r^pti ̂  '== o»

/?i ^ 4- a^-1/^ ̂  4-1 . . . -h n^^p,, ̂  == û

admettront cette racine, c'est-à-dire que l'on a les identités

p^ 4- pi 4"... 4- p,,==ô,
pi 4- 2^2 + . • . 4'- ^p/, ••= 0,
Ri 4- ^^pa 4- ... 4- r^pn. •=: 0, .

pi 4- '̂-^a -h-... 4- yi^pn = 0.

Ceci posé, on vérifie que [&(^)p ou i est inférieur à À est solution de
l'équation fonctionnelle

Po^'-^-Pl(^-^-ï) /4-. . ̂ hp^^^'^o;

les coefficients de //, bi•~•{, ... sont

Po-4- pi4-. . .+ pn ==0,

C/-,l ( ̂ l + » Pï + . . . 4- H pn) = 0,

G/,2 ( pi 4- ^pa 4- ... 4- /^p,/ ) = o,

C^K^l+ a^pa-h. . ,4-^pJ =o.
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Dans le cas d'âne racine ne faisant pas partie d'un groupe, on trouve
des résultats identiques.

Supposons maintenant que l 'équation caractéristique ait les racines
IV^)!^ [î'C^Qr^15 • • - » ry'C^)]0^'- -^ ces rcr^lnes correspondent
les solutions holomorphes ou méromorphes

[B^or-s [B^)]^., . . . . [B(^)P-^.
Nous avons donc ici un exemple dans lequel aux. racines d'un

groupe correspondent des solutions dans lesquelles les coefficients des
puissances de b ( z ) sont nuls.

2. Il est aisé de voir que c'est là un cas exceptionnel.
Supposons, en effet, qu'il existe, pour une équation fonctionnelle,

deux solutions
[B(s)]^ et u1,

u et u' é tant des fonctions holomorphes, k un ent ier positif; l 'équation
caractéristique ayant la racine i, on peut choisir a rb i t ra i rement la va"
leurjo; sl ^()n calcule les dérivées successives, on trouvera zéro pour
le coefficient de ( ^— r) ? le terme indépendan t étant généralement

\ az ) x
différent de zéro; la fonction ne peut donc pas, en général, avoir au
point x une valeur non n u l l e ; si l'on donne à y^ la valeur zéro, on ob-
tient la fonction [B(^)T^ et non la fonction u\

Ains i , en général, il n'est pas possible de trouver deux fonctions
holomorphes vérif iant l 'équation.

f dIC'y\Toutefois, si le second membre de l 'équation qui fournit [•^ )
I d1^ y \

est nul quelle que soit y^ nous pouvons prendre pour (^^ uue

valeur arbitraire et continuer le calcul des valeurs des dérivées au
points

Nous trouvons ici , pour définir la fonction, deux constantes arbi-
traires; ceci s'explique aisément en remarquant que l 'équation admet-
tant les deux solutions holomorphes

admet la solution
[8(2)]^ et a'

[B^u 4-^,
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où uÇsc) eU/(^) sont arbitraires; on peut encore vérifier ce fait en
développant en série.

3. Si l'on sait à l'avance qu'une équation fonctionnelle admet plu-
sieurs solutions holomorphes ou méromorphes, on peut affirmer que
les coefficients de cette équation doivent vérifier certaines relations.

Considérons l 'équation

P^ •+• Pïfl -H . . . "t- pny^ "= 0,

^(P p^ .. ,,pn étant constants, et supposons que les racines de l'équa-
tion caractéristique soient r , ^C^)» • • - , f/f'C^XF"15 l'équation admet
alors les n solutions holomorphes

i, B(^), [B(^)p, .... [B(^:]-1.

On en conclut que les seconds membres des équat ions qui donnent
les valeurs (-;7 ) , . . . , [ c . , ' 7 ) doivent être nuls ident iquement .

\CiZ / y, \dZl"w /.y

Ces seconds membres sont

v /^r/\ /^®A
i^(<è . ̂  ?

ysn.^^^ /^ ^2^\ ,v. ̂ A ^^A^ ̂ ^^^Y^^^;^^^^^^^^

En développant ces expressions, on trouve entre les quant i tés p et
le nombre ç'^) des identités qui résultent simplement des identités

Pô -f" pi y7' 4- ̂ 2 y2^ -h... -h /^, 9//&/(1' "= o.

Je remarquerai simplement que, dans certains cas, nous aurons là
une méthode qui pourra donner naissance à des identi tés que l'on vé-
rifierait difficilement par un calcul direct; j ' indiquerai, sans le déve-
lopper, le cas de l'équation à coefficients constants dont toutes les
solutions ne sont pas holomorphes.
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4. On peut ramener la résolution de l 'équation f o n c t i o n n e l l e

po.y + p i y i 4-... + pnYn •=-=- o»
dans laquelle

;;„ -= a^f{z ), /^ -=: Oi/( 3i ), . . ., /^ == a , J ( Z n . ),

a^, . . . , a,^ sont cons tan ts , à celle d'une équat ion fonc t ionne l l e à coefti-
c ients constants.

I l suff i t de poser Y ==jy(.s),

a^y + ai ji -h-. . . + a,,^',, = o,

5. Si l ' équa t ion est à coefficients constants dans IMîypot l iese

a/(.r)=:o,

les so lu t ions fondamentales sont de la forme

[C(3)p[c(5):|<

6. Nous avons donné la solution générale de l ' équa t i on fonc-
t i o n n e l l e , en supposant que son équat ion caractérist ique n ' ava i t pas
de racine nul le ou de racine i n f i n i e .

Je n'ai pu former de solution correspondant à une racine n u l l e ou
il u n e racine inf in ie dans le cas général; il est toutefois un cas part i -
cu l i e r dans lequel cette dé terminat ion est possible.

Supposons que l 'équat ion caractéristique a i t une racine i n f i n i e ,
c'est-à-dire que pn,{^) == o; posons

y^V(^),

f ( s ' ) é tant une fonct ion solut ion de l 'équation

^^(T^^^
'J/(s) n 'é tant pas nulle en x, l 'équat ion fonct ionnel le deviendra

/»oY/(3)+AY)/(=i) +• - • -+ - P,t Y/,/(3/J==o.

Si, de plus , ou a
^.(sO^^-^)'-^,
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ki étant un ent ier positif, 7^==/^== o, on voit que l 'équation caracté-
r is t ique de l'équation en Y n'a plus de racine i n f in i e ; elle n'a
d'ailleurs aucune racine n u l l e .

Si, au lieu de la forme précédente, on avait
if •+-/.••,> / /-\ ___ / „ ,y. \ À /'+•/.•;p^ ̂ ) — ^ ,̂  — X ) ',

À, ̂  étant des entiers positifs ou étant nuls, on serait parvenu au morne
résultat en faisant la transformation

y =¥[/(,.)]-.

Tout ceci suppose que ̂ {x) n'est pas nul.
Le problème est alors ramené à celui de la recherche de la fono

( ion /(^).
Considérons la fonct ion

[B(^] ^=/(^).

On a
^(r.)-(-t ( i { z \ -4-1

/ (^)=[B(5)] ?• [y'(,%•)] ~2—

1 ^,(3'411

/(^^B^piy^f ^ / (^) ;

&(^) étant é^al à ~ 0 ^ ' / 5 on a^ / v Logy(.r)
_ ^<>p;j^)

[9'(^)]^"^±"=[9/(.^Q^^[r/(^)]^^
„1 „ LsiLîil31 ^ 1 1

:[^W] 26- î '^[y^^)] 'UB(<P.

et l'on a
/(^)=[9^(^)^ i[B(^^ l/(^).

Là fonction /(^) ainsi définie est donc solution d ' u n e _ équation de
la forme indiquée.

7. Supposons en second lieu que l'on ait y^^) === o, et que ^ ( s ) = x
soit divisible par (z — ^r)^

Nous avons vu que, dans cette hypothèse, il existait une fonction
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A(V) ayant le point x comme zéro simple et vérifiant l 'équation

Jl^JC^——Z^--1.

1

La fonct ion y a""1 sera alors solution de l'équation

„__ __.JL ^—L-
.„/ a -1 — /> a-1 /,- _ y \-i.. a -1
/ i — c \^ '2 / J

On aura
__!_ _1 __^'

y a—i—/ •> a — f / ^ _ ,y.\—i,v 'oT îj. g — c ^— ,̂ j j^ ^

-.— —,1 ̂  11

», a — l — /•» a — i / ^ ,y. \ -1 ,v a^~î./ /(, "— c \^ n -1 ~ -<" ; J / t -1 y

,«___ .̂Jl̂  „_!_
y a 1 - 1 - 1 — ^ a -i / ^ _ ,y,\-i / » ,y\—i /,, y\- i rt/ a—i,' //, — ^ (,-' '̂ ; ^i — ̂  ; ... ̂ /^i — A ; ^y •" * ,

i
le coeflicient dey0'""1 étant divisible par

%«-..„. i
( .̂  — .,r )- < ! ̂  ̂  +• ^2 •̂  • •-+- ̂  •- ') = ( z — .̂  )"" "^.

Si l 'on tait alors la t ransformation déjà indiquée pour l 'équat ion fbnc-i
t i o n n e l l e d'ordres en prenant cette fonction y""1 pour/(^), on pourra
ramener l 'équation fonct ionnel le à la forme étudiée. Si. l'on a

p^)^Çz^.r)^^\

ki étant u n , e n t i e r positif, nu l pour &'== o et i = n.

9. Le cas de la racine nulle de l 'équation caractéristique se traite-
rait de la même façon ; il suffirai t de remplacer la fonction/^) par -j—9

j \ '^ /


