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SUR DES

SYSTÈMES D'ÉQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
ANALOGUES AUX

ÉQUATIONS DU ORDRE,

PAR M. J U L E S BEUDON.

L'objet de ce Travail est l 'é tude des systèmes d 'équat ions aux d é r i -
vées partielles définissant une fonction de n variables indépendan tes
et dont la solution générale dépend d 'une fonction arbitraire de n — i
arguments .

Le premier Chapitre est réservé au cas général; je montre que l'on
peut toujours donner à un tel système une forme normale qui met en
évidence ses analogies avec les équat ions du premier ordre.

Dans le second Chapitre, je m'occupe par t icul ièrement des systèmes
l inéa i res et du second ordre; je fais une é tude approfondie des condi-
tions d ' intégrabili té, et je montre l 'existence de données i n i t i a l e s sin-
gulières qui échappent au cas général. Je me réserve de revenir sur
ces singularités, qui sont complètement définies dans ce Travail.

J 'adopterai enfin là notation suivante :

à^-z
àx^.^àx^

— 7^— ^a,...»,^

ai+. . .-^a^k.
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CHAPITRE L

1. Si un système d 'équat ions aux dérivées par t ie l les , d'ordre p ,
dé f in i s san t une fonction z des variables ;z^ , . . . ,o^ , a u n e solut ion
générale dépendant d 'une fonct ion a rb i t ra i re de n — r argurnent-s,
on pourra se donner a rb i t r a i r emen t , pour .z^= x^

2-==: ̂ {X^ . . ., ̂ -i),

et les va leurs numériques des dérivées prises par rapport a Xn et
d'ordre i n f é r i eu r à p pour cc^ == x\, . . . , ^=== x^ ( f ). Toutes les déri-
vées d'ordre égal ou supérieur bp où x,^ i n t e rv i en t dans les dér iva t ions
d o i v e n t pouvoir être calculées en fonct ion de x ^ , x^, . . . , x,^ z^ des
dérivées d'ordre infér ieur à /?, et des dérivées d'ordre égal ou supé-
r ieur k p prises par rapport à x ^ , x^, . . . , ̂ _i.

Si l 'on prolonge le système au delà de p par une d i f r é ren t i a t i on ,
i l j ou i r a de la même propriété et sera de p lus l inéa i re ; , je me placerai
donc un iquemen t dans ce dernier cas.

1.1 y aura en par t icul ier des équations de la forme

^̂ .,.._.._ -^ fonction linéaire des dérivées d'ordre p où x,^ n'intervient pas.
(/X ^ 0 3C ̂

à^z
ô^ -1 àx,, id.

( i , / 5 n — i ) .

Pour écrire les condi t ions d'intégrabilité relatives à ces deux équa-
tions, i l faudra différentier la première^ — i fois par rapport à x,, et
la seconde p — i fois par rapport à x^ on aura a ins i deux expressions
pour

à^^z
J^^Ï^^T^^

( l ) Jo n'insiste pas sur les conditions relatives aux valeurs initiales, aux c'oefficicnts,
à la fonction <^, etc., car je suppose le système complètement intégrabio et les données
initiales non singulières.
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q u i devront être i den t iques ; or, dans l 'expression tirée de la seconde
équat ion, tou tes les dérivées sont prises au moins p — i fois par
r appo r t a X{\ il do i t donc en être de même pour l 'expression lirée de
la première é q u a t i o n ; cela ne peut avoir l ieu que si l'on a

()1^__ _ __()f'Z __ _ 6^ 0^
à^1 àx, ~~ ax ̂ -^^T 4- a, ̂ .^^ -t- . ... H- a^,., ̂ ^^^

-{- une fonction des dérivés d'ordre i n f é r i e u r h p .

Pour la même raison, on aura

_ àI)JZ „ — _^ „„ àp z (v> z

ô^~1 "ôx, - al ̂ -^-ï + ̂  à^xf^ 4" • • •+ ̂  - 1 ôx^ô^ ^ " "

Si l'on effectue m a i n t e n a n t les dé r iva t i ons ind iquées , en por tan t son
a t t e n t i o n sur les dérivées d'ordre ip — i , on voit a isément que

ai~= y.^ a^a.^ . . . , a,,^ •-= a/,_i.

Considérons m a i n t e n a n t les deux équat ions su ivan tes :

(a) ^ï....a,...(a«=^»:r-:: fonction linéraire des dérivées d'ordre/.'
où .v,i, n'intervient |)as,

el
à i ' z <)f'z àr z ô^z

( u ) .̂ -,,....̂  .::. a, ̂ 1^1^^ + a, ̂ ^^7-r + • • • -t- ^,-1 -^^^^ ~^-....

Pour écrire les conditions d'intégrahilité relatives a ces deux équa-
tions, il faut faire, sur la première, l'opération

^--i-a,
^^a,1

et sur la seconde l 'opéra t ion
^-1-7.,

^ .̂.̂ ^^^

et l'on aura pour
jîti- i-a,
"^a , . . . a ( ^ i ( 7 . ( = / / — - 1 ) a,.,i..i. ..a,i ,.,'a,(= l i

deux expressions qui devront être iden t iques .
L'expression provenant de (6) ne cont iendra que des dérivées ou
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l'on a dif férent ié au moins

ai fois par rapport à ^i,
OCg )) X^

^i-l » -^-l?

•̂-M » ^•-)-l,

^-1 » ^fi-l ;

ce qui exige que l'on ait

JP __ \ ryp ^ r/p ,/Jal...%^..a„-.,(a„=l)— Ai ^ai+l...î<,...a^.-i(a^==o)-+- ^2 ^a,aa+l...a«-,(a^==o)-T" • • -
, ^ yp ,

-t- A^_i ̂ ai.. .a/,-i-+-i(a,i==:0) ~i " • • •

En iden t i f i an t les deux résultats obtenus, on obt ient

^i^^i? ^a^ ^2? * • • » ?i^-i==: (2rt_i.

Je suppose ma in tenan t la propriété établie jusqu ' à une certaine
v a l e u r a,, de l ' indice de dérivation par rapport à .̂ , et je vais montrer
qu 'e l l e subsis te pour l ' indice a,z •+• r .

On a, par hypothèse,

(6 t) ^c(.^..,^i,..QL,^ ^-i ^a,-M...a,,+ ^2 îr£lî(a"^•"l...a«+• • •+ a,i-i ZSi... a,r4-1 + • • •

et je considère l 'équation qu i donne

W ^£1. ,.a,-.i. ..%,,-n == fonction linéaire des dérivées d'ordre /;>,

où l ' i nd i ce relatif à x,, est au plus égal à a^.
J 'effectue sur (c) l 'opération —"? et sur (d) l 'opération " •
Je dois obtenir deux expressions ident iques .
L'expression tirée de (c) ne cont iendra que les dérivées d'ordre p de

la forme
Jl>+\ rïp+l ryp+î
^a,+i ...a«4"i? ^aiaa-("i .,.î<rt"t-l» • • • ? ^ai,...,a,(-..,i 4-1,a,, •n;

i l devra en être de même pour l'expression tirée de (cl), ce qui exi^e
que l'on a i t

^a,. . .a.~i. . .a»+l ̂  ^i %Si +1 ...a,-i ...a^ '+- ' • •-+- ^/î-l^S, . . .a<~i ...a^i+ioc» -+-....;
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en complétant l ' ident i f icat ion, on obt ient

'•i:= ^i? • • • s '•/z—i:::::::: ^rt—r

Nous arrivons donc au résultat suivant :

THÉORÈME. — Si un système d'équations aux dérivées partielles linéaires
d'ordre p définissant une fonction z de n variables x^ x.^ ... , x^ a une
solution générale dépendant d'une fonction arbitraire de n — i argu-
ments, on peut toujours mettre les équations qui le composent sous la
forme

<r/i Xa,-i-i...a,, ~+~ aîr^y.t c^-<-1. . . a» "+• • • • ~Jr-arir^y.^ ...a^-n = Â-a,...^?

0-1 , a^, .. ., a^ étant des entiers positifs pouvant prendre toutes les valeurs
telles que

^ _)„ ̂  -i- . . . -i- a,, =: /? — i ;

a^ a^, . .., a^ étant des fonctions des variables indépendantes, de la fonc-
tion inconnue, et de ses dérivées jusqu à l'ordre p — i, qui restent /es mêmes
pour toutes les équations^ et les A^ a, étant des fonctions des mêmes argu-
ments qui peuvent c/ianger d'une équation à l'autre.

2. Cette forme du système é tudié met en évidence ses analogies
avec réqualion du premier ordre. Si l'on considère, en effet , sur une
m u l t i p l i c i t é intégrale les courbes définies par les équations différen-
t ie l les

on aura

// — dx{ -^ ^^l — == djc^
a^ a 2 ' ' ' ct,^

/yy/*'///.— .̂....Â,,, ___,ai— —^^———.———-^-^
a^ /^ ..n... )^ d- . . . -h a,t /^ ,, >^ ̂  i

/€=:!, 2, . . . , / ? — I,

}.l-l-. . .- t~À/,=: Â-;

on tire, en outre, des équations proposées
r/ï>-\aLy.,... %„ _ .

——-,,—— -- Aa,...a/,.

On conna î t , par suite, l 'orientation des éléments différentiels le long
de cette courbe indépendamment de la surface intégrale choisie; et,

Ann. de l'Êc. Normale. 3° Série. Tome XV. — JUIN 1898. 3o
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si une mul t ip l ic i té intégrale possède un élément d'ordre/? — i connu,
elle possédera tous ceux qui appar t iennent à l 'orientation précédente.

On retrouve donc bien les caractéristiques,

3. Considérons une mul t ip l ic i té ponctuel le à n — i dimensions, et
cherchons les différentes surfaces intégrales q u i la con t i ennen t ; on
peut définir cette m u l t i p l i c i t é en se donnant z et x,^ en fonction de x^
x^, . . . , ^-.i; et il s'agit d'obtenir l 'orientation des éléments
d'ordre p — i correspondant aux différentes surfaces intégrales, c'est-
à-dire les Z^.. ^(/c ==: i, 2, . . . , p — î) en fonction de a^, x^, . . . , «r^.

On a
/ / ,N W ...) /,.n ' ()^n.ryA'
(,) __^___ ̂  Z,,..),^..), + ^Z,,,X,,,

Ceci montre que l'on pourra calculer tous les Z^ en fonction
de Z^^ et des dérivées des Z^ où rindice h est i n f é r i eu r a /c + î .

On aura, en particulier,

^ (1'^.,.^ __ r»^ à'^nrjf)
~à^— - ̂ ...a,-M...a,+ ^^a,..^.,.M,

^ ^ r i , 3, . . . , / Z — ï ,

et les équations du système proposé donnent
/ / - - î ^ r/t-i "i

/ ^\ V-, à7^...v.,, r,p vi ^y// .
^) 2i^~^^7~ ̂ /a->>a^l Z^T^ -^ =A^^-('=l L/=i J

Si l'on t ient compte de toutes les équations telles que (e) et (/'),
les équations (g) ne renferment plus que x^ x\^ . . . , x,^^ àp^-, les

(JOC! ̂

dérivées de j^-^ ̂ ^ et ses dérivées jusqu 'au deuxième ordre, etc.;

— et ses dérivées jusqu'à l'ordre/? — p, etc.; ^ et ses dérivées jus"uw ri ox ̂  "
qu'à l'ordre p — î .

Il y a p fonctions inconnues intervenant respectivement aux ordres
o, î , 2, . . . , p — î ; le nombre des dérivées d'ordre supérieur est
î + r^ + r2^ 4-... •+• r^:; ; il est précisément égal au nombre r^
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des équa t i ons du système proposé. On sait qu'on peu t alors obtenir
ces fonct ions à l 'aide d 'équat ions d i f fé ren t ie l l es ordinaires .

Une o r i en t a t i on d'éléments d'ordre p — i é tan t connue, il suff î t de
faire passer par chaque élément une caractéris t ique pour ob ten i r la
surface intégrale correspondante.

il existe des mul t ip l i c i t é s singulières déf in ies par les équat ions
n—\
Y^ à^n
^a,-^-^-.o,

/'= i^."^f-^..^.
i

à^\,.. ).„ r/k+1 , à^tl rj/.-t- l
-^-^^..A^^^^^^^^

Pour éviter l 'embarras d 'une n o t a t i o n compliquée, nous n 'é tudierons
ces équations, a in s i que les condi t ions d ' intég-rabi l i té , que dans le cas
des systèmes du second ordre.

CHAPITRE II»

1. Un système l inéa i re d u second ordre, dont la so lu t ion générale
dépend, d ' une fonction arb i t ra i re de n — i arguments peut s'écrire

( I ) Pni '^ ^l P i l -+- Cl'îPiî - { - • . . . -4- a^\pin-\ "+- A,,/,

( 2 ) pnn = ̂ î Pn\ -+- Cl^P nï -+- . . . -+- a,^^ pnn-i +• A,^,

^--~:i, 2, . . ., n — i ,

_ ^_ . _ __à^z _
p^ _ ^-^, p ^ ^ _ ^^^ àx^àxi, '

La dernière équa t ion peu t être mise ,sous la forme suivante
n—i n — I n — 1 n—1

Pnn •= ̂  Cl{ p)^ -+- 2 ̂  ̂  Cl\a^p^ -t- A.nn -4- ̂  C^K^

X = l X == l [J- === l A = l

7. ̂  ̂ .
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Pour obtenir les conditions d'intégrabilité, je considère d'abord
l'équation (i) et l'équation analogue

( 3 ) pn/c ̂  ^iphi + ̂ îpkï 4-. .. -+- a/,.-^^_i -\- A,,/, ;

je différentie la première par rapport à x^ la seconde par rapport à^-,
pour obtenir deux expressions différentes de p^ ik ' - , j 'en déduis

^ clac ^ àa^
^^^P-Z^^-
p = i ii = i

On a d'ailleurs
n—i

da^ _ ̂  /<}ap àcf^
^'= 2à \à^ ~^ah~^

^ / </ap aao \
2.[^+a'tà,^)phfc+••-
h = 1

^^W^A ^\ .

d^^Z^^^^àpJ^1 + • • • î

p=i

en ne portant son at tent ion que sur les termes renfermant des dérivées
du second ordre.

On en dédui t
n —î n — 1 fi — i n — in —î n — 1 n — I n — î
^ ^ ( àctn àcip\ -^ •<n /àa// àa/A
11W- [^ -'- "/- ̂ ) = 1 i W- (^ + cp ̂ >
V ^ f^aç àap\ ^ ̂  fi)af, ()a/^i l^^^^^^}-! l^^^^^: 1
p=:l A=l p=i h^i

ce qui exige que l'on ai t

àa^ àciç ^ ()a/, ôa/,
(I ) , à?/, ali Ô[)n ~~~ Ôp^ ai9 Ôpn '

\ p , A = = i , a, .. ., n— i .

Envisageons maintenant les équations (i;) et (2) ; elles fournissent
deux expressions de/?,^-, et l'on devra avoir

n — î n — l n — i n. — 1
Vi ^p x^ cla} ^ ^c^ / da,j, da, '
2^ -dx: ̂  = 3 24a'- d^ m -1-2 2 24 ( f f)' ----- + ̂  '
p=l ),==;1 X=l (;.==!

î 6<ap ^^ aa\ ^ ^ / «au. ^ '̂̂  \
^ ^ri:^^3^^^^--1-2! 2 ̂ •7^7 +^^)^

p=l ),==;1 X=l (;.==! /

en ne considérant comme plus haut que les dérivées du second ordre.
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On peut écrire les formules
n-i

da^ _ î à'a p àa^
d^ ~ 2^ àp,^ + Ôpn ptm + • • • '

c'est-à-dire
n — l n — 1

^ = 2 2 [^^p^l-^(^/J^+ ̂ w.) |).=i [j,=i« — i
c^a î f àci} àa\\^.-l^^-^p^^---'p=i
^-...Vn. C'^'V- , „ ̂ ^ ,.——— — y /' la \ '~~\—— i L* o Ç~ ; i • • • i
.̂ ^/ ^V^PO [ ^PrJ

p=l

ce qui donne, en portant dans l 'équation (4.)

^ r ()ao àciç , 2 J
^ p^\—— C^p^ -+- ̂  ( ̂ ). /?,}. -4- 2 ̂  ̂ ^pxp. ) ]

p, À, [L " ' '

fl—i
vi / àci} àa\ \

= ^^^^^^"'-^^J
-À, p
^ — i
^ f (àa^ ()a^\ (àa^ àa\\\àa^ à au.\ ( àa^ àa\' 4- ^ 1 4- a \ —— • -

<^P [ àprj [ \àpç

+ 2 i ^^p- h te4"ap ¥:J+ "^^ + a9 ̂ )] ')- v ' , p
L ' identif icat ion conduit aux résultats suivants

âcir, àcir, „ f àct} àa} \i ^- 4- L ̂ ^ =: a ci} —— -4- ap .— »
^A ^/. V^p -^/J

(')a^ àa^ ( àa^ àa,j\ f àci} àa, \
ç, L 4- ^a, cin —± = 2 a) —— ̂  ci a -T— -t~ a ̂ u, -.—'• •+- ^p -.—- -( ^/, ! àp,, À \ ̂ p r àpn ) ' \ ̂ p p ^/<./

Nous supposerons, pour rester dans le cas le plus général, quêtons les
coefficients a^ a^, . . . , a^ sont différents de zéro; on déduit alors des
condit ions (I) et des relations précédentes les condit ions

[ àa^ àa'},. - ^ 4- ap —— = 0,
( I I ) àpç [ àpn

h.\, p=:ï, 2, . . ., n — i,.
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Si l'on considère les équations

àa\ àa^ _—— —\~ UQ —— — u ^
àpç ^àp,,
àan àa^
___^ i_^ /-/ ____ —— r\——— ^— ^ —— ^i

^p p Ôpn

en laissant À et (JL fixes et faisant varier p, on en d é d u i t

àa)_ àa\
_()P9__ ̂  AP^,

àa^ àa^
àp^ 'àpn

quel que soit p. Donc, deux des coefficients a ^ , a^, . * . , a^ pris firbi-
trairetnent et considérés comme des fonctions de p^ p ^ , . . . , p^ sont
fonctions l'un de l 'autre, et l'on peut poser

a.i == 91 ( a, x^ .. ., ;̂,,, z ), * . ., a,,-.i = 9,,_i ( a, ..r,, . . ., .r/,, ^ ).

Il ne reste plus que les relations

r}a , , àa
(5) ^+tpP(o()^=o'

p = i, a, . . ., n — :r,
lîcrivons

F(oc,/?i, ...,/;,,,^, . . . , x^ z) = const.;

les équations (5) deviennent

6?F . , àV
JiT^^ôp-^

donc
F = /;„ — yi ( a )pi — . . . — y,̂  ( a )p^i.

et l'on a l 'identité

^—?i(^)pr -y/i-i(a)/?/^i ==ip(^i, . . . , .2 ,̂ ^).
Si l'on différentie cette identité par rapport à x^ on obt ien t

n—l
M à^ ^ /àao àcto \pni ̂  aipl1 • • -a-^- = ̂  + f, P^Z ̂  ̂  ̂  ̂ -•} ^r-

p=l
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car les termes du second ordre provenant de la di t férent iat ion des a
disparaissent à cause des relations ( I I ) ; on a donc

. à^ à^ ^ (àciç àdç \
Atli ̂  ̂  + ̂  P 1 ̂ 1 [^ + -^pi)^'

p=i . ,

On peut résumer les résultats obtenus dans le théorème suivant :

THÉORÈME. — Tout système linéaire cV'équations aux dérivées partielles
du second ordre définissant une fonction z de n variables x\, ..., x^
dont la solution générale dépend d'une fonction arbitraire de n — i ar-
guments peut être mis sous la forme

n — 1
à^ à^ ^ I ' à c i p àar, \

p^~=:a^ pi,^- a^p^ -i-...+^-ip^-i+ •̂  ̂ ^^-^JLl.^.^ ^ P 1 ) ? ^
p = i '

avec les conditions
a^ -= 9i(a, x^ . . ., x,^ z ) ,
a^ =: 9^(0, .̂ 1, . . . , x , ^ z ) ,

CI{^Y '=: y fi—ï {^ï •'^i» • • • ? ^119 z ) 9
p^ „ cp^^ _ ya./^- • • y^p/^ = 'H-^i? ^2» . . . » ^? ^ ).

2. Pour définir les mul t ip l ic i tés intégrales, donnons-nous une mul-
t ip l ic i té ponctuelle à n — ï dimensions, par exemple z et x^ en fonc-
tion de x^ ;r'2, . . . , ^,-1, et cherchons l 'orientat ion des éléments du
premier ordre sur cette multiplici té.

On aura
()z àx^ àp^ àxn,^ =p, +^ ̂  ^ -pçi^-p^ ̂

d'où l'on déduit

— (.)p± — 6^ àj^!. -J-. • ()xrïl ( ) x î ï ' — ̂ l — ^Jpn <)xn -4- ^X1t ()xnp^_^ ^ ̂  +^^^ ^^_^ ^ ̂  -^-y^ ̂  ̂ ,

(6 ) „ —.^ „ ^1"-j 7^"-"^~"^//'^?

(z, p == ï , a, .. ., n— ï).

Il ne reste plus qu'à obtenir p^ Qtpnn en fonction de oc^x^, ...y^.i.
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Or, l 'équation (i) donne

à^n ( ^ àx^\__àpn ^ ( àp^ àpn à^
àxi ^"1 I "• Ziap ^p ; -~ ̂  2rf ̂  ̂  rtep ̂

\ p=i t / p=i k
(^) ^^J^V^^=^-Tap^-^^
w / ^' \ Ari l àXn / ÔXi ^Hà ^\àXi ()XQ à X i )

\ p=l t / p==l t

et de l 'équation (a) on déduit

w ^(-Î^È-;)^^4-^-
\ p==l l/ p=l l

Cette relation permet de simplifier l 'équation précédente, qui de-
vient

n—\
àP^ V., ^P _ A -L- A àxn'
Wi ~^ J^, '- A---4- A- ̂

p=l

de plus, on a

d'où

_ àz ()x,,
^-W^^àJ,'

^ -=: ^J.,, „ y ^îl^. __ àx!1- ̂
à X i àsciàxo t àXtàx^ àxç àxi

On a donc

(^ ^Yr-4-V/7 ^A—V 1 , / (?25 ,, ^•'̂  \ . A d^ l À^i t+V^ ^\~-V^ ^ ^^^-n <)2^ ^ , A d^
,̂z., l l + ̂ "P ̂  1 ~ 2ia? \àxTàxo l t l à^à^ + A//" ~ô^

\ p=l t / p = = l ' l l
^ ^ l l + 2A ̂  ) ~ 2. ̂  ̂ ^J- - ̂ /A 5-̂ 7 ;̂; + Ann -0^ + A-

Ces équations permettent de calculera par des équations dif féren-
tielles ordinaires; les caractéristiques sont d'ailleurs

__ , _ dx^ _ dx^ _ _ d,Xn^ _ dz _ dpç
a^ a^ " " ' '""" a^i ~ ip ~~~ Ap,,

II y a exception si la relation suivante est vérifiée

( 1 0 ) ^'î^-0-
p==l

On a, en outre,
()z ^. , . „ àXn
J^^P^Pn^
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tl'Oll
// — 1 // — l ^ — 1

V 6?3 ^ V ^•r//JL ̂  ̂ ":: 2 ̂ û 4" ̂  2. ̂  ̂ ?
p-i ' F-I F=I

c'est-à-dire, en tenant compte de ( io ) et des c o n d i t i o n s d ' in tégrab i l i t é ,
n—l

^^^+^(.^,..,,.,,.)=0.

P-=1

Les f o n c t i o n s Op renferment /^, /^, . . . , /^; si l ^ o n remplace 7 ,̂ par
^ ^- n c^ft-, on aura

<}.r/, / // ^.2-p

— / ^ <)^/< -̂- . ^•r// ,. \
^ (-r. - • - •z- •- ̂  - ̂ - ̂  5 • • ' ? ̂ ^ "•" ̂ /;-1 ̂ ^1 ! n ) '

Nous allons voir quc^ ne figure pas dans ces expressions. On a,
en efîet , /' — i

^ - — V ôa^ <}^- -t- p •
~()pn ~~~ ̂  '()pj à X j Ôpn J

or, des condi t ions ( I I ) , on dédui t
()ar, _ àa^

<)/ïJ ~~" aj ^P'i?

ce q u i d o n n e
àa^ _
àpn ~

Les deux équat ions suivantes
n—Ï
^ ——• ÙJC^

^L^d^^0'
1 1 —ï
V— àz

^^L^^^0-
p=i

()ui sont du premier ordre en z et x,,, tournissent donc les multipli-
cités singulières à n — ï dimensions.
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11 y aura indéterminat ion dans le calcul de p^ et p,^, si l 'on a
n — 1
^ àXn

-l^JÏ—0'

n — 1
^ ()j'n

'^l^^^0-
p=l

ôz àx^^---P^P'^
ii—i

/ , , \ ^ V n ( à p 9 àpn Ar/^ \ —r
^ l ) ^ ~Z ̂  ̂  ̂  Ô^ à^ ;~A--0-

p=l l

/ < - 1

V ^rt A2^"P+A««=o;
^=:1 l

or, on a, d'après l ' équa t ion (6)
()^ _ àP^. ̂  — < '̂ _ ^ ̂
^.r/ j^p àjCi " " " àxç àxi àx^ ?

et l 'équation (n) devient
/ / — i

^ V /^( _ ^EJI, <lJ!Jl\a ?.^^_-j^A,/^o,
* \ // r" // r . // r* /~() X i " " " " 2^ ̂  \()Xo 'Jx] TU-J "

de sorte que les cond i t ions sont f i n a l e m e n t
àz àx,,^--^+p^'^--p^p^

/ / — i
'c"̂  àx,,'-^-i^-"0'./,..p

V <JPi Aa àf>l^^^+A,^o^^
p.-=i

(^=i, '>., . .., ^).

On vo i t sons cette forme que les m u l t i p l i c i t é s s i n g u l i è r e s sont
engendrées par les caractérist iques du système proposé; p o u r les
obtenir , on considérera une m u l t i p l i c i t é d ' é l éments u n i s du p remie r
ordre à n — 2 d imens ions , susceptibles de por ter des é léments u n i s
d'ordre p , vér i f ian t le système étudié , et l 'on fera passer par cl iaque
élément de cette mul t ip l ic i t é une caractér is t ique.


