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ÉTUDE DIRECTE
DES

INTÉGRALES ÂBÉLIENNES DU GENRE UN,
PAR M. J. DOLBNIA.

1. La présente étude portera sur les intégrales
r dxf.
f
Ji/l

^0— a)^x—ô)fi{x—c)2

t ______dx________
^(^^"o^^ — ̂ '̂ircr)»'

dx
(.r—a)3^ ~ b)^x-—cY

On sait que ce sont les seules intégrales âbéliennes du type
r dx

j ^^-^^o^ __ b)^.T. ( x — ̂

dont le genre est égal à l'unité et qui pour cela appartient à la caté-
gorie des intégrales elliptiques. La réduction de ces intégrales aux
elliptiques présente aussi peu d'intérêt que de difficulté. Nous nous
sommes posé un tout autre problème. Considérant chacune des inté-
grales comme argument, nous allons étudier la variable x comme
fonction de l'argument donné; trouver les périodes de cet argument;
élucider enfin les principes généraux de l'inversion de toutes les in-
tégrales âbéliennes du genre un par les fonctions elliptiques de
Weierstrass. Considérons d'abord l'intégrale

dx•=r,J. V\ j { x — a)2 (x — bY {x — c)2
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3Q4 J- DOLBNIÀ.

Il est facile de voir qu^au voisinage du point
x — a = o

nous aurons
X — Œ== ^3 FI (^),

où Fi(^) est une fonction holomorphe satisfaisant à la condition
Fi(o)^o.

Nous avons ensuite

_ /^________d^________ /"r dx ....,__
u ~j( y~(x-aY{x-bY{y-cY -hJ, ^ - a)2(^ - by {x - cY

Posant
/^______^______ ̂

^ ^(^-arc^^^^"^^)2^0'1'
il vient

/IA" dx
U — (Oi == 1 «-==_^——————————— , ., ,——————• •

J, ^^^ar^-bV^-cY

Par conséquent,
X — Ô == (^ — G^i) 3 F2(^ ) ;

F2(^) est une fonction holomorphe, satisfaisant à la condition
F^O^o,

Posons maintenant

^______dx_________ ^
^ '^x - a)^.^ - ô^T^T)2 ~~ ct)2 9

nous avons
.y — c == ( u — û,)a )3 Fg ( ̂  ),

Fa(^) est une fonction holomorphe, satisfaisant à la condition

F,(co,)^o.

Posant enfin
. /lco________dx^_______
^ ^-^^^-zr^ya^^ """cr?
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nous avons
^:=(^_O-)-IF^),

l îm(^ —- o") == o,

F,(cr)^o;

F/, (u) est une fonction holomorphe.
L'étude que nous venons de faire démontre que x est une fonction

monodrome de l'arguaient u sur toute la surface deRiemann. Cette
fonction comporte trois zéros et, comme il est facile de le démontrer,
elle a trois infinis en trois points différents de la surface de Biemann.
En effet, posant

\f{sc—aY{x— b)ï(x—c)ei=y,

nous voyons que x ety sont liés par une équation de la forme

y3—— ^6 ̂  A^d-. . .-h B ==0.

Cette équation exprime une courbe dont l'élément à Finfini est
donné par Inéquation

y3 — ^6 -^_ Q^

OU
(j — x^ (j — a2^2) (y — a^2 ) = o.

La forme de cette équation montre que x a trois infinis de premier
ordre dans chacun des trois feuillets de la surface de Riemann. Con-
formément à la nature réelle des fonctions elliptiques de Weierstrass
l'inversion de Fintéffrale

=/'^fi

dx
\j{x—aY(,x—bY{x—cY

s'obtiendra le plus simplement dans le cas où tous les trois infinis
de x seront réunis en un seul point de la surface de Biemann et pour
cela il faut transporter à l'infini le point initial de ramification a par
la transformation

i
x — a •=: r- '
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L'intégrale u prend alors la forme

d) -- ^ . ^
^ t/a-^O-^)2

Nous avons ici trois points de ramification

a\ b ' , ce.

En développant, nous avons

Ç=^F(^),
\\mz -==z o,

F(s) est âne fonction holomorphe satisfaisant à la condit ion

F(o)^o.

La fonction la plus simple de Weierstrass pour laquelle l ' inf ini de
troisième ordre est au point

estp^.
De l'équation (î) nous tirons

W (W^^^a'Y^^b'V.\a^ /

Posons
^=ap^+p.

De l'équation différentielle (2), nous avons sans diff icul té

.. 27 a^-h b'^-^y^——.

fa'—b'Y^=o, ^-.^(^-^

,-^^n^ c,
11 n'est pas sans intérêt de rechercher si la fonction trouvée poor S

( 1 ) Bulletin des Sciences mathématiques, mai 1^93.
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satisfait aux conditions précitées. Les fonctions

I ... , 2" , a'— b'')rt _
C — Ci —— —— T) .3 — —•~———— ?
' 2 v 2

( 3 )
„ ,. 27 , a' — ^
ç-^=-p^+——

397

doivent avoir les zéros triples; en d'autres termes nous devons avoir
un développement de la forme

i; — û/^r: 03 (.s ~ &))3 4- ̂ (^ — ûû)4-^. ..,

^-^^^(^-in)3^-^^^-^)^...,
OU

d'i

•=/'

^^-a'Y(î,-b'Y

L'équation (3) nous donne

TS5 - r~1 ̂
_^_

^ { ' E ^ a ' y ^ - b ' ) 2

^ a}—^
— i/co == ————,
2 " 2

OU

^P^-î-

ou bien

En conséquence,

^ _ ^ y / ^ _ _ ^ Y
^ 27 / "~\ 27 ^ '

PQ)==O.

p^r^ÔJ)2^— ^^=0,

p^O) == I2p&) p^ûû == 0,

R^CO == I2(pû>3pyCO 4-p /2CO) = ï^p^ûû 7^ 0.

Prenant en considération que

^-a-=(^-^U(.-.)^
2 " 2

(^ — &))2 27 (^~co) 3 27
1.2.3 2P'"4-,-,.,^^-

nous concluons
.a^jç^-û))3?^^.... C. Q. F. D.
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Nous démontrerons de la même façon l'égalité

Ç -- b1 == 63 (-s — w)3 + 64 (z -- rïT)4-^ . . . .

2. Analysons maintenant l'intégrale

/lv ^- = / ^^ v̂ ( . r—â)^^—-^)^^— c)3

Étudiant, suivant les règles usuelles, les formes du développements
en fonction de u au voisinage du point

X — Cl ==: 0,

nous aurons comme résultat
x — a == ̂ Fi^z),

Fi (iz) est une fonction holomorphe satisfaisant à la condition

F, (0)^0.

Posant
clx/ ^^^aY{x— bY{œ—cY

dx
nous aurons

u — co^-co= ^ ^-
4 v(̂̂ ^"a)^^^^

d'où il suit que
^^.b=:(u--^'F^u),

Î^Çu) est une fonction holomorphe satisfaisant à la condition

F2(œ)^o.
Posant encore

/̂a dx
\j{x—aY^x— by^x—cY

:w,

nous voyons que
x — c •==- {u — v5)!'Fs( u)y

FsÇu) est une fonction holomorphe, et
Fg(CT)^o.
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Enfin posant
dx

/ V\j{x — a)2 (œ — bY(x -- c)3

nous trouverons facilement que

x={u-^-^,{u),

F^^) est une fonction holomorphe satisfaisant à la condition

F^O-^O.

Ainsi ^ est une fonction monodrome de u sur toute la surface de
Riemann. La fonction x—b a quatre zéros, tandis que x— a en a
apparemment deux. On s'assurera facilement que oc—a a deux zéros
doubles. En effet, posant

^ — aY{x — bY^x — cY=y,

nous voyons que l'élément de la courbe au voisinage du point de ra-
mification oc— a == o est exprimé par l'équation

ou
y^-— (x — ff)2 == o,

(y2 + ̂  — a) (j2_ ^^.a)=o,

d'où il appert que
X — ^ == 0

est la réunion de deux points de ramification; par conséquent x — a
a deux zéros doubles, soit quatre zéros en tout.

De même nous n'aurons pas de difficulté à nous assurer que x com-
porte quatre infinis simples. En vue de faciliter l'inversion au moyen
des fonctions elliptiques de Weierstrass il faut prendre soin que les
quatre infinis de x se trouvent en un même point de ramification. On
y arrivera en transportant à l'infini le point de ramification b au
moyen de la transformation

x —- c :
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L'intégrale donnée se ramènera à la forme

dy:/J ^{y-a'Y^y-b'Y

Abordant maintenant l'étude de cette dernière intégrale, nous lu i
donnerons la forme concrète

._ r^~1
dx

J^ \/x^x-aY

Au voisinage de l ' infini le développement de x a la forme

x=^-l-V{z),

où F(s) est une fonction holomorphe satisfaisant à la condi t ion

F(o)^o.

La fonction la plus simple de Weierstrass, ayant un in f in i de qua-
trième ordre au point

estp2^. C'est pourquoi, posant

x = ocp^z 4- (3,

nous tâcherons de choisir a et ^ de façon à satisfaire identiquement
l'équation différentielle

____ \ ——— /y.2 / y> ___ /-y \ 3

dz ) -x {x a) 9

où, pour facilité de calcul, l'équation

(dx\ ï28 .
\~d.) =^^-aY.

Il est facile de s'assurer que

^==6p2^ -t'a,

2
é^ •=— ^a, ^3 = o ;
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en conséquence

p^=Ç/4p^- Jap^ ( 1 ) .

Posant

5.<iy^^-^-ay
/ J

nous démontrerons que x — a comporte un développement de la
forme

x —• a == ( .3 — &o )4' Q ..3,

ç(^) est une fonction holomorphe et
Cp((.))^0.

Nous avons
x-=- 6j)2^ 4- a^
x —ci'—- 6p2^,

donc
pût)= 0.

Des équat ions
p^^^^p 3^— ^apz,

p^=6p^-ia ,

nous tirons
P 03=0,

p^^o.
Et comme

( ̂  — (^ Y2-
pZ -=?€,) + (^ — C^p'Cx) + -———^——— p^3 4-. . . ,

par conséquent

donc

p^^2^...,
3.̂  ^-a== - (-s — c.^)4?" co + .. . .
2

C. Q. F. D.

( i ) jBull. des Sciences rnathém., novembre 1893.
Ànn. (Je l'Éc: Normale. 3e Série: Tome XV. — NOVEMBRE 1898. ^ l
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Posant
dxr __d^

j; s^T^J, ̂ Ix^x^af

nous démontrerons que ^ comporte deux zéros doubles. Nous avons

x =: 6p2^ -4- a,
conséquemment

6p2-; 4- û •==- o,
<, û?

p^=-ô-

Prenant en considération que

fdx\
"J- ==I2pC<}p '0) ,\a^, / ,S=CT

nous trouverons p'^r. Nous avons

p^2 zn == ^ p &} ( 6 p2 a) + a ) =--- o,

^^•\
== ï 2 p'^CT -1- ï 2 ? 07 ? V5.^^A^

Comme

donc

// n o ^ 3 ^p / /OT==:6p2ïïy-^- ^ ==:—^ 07^0,

/^^\
(^-2- ^°-\ Cl., j S=CT

Par conséquent
^^A^—CT^+B^ —ro)1 '^^....

Prenant en considération que l'équation
• ^ s.^'

6p2^ +a := o

est satisfaite non seulement par

:CT,
mais aussi par

s^irs (^=^—1) ,
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nous avons encore un développement

x -==. h! (s — iw)2 4- W ( ̂  — îCT)3 -+-....

Ainsi a? a deux zéros doubles, c, Q. F. D.
Les périodes de l'intégrale

y^'_____dx______
/ 4/128 , , " -

J. VSr"^"^
seront

^' ^ /"0 dx_____
2 G3 =: 2 I ——, ___ ? 2 ïï7 == 2 I ——. . -

J. \/^ «•("-»'• J. \/^-"-»>•
3. L'intégrale

_ r _____clx________
u —j ^~-zraY(x — bf ~^"_z~çY

sera ramenée à la forme

-- r dx
(3) ^ ^j^ ^^^'

Démontrons que l ' inversion de l'argument z peut être directement
opérée sans avoir recours à la substitution préalable

i
x ==. —iy

avant pour but de ramener tous les infinis de x en un seul point de la
surface de Riemann. Nous avons pour ^•5 qui est une fonction mono-
drome de z, le développement de la forme

œ=:z^^z).

Fi (-s) est une fonction holomorphe, et
F, (0)^0.

Posant
r a dx
I -——=======• =û), r

J \/^{x—aY
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nous avons
x-a= (z-^¥^z),

F^(.s) est une fonction holomorphe sat isfaisant à la condit ion

F^^o.

Développant en série l'intégrale au voisinage de l ' intini et inversan t
cette série, nous assurons que

.rrr:^-^)-2]^),

lim(,s — CT) ~= o.

F(^) est une fonction holomorphe, et

F(zn)^o.

On voit immédia tement que x a deux i n f i n i s doubles. Le nombre
des zéros est égal au nombre des infinis . Ains i donc nous devons
choisir pour x une fonction de Weierstrass comportant quatre zéros
confondus et deux inf in is doubles. La plus s imple fonction de ce
genre est

;. D.S — e, . ,,
^== ̂ aj-"» ^ = = î , 2, ,:>.

En vue de déterminer plus commodément des invar iants , nous
prendrons en considération ce qui suit. L'argument (5), par la trans-
formation

i
X = - »y

prend la forme

Lw dy(16 )
(y— ^?

Vnn des invariants de cette intégrale est

^ = 0-

Par suite de la transformation
î

x == - ?y
l'argument se trouve mult ipl ié par une certaine constante et, en vertu
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du théorème de l 'homogénéité, les invariants reçoivent aussi des
mult ip l ica teurs constants. C'est pourquoi, si l ' invariante de (6) est
égal à zéro, l ' invariant correspondant de l 'argument (5) est égal à
zéro. Mais, si

^•3 -= 0,

l 'une des quant i tés
C), É'2, 63

est é^ale à zéro. Posant
<?i = e, = o,

nous avons

Si

nous avons

P.3

J.)^

l im s •==- o,

p.- = ^-(-9(^),

< P ^ = - ^ + ^ ( ^ ) ;

^(s), ^(-s) sont holomorphes ; donc

^=^/(..=),

/'(s) est une fonct ion holomorphe, et

/(0)^0.

D'où l'on voit que les quatre zéros de ^ de même que les quatre
zéros de oc se confondent au po in t z --= o. Étudions main tenant les
inf inis de Ç. Nous avons

i i
^ 4p^—^2 ^ ( p ^ — ^ ) ( p z — e ^ )

Si

alors
p Z — 6^2 = 0,

p^-==o,

j:)^==64-"^^o.
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C'est pourquoi la fonction
p^—e.,

se développe en la série
p^^^^-a)2^^),

où F ^ ( 5 ) est une fonction holomorphe, satisfaisant à la condit ion
F(^)^o;

û est une demi-période de l 'argument el l ipt ique ^. Par conséquent ,
au voisinage du point

z=^.

^ se développe en série

^(7^^

<&(.s) est une fonction holomorphe, et

<Iî(^)^0.

Ainsi ^ a un inf in i de second ordre pour
Z=Sl.

Nous démontrerons de même que S; a un inf in i de second, ordre

^=î2i ,
pour

où û< est une autre demi-période de l'argument e l l ip t ique z.
Nous pouvons prévoir que^ diffère de S par un facteur constant .

Posons
...^,,-^P^x == y,E p1^'

et choisissons a de manière à satisfaire l 'équation di f férent ie l le

'dxY ^ .„— -==.x\x —a) 3 .
>6t^ /

Nous avons
x : 4?^-.^

cto ^apzp'z
d^-^^p2^^
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conséquemment
^^p^z __ a3 (a -h a^ — 4<^P2^)3

(4p^-^)B~ (4p^-^ ;

d'où nous t irons les deux conditions

62 - —. ,
a

•^aSa3:^6^,
donc

Enfin,

/a \ 3 <22

^-U)3 ^^
a3 p.3 _ a3 i
43 , , <?2 ~ 43 , . ^4p^-^a^' 4p^-^

4. l î tudions maintenant l ' intégrale

-f: dx
\/(x—a,Y{x— ^ ) 4 ( ^ — c ) 5

Au voisinage du point de ^ramification c nous avons le développe-
ment

.z- ~ c ==: u6 î ' i (u) ;

F,(^) est une fonction holomorphe satisfaisant à la condit ion '

F,(o)^o.
Posant

/. vi dx

x — a)3 {x —• b^ (^ — cY

il vient
.y — a ==. ( ̂  -— û) )2 Fi ( zz ),

F < ( ^ ) est une fonction holomorphe satisfaisant à la condit ion

F,(û3)^0.

Répétant les raisonnements appliqués deux fois dans les paragra-
phes précédents, nous nous assurons facilement qu 'au point

U == Ci}
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la fonction x — a a trois zéros doubles, a t tendu que, au p o i n t

x — a == o,

sont confondus trois points de ramification. Posant

dxr\
J r . V

:7S7,y ^ — a y ^ x — by{x — cy
nous avons

x — b == (u —n^FgO),

F^M) est une fonction holomorphe de u satisfaisant à la condi t ion

F3(^)^o.
Comme au point

x — b -=. o

sont confondus trois points de ramif ica t ion, la fonction x— b com-
porte, au point

U. -=z. TSJ,

deux zéros triples.
Posons, enf in ,

dx/ =-.û;
^(aî —aY{x-— bY{x —c) 5

nous aurons .^(^_^)-ir^),
lim {u — ûi) == o;

F^^) est une fonction holomorphe de u satisfaisant à la condit ion

F4(Q)^o .

On comprendra facilement que, dans chacun des six feuil lets de la
surface de Riemann, x a un infini de premier ordre. Les développe-
ments trouvés nous démontrent que x est une fonction monodrome de
l'argument r ayan t six xéros confondus au point de ramification ce t
six in f in i s distincts. A l'effet de donner la plus grande simplicité à
l'expression de x en fonctions el l ipt iques de Weierstrass, i l con-
vient de transfWmer Fintégrale de façon que les six infinis x se con-
fondent en un point de la surface de Riemann. Il suffit pour cela de
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transporter à l 'infini le point de ramification c. Posant

i
^ —— ç ^=Z - yy

nous ramenons l'intégrale donnée à la forme

^ r , ^_____.
J. ̂ r-^)3^--^

Si nous considérons y comme fonction de z , nous verrons que y a
un infini de sixième ordre ; y 4- a a trois zéros doubles; y -4- {3 a deux
zéros triples. Cette fonction doit être du troisième degré par rapport
à p z ; voilà pourquoi elle doit être de la forme

r == kp3 ^ -4- lp^^ -+- mpz 4~ n.

Comme
j4-a

a trois zéros doubles, cette fonction doit être divisible par

4 ( p - G — e ^ { p 2 — e ^ { p z — e ^ = ^ z — g î p z —^3;

par conséquent,
y -==. p (4p3^ — é^P^ — ^"3 — ^

Comme
7+P

a deux zéros triples, la fonction
/ a — p '

y 4- P -=- P ^P3^ — ̂ P^ — ^3 - ~p~,

doit être divisible par p3^; c'est pourquoi

Ainsi

a — 6 P — ^^==0, ^+——J-=:o, ^==-~^—.

y-p^"^)1

I I nous reste à déterminer p que nous tirerons de réquation diffé-
Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XV. •— INOVEMBRE 1898. ^2
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rentielle ^v-
.dz ) ~~

et nous aurons
(^^(j+P)4,

p^4^0,

„ — ^4 qe / ^ ^3 /, _ r ^J — 2 .0 ^p ^ ^.Ï6}

5. Il i^esf; pas difficile de s'assurer que l'intégrale

^_ /"ï>____^^_^ _
^ J p ^^?^^^

peut être invertie au moyen des fonctions elliptiques de Weierstrass
sans transformation préalable de la forme

^ -P—^

Nous ferons cette recherche suivant l'ordre précédemment é tab l i .
Au voisinage du po in t

x — a "=: o

nous avons le développement

^ — a = ( /s—c^F. iO);

F^(-s) est une fonction holomorphe,

Fi(co)^o,

/ la____dx_____„ r'G) — i -ç——

Ja ^^\ ^^zr^^r^y*

II est clair que la fonction x — a comporte deux zéros de troisième
ordre, car au point

x — a ===o

sont confondus deux points de ramification, chacun de ceux-ci réunis-
sant trois feuil lets de la surface de Kiemann. Posant
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nous avons
^=Çz-^)-2'F^z),

Fa (s) est une fonction holomorphe,

F^)^o.

Il est clair que x a trois infinis du. second ordre, car il possède à
l'infini trois points de ramification réunissant chacun deux feuillets
de la surface de Riemann. Enfin

^-(3=^F3(,S),

Fa (.s) est une fonction holomorphe,
F3(0)^0.

Enfin, il faut trouver une fonction de Weierstrass satisfaisant aux
conditions trouvées, et en premier lieu nous avons au point

Z =.0

un zéro de sixième ordre. Une telle fonction doit avoir la forme

__^___ A
* ap3^ -h bp^z -+" cpz -+- d

Cette fonction doit avoir trois infinis de second ordre, et pour cela
il faut avoir

_ p — À

^"^^p^-^Kp^-^Hj^-^)5

attendu que chaque multiplicateur
(p^—<?i) , (pz—e^), ( p z — e s )

a un zéro de second ordre. Par conséquent,

"-^4^^^

g^ = o conformément à la remarque ci-dessus. Nous avons ensuite

__ 4((3 - a) P^ + A - ̂ ( (3 -a)^ ^ _ ^ ^ _ ^ — — — —
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Pour que cette fonction ait deux zéros de troisième ordre, il feint
que

A--^3(|3-— ûQ ==o,

—

 A
^-p——a-

11 reste à tirer A de l'équation différentielle
/ /7,y, \ 6

( — ^ ^(,,-0)^-?)-.

Nous aurons

par conséquent,

4-(Ê_^.
~ a4. S6 )

x =. p -4-

. _(P-^ ) 3

6 3 — ^^y, ?

(P-a)'-

•'•.s-r.̂ —"..̂ )!'
a^.^"

6. Il nous reste à étudier, au moyen de la même méthode, l ' in té-
grale

^ _ r'1'____dx„ _ j ^^-^^
^(^-ay^.r-p)-

Posant
_ /^ ___^^__c.) = ^ ^

Ja ^^ ^•_^)3-(^_p).

nous avons pour x — a le développement

,r — a := (z — c»))2 Fi (^ ) ;

Fi (5) est une fonction holomorphe,

F , ( O ) ) ^ O .

Il est clair qu'au point
x — a "rz o

sont confondus trois zéros de second ordre, car en ce point se trouvent
trois points de ramification, chacun de ceux-ci réunissant deux feuil-



ÉTUDE DIRECTE DES INTÉGRALES ABÉLÏENNES DU GENRE UN. 4l3

lets de la surface de Riemann. Nous avons, de même,

^-(3=.^F,(^),

Fa(-s) est une fonction holomorphe,

Fa (0)^0.

Posant maintenant

àx
-=. 7i7,

J^ i/(^-a)3(^-(3)

il vient
^ = ( ^ _ _ ^ ) - 3 F , ( ^ ) ;

F;,(js) est une fonction holomorphe, et

F3(zn)^o.

Ainsi donc, ^ est une fonction monodrome de l 'argument s satisfai'
sant aux conditions suivantes : i° x — a comporte trois zéros de se-
cond ordre; 2° x — b comporte un zéro de sixième ordre; 3° x com-
porte deux infinis de troisième ordre. La fonction elliptique de
Weierstrass ayant un zéro de sixième ordre pour z == o doit être de la
forme

A
x-^:

4p3^ -\- ap^z -h- bpz 4- c

_ A — a ( 4 p3 -s -1- a p2 z -+- b p s 4- c )
4p3-2 + ay^z -+- bpz -\- c

Comme oc — a a trois zéros de second ordre, le numérateur de la
dernière formule doit être de la forme

A — a(4j)3^ + ap^s 4- 6pz + c) == k(pz — É?i ) (p ̂ — é^) (ps — ^3),

II suit de laque
a •== o, A—<ac==a^3 .

Conformément aux conditions émises plus haut, nous avons

gï == 0,

donc
&==o;
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par conséquente
x — p

A—- 0^-34j^

A^pp^+ArL^lip

4p3.4-À^—~B

Comme a; a deux infinis de troisième ordre, nous avons

A — «^3=0;

4Pp^fA
4p3-' ?

^J^2^
4p 3 ^ ?.3; — a :

A^— (3:^ — p .-„ -——,4p-^
(r/.:̂  3 . "p^
^^^^A.^.

Il nous reste à tirer A de l'équation différent iel le

^Y'
,-dz) '•

A==

^ ) =(.-r-a)^(^-p)^

a4 .^* '

.2? •
4^-^

4p^

7. Nous avons étudié suffisamment en détail le type d'intégrales
considérées. Il nous reste encore à montrer que les intégrales

dxAJ vVC^—a)^^ — bY{x —c)2

/ dx
{/(̂ ^ (̂î ^ ;

/_________clx^_______^^^^^^^^
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peuvent être soumises à l'inversion indépendamment d'une transfor-
mation de la forme

ï
y"x— a :

Considérons l'intégrale

dx-r̂ ^(x-aY{x-bY{x-cy2

En vue de l'inversion de cette intégrale il nous faut trouver une
fonction de Weierstrass qui satisfasse aux conditions suivantes :
1° l 'équation x — a = o a un zéro de troisième ordre pour z = = o ;
2° l 'équation x — b == o a un zéro de troisième ordre pour

,^ ^ /^________dx_______,
.._G.)-^ ̂  _ a^x— b)^-^Y23

3° Inéquat ion x — c == o a un zéro de troisième ordre pour

^ r'_____d^_____^
^j^ v/^^^)^^^^^^'!^^ m Ç7 :

4° ^ a trois infinis distincts de premier ordre dans les trois feuillets
de la surface de Riemann. La fonction de Weierstrass ayant un zéro
de troisième ordre pour z == o a la forme

x — a :
.P^-i-P

Par conséquent
p+ a— bx — b =. (a — b) •

p^+P

p's + j3 + -a—
, " a — c

--c==(a-c)——-^-^———•

Ces deux fonctions doivent avoir deux zéros de troisième ordre ^ la
première pour

S == GO,

la seconde pour
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c'est pourquoi nous avons simultanément les deux systèmes d'équa-
tions

[p^+P^^=û,

( I )
^ûj == ôp2*!»—- -g^-==.o,

p"'(^ =: I2pûû ? ^ •==- 0,

a
a •

(II)

f^^^^^o,

p^^ôp2^— ^é'a^0 '

p^Zïy^: ]2p^p W== 0,

desquelles il ressort que : ou bien

p^^P'CT^O,

ou bien
pa)=p?îy=0.

La première hypothèse est inadmissible, car nous aurions alors

ce qui ne peut être; donc

et alors

b == c,

pu=pCT=o,

^=:0,

/:1^ ==-(?+ a — b.

-̂-- P+—, - p+
<% — b^

p4.___^± p+-__ .
1 ^ — b \ a — c )

On ne peut supposer que

a
Ê -4- ————- — Ê -L. ____LJ —f- ' J - ——— p —]— 5

a — b a — c

car alors
ô :.= c;
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conséquemment
^ . a (2<z— b— c)

-^-ç^^ç,^^

Nous avons ensuite
, „ , , . „ ^y.[a— b) (a—cYp^(^ _ a) {x - b) {x ~ c) = ————çyT^jy^————•

I/équation di f férent ie l le

^ / / .^ \3
— ) -^^r—aY-^—by^v—c)2

nous donne
y. == —: (a — by\a— c)2,

__ (2 a— b —c) ( a — b ) (a — c)
p " " ~ 2 7 :

^=o, ^^_L (^- ^ ) ( a — c ) ( ^ — c ) .
27

<S. D'un non moindre intérêt est l'inversion de l ' intégrale

/-•r________d^__________

^j , r̂T)7 -̂- ^Y (•r - </l):î'
Nous avons vu que {x — b) a quatre zéros pour

( ̂  _. c) a quatre zéros pour

^ — a a deux zéros de second ordre pour

3 -=^ TS ;

enf in , œ. a quatre infinis de premier ordre dans les quatre feuillets de
Ânn. CÎG l'Éc. Normale. 3e Série. Tome XV. — NOVEMBRE 1898. 03
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la surface de Riemann. Posant, donc

x — b =. -—,——o ?p^-hp

nous voyons que la première cond i t ion est remplie. Nous avons

> - ̂ ~~ CLç2±±^L±L(^ ~ ^P.

Afin de satisfaire à la seconde condit ion il faut avoir s imul tanément

^,,+p+^^o,

pûjp^==o,

p^) + J)^?^^ rri: 0,

3 p ' V J p " h) -\- î 2 J")2 W J)' r,) — 0,

p^c.) 4- Sp^p^r,) 4- ^P2^?^* ̂  o.

Il, s 'ensuit que

?<,.) ="= 0, J,)^) ==: 0, p^G) =: Gp2^.) •— "• ^â ̂  <.).

Par conséquent

(7) p 4-^=0,

^•;i=o.

Nous avons ensuite
_ ( b —• ^)p2J; -h- a + ( ̂  — a) p.̂ , _ a -: --.-.....--..-—^̂ ^̂

Afin de rempli r la t rois ième condit ion i l faut avoir s imultanément

P^TïT-j- S 4~ y—^— =:0," ' h — a

p-Gy p^ '-=: o,

^1)^•ÎOT -r y^p"V5 ̂  0.

On ne peut supposer que
p7rr"=o,
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car nous aurions alors d'un côté
a =. c,

ce qui ne peut être; d'autre part

p^îîJ^O,

ce qui est impossible eu égard à l'égalité

S'ï = 0 ;

c est pourquoi

Alors
p •57 =: 0, ROT ̂  0, p GJ y- 0.

(8) 1 1 p + a = - „ i ^ .
b — a " 4

De deux équations (6) et (7) on ne saurait tirer les inconnues

a, p, ^.

I l faut pour cela prendre l 'équation différentielle

(Êy^^"^2^""^3^""^
qu i nous donne

{b— cY{b —aY^ „————^————,

^ ( b - a Y { b - c )
p =: ———————————„—————————— 5
1 28

{a— b } ( a — c ) ( b — c)^———————, ^-=o,^ ^ ̂  ——————————^—————————— , ^ 3 „ ,, ,

(b-cY-(b-~aY
r̂ — b , r . (ô - f ^^c^ -c ) - ]2 1 ^ - ——^--.-—j

11 est clair que x a quatre in f in i s d i s t inc t s pour les valeurs de l'ar-
gument qu i satisfont à l 'équation

^_ (b^ar^b-c)
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9. Nous montrerons enf in la méthode d'inversion de l ' intégrale

^ _ _ r^'_____dx^________
- - j ^ y^rzra)^x~^

II s'agit de rechercher une fonction x de Weierstrass qui satisfasse
aux conditions suivantes : 1° la fonction {oc — a) comporte trois zéros
de second ordre pour la valeur

__ ^ V_______àx _____

^"^"J, ̂ ]^^^^f^^-^

2° la fonction x— b comporte deux zéros de troisième ordre pour la
valeur

_ _ r19__^_,^f_,__.
"""„/. ^^^^yr(̂ ^^ 5

3° la fonction x — c comporte un zéro de s ix ième ordre pou r la va leur
^ = o; 4° ^ ^ six i n f i n i s dist incts. Posant

a
.:z? — c •=. ————- ,

p^ -h p

nous voyons que x — c comporte un zéro de sixième ordre pour

Nous avons

p^+P+ïdh^^(^,)^_^.^,^_.

Pour que oc — b ait deux zéros de troisième ordre pour z = co, i l
faut que nous ayons s i m u l t a n é m e n t

P^+P+ ^Z^ =0,

p^p'M^O,

3 p ̂  y'2 &) -i- j)2 r,) p " &) =: o,

ap'^G,) 4- 6pG) p^) p^) -h p2^ p^^) ̂ o;
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d'où il suit que
pw==.o, p 'œ^o;

et alors
o aP+,-=-^=o,

,. ^(C-^P3-.
•2' '- R^+P -

p3^ a effectivement deux zéros de troisième ordre. Nous avons

^4-? 4--^-" l c — a,.r — a •==. ( c — a ) ————————-——— •v / J-r^+p

Afin que x — a ait trois zéros de second ordre, nous devons avoir

:0, ———^rrp-^

De l ' équa t ion
^Y^ (^ a)^ - ̂ (^ - c)%

Ci-o f

nous tirons

voilà pourquoi

__ (c~aY(c— bYa_ ^^————;

î — {c—aY(c — ^Y^ „— 3 . ^ 3 0 ;

f ^ — a ) ( c — a ) 2 ( ^ — c > ) 3
——————^——————,^——————^^——————, ^o,

_ ( c — a ) ^ ^ - — ^ ) 4

"~" 2 t î . 3 f i [ p 3 / s — ( c — 0 ) ^ ( 0 — &)3 '|

Cette forme montre que oc comporte six inf inis distincts dans les six
feuillets de la surface de Riemann.

10. Apres avoir t rai té avec tous les détails convenables la question
de l ' inversion des intégrales abéliennes du premier genre, noas ne
pouvons passer sous silence les intégrales elliptiques ordinaires. Les
principes d'inversion précités s 'appliquent, avec la plus grande faci-
lité, aux intégrales el l ipt iques et fournissent une nouvelle forme d'in-
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version de celles-ci, laquelle a été déjà brièvement indiquée par Haï"
phen (1).

Prenons l 'intégrale

( q ) ^ = f''-^^———^^^^^^^ .
,4 \/(J —"^ )"(rJ—'Z'7'(J'— c )"[r —^)

Posant
y — a ==. je,

nous avons
^ -„- /'<'^" _ _ ' ^x

JQ \/x\œ 4- ci — ^) (.z- -4" a — c) (\-z.' -h ̂  — d)

Désignant iTiaintenant

b — a == ^;i, c — a ••==. œ^, d -— a == x'^

nous écrirons

'-'O ^•'̂  ( -'y —— -fl ) ( X -— ^'2 ) ( X -—- .̂ 3 )

La fonction x, au voisinage des points de ramif icat ion, a la forme
_o 171 / \

a, =r ̂  i\{^},

.^•—.-Z:>l=(.^.~ œ)2F^),

^——^^^(^ "G.)!)2!^^^),

^ — — ^ 3 =(.;-. G^)^F4(^) ,

OU

== f1''1 —^L.-
./o \lx{x •_-^j^-^--^y^~^^^^^ 1

^ _ r"- _ ^ _ ^y__
Jo \1 x ( ,:r — .ẑ  ) ( x — x^ ) \x — x^ )

=- r'3 ~ -^
«-'0 \/-^ ( ̂ ' -" .̂ i ) (^" — .̂ 2 J ( .X' --" '̂.'i ) î

F,(s), Fa(^), Fs(-s), F / , (^ )son t holomorphes, et

Fi (0)^0, .(^(r.^^o, F^coO^o, F,(^),)^O.

( 1 ) Traité clés fonctions elliptiques et de leurs appli'cations, t. I, p. r 3 î ; 1886.
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En outre, x comporte deux infinis d is t incts de premier ordre en deux.
feuillets de la surface de Riemann. Il s 'ensuit évidemment qoe la fonc-
t ion de Weierstrass, douée de même propriété que x, do i t avoir une
forme très s imple,

a
~ < P ^ + ?

Au point z = o, la fonction x a un zéro de second ordre. Nous avons
ensu i t e

p ^ + p - ^
__ a. i.z _ ̂  „ - x, —^-^— .

Pour que cette fonction ait un zéro de second ordre, il faut que

PC.) -1- |3 — — •==. 0, J/ fj) -==. 0, p " r , ) ==: 6 p^r,) — - ^\» -^ 0,
^•4 2 ' " " '

et, pour cela, i l f au t satisfaire à la condi t ion

( r l ) p-^=-^

Etant donné que les trois différences

sont douées de propriétés identiques, nous avons encore

02)

et de même

p-^=-^
} ^'2

(P-^-=-..
\ ^'.i

_. a

-pj^'

X - X — - ^'B-^———^
' 1 " 3^4-|3

,7;2(p^ "- 1 1 - <?^)
x — *ro

p^4-?

__ ^2(P^-;^).
c/3 —— —— - : D " •>

pS -t- p



42.4 'i. DOLBNÎA.

conséquemment

X^(^^)(^^)(^^)=--- ̂ ^1^.

Nous déterminerons le multiplicateur constant a au moyen de
l 'équation différentielle

fdxV
7^ =:.r(.:r—.ri)(^—^,)(.:r—^)=:X,

\ a- 7

qui nous donne

( 1 3 ) y. -='. — xîxï ̂ .
4

Addi t ionnan t (n) et (12) et reîBarquant que

<?.î, -4- c^ 4- e» •==. a,
nous avons

9 p -4- f̂ ĵ idlL^ '̂ jiiiĵ iî'̂  _(.1,
(14 ) p = = — —(^^.^ 4-.%• 1^3 4-^2 .-y 3).

l -A

Des équations (n) et (12), nous t i rons

-^f- ^(_ p^,,)(^ p - ̂ )(^ p ̂ . .^•^
,//1 .^ g .Z ;j

OU
^== 4(- ^ -»- ^) (- p ̂  ^)(-~ ,6 - e:,).

Supposant que
— p rr: p-^o>

nous avons
0==?^

par conséquent»
_ J/^o

p z — p z o 7

( r5 ) j^a-h—^^—,
p.J—p5o

P^ ̂  7^ [(a — ^) (^ — c)4-(a -- ^)(a — d)-^ (a — c)(a ~-^)],

( I6) P ^ o = - ^ ( a - b ) ( a - c ) ( a — € / ) ,
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En outre,

e,— ^[(a - & ) ( ^ — c ) + ( a — ^ ) ( < ^ — ^ ) — 2 ( ^ — c) (a — d)],

^^'îï^" ^ ) ( a — c ) 4 - ( a — c ) ( ( : ^ — ^ ) — 2 ( ^ — 6 ) ( a — ^ ) ] ,

^ ^ T ^ K ^ — ^ ) ( ^ - - ^ ) + ( ^ - c ) ( a — ^ ) — 2 ( ^ — & ) ( a — c ) ] .

De ces équations on peut tirer les invariants ^'2, g^ en fonction des
racines

(7, /^, C, d.

Mais on peut déterminer les invariants en fonction des coefficients,
n° 11;, du polynôme

^/^(j — a ) ( } ' — b}[y — c)(j — d)=:y^ 4^y3--F6ff2J2+4^3J -t- ^•

Nous avons, évidemment,

,/, Ï / ^ \ 1 r/ .p ,.,̂ : ) =: J ( a ) ,
-T \-V / y==a 4

p^-f^') =-r(.).
24\^J^/^^ 9.4

Par conséquent,

( •7 ) [^J'(")]2=4à•^(ff)]3-&"2[AJ"(a)]-^;

a étant une racine quelconque du polynôme J(y), toutes les racines
de l 'équation

J(j)=o

satisfont à l 'équation (17). C'est pourquoi le polynôme

: - S ) A= [^)'(j) 3- 4[^.^/(y)]3+ ̂ r^,r(y)1 + ̂A--[^î'(y)]3-4[^.^/(y)]3+^[^Jff(y)]-^.y

est d ivisible par le polynôme J(y). De cette condition, nous tirerons g,
Ann. de l'Év. Normale. 3" Série. Tome XV. — NOVEMBRE 1898. 54
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et §•3, comme le montre le calcul suivant. Nous avons

aA^r^-hôâs^-^ô^ 4-9<^2)y'''-+-( 34 ̂ 1^2-1- 4<^3~ 8<^)j3

4- ( i5a j 4- la ai (^3— ï2a^a2 -^ -^2 )y 2 +( [ 2(%2^3— 6^; a^ -+- 3^1^2)7

4 - ( 2 ^ j — a| 4-02^4-2^3).

Divisant 2A par
7'' + 4^i73 + ô^y2 + 4 a^y -+- <2^

nous aurons le quot ien t
y1 4- 2^î,y -(- 3a2— ^ a ^ ,

et le reste .

(^3—^~- 3a| -h 4^1 ^3 )y2 4- (2û?j — a^ 4-^2^24- 2^3— Sf^r//, 4- 2 a ? f / 4 ) .

Egalant ce reste à zéro, nous aurons

^ -=. ai, 4- 3 ci} — 4. ̂ ^ a^
g-y -= a^ — aj 4- a^a,, 4" aoi a^a^ — ff^ ^.4,

ce qui est conforme aux résul ta ts connus .

Exemple numérique. — On donne l ' intégrale

r__ _ dx
J \/x^ _^^â-^^"^--^^ 3

J = .y4 4" 6.J;2 -+- 12.;r 4-87,

} J^ =:^34- 3.-Z1 4- 3,
4

- J — — 1 ^ 4 - ^ 1
24 2 2

Nous avons

A^^^â^-hS)2- 1(^+3.^ 4-3,^+1)4- ï ^(^ +1)4"^,
Ss 2

3A==^6 4~9^ 4 + î ^^ 3 + (lÔ-h^'a)*^2-^- 36^ 4- ( ^ 7 ̂  A^â ••+" .̂'O-

Divisant 2 A par
1 ^^ 4-6 ̂ 2 4-l 3 ̂  4-87,

nous trouvons le quotient
.^2 4- 3
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et le reste
(^•2 — 4o) ̂ 2 + (2^3 •+- ̂  — 94) = o.

De là
^•2—40=0, ^2=40,

2^3-î- ^2 -- 94 ̂  °» ^3'= ̂

Par conséquent,

r _ ^___ ̂  y__^
.7 y^4 -4-6^2 '4-î2.r-i-3^ ^/ ^/4^3 — 4(yâ?4-!- 6^2 -4-12^4-37

12. Il est fort intéressant d'établir un lien entre les formules trou-
vées et la forme bien connue d'inversion des intégrales elliptiques (r).
Pour ce faire, introduisons dans la formule (9),

ci -h b -}- c -4- ci-=. o,

ce qui ne présente pas de difficultés. Nous donnerons, par conséquent,
au polynôme du quatrième degré la forme

(y -"- a) (j — b) (j — c) (y — d) =y^ ôa^y2 4- 4^7 4- a,;

alors, comme on sait,
i p^-^p^
2 ? </ — ? P '

±: \/y^ + 6 asj2 +403^4-04 = p ( ̂  4- r) — p M,

( 1 9 ) —pp==a2, p^=a3.

Comparant ces formules avec les suivantes

P^oy = a + —"—°— ^
P^—P^o

PZQ =^v{a)::=zl2. (a24-a2),

(20) p^o^ y <T(a) ==^4- Sa^a + 03

qui ont été établies au n° 10 ; ici

•^y) =y1' "+- 6^2y2-+•4^3J• + ̂ 4;

( 1 ) HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques ̂  t. I, p. 1 1 9 ; i886.
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la valeur des invariants est la même dans les deux cas,

g^ == a,, -4- 3 aj, g^ -=- o| -+- 03 a/, — aj.

Il est facile de démontrer maintenant que

P=:2^o.

En effet, si cette égalité est exacte, nous devons avoir

j /p^-A2

^—— 2^+4(^) '

^=^^^-L\^^^z^=^
4 L 2 ( ̂  + 3 OCg Ût 4- Oy ) J

OU
3 a'* + 6 oca a — ar,

rh 2 <% == ———-——____^~ .
3(^3 4- 3^2(2 -1- a;;)

Si dans le membre gauche nous donnons à 20 le signe +, nous
aurons

a4 -+- 6 ag a2 -h 4 ̂ 3 ̂  4- a/, == o

et cette égalité est identiquement exacte; par conséquent, le l ieu
cherché entre les deux formes d'inversion est trouvé.

13. La forme d'inversion précédemment trouvée nous donne la
possibilité d 'é tudier facilement une transformation intéressante que
nous avons indiquée dans notre Mémoire Sur les intégrales pseadoeUip-
tiques d ' A b e l Ç^). Posons

( °-1 ) \/y" ̂ ^̂ i— -̂-̂ q:~^ ^ ̂ j(yj ̂  (^2 4.3 ̂ ^ _ ^.

Enchâssant ici le radical et le dénominateur nous aurons l'équation
doublement quadratique

(4.037+04-901)^+4(^+3^)^4^0
OU

4^y2 + 4o3^j + (04— 9oj Yç- + ï 2 oaÇ --. 4.-- o.

( 1 ) tournai de Jorclan, 4e série, t. VI; 1890.
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De ces équations, suivant un théorème connu ( j ) , nous tirons, sans
difficulté, l'équation différentielle

dy_ _^ _____ ^ ____^

^(7) ~ ^/^e+(9^-^)^~ï2a^2+4^

r̂ —-4- I /" _^i._______
f ( y ) . 03 J / Q a j — a , __ i2^ ^ ^

y s / s i t ) —i '•? —s ' '•> ^j y ^i ^i ^ '
Étendant à l'intégrale

les formules d'inversion trouvées au n° 10, nous avons

•r^- P'W
ê= pÇ^s)-p(Uo)

Afin de trouver p ' Ç ^ o ) il faut calculer le quart de la dérivée du po-
nome placé sous le radical et remplacer i; par zéro (racine du poly-

nôme), nous aurons
ly

de même

Pf{UQ)= -:,;

^3

/ . a^
^(^o)^ -2-

En outre, les invariants nouveaux g^ g^ seront donnés au moyen
des formules

3aj -4-04 _ i
^= ——^—— -^^

c(»ot., — aï — aï i
g'. = ————r——- = ̂  ^'a -> <^"ï

Ayant recours aux formules connues d'homogénéité, nous aurons

p(^^——^ —— ^3 ) = = — — < ? (^ ^2, ^3)î
\ ^S ^•3 / ^ï

( 1 ) HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques, t. Il, p. 333; i888.
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par conséquent,

ou

c'est-à-dire

a^=="/î

p ^ — a s

^3

p 5 — a g

p'C-^o)
p 5 — p C 2 ^ o )

En définit ive, nous avons le théorème :

THÉORÈME. — On donne ^intégrale

.- r _ d y _ _
f V74+6a2y2+4^3.y--^a4

j-y.= p/('o)
laquelle fournit

J • / l~p^-p(^)
Si nous employons la substitution

(22) ^/y11'"^1^^ 3 02.

i7 se trowe que

3 ̂ :ï

dri
Q^^————^

•^^ ^j———ï ^3 +ïâa2^ ; i 4-4^2'/I
^3

qui donne
^ =: P^2^) .

pz—p{ïz,Y

les invariants g^, g^ ne subissent pas de changement.

De cette façon^ la substitution (22) fournit la duplication de l'ar-
gument ZQ sans altération des invariants.


