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SUR LE CALCUL NUMÉRIQUE

DES

PERTURBATIONS DES PETITES PLANÈTES
AU MOYEN DES QUADRATURES,

PAR M. L.-J. GRUEY,
AGRÉGÉ OE L'UNIVERSITÉ, ASTRONOME ADJOINT A. L'OBSERVATOIRE DE PARIS.

Avant d'entrer en matière, rappelons quelques points de Mécanique
céleste sur lesquels nous nous appuierons constamment dans la suite.

1. Le mouvement elliptique ou non troublé d'une planète est défini
par les équations

d1^ fv.
-^-+•^=0,

^ S^———

d22e fp- _

'd^^Tj^-09

où ^, y^ ^ désignent les coordonnées rectilignes et rectangulaires
delà planète, suivant trois directions constantes menées par le centre du
Soleil; re la distance de ces deux corps, pi la somme w + M .de leurs
masses, / l'attraction mutuelle de deux unités de masse situées à
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l6*2 SUR LE CALCUL NUMERIQUE

l'unité de distance. Le plan des x^y, est en général Fécliptique d'une
certaine époque choisie à l'avance.

Les coordonnées elliptiques tirées de ces équations sont fournies par
le système de formules suivant :

—^)/ il — e sin u == ni -+- e — CT == ni 4- %

tang -- v ==
3

1 -h ^ 1=^— tang - u
€ b 2

a ( i — ^ )
r<,== a ( i —• ^cosz<)==(-B) i + e cos v
Xe= re [cos 0 cos(^ +w)— sinô sin(^ + co) eos ©]
y, =r, [sin 0 cos (</-+- &>)4 -cos0s in (^+ co)cos9]
^==r< , [ s in (^+&))s in9]

( O ) = O T — Q)

Les variables auxiliaires u et ^ représentent Fanomalie excentrique
etranomalie vraie; les quantités constantes a, e, s, ^, y, @ représentent
les éléments de l'orbite:

a le demi-grand axe,
e l'excentricité,
6 la longitude de l'époque,
rs la longitude du périhélie,
y riûclinaison de l'orbite sur Pécliptique,
Q la longitude du nœud ascendant;

71 n'est pas une constante arbitraire, elle est liée à a par la relation

^-^ t/^; elle représente le moyen mouvement angulaire de la pla-
nète en i jour solaire moyen; aux éléments s et ^, on substitue sou-
vent y. et ûo, définis par les relations

n

•C5, Cû ==CT—- ô.

L'observation peut seule donner la valeur de ces six éléments. L'ascen-
sion droite et la déclinaison de la planète étant des fonctions détermi-
nées de t, a, e, s, ,̂ <p, Q, la connaissance de trois lieux géocentriques
distincts et des époques correspondantes doit fournir six équations
entre les éléments; mais la résolution de ces équations dépasse les
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forces de l'analyse; c'est par une voie détournée que Gauss est arrivé à
la solution complète du problème, dans son immortel Theoria motus.

2. Le mouvement troublé de la planète m est défini par les équa-
tions

d^sc fu. dR^+^^+^,,

«r. , ^+.fe.-4-^{ ' dt2 r3 -r-^ dy
d ^ z fp. __ d[R

, " d t ^ ^ ' r 3 z~~ ^ d z '

La fonction R, dite perturbatrice, a pour expression

„ , /xx ' ~+- r r / -+• zz' i \ /> ,, 1 o c x " -+-. . . ï \
K=-.//n'(————%————-^-/^(—————-p7 ' )-- ' '1

et, par suite,g=-^(^^)-/,»-(^-^.)-...,
JR_ ^[jB^....
ciy ' ? rfz ?

77%, x, j, ^, r se rapportent a la planète troublée; m\ x\ y, z ' , r';
m", x " , y, ^//, r",... aux diverses planètes troublantes. p\ p'\ ... son!
les distances de la masse troublée m aux masses respectives m\ m!\....

Le mouvement de ces dernières masses est donné par des systèmes
d'équations (C), ((7),... analogues au système (C) ; le nombre to ta l
des équations de ces divers systèmes est égal à celui des inconnues
x, y, z, x1, y, z', x\ y, ztt,....

On ne sait pas intégrer rigoureusement.les équations (C), (CY), . . , ,
et pour obtenir les valeurs de x, y , z, on procède par approximations
successives, m', m", ... étant de petites quantités relativement à p., on
néglige d'abord B, et l'intégration de (C) conduit aux coordonnées
elliptiques Xe, ye, ^e comme première approximation. On cherche en-
suite suivant quelle loi les éléments a, e, ..., Q doivent varier avec le
temps, pour que Xe, ye. ^» déterminés par les formules (B), soient
respectivement égaux, à chaque instant, à ̂  y , z ; on trouve que cette
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Le système (D) s'intègre lui-même par approximations successives.
On y parvient en développant la fonction perturbatrice R en série
ordonnée, suivant les produits et les puissances croissantes des excen-
tricités et des inclinaisons e, y, e\ y',.... Pour les planètes anciennes,
ces quantités sont suffisamment petites, et la série converge assez rapi-
dement pour qu'on puisse s'arrêter aux premiers termes; mais elles
atteignent de grandes valeurs dans le cas des comètes et des planètes
télescopiques : la convergence de la série n'est plus alors assurée, oa
elle est si faible, qu'elle oblige à prendre un grand nombre de termes,
ce qui engendre dans la pratique des difficultés presque insurmon-
tables. Aussi a-t-on cherché des méthodes plus expéditives et toujours
sûres pour calculer les perturbations des petites planètes, dont le
nombre déjà si élevé s'accroît chaque jour.

3. M. Encke a publié successivement, en 1837 dans le Berliner
dstronomisches Jahrburch, et en i852 dans les n03 791, 792, 8i4 des
Astronomische Nachrichten^ deux méthodes qui sont aujourd'hui très-
répandues en Allemagne et qui ne se distinguent pas essentiellement
de celles que Laplace a données au livre IX, tome IV de sa Mécanique
céleste, pour les perturbations des comètes. Dans la première méthode,
on calcule pour des époques équidistantes les valeurs numériques des
dérivées secondes relatives au temps des perturbations de x^ y^ z^ et
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on en conclut par une double quadrature les valeurs de ces perturba-
tions aux mêmes époques. Dans la deuxième, on calcule pour des époques
équidistantes les valeurs numériques des dérivées premières des élé-
ments de l'orbite relatives au temps, et on en conclut par une quadra-
ture simple les valeurs de ces éléments aux mêmes époques. On obtient
ainsi les valeurs numériques, non la loi, des perturbations.

Nous présentons ici ces deux méthodes sous une forme plus sim-
ple et en 'grande partie nouvelle. Pour plus de clarté, nous divisons
le travail en trois Sections : dans la Section I, nous donnons aux quan-
tités dont les valeurs numériques sont demandées à des époques équi-
distantes une expression commode pour le calcul; dans la Section I I ,
nous établissons les formules de quadrature ; la Section III est. consacrée
à une application numérique des deux premières.

S E C T I O N i.
4. Première méthode. — Les perturbations Ç, ^, Ç, àr des coordonnées

elliptiques de la planète et de son rayon vecteur sont, par définit ion, .

Ç = X —— Xe,

^ ̂  y __ j^

Ç === Z — Ze,

8r == r — Pe.

Retranchons deux à deux les équations (A) des équations (G) cor-
respondantes, nous aurons pour déterminer ^, Y } , Ç les équations

d2^ /. I x x,\ dRw^-^-^-'^r^d^'
^^^fJL^^},^
dt2 J r f \r3 r ^ ] dy

d2^ __ ( z zA dR-^--j^ [T^'rj} "^T/r
Si nous développons par la série de Taylor, suivant S, ^, Ç, ,âr^ les
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rapports^? ^5 -^ 'nous aurons, en négligeant les termes d'ordre supé-
rieur au premier,

•r a?e , ï ( - € ^ xe ^ \f. = £f + L l g _ 3 îi
/•3 ^ /^ \ - r,

L^Ti^LL^^^
^ r; r,! \ ï\ )
Z 2, î / Z, ^ \= _ -^ — < — 3 — o r .
i»3 Y*-» r~ \ y /1 ' e ' e \ 'e /

— - = = — - + - — ( Ç — 6 — ô r p
ïi.» n11 y»" \ - r» /
' ' e ' e \ • e /

La substitution, de ces valeurs dans les équations précédentes leur
donne la forme adoptée dans la pratique :

d^ . î /. Xs . \ dl{
—— == — j f j . — [ i — 3 -- à r } 4" ~T- îc^3 J < ^ \ • r<, / dx

/ rf2

^271 r ï ( -2 ^ ^ \ dl{/ p , 1 ^^ r ï f ^^e - \ d[{
[ E \ -r- ==•- —• fu. — ( n — . 3 — 0 r -i- -7--' ' ^ J l r^ \ /e / ^rW^^^-TA'^3^0')^^

V^S^rU^.^^S . î /> . ̂ . \
^==-^^(s'"37:ôr}/e3 \ ï'e ) dz

„ . . JR Q?R di\Oïl remplacera .r,j, s par x^ je, ^ dans —5 -r-î -,-? car on nei/
commettra ainsi qu'une erreur de second ordre par rapport à R. Quant;
à èr, il sera fourni à notre degré d'approximation par la formule

^î^^-^
fe ' ^ r,

Nous verrons dans les Sections suivantes comment on calcule les
valeurs numériques des seconds membres des équations (E), et com-
ment une double quadrature donne les valeurs correspondantes de Ç,
^Ç.

5. Deuxième méthode. — Nous devons chercher des expressions
commodes pour le calcul numérique des dérivées des éléments rela-
tives au temps. Celles qui sont fournies par les équations (D) ne sau-
raient convenir sous leur forme actuelle; mais, si nous remarquons
que les dérivées de R relatives à a?,j, z sont d'un calcul facile, nous

, . . . rfR JE. dR , dR dR dRserons conduits a exprimer—? —,..., — au moyen de -,—5 -r-:? -7-5
et à substituer dans (D) les valeurs obtenues.
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Soit X un élément quelconque de l'orbite troublée, on a

rfR ___ dR dx dR rfr ^R dz_
( î ) "ïa""' 'dxTTk ^Tty'ITk^^dz ûTT

II suffira donc, pour effectuer la transformation indiquée, de rem-
placer dans ( i) —» —î — par leurs expressions tirées des équations (B),
qui conviennent au mouvement troublé quand on y considère les élé-
ments comme variables et qu'on y remplace x^ je, Zg, Tç par x» y, z, r.
Nous serons amenés ainsi à introduire les directions de trois droites,
que nous définirons immédiatement.

Ces droites sont :
i° Le rayon vecteur r, qui fait avec les axes coordonnés les angles

(r, x}, {r, y ) , (r, s), tels que

_y^

cos(r, se} ===-=== cosO cos(^ -4- ^) — s in@sin(< / 4- ûojcosç,
'v»'2; cos(r, y ) == ^- === sîn 9 cos((/ + û)) -i- cos0sin((/ 4- &)) cos<p,

cos(r, ^) ==:-=== sîn (f -L- ûû) siny.

2° Le rayon vecteur s, perpendiculaire à 7', et pour lequel on a, en
remplaçant dans (2) v par v -l-^ ce qui revient à différentiel1 (21) par

'2

rapport à v :

^) •\ y /cos(s, x } •==. —-—•-=-— ces 6 sin(t/ 4- &)) — sin 9 cos[^ + r^} cosç,
/ -r\rf ( •r )

1 ces (^, j') == — v / - ==— sin 0 sin(^ -+•&))+ ces 9 s in(^ 4- rx»)cos<?,

rf(^
cos(^ z ) == — \ / . ^ : cos((/ 4- &)) sin 9.

3° L'axe géométrique ow du plan de l'orbite, pour lequel on obtient
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7Ten rempiaçant dans (2) (^ 4- œ) par -^ et 9 par. <p

(4 s
cos ( w, .r ) == + sin Q sin o,
cos(w, 7) =—cos@si ï i (py
cos(w, -s)= cos 9.

Fig. i-

6. SoitX=a, e,K, ou Vun quelconque des élémeûts qui déterminent:
les deux premiers, la forme de l'orbite; le troisième, la position que la
planète y occupe à l'époque prise pour origine.

On a, dans ce cas,
drdx— ==[cos@cos(</ -hû))—sin0sin(( / -4-&)}cos9]^

dv
^ r[— cos0 sm(( /+&)) - -s in@cos(^4- &)) cosc?] ̂

et de même

x dr
r d^

^r\

/(
h- ——,—— /d^

dy
rfÀ

dz
rfÀ

î).

^r
r

z
-— ^

dv
d^

dr -rd ^ 1

dr
T^

\ r /
dv

/4|)
dv

r d^

dv
''Tr

ois
dx dr dv^=^cos(r,a.)+r^cos(.^),

^=^cos(r,y)+r^cos(.,y),

dz dr , . dv . ^^=^cos{r,^4-r^cos(^),
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Substituant dans l'équation ( ï ) du n0 5, il vient

dR cir [dl\ , , dR . , dR . ~\r7^=^[^co^^?^)+^cos( r-r)-+-^-cos(/,.)J

dv [-rfR dR , dR , "1
^ ̂  [^ cos(5? x)^^ cos^ ̂ 4- rTS-COS(5 Î ^y

Soit P la force perturbatrice, (P, x), (P,y), (P, z ) ses angles avec
les axes, on sait que

yr»
^==Pcos(P,^) ,

/•7R
^=Pcos(P,y),

•^=Pcos(P,.);
on aura donc

(5) Ê=ÈPCOS^•^- t-7'ÊPCOS^'^

II nous reste à calculer y. 3 r-r- pour les diverses valeurs de 1 : ̂ , ̂  x«
Les trois premières équations (B) donnent, en posant p == a ( i — ê2)

et/^=P,
f/r r 3 À'^ . do 3 À^ /—=:«—-. — e sin^, — == — - —- ^/n,
^/a ^ 2 a^p aa 2 a/

rf/' rfc' ( z? -4- /' )— = — a cosf, -7- == —;J-——- sm ( ,de ' de r ( î — - e ' £ )
i -3 —

dr a2 . dv d1 \lp— == —esinv, — == —-r-â% i/p ûfîc r^

Substituant dans l'équation (5), on à

dR { r 3 ht . \ „ , -. , 3 k \/p ^ , „ ,— = - — • - - —7=- e sin^ P cos P, r) — - —r ^ P cos( P, s),
da \a 2 a v/p y 2 ar

— == — acos^ Pcos(P, r) + --——— sin^ P cos(P, 5),
u<? ( 1 — ^' /

dR =r=a=:esm(.Pcos(P, r)-^ûlv^Pcos(P^).a% ^/y r
Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure. Tome V, 22
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7. Soil X == co, y, $ ou l'un des éléments qui déterminent le pian de
l'orbite et la situation de l'orbite dans son plan. On a, dans ces trois
cas, et successivement :

, x\ , x\, d - d [ - }i) ^)r ) _ „ v /^ ,^=, -^=rcos(^) ,
MÛL» (ÎW UV

^=rcos(.,y).

-̂— == r cos ( ̂ , z ) ;
u03

substituant dans Féquation ( i ) , n0 5, il vient

^[^co.(.,,)^co,^.)-^c,s,,4

ou
^^rP^P, ,?).
UOt)

—K =:rs in(( /4-œ)sin0smy == r s in (^ -+-Gû) cos(w, ^),
ay
7 = —rs in (^ 4-û))cos0sinq?= rsin((/ 4- o})cos(w, y),

acp

-y2- ==: r s i n ( ^ - 4 - & > ) c o S 9 == rs in(</ -h &))cos(«^ s);
a<p

d'où

^ == rsîn((/ + c,)) W cos(^, ^) ̂  ̂ R cos(^, r) ̂  ̂  cos(^, z )],

c'est-à-dire
//R— ==rs in( ( / -{ -&)) Pcos(P, w).aîp

3°
rf^-— =:r[—sm0cos((/-4-&))-"- cos0s în(^+-^)cos9]==-— rcos(r,y),
u 0

JQ=== rcos(r, ^),

^
^==0-1
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ce qui donne
rfR F rfR , , ^JR , ."1
Tie^'i^d^^^^^dy''08^9^]

== rP[— cosP.rcos(r, y) 4- cosPj'cos(r, ;r)];

transformons cette expression, on a

œs(P, .r)==cos(P, r) cos(r, ^)-hcos(P, ^) cos(^, ^)+cos(P, w) cos(w, A'),
cos(P, y) = cos(Py r) cos(r,y)-4-cos(P, s ] cos(^ j')+cos(P, w)cos(^, y);

multipliant la première relation par —côs(r ,y) , la deuxième par
-+- cos(r, ^), et ajoutant, il vient

— cos(P, x} cosfr, r) 4- cos(P, 7) cos( r, x}
-==. cos( P, s)[— cos(5, ^)cos(r, j") 4- ces [5, y) cos( r, ̂ )]

+ cos(P, w) [—cos(w, ^)cos(r,j) 4- cos(w,j)cos(r, ^)].

Or, en vertu des relations (.2) et. (3) du n° 5 et des relations (2) et (4)
du même numéro, on a

— cos(5, ,r)cos(ry j-) 4- cos{s, y) cos(r, x} = cos^y
— cos(w, *r)cos(r, y) 4- cos(w,y) cos(r, x} ===— sin^ cos(^ 4- w),

d'où
— ==:rcoscpPcos(P, s ) — rsin(? cos((/4- ^ ) P cos(P, w).

Nous avons ainsi en résumé

^ = fr „ 3 kt esïn A Pcos(P, .)- 3 !^P /Pcos(P. .),
da \a ï a\fp j ' / 2 ar
d R =_^cos( /Pcos(P , ^-^^-^-^sin^P^P,^
clé i — ^

L ' 3- —

^^^êsm^PcosCP, r^^-^PcosîP, ^,
(F) { ^^ ^ r

^^rPcostP^),a&)
,7 TA

— == r s i n ( c / 4 - M ) P c o s ( P , w),

1 aR == rcosyPcos(P, ^) -- rsin9cos(c4- ^)Pcos(P, w).
22.
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Remarquons que les dérivées partielles de R, relatives à a, e, K sont
indépendantes de Pcos(P, ^), ou de la projection de la force pertur-
batrice sur l'axe de l'orbite; et que les dérivées de K relatives à co,çs 9y
sont indépendantes de Pcos(P, r), ou de la projection delà force per-
turbatrice sur le rayon vecteur.

8. Avant de substituer les valeurs de ces dérivées dans les équa-
tions (D), nous transformerons ces dernières. Nous poserons e == sin/,
et à cause des relations /c == s — ?7, o> = sr — 0, nous remplacerons
dR dR
JT par ̂
^ "r g-^=-|",n.Pc.s(P,^(,-2ÎA)Pc.,(P,,),

rfR d.R dR o ^
yg- par -T, — -y- == — ars în 2 - Pcos(P, s)— rs inç cos(^ 4-o))P cos(P, w);

nous formerons en outre (-^ == ^£ — -7^-a^ d^ a^

Cela fait, il vient,en substituant les valeurs fournies par les équa-
tions F pour les dérivées de B, en réunissant les termes en P ces (P, r),
Pcos(P, s}, Pcos(P, w) , et effectuant les simplifications qui se pré-
sentent :

da 2 fa 2 ;_
' ^T = : :*+ '^y^esmt/Pcos(P, r)+^VpaPcos(P,5),

§ = + ̂ ,smsî^v• '•) -^-^ -x) PCOSIP, ;,,

rf'' 1 / 2 1 ' cos'y 3^^ resin^'^ -, ,,,/^ _ cos^ ̂ ^ _ 3ktesmv\
\a e a^p )

— — — — ' — — ——"' cosc — ———=— | P cos( P, r}dt na \ a e a^p

nci11 e " ' " ' r
(G) { i HP +f) . 3 k t ^ p ] _

\ -^[L^-^-sm.-——^-JPcos(P,,},

^^-Eî^cos.PcostP^J+l^Jl-sin.PcosîP^Î+C-cosy)^dt nue ' na^ews')^ ' ' dt
do) r
—— •= -4- ——:;———— COS( V + &3)P COS( f, W),dt ^a-cus% / • /

d6 ï
\ , =4-—;————:——rsin(^-4- w)Pcos(P, w).\ dt ^^cos^anKp ' ' î '
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Remarquons que —^ —:î? —» dépendent seulement de Pcos(P, r),

Pcos(P, s); -^ des trois quantités Pcos(P,r), Pcos(P,,?), Pcos(P, w);
i ^ et -T- dePcos(P, w) uniquement. Sil'ondécomposeàchaque instante
la force perturbatrice P suivant les trois axes or, os, <w, et si l'on né-
glige les quantités du second ordre relativement aux masses perturba-
trices dans les équations ( G ) , on voit que, dans le temps dt, les com-
posantes situées dans le plan de l'orbite agissent seules pour troubler
les éléments a, e, K étrangers à la situation du plan, tandis que la com-
posante perpendiculaire à ce plan agit seule pour en altérer la posi-
tion; quant à la situation du périhélie, elle varie sous l'action réunie
des trois composantes.

9. Il est avantageux, dans la pratique, de substituer aux éléments a,
e, x les quantités n, ^ déjà définies et l'anomalie moyenne M, qui leur
sont liées par les relations

nïa^=k\
e == sîn%,

M == ni -^ K,
d'où

dn 3 n da d"/^ _ i de
cit id'at'1 dt "" cos% dt

et désignant la perturbation de M par <?M
d8M rdn , dn d^
- W ^ j - d T ^ ^ ' J t ^ d T '

ce qui conduit à
dn ^r^sin^PcosîP^rJ-^i/^PcosÇP^),
dt ^pa r V a

^ =+^^i4sin.Pcos(P,r)-^fr-a^cosx)Pcos(P,^,
dt ^ ̂ p^ nci e \ ï j

<^^f^J^f^-c^^œs^Pcos(P,^)-£^^
dt J dt \na2 nae j v na^e

Si Fon veut remplacer Fanomalie moyenne par la longitude
moyenne L, on a

L === M 4- v5,
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d'où
cl^L _dêM dçj
"JT' '"" "W 4" rfr ?

c'est-à-dire
^ r^ ^ ^_r^ cosy^^x^ ip ^
A J ^ ' ' dt L^a2 nff<? 2 J • .

sin27

^^±J^——1 sin^Pcos(P,s), .
na^e cos^

ou

,.,, ^ , ,. | cos Y tang ^ côs ^ j
rf6L f^ , , ,dQ | 2r A 0 2. ID^C^D ' '
———-. == î —— A -+- (l — COSO -r- — 1 ——; -4- ———————————— | P COS [F, F )

dt. J dt ' T / dt i^na2 fia J

/n+^^^l
^^ZJlilZ'——-sm^Pcos(P,^).

^û2 cosy^

10. Nous devons actuellement calculer les composantes P cos(P, r),
Pcos(P, s), Pcos(P w}, de la force perturbatrice P, suivant les axes
or, os, ow. Soient x^, y ^ , ^^ et x\, y\, ̂ , x\,..., les coordonnées des
planètes troublée et troublante rapportées à ces axes, on a

x, ==- ï\ x\ = r ' cos( r, r ' ), x\ = r" cos( r, r " ),
n == o, y, = r7 cos(5, /^ ), . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Zt == o, -s^ == r^ cos( w, r' )» ' .................

Cherchons cosrr', cos^r', cos^r'; cosrr",.. •,
Pour cela, déterminons d'abord la position de l'orbite de mf par

rapport à l'orbite de w.
Fig. 2.

h^

Soient :
Sîî l'orbite de la planète troublée m,
Q'J celle de la planète troublante m'.
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Connaissant Q, y, Q1 et y\ on peut obtenir ÛJ==N, 0']==^, et
l'angle J par les formules connues

; s m ^ J s i n ^ ( N - h N / ) = = s î n ^ ( ^ — 0 ) s m ^ ( y / - ^ Q ) ,
| 2. 2 ' / 2 v ' 2 T â •

(6)

sm-^Jcos-^N -4-i^n•==cos^(ô /— 9) sin-1-^— © ) ,
2 2 l ' 3 J 2 * 4

cos ^Jsin -1. ( N - W) == sîn ^ ( 0' — 9)cos ̂  (©' -r- o ) ,
2 2i 2 3

cos ^ J cos ^ ( N- -N0 = cos ̂  ( G7 — 0 ) cos ^ ( ̂ ---© ).
2 2 • 2 ' 2 '

Menons, par le pôle {w} de Forbite troublée et la planète troublante m\
un grand cercle [w, m', n)\ la position de m" rapportée a l'orbite de m
sera définie par

m';z==iy,
Sn^V. '

^/ peut varier de •— îr à 4- ̂  et X' de o à 2rr; jS' étant positif lorsque w
et w' sont dans le même hémisphère relativement à l'orbite Ûmy négatif
dans le cas contraire.

Le triangle sphérique rectangle mm!n donne

cos(r, r^^cos^cosCy— S m) = cos(3'cos[À /— (ûm —N)]
r ^ C O S f y C O S t T — t G T — 0 - + - P — N ) ] ,

ou? posant la constante vs—@—N==o-,

cos(^ r') === cosp' cos[y — ( v -l- o-)] ;

si l'on change dans cette formule p en c -h 7r? on a

cos(5, r / )=cosp / s în[y•— (c/-+- <7)] î
d'ailleursd'ailleurs

On conclut

(7)

cos(w, r^^sinp7.

se, == r' cosp /cos[À /— {v-+- o-)],
^ == r' cosp' sîn [y —(</+• c?)] »
z^r'sinp';
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Quant aux coordonnées^', X, elles se tirent du triangle sphérique rec-
tangle ïm'n, qui donne

l cosp'cos?^ cosîm'= cos[/'— (0'-i- N')] = cosÇv'+ o-'),
(8) cos(3'siny=sin[/'-(0'+N')]cosJ==sin(f'-Kr')cosJ,

( sin^sin^- [ 6 ' + N')]sinJ = sin(c' + cr') sinJ,

/' désignant la longitude vraie, dans son orbite, de la planète m'; v' son
anomalie vraie, et. c' l'expression rs' — 6 ' — N'

Or
pcos (p' -)- -^ ("7^ - ̂ ) -/-" (^ - ̂ ) —— .,

Pcos(P,,)=-^(^^)_^/(^,^^,^

PCOS(P,.)=-.^ (^ +^) -fm" (^ ̂ ) ̂ ..,

les seconds membres sont donc connus par ce qui précède.
Nous poserons, pour simplifier l'écriture,

-L^-L-A'p^ ^3 — a '

JL -_ ' _ A^p^ ^/^ — i x ^

et

P cos( P, r) ̂ frn1 (^ ̂  4- ., A7) ̂  /^- (^ ̂  ̂  ̂  A-) +. . . = RJ,,

P cos(P, ^^fm^/^^) 4-^/^^) +.. ,==So^
P cos(P, w) ̂ /w^^. A') -r-//^; A77) +.. .=Vo/^.

11. Si nous substituons ces valeurs dans les équations (G) et dans
cellps nui Hnnnpnf dn d^ ^M d é L ., . ,cènes qui donnent ^-5 -^-î -^-, -^-, il vient :

da 2 /a 2 _
Tt ^^nV^^^^'+jrr^1^'

^ = + ̂ 3,̂  R./, _ ̂ c / _ .VP. ,^\
ul n \fpa na' e \ r '-] 9
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dy. î /air COS'Y 3ke . \ ,, .
7/7 == "~^ (—~"~ ——-cos^— ——fsmv) Be^2
â^ na \ a e ^ ̂ p /

î ( p ^ r - r . 3/f^O \ c? y— —^ ( ^—— sm^ _ —LG ^ ) g •k'î
na2 \ e r )

dvs cosy ^ , D+r . -, y . Jô— ==—.——^coscRû/f2^-—'———sm^Se/f2 + ( î — COSQ))-j-îa^ yî e nc^e cos^ ' l ; dt

do y
d^=+na^^cos^^^wQkî9

de î—==-+ . —-————— /" sin ( (/ + eu ) Wo /f2,dt na^ cos^sin^ / « ?

rf^ 3 e . - , 3 . /p ^ ,
^=-sFsln</Rt/>-7V^'^
^=+^sin.K,^-——fr-a^acosx)s^^<" ra\/j?a rea'e \ r Ay >

dôM rdn , ! - i r cos'y \ „ / p •+• r . - ,
-dT ==J -dîdt - (^ - ̂ cos(')Rlzr - ̂ rslnt'so kî'

dSL r d n , , ,d6 ( ^ r ^Xlang^ \ ,
-^^=j-dîdt+{l-cos^•dî-\^-+——na——^V1^2

tang^
s în^Sofr%na' cos^

ou, en remplaçant n par ^a \ &> p a r s r — - 0 , et effectuant quelques
simpliûcations,

da - . À-Ro aa2 Â-So.- = 4-2a2esl^^—=^ •4 -—P—=">dt Vp r // ^

. /fRo P /r z?\ frSo==psm(/—— — - L — — ^ ) -^°,
, ^p e \a r ] ^

de . fcRo p /r
-7- ==psm(/ —==- —J- — —- - , —^
^ V^P e va r^ ^P

ri% . / p ( p 3fce . \ A-B,-77 =— V - ^ a r — "-cos^— —=r-^s in^)—rdt \ a\ e ^p j ^pdt ^ V a\- e—— ^——— ) J p

^JPjP^^^J^^^
y a\ e r ) ^Y

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. '2-3
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^ -, _ £c^ tl» + (£ )̂ sin^ + (i - cos<.) d6,
(U e ^p e ^p ctt

rfo . .^Wo— =-+-rcos(^ -4~ OT— 0)—=-?
(îf Vp

(/0 _ rsin(^4-g— 5)^Wo • • -
~dî ~~ 1 siny ^/p

J ^ _ _ _ 3 ^ . /rRo 3k p /fSe
— (1^ "" ^ia \/p \/a r \/p

(/X . ^Kû ' fp r\kS,—^ =r -4- a COSY sin</ —=- •4- a coty /- — - —iA x ^ Ât \r a; ^p

d8M , \ A-R, , , . À-So FAi ,—7—== —(î rcos^ —pcot^ cos^)^-— — (p -4- ^cot^sin^ —4- î — rf^a€ ^p \p J aî

d§L / i \ /rRo / ,, i . A-S,—— =r— 2rcosx-4-ptang-xcos(/ —— + (p -+- r)tang -% 3111^—=-
^ V 2 / vp 2 vj^

.J0 Fan ,+(i~cosy)^+J^^. , .

Ce sont précisément les forniules cTEncke; nous montrerons, dans la
section III, comment on calcule méthodiquement les valeurs numéri-
ques des seconds membres, quand on leur a fait subir une dernière
transformation que nous allons expliquer.

Comme, dans la pratique, il est commode, pour la division du
travail, d'évaluer séparément les perturbations dues a chaque planète,
il nous suffira d'introduire seulement l'une d'elles dans les formules
définitives, soit m!.

Posons pour abréger l'écriture, en désignant par a un coefficient
indéterminé dont nous verrons l'usage dans les sections suivantes,

/ -^ kmr ï / / ï \ I
( ï)=—=- a ———^? ( 5 ) = = - ?v / ^ p smi" e

( 2 ) = — ^ — , " (6) == tang î- (p,' / sin 9 ^ T

t r\\ f \ v ftV(3)==acos^ (7)==—=" a,
Va

(4)=^ (8)=3^.,€ v^ •
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(9).^pîan§^/, ( ia)r==pcot^x.

( 10 )==2COS%, , ( l3)^COt^,

( 11 )== tang-^, , ^ == v -4- îiî — ô.

Réduisons Ro» So, Wo au terme en m\ et remarquons que m étant né-
gligeable, /== À'2^ si on prend la masse M du Soleil pour unité; nous
aurons alors :

/f OL - k a , 1 r , .,\ . . / r , .A ^,
^sm^^-^sinF^^^

^si^^-is^^^-^^^^^ .

^ii^^^isi^^^^ '

Ro. §0' Wo désignant respectivement (r) (~ -^ + ̂  A^, (i) (j^ A'),
(i)^).

Par suite, le système d'équations différentielles que nous venons
d'obtenir, réduit aux sept dernières seules usitées, prend la forme

^î^^.-^) cosc^ ~î- (5) ( p + i) rsin^S,-h(6) rsin^W^a& \r /

a--^ === r cosu W'o,

a -^ =(2)rsinuW^

a^=~(7)sm(.R^-(8)^S^
(H) {

a^ ==(3)s in( / I l /o"+•(3) (cos^+cosw)^,

a ̂ ^L [(i3) cos^— ( ïo) r] K, - (i3) ̂  + i) rsm^S^ 4- ^ K dt,==[( i2)cos^—(ïo)r ]B^-( i3) U +i) rsmvS^a Kdl,

^ ̂  [(9)cos(/-4-(ïo)r]B, 4-(n) (p 4- ï ) rsin^S',

^(6)rsmvW,-^oi f^dt,

dôL
a -^— — Lvy^^^--'" ^ V ^ / ' j ^o l ^ - / \ / ,

à laquelle nous nous arrêtons.
23,
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Cette forme offre l'avantage de séparer nettement les grandeurs ( i) ,
(2 ) , . . . y ( i3) qui ne varient pas sensiblement, pendant un certain temps,
des autres grandeurs telles que ç», r,..., dont la variation est rapide;
elle fournit d^ailleurs les variations des éléments exprimées en secondes
d'angle.

S E C T I O N IL

12. La résolution numérique des équations E et H nous conduit au
problème suivant :

Connaissant les valeurs d9 une fonction du temps à certaines époques
particulières et équidistanîes, calculer les intégrales première et seconde
de cette fonction \

Soient u ==/(^) la fonction; /.,, t^ ^ ,—. tn les valeurs attribuées
à ï; u^, UQ, i^,..,, u^ les valeurs correspondantes de u; t^ = ̂  4- noc,
n étant un nombre entier positif ou négatif, et a la raison de la pro-
gression que forment toujours dans la pratique les valeurs de t. Sup-
posons en outre la série de Taylor applicable à la fonction u.

Une valeur quelconque de t étant mise sous la forme t^== tn •4- z a,
on peut développer u suivant les puissances croissantes de s; désignons
ce développement par Un+z^ osi a

,/ - /^\ a , /^\ ^ , (ciku\ ce
Un^ == Un + ( -77 - 2 -+- ( -T~ ——— Z2 + . . 4- ——— ——————— Z^ -}-

\ ^ /» I \d^/,ï.2 \ ^ / , ï . 2 . . . / f • " • ?

ou posant, pour abréger l'écriture,

/<^\ ^
\^/«î.2.. .^ ~~uf^

(I) ^n+s == Un "4- < z -^ ai s2 -h a^3 -4- - -.+ a^ ̂ 4-. . . ,

il suffira de connaître a^, al,..., a; pour avoir u sous une forme facile
à intégrer. Nous déterminerons ces quantités au moyen de ,.., u^^
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<Mo, ^o • • • et de leurs différences, dont voici le tableau :

u^
t^u ,

î^-i ~"2 A2^-.,
AIK 1 ^^-i

Mo ""? A2 ?.(.o 2 A4^.
A1^ A3 w,

«, ? A3 Ut ï

A1 ^ 3
u^ 2

Chaque différence est écrite entre les deux nombres dont elle résulte
et à leur droite; l'indice de u y est égal à la moyenne arithmétique
des indices dans ces deux nombres. Ainsi les différences de divers ordres
de Un sont désignées généralement par àfu^^_ et se trouvent sur là

h
ligne oblique qui part de Un, tandis que l'indice de u est constant sur
une même ligne horizontale et l'ordre des différences toujours pair
ou impair sur cette ligne.

Nous désignerons la moyenne arithmétique de u^, u^^ p^r u^i-y
et celle de àfu^ A^+u par A^i^i. Ces moyennes arithmétiques
complètent pour ainsi dire les lignes horizontales, qui ne présentent
qu'un terme dans leur rencontre avec deux lignes verticales consé-
cutives.

Une ligne horizontale complétée de la sorte, par l'intercalation des
moyennes arithmétiques des différences immédiatement adjacentes
deux à deux de part et d'autre de cette ligne, est de la forme, si son
premier terme est u^

Un, A-1 Un, A2 Un, A-3 U^ ' • ' , A-2^1 M^ A2^ Un, . . . .

nous la désignerons par le nom de ligne (n).
Une ligne horizontale complète détermine toutes les autres. Nous

établirons dès maintenant des formules qui nous serviront plus tard,
pour passer de la li^ne (n) à la ligne voisine [n — - ) ? ou inversement.
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Cette dernière ligne est, en vertu des définitions précédentes,

^_, à1^^, A-2^^!,..., A2^-1^!, A-^^,..-.

Or, on a, par défînitiony

A2^ ̂  — A2^ î  -i == A2^ a ,,
»-y

A2^ Un -4- A3^ ̂ _i == 2A"^ ̂ _l,-

d'ôti
A2^ z^ === A-2^ ^c i -(- ^ I^P^ u i ;

""? 2 R-?

on a aussi, par définition,

A2P"1 ^4- 1 "~ A2/'~'l ̂ -1 ̂  A2/î ^/^

A2P"1 ^+j. -4- A2^1 ^ .̂i ̂  aA-2^-1 ?^;

d'où, retranchant ces relations l'une de Fautre et transportant A-2^ u^
dans le premier membre,

A-2^-' Mn^A^-1^^ -+• ^ A2^ ̂  == A2^1 ^_j_ + Ï-A'^^_J,•+- ^A2^1^^;
2 '3l 2 2 2 4. < 2

on trouverait de la même manière les relations inverses pour passer de
la ligne in—^ à la ligne {n} ; en les réunissant aux premières, nous
avons le système des formules suivantes :

( a ) Î^P Un = A-2^ u « 4- ï- A2^4-' u i ,
"-T 2 ^-ï

(3) A*^"1 ̂  --= A2^-1 u i -4- ^- A*2^ ^ i -4- ^ A2^1 ?^ ,,/ . n--^ ^ n^^ ^ u-^

( 4 ) A-2^ ̂  i == A2^ Un — ^ A-3^4-1 «„ 4- ^ A2^2 ?^,"""ï 2 4

(5) ^ "A^-'^^^^A-^-^n—^A^^.-
3 1 ^Si, ' ' ' ' ' .

13. Cherchons maintenant la relation qui existe entre les coeffi-
cients a,î, a| ̂ . . . » a^ et la différence d'ordre p de u/^, À étant entier.
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L'équation (i), n0 12, donne, pour z == À, .s =À + i,

i^ == ?€„ -+- a h -4" a2 À2 -4- a3 A3 4- • < - ,n ft n '

M«+Â-M == Un -4"- <^ ( /? 41" 1 ) -4- a\ ( h -r ï )2 4- a^ ( À -4- î )3 4- . . . ,

d'où
A' ̂ ^ = < [(A + i)- A] 4- < [(A 4--1) 2 - ̂ ]-f- . ..,

qui, pour À augirsenté de i , est

A^^,^==^[(A^2)-(A+î)]-4-<[(A+2)2-.(A+I)â ]^...;

donc
A2 Un+^ == ̂  [(A -r-2) — 2(A + ï ) + h] -4- ̂  [( A 4- 2 J2 — 3(' A + 1 )2 4- A2] 4- < . . .

Admettons que la loi qui se manifeste déjà soit vraie pour la différence
d'ordre p — ï , on aura

A^<^',-.^^-I=^f(A^^^I)^p^(^ '

W[(A+p -i)^...±^]+...,

les coefficients des parenthèses comprises dans un même crochet étant
ceux de la puissance {p — i)1^ du binône [x -— r ) .

Retranchons cette relation membre à membre de celle obtenue, en
y changeant h en h -h-1 ; il vient

APU p =a[[{h^-p)—p\h-T-p-î}-^.^±.h}fi •+• ii -+- —2
+a^(/^+/») t-- . .q=/^2]-^- . . . ,

ce qui démontre que la loi est vraie quel que soit p . Posons

q^{h+p}t-p{h+p-l)l+p^p^-^{h+p-î}k+...^p{h+^±h!•,

on aura

Ap ".+A4-S = an 91 ^ ̂ îl + ' ' ' ~^ "" qt '+' ' ' "

Les coefficients q sont indépendants de <»> a et de la fonction u.
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Si nous prenons ^ == lîp, nous aurons

A/'M p —: r.3.3...pa^ quels que soient ^ et A ; et a^==o, pour k^>p.
2;

Donc, dans ce cas,
•i .2.3.. . pa.P •== a^q^ -h a^ q-s •+- . . . -4- a^ qk •+-. • • + ap q?.

Cette relation ayant lieu quel que soit ^, dont les puissances décrois-
santes ^~\ ^~2,..., ^, entrent comme facteur dansai , a^,,.., a^,
on a nécessairement

qp= i .2,3.. . p et g^===o, pour h<^p.

Nous obtenons ainsi une généralisation de la propriété bien connue du
polynôme

^ - p ( p - i )* + p<^11 ( p - ^ )^... ± p,

que l'on obtient en faisant h == o dans <^. Il en résulte pour ùfu p
l'expression plus simple que celle qui précède

iA'^.^^=<^(A+^)p~f(/^+^~I)'4"•••::h/l/ï1<6J ' n+h^ L ï , J

,j H-a^l[(A-+-J9)P4-l—...±^4-t]+...;

pour À ==o, on a

A^^ = < [p^-p^p -^p +•. -^p^] ̂  ̂ r1 [p^1 - • . •±p i^'] +...,% . 1 1 - ,
expression qui est de la forme

^A^^=<[^^+Z;(p~-I)P+.,.+^ l^p]

( +<+l[^l+...+ç'lI^]+...^.
14. La relation (6), pour n et À constants etp variable, donne les

différences successives de u^^ formant avec ce nombre une même ligne
oblique du tableau des différences. Nous pouvons aussi en tirer en fonc-

(*) La forme (/(suppose /?>o.
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t ion de <,..., <^,.,., les différences situées SUT la même ligne horizon-
tale que Un+h et les moyennes arithmétiques de celles qui sont deux à
deux situées immédiatement de part et d'autre de cette ligne, c'est-
à-dire A2^,^ et A-2^ u^.

Si nous faisons successivement dans l'équation (6)

A+£=// , p=ip\ d'où A-4-p=A'-^-j/, /^A'—//;

A+^A^--^, /?==2;/-+-î, )) A-+-p^A/-}-p^ /^/^_p/_î;

A-+-£=A'-h^ p^_^p,^_^ ^ k-rp^h'^-p'^i, ^==A'-//,

nous aurons, en supprimant les accents après substitution,

| A2^^=<^[(A^p)2^-^(A-4-p-.-I)^-4-.. .4-(A-~pp1

) ^^•[(A+p)^^...]^...,

A2/'4-1 K , ,n-i-h—-

( S ) < ==a^4-T(/^4-p)v-4-l— l^t^t/i -4-p—i)^M -^ . , .—( /^ ̂ p_i^+.1

+<^[(A+J9)^-...]+...,

/ A2^4-1^ , ,• n-l-A-h4

(9), = ̂ 1 FA 4-p-M)^. — ̂ tl(k 4- p}^1 +. ..- (A - p)2^' ]

•+- a^[{ A -î- /?-+-1)^+2_ _.]^,..^

On tirera des deux dernières égalités A'2^1 ̂ ^, qui est par définition :

A-^ «.+/. = I f A2^1 ^ , , -+• A2/74-1 ^ . , 1.• 2 |_ n+A—j n^-/(4-^ j

Si ron fait À== o dans ces formules, on obtient A2^^, A2^^ j,^ . , - ^ 7^».^.- •

A^^u i. On voit alors que :/2+-^ 'l

1° Dans A^u^ les coefficients de <2^, a^"^\... ont leurs termes
^nnaîcs scientifiques de F École N'ormaîe supérieure» Tome V. 24
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propres égaux deux à deux et de même signe, et les coefficients de
a^\ a^3,..., leurs termes égaux deux à deux et de signe contraire;
ces derniers coefficients sont donc nuls.

2° Dans A2^4"1^ ^, les coefficients de a^4"1, a^4"3,..., sont les mêmes^2
que dans A2^^ j^; ceux de a;f^% a^4,..., égaux et de signe con-
traire; ils disparaîtront donc dans la moyenne arithmétique A-2^'^.

Il résulte de là que si nous réunissons dans A2^^, A'2^*^ les termes
contenant en facteur la puissance d'un même nombre, nous aurons des
expressions de la forme

j A^^=<p[m^^^m;(^-I^4-...+m;-lI^]

( -^^[m;^-^. ..]+-.H

A-^^ = a^ [^{p ̂  i) '̂ + ̂ p2^1^.. . + ̂  i^']
(^)

^^[^(P+i)2^3^---]-

II résulte aussi du n0 13, que le coefficient de a^ == j , 2, 3,..., 2p,
et que celui de a^4"1 == i, 2, 3,..., {sp + i) dans (w) et (p.).

15, Si au lieu de poser t == ^ + ^a, nous posons ^= ^ ^ + ̂ ,

°ù ^^. == ^ ̂  a aï nous aurons P01111 ^e développement de i^, suivant
les puissances croissantes de z,

( I y ^-^=^-4 +<^^ -4-- • -4- aL^'-T-t • • > . .

où u i est la valeur de u pour ^ = t. i , et où
" 2 * ! l/^~l~'2' ! . • -

^ ^- /^^\ ^

^ ^ [ d ^ i ^ ^ T ^ — J i ' '
conformément à la notation adoptée.

Cette série (i)' donnant Un^h pour z ==À — " I•9 on voit queles formules

(*) La forme {m} suppose ^»> o.
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établies aux n0513 et 14 subsistent, si l'on y remplace dans les seconds
membres h par h — ^et les coefficients a^ par les coefficients^ i.

Ainsi l'équation (7) nous donne» en faisant h = o, après cette substi-
tution dans le second membre,

—'..[(.-y-^^-D^.-^-.-o-]
+a•r:^--T-•V•••••

la même équation appliquée à u^h^ donne de la même manière

.,„._» [̂(,̂ )•'-^(,-,)-'.....(-,4)ï]

^[(^r'-]--
ce qui fournit, pour la moyenne arithmétique de ces deux différences,
une expression de la forme

A.'.. , = ̂  , p {P + -T+ ̂  (P - "-Y - » - • - -+ ̂  (T1,4-y "+ ïL / ' \ • 2; ^V^ 2; / 'Va; J
(v) ^o-r--]--^•^^.:(p+T+24-...|^.«+îL ''v ^7 J

l'équation (9) donne de même pour A2^' u^i_ une expression de cette
forme

(e)
-"..^^[•;( î)•"•-,(.-r+•••+l;a)''"J

-^('•^r--]--
II résulte encore du n° 13 que le coefficient de a^^ == i y 2,3,., , 5 2/?,

e tce lu idea^ + l=I , î fe ,3 , . . . , (^+I)dâns(v)e t (ê) .

(*) La forme (^ ) est encore vraie pour p ==o, si Pon remplace dans ]e premier membre
A-^^,+1 par ^^.i, et dans le second ̂ i par ^^.i.

'2 1 , . 2 , • 1 ^ ' '^ , 2 , , ' 1 1 1 1 , ', "' ^. 1 1 ^
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16. Les formules des n0 813» 14,15 conduisent aux valeurs des coef-
ficients des équations ( î ) et (iy. Pour déterminer a},, a/2,..., a^, nous
pouvons employer les relations que fournit, soit(/), soit le système (w),
(p . ) . Pour déterminer u ,, a1 i , a^ , , . . . , a^ i , nous emploierons le

* / n+Y n+y n+^' 7 n+j7 A

système (v), (s). A chacun de ces trois systèmes de relations correspond
pour u une forme particulière remarquable.

ï° (/) donne, pour les valeurs ï , 2, 3,.. .,p, attribuées àjy,

Al^=<^+^; 4-^4.... +^+...^

^^,-1 = ^^/5^•24-^ï2]+<^/^34-^l3]+...+<T^^+^ i^-t-...

^^.,1"-= ^KO^+/;(P~I)P+...4-/;-1IP]+...,

Les coefficients a;,, a;,... sont des fonctions linéaires des différences
de Un; on aura donc

( î0) tfn+z==Un+ li A'^ ) -+-. . .-4-LA/^ P 4-.. ..
""{"? / ^J

A i , ?.2»-- étant des fonctions entières de z, qu'on déterminera en iden-
tifiant les coefficients de <» a^,... dans les équations ( i ) et (10);
on obtient ainsi immédiatement

f 3=v ; ,

^\^+\(^+^^

zk =\^+\(^+l1, I&)4-...+^(^-r...+/^lI&),

^^^^^-^(/^^^^^^-..^^(^^..^^-^^^-..^^(^^^^^^

2° Le système (w), (^), donne, exactement de la même manière,

(n) ^=^+y,A•t^+ ..+X^A-^-^^+^A^?^+...,

avec
s2^/^?^;, s =\\^

^) z^^m^^^+m1,^ ^-A^g-}-^^^3-^^;!3),
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3° (y) , ($) et Féquation (ï) ' , donnent encore, exactement de la même
manière,

(i2)^,^^^^^,^+^A'^.,i^...+^A-^^.,4-À:^^^^

avec

••^(ï- "'.;-.: ï)'.^ .=^2/ , 1 «Va

'"'i-^:^-^;®-;^']--^:^'-^^-^']-

17. La constitution des systèmes (X), (X^) , (X^) permet de les ré-
soudre aussi facilement qu'on les a formés, c'est-à-dire sans calcul, et
tous les trois de la même manière. Considérons le système (X).

Les termes qui se correspondent verticalement dans les coefficients
de X/y sont de la forme

^(/ f—m)S ^(/r—m^S /;(/r~m)^2, ..., ^(/f- m)^-*).

Si donc nous retranchons chaque équation X, multipliée par i , de
la suivante, nous obtiendrons dans le système résultant ( X ) »

l^k-m^^fc—m-î), ^(/f-m^^/f-m-i ),..., ^{k-m)P^{k-in-ï}.

Si nous retranchons chaque équation du système ( X ) , , multipliée
par 3, de la suivante, nous aurons dans le système résultant (X)^

l"^lc — mf^- - m — i )(/f — m — 2),..., /^(/r — m-y-^ k — m — i) [k — m. - 2).

Généralement, si ayant obtenu le système (X)^«2, on en multiplie
chaque équation par (p -— i), pour la retrancher de la suivante, on ob-
tiendra, dans le système (X)p-^,

^(h — m)k (/r — m — i) (/f — m — 2). . . ( A * — m — p -H),.. .,

(*) Voir les notes, pages 184, 186, 187, dont il faut tenir compte pour former les équa-
tions (10), ( i i ) , (i2Q et les systèmes (^), (^), (^).
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de sorte que tous les termes des coefficients de)i, dans le système (•X),
pour lesquels on a

k — m -=. î , 2,.. . , jr? — 3,

c'est-à-dire les (p — î) derniers termes de ces coefficients, n'existent,
plus dans te système (X)^. La première et unique équation de ce sys-
tème final sera donc

3 ( Z — 1 ) ( Z - - ^ ) . ^ ( 2 — p - + - î ) •=^7.^1^.3 .. .p,

iVw
-ï - ^ — 1 ) ( ^ — 2 ) . . . ( Z - p — Ï )
^ _ I.2.3...P————~~ '

Le même genre de raisonnement, appliqué aux systèmes ()/) et ()/'),
montre que l'on a

y ^ ̂ ^^^^—•J l̂rl̂ î
'̂  1 . 2 . 3 . . . 2 ^ ?

_ ^Z(^^I^),..[^-(^-I^]
>^-1 i . 2 . 3 . . . ( a / ? — i ) ?

et

f.^fi^21^^--(-^y^
)^ -,L W J L \ ^ / J
l2p î . 2 .3 . . . ip '

r î /^'i r /^—^nZ ^2—— - . - . Z2—— --r-————)// = L \^/ J L \ ^ / J
î^1 î .2 .3 . . . (2 j0 -+ - l )

18. Si nous substituons ces valeurs dans les égalités (10), ( î i) , (1,2),
nous obtenons pour u les trois formes suivantes :

(I) u^^u^'^^^^^^^^-'^-P^^g: ,4-..., •ï 2 i.^.-.p ^i

L^^^^iA^.4-^^^+..^^(g^I2)->^~^7^
1 î 1^ . I .2.. .(2p-ï) .-

) +^z2rlIlM^^^ - -
[ 1 .2 , . . . 2p A^+——,
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[-m.._^==u,^+^ u.^ + L—^LJ-A-^, +. ..

^_(ly1^-(3y1...^.--(2-£my^
( K } ^ L w JL ^ J L \ ^ U ̂  ̂ ,

.2.3.. .2/» ï

p-m-M'̂ -YL.Ay-'-'K,.-,.!-}- . - .i .s.. .(2jy 4-1)
La première est la série si connue sous le nom de formule aux ditÏé-

rences de Newton; les deux autres, quoique beaucoup moins répan-
dues, ne sont pas moins remarquables; nous les emploierons même à
l'exclusion de îa première, et nous verrons bientôt pourquoi.

Soient ^, S^, 'S^ la somme des produits différents K à K , des p
nombres des suites respectives : — i , — 2 , —"3,. . . , —p; — 1 % — ^ 2 »

02 o ^v ^v W y^—^2~ 32,..., -r; - y 5 - y — y9-5 - t-r-j •
Supposons, en outre, les formules (I), (J), (K) , ordonnées par

rapport à z. On voit de suite, en identifiant les coefficients des mêmes
puissances de z dans (I) ou (J) d'une part, et (i) d'autre part, que

( i3) ^^.y^|^_A^^,n ju l -2 .3. . ,p ' +^2.3.. .p

QP——Ï

Sy—Â-

et
(4) ^.^^-^A^^*),

—— fiP
, . r \ / y%Â-+ I——— \ ________:..-??_-^———________ A*2^4-'^,,.

( 1 5 ) ^ "^2j 1 . 2 . 3 . . . (2^4-1 )

On voit de même, par la comparaison des équations (K) et (i)7 , que
Y^ ^

(16 ) a ' . i ==> ——^——^PU i(**),
/ "^î" ^(I.2.3...2^ "-^-î1 /

^) • 'a^-y—^^—,^u ' .
v y / "-i-? ^ Ï .2 . . .('2?-h ï) "-^-s'

(*) Les formules ( i3) et (i4) supposent /->o.
(**) La formule (16) est vraie pour /*= o si l'on remplace <î^.i par u,^^ dans le pre-

mier membre/et, dans le développement du second, 1.2.3.. .2^ par i; à'^u,^^ par i^^^
pour /^==o.
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les signes'V se rapportent dans ces formules aux valeurs entières de
p ï / i et pour? = k, on fait s, S, 'S égales à i.

19. Les coefficients a^, a^i étant ainsi déterminés, nous pouvons
chercher les intégrales première et seconde de la fonction u; la mé-
thode que nous donnons s'applique d'ailleurs, avec une égale facilité,
à une intégrale d'ordre quelconque. Soit x une intégrale de u.

On a, en attribuant aux indices le même sens que précédemment,

/ Q. (dx\ a fdkx\ ce ,îb) , ^w=^-4- -77 -Z -4-. . .-I- ——— ) —————^4- . .
\àt j n 1 \dtk fn î .2. . . / f

et- 1 ' ! ! ^ /

f . fd^\ a fd^\ ^
( Î 9 ) ^4-=^t-(^)^,T^•••+(^

quel que soit l'ordre de l'intégrale x. Développons les deux cas dont
nous aurons besoin :

dx1° — = u. On a alors

, fd^x\ a^'____ _ fcl^uX ^ a _ a ^
\€U^ ) î .2 . . . / f (Â-+l ) ~~ ^^/ 1 . 2 . . . ^ / f4- I ^/TïT^'

(l'où >

! \ / 2 î S2 ;, ^•+' \
[w ) ^w == ^n + a f ^ - + ̂  - + . .. + a ——— -+-.. ,) ,

^ --.--"-^"(^^-^^••^^F^

.^2^.
.2° -— == u. Posons .

dx dr
^^TÏ w Jî^u;

on a alors

d^x_____^ . , ^d^t• oè ^ _ ^
dt^ r.2...(/r+i)7F"ï"2)'~' di^ ï \ 2 . . .Z - (/f4-l)(Â:Ti^)=:::::(/r4-ï).(/f+2)ÛÂ?
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d'où
(^) ^^^4~aj^+a-[^^+<^4-...+^

i ̂ .^^^^-+-^y^^
(28) <j ,r ^ » ;s3 i s^2 i

( 4-a-^^^+^^^+..^a^^^^

Puisque a^ a^ sont actuellement connus, l'une et l'autre des deux
formules (20), (21) dans le premier cas; (22) , (23) dans le second,
donnent la valeur de œ pour toutes les valeurs de t correspondantes aux
valeurs attribuées à z ; mais leur emploi n'est pas avantageux dans la
pratique, car, si l'on y prend un nombre fixe de termes, l'erreur commise
croît très-rapidement avec z ; de sorte que, pour obtenir x avec la même
exactitude dans tout le cours du calcul, il faudrait prendre un nombre
de termes croissant avec cette variable z. On évite cet inconvénient
en ne faisant varier z qu'entre — - et -h -•> et donnant à n toutes les va-

'• 2 2

leurs enlières, positives ou négatives; de sorte que t=tn-J^•za. prend
toutes les valeurs possibles. Il suffit de connaître xi ou ^^-^ Fêtant en-
tier; nous allons déterminer ces quantités de proche en proche en donnant
à z les seules valeurs — ̂  -+• î- et en supposant que la valeur initiale
est x i ou XQ. Nous examinerons les quatre combinaisons possibles— .̂
entre ces valeurs extrêmes de a? et, par un choix convenable des formules
précédentes, nous ferons disparaître du résultat les valeurs des coeffi-
cients a^ de même parité relativement à k.

Quadrature de ,- === u.

20. La formule (20) donne, pour z = —• ̂  z = -{- ̂

^j et ^,
dont la différence est

^^^^^=^[^+^^---+<\^^^^--
annales scientifiques de F École Normale supérieure. Tome V. ^0
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La formule ( ^ s ) donne de même, pour z == —• i, js == 4- ^

SCu €il» <!X>'n-4-l ?

dont la différence est

r a î îk î "i•̂n+, — ̂  == a î( t -+- a , i 3—; -4-. * . 4- a , i -—,——-—, 4-... :
L ï "-'-Ï3.22 "^-î (S/f«|- î )^ J-

d^où
/z == i

^-^=^(^,-^_,)
rii== u

B == i

=&S["B+3^^+•••+(^-T)^^+-••}
n==:o

/i==i«—i .

.r; — X^= y ( ̂ n+t •— SCn)

n=Q

n=ii—r

=a S ["••^^^^^•••^(ïA^Ty^^.4---]-
w==o !

Calcul de x^i. — a7_i,

i^ est une quantité calculée et connue; a^ peut être fourni soit par
la formule (i3), soit par la formule (i4) du n° 18. La formule ( i 3 )
introduirait tous les ordres de différences; la formule ( i4) , n'intro-
duisant que les différences de même parité, doit être préférée, dans
l'application; elle donne

___^^V s^
(2/f- i - i )^ " -^ ï . a . . . 2p ( a / r^ - i ) ^^^

où/? doit prendre toutes les valeurs entières A, k+i,... et oùA>o. . . .
Le coefficient, dans x^— x^ d'une différence déterminée A2^

s'obtiendra donc en laissant p fixe sous le signeV et faisant varier k
de i à p dans l'expression

S p—ïp—k î«—— Q// —— Jy b^
JuL Ï •2. . .2. . .2? (2/r+ 1)2^"
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Soit A^p ce coefficient, on aura
r-cP-—.ï CP—I qp—ï -j(24) ^-T-.^^fe^te-'-^r^h^}*^

et, par suite,
72 == l

^• î ~~" ̂ -«i::=: a^ (Aft?^-+AaA2^^-. . .-+• A2pA^a«4-»..);
«-=0

mais, en se reportant à la formation du tableau des différences, on
voit que

n==i
V A2^ ̂  == A'^"' u. i — A^-' 2€ i.
^«J î- "-2,
/2==0

Si nous désignons par ^i» ^ i » '^^,..., ^..i une suite de nom"
'2' "2 2 2

bres dont le premier est arbitraire, admettant u^ ^,,.., u, pour diffé-
rences premières, nous aurons

i

^=^-'«_^
o

Donc
(L) ^+l-~^^l=a(Ao^^i+A2A l^^^^^--..,+A2^A2^ la^^ d-...\ 4-C-^

avec
C i = = — a / A o ' ^ i-h-A^A^ i •+-.. .'4-A2pA2^^ i-l-..^.

~'2 \ '"'Ï ""2 • ""Ï /

On pourra faire disparaître la constante C_i, en déterminant l'arbi-
traire ^_i par la condition

, ' 2 C i==o.
""3

Calcul de x^ -— a?o.
La formule (16), û° 18, donner ^ a1 ^,..., pour A===q, ï , 2,....

On a généralement

_________ ^ ==.\ ^-.A' I ^PU t .
(a^+i)^^^^ ^j i.2.3...2p (2/r 4-1)2^ ^T

(*) La formule (24) ne s'applique plus pour p == o. On voit directement que, dans ce cas,
A^^=^, A^=i . - , ! , , ;

a5.
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On voit par là que le coefficient de A'^?^ ^, dans x^ — x^^-...étant
désigné par A^ on a

ï r 'oy /o^ /Q.P i
(25) A; =r———~————_h^4.^r i+ -4. ^ ( * )
v / ^ ! . - 2 . 3 . . . 2 /^ [ î . ^ 0 ^ â.22 (2^-4- l )2^_T /' .

et, par suite,

^^^ S (^^^^^^^i^'-^^^^i^-
Mais, par définition,

A*^ ̂ ^ ̂  = ̂  ^P Un -+- ̂  A^ Un^ ,

donc

y A-2^ u . , == ^ y A2^ z^ -+- ^ y ^p un^ ;
^«J "^a" 2 .̂.j ^ ^Lf
/!E=:O /i==<.» n==o

or,

V A^ M/, == A2/'-1 M. ï — A^-1 ^ ï ,
^d ' 2 2
n==o

rtssi—-1

V A^^+i^A^-z^i—A^-'^,
/2==0

donc

y A*2^/ ï === ^ (A^-1 ?<, z 4- A2^-1 u. A — î - fA2^-' ̂  i 4- A^ z^ ï )
Zj / ï" î-2 2 \ '""7 '+T/ ^ V -? y /

^A'^- ' îz.—A-^-'î /o,

ce qui nous conduit à la formule

( M ) Xi — ^o == a (Ao /^ -+- A'a A'1 M; +. . + A^ A-2^1 M; +...)+ Co,

avec

Ce == — a (A, /^ 4- A', A- 1 u, +... 4- A^ A*2^-1 ^o +.. . ) :

on pourra déterminer la quantité arbitraire '^i par la condition Co == o.

( * ) La formule (a5 ) supplique pour p •== o, conformément aux conventions de la note ( ** ) ,
page 191. A^ ï. 1 , , ,
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La formule (L ) permettra de calculer x. ^, si l'on se donne x^, ; et la.
formule (M), de calculer Xi, si l'on se donne sc^.

21. Il est quelquefois utile de pouvoir calculer ^., i , connais-
sant .TO; etx;, connaissant x ^ Formons donc x. ^ — oc^ et x^ — o?^,

"2 i'Jr' ï 1

dont nons aurons d'ailleurs besoin pour la deuxième intégration. Nous
les déduirons de x , — x ^ et x^—x^ en retranchant de la première

1 + "2 ~" 2

quantité et en ajoutant à la seconde s^o—x i , que nous allons cal-_ .̂
culer d'abord.

La formule (^o) donne pour n= o et pour z === — -

r ï l ÎK ï ~ï^-^=a[^^-(-^^+...-^ ^^-^^4-..,J

-^ ̂  ̂ aï ̂  +---+^' (iIT^îî.4----]-

Or les relations ( i4) e t ( i5) , pour n==o, son-t

^•^Y__s|^_^
0 L»À Ï 2 .3 . . .1?

^ =y —8^—, A-^1 ^o..0 LJ^ i .2.3.. .{ip -\-î)

Les coefficients de A27^, A'^4'1^ dans^ro-—^* j. seront donc res"
'" 2

pectivement
^ V s^^ __ ï

î .2, . ,2pZ^(2^+I)22^1~"2A 2 / ? y

et
__ï__y sg_.
1.2 . , (2p -+-I.) ̂  (SÂ'-t-^ja2^2

Appelons ce dernier Â2/,+.i»

ï r sp sp s^ ^
(26) A2^-1 ̂  ï ,2 . . . ̂ p 4- ï ) 1^ + ̂ T -+-...-+- ^^ ̂  ̂ y+sJ y
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donc

,r,—.y . == a lÂo^<o+A2A 2 ^4- . . .4 -A2/ ,A 2 / ' ^ /o -^ - - . . )
[0] 1 ^ ^

— a (A, A-1 «o -4- A3 A-3 u, •+ ... +• A^+i A*12^1 ^o -4-... ).

On peut trouver une forme différente pour^o — ̂ r eïl P^^1111 ^e

l'équation (21), qui, pour n = — i et s === -+• ^? donne

^-'^^4^T^+<i3^+>"'+<Ai(^^^+ah^+<i4^+•'•+aT(^^+^
Or les relations (16) et (17), pour n-== — i , sont

,. y ^ ^
-ï 2j 1 . 2 3 . . .2 /? - j '

^r=y-—^^-1- Z^ 1 . 2 . 3 ..(2p+ï) -y

Les coefficients de A-^u i , A2^4 ^ i dans a?o — a? i seront donc
"""2 ""2" , • '~"2

respectivement
j_v /sg,, ^ z^

1 . 2 . 3 . . .2p Zj^^+lJ^-*"1 2 ^

1 V ^_,

et

i .2 .3. . . (2p4-i) ^(^/f-î-aj^^*

Appelons ce dernier A^^,

^7) - ^^ .o .^^ .^ . JA^fe^-^
» r ^^ '̂  '^/î niï_______ ^ Qp^-î _____^0

.(2jo 4- i) L2.22 4"24 ' ° (^P -^a)^4-2]92/'4-1 î .2.3. . .(2^-4-1) L^.a2 4.24 '" (ap-^)^4-2

d'où
^-^ ^^^A^^+A^A1 2^ ^+...4-A; A-2^ , +...

J Ï [ - j ^ . \ -^ -^ r ~ 3

| ~2 1 /
—4-aA / ,A l ^^ -4 -A ;A 3 a^4 - . . . •+ -A^^A 2 ^ 1 ^^ - ^ - . . ,

\ ""7 ""2 ""2 /

22. Les deux expressions — ^ et [O], de XQ — x j^, nous ontL ^J 2
conduit à des relations importantes entre les coefficients A^p, A^.^,
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A^, A^,.^ Ces expressions contiennent eu effet, respectivement, les
divers ternies des deux lignes horizontales complètes ( — - j et (o ) ,
savoir :

u , » A1 u , » " • • • » A-2^ u , -, A^4-1 ^ ( ">—,̂ .. -. -^ —•^ — ^

Mu , A1 • I/o.. • ' » A2^ ?€o , A* ̂ +1 Z<o.

Or, si l'on fait n = o dans les formules (a) et (3) du n° 12, on voit
que si l'on exprime les termes de la seconde ligne en fonction de ceux
de la première pour les substituer dans [0] » A'2^ M_ ne sera intro-
duit dans le résultat que par

A2/' z/o == A-2/' u , + *- A2^' u , ?

et

A-2^-1 ^o = A2/'-1 ^ , "+• î- A-2^ i& i + ̂ A2^ ̂ , ?
""2 2 ' ""2 4 î

de sorte qu'en identifiant, après/substitution, les coefficients de
A-277 u^, dans [0] et — -^ ? on aura

Asp — Aa^-i == A^-

On verra de même» en identifiant les coefficients de A2^ a_^ qui sera
introduit parA-2^* Uo, ^p Uo, A-2^1 u^ dans [O], que

„ ç ̂ ^ — Aîjï—i ) == Asp+i -+- A^_^^ •

Si, inversement, au moyen des relations (4) , (5), n° 12, on exprime
les termes de la première ligne en fonction de ceux de la seconde pour
les substituer dans \— ̂  afin de comparer ce résultat à [O], on re-
trouve les mêmes relations

; P )

A2p —A^==A^

A^4-A^==^.

23. Ces relations nous seront très-utiles pour obtenir cominodé-
ment ̂  — ^i, et ^ .^^—oc^.
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Calcul de xi — x * .
""2

Si à la relation
^ _ ̂  ̂  ̂  (A',f^; 4- A^ A-1 ui -+-... - A^ A12/'-1 ̂  4- ... ) 4- C,

ou
G == - a (A',^; + A, A-' ^o 4- •. . + A^ A^- u, +... ).

nous ajoutons membre à membre^a relation [O], ^21, nous aurons

^ _ se ^ = a (A', ̂ ; -4- A^ A- 1 iii -+-.-. 4- A^ A'2^-1 /̂ - 4-. . . ) + eonst.?

avec
const. == - a /A^ ^^ -i- A^ 1 A'1 ^, 4- K\ | A'5 ao -^.. •+- A; | A-2^-1 f/o •4-...-a "fi -t- ^'s lfcA "eT -4-A, -^As

2^
•A,y-i

4- a (Ao ^o -+- Aa A2 ?^ 4- A4 A4 ^0 4-... 4- A.^ A2/' »o 4".. - ),

ou, en vertu de l'identité précédemment démontrée,
A ^ -{- A — À

2P " ' ^P—' —— I~ÎP f

a 1 Ao ( /^ — - ^o) 4- A, ^A* 1 Mo — ^ A2 ^oj 4- . .

et de ce que A() ^== A^ === i,

eonst. == — a AQ \ 'u^ — ï-

4- A^, (A-2^-1 î^o — ^ A"^ i^Y" :,

mais comme
A^-1 ̂  == - ( A^-1 w^ 4- A2/'-1 u ^ } -,

2 \ '2' --y/

-1 A2^ ^o == •ï- f A2/^ ^ , — A2^1 u , ) ?
2. 2 Y i -i-/

on a
A-2^-1 ifo — - A2^ ^o == A2^-1 z^ , ;

par suite
const. '== — a /Ao '^ , 4- As A1 % i 4-... 4- Asp A^-1 z^- , 4-.. A = C ,.

{ -^ -^ " ; -a

Calcul de ^^i— ^o.

Si de

^ . , — .r , =-= a fAo'^. . 4" As A1 .̂. , 4-. . . 4- A,p A2^-1 ^. , 4-.. .\ 4- C _^^-i- «..„ \^ i+-~ ,^-î-^ . /-t-^ / ^
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nous retranchons [0] membre à membre, nous aurons
201

.̂ i — .-TO ==• a /Ao u == a/Ao ̂ . ^^r Kî^ u. , 4-.. .4- AspA2^"1 ^. j_ -4-.. .\ 4- const.ï

avec

'u ,
--•3

î

-^o
2

Ap -4- A1 u ,-,^-

4- "ï- A2 ?.4
1

Aa-i-. . .+A^~1 ^^ ,
"~ï

-^^A2/?^/o
2

-4- a ( + A1" HQ A, -i-... 4- A*2/'-11^ A.^i +...);
«

mais comme

A2^-1 z .̂ , 4-- •ï- A^?<o = ^- (A^-1 u, 4- A2^-1 î  i\ == A'2^-1 ?^,
""2 2 ,2 v "2 "'a7

on a, en vertu de l'identité ci-dessus rappelée,

const. = — a(A^ -4- A^^u^.. .4- A^A-2/7-1 ̂ -h.. .) == Co.

On a ainsi les formules suivantes :

( L . ) .y^i— ^0= a/Ao^^^i-r- A2A l^^^^+.. .4-A•^A2 / ' - l^^^J_+.•.^4-Co,

(M.) Xi — .^^^(A'/Mi-r- A^A-1^--!- • . -î-AlpA-2/'-1^,^-. . .) + C_.

Remarque. — Avant de passer à la quadrature seconde, nous dé-
montrerons l'identité

XQ ~\~' ÎJÛ •——• X \ ' * " " \Jl j y
—•^ — ^

qui nous servira pour cette quadrature.
On a vu, n05 20 et 21, que

Co== — a(A7^; -i-A^A-'^-T-. . .4- A^.A*^-1 «u •+...),
^•0^=:^ ,4- a(AoMo+.•.4-A2^A^^o-+-•-)—^(AlA•1^^4-...4-A2^--lA•2/ î~ l^a4-...).

""? a

En vertu de la première relation (p),

Aîjî—î 4- A^^ —^ As^^

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure^ Tome V. 26



202 SUR LE CALCUL NUMERâQUE

donc
^ 4- Co== -y ; — a Ao (^< — ^ ^o ) + As (A-1 Mo — - A2^ ) -h...

'-T L \ 2 / \ a /

+ Asp (A^-1^— •î- A2^) +.. . | -A \ 2 / J
Mais on a

A*^-1 z^ — î- A2^ 14 == A2^-t! ̂  i ;
3 ""?

on trouve ainsi

^o4- Co==.r î •— a /Ao^ î 4-. . .-4-AsnA^"'1^ i+...'l==^ î - 1 - C i<
-I \ ^ ""-2 r -•3 / ~? ""•2

rf2^Quadrature -,— = M.

24. Nous suivrons de point en point la méthode employée pour
. ., dxintégrer -,- = u.

Si dans les formules (21) et (a3) on fait successivement 5 ==: 4- -9

z == — -1-? et qu'on retranche le deuxième résultat du premier, on a

^-4 - ̂ 4 = ̂ t + aa [< ̂ i + • •'+ ̂ +1 (^ + .) (Jr 4- à) 3^ ̂ }

^-^=a^+a-^^-^.4-^^^^

d'où
ra ==i.

^-^==^(^,-^^)
^==0

î ^t =: Ï

=aS^+a2S[<.-^+•••+^'(^,^,7(^^^
o n==o

rt=;i-"-i ^ 1 , 1 .

^•~-^= V {Xn^—Xn}

n=:o

<—î n==t—î , ! ' ! , ! !

^S7-^2 S h^^4-•+ffl^(^+.)(.^-3)^+•••3t
-o n^:o • . !
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Calcul de x. s — x i .
2 • 2

Les coefficients a '̂"1"1 peuvent être donnés soit par la relation (i3),
soit par la relation (i5), n° 18. La première est écartée comme intro-
duisant les différences de tous les ordres; la seconde donne

_____\_____^-n^V ^p•w•k ______î_____ A'2^1^
(2/ f -+-s)(2/ f -+ 3)2^2 " """'Zrf ï .3 .3(2p+l) (a/f-h^a/f--^)^2

On voit, comme précédemment, que le coefficient de A'2^^, dans
x. ^ — x ^, étant désigné par Bsp+i» on a

r QP cP Q^ 1
„ _ _ x _ _ _ _ _ _ °P , °P-^ , , ____ J^ ^ „„„„..„_. ,

^4-l~~" i .2.3. . . (2j9+i) L î .3 .2 2 4 5.24 (ap+aKap1^)^2]B,

d'où
i n—-i

xV j» -4- a'y ( B, A- ' Un-4-.. . 4- B2/,+i A-2/'-1-1 (̂ , -4-..,.).^•+.1 — ,̂1 ̂  ûC 7 J« 4- <^ > ( J0( A" ^̂ , -4- ...-}• JB2/,+i
0 7Z==0

Mais (M^) donne (n° 23)

^ .̂r.i + a (A',/^ •+• A',A'1^ +.. -+- A^.^A-2^1^ -+-...) -4- C^;

donc

^^"^^^(^^(^^C,^

rt==^
-+- a^V [A, '/^ + (A^ -+- B,) A-1 ̂  +. . . + (A;^ 4- B^+i) A-2^11<« -+-...],

ou, comme
n==i.

\ ^^Un== ^PU. i — A - ^ a i,
^j l"("'a ""î

•^î-^-ï
(P)J = a (;+ i)(J-_^+ C_^) -h a^A'„'/^^+ (A', + B.) u^+...

-+- (A,^,+B,^,)A'VM;^+...] -^C'.^.'

avec

C' , ̂ r^-.a'rA'/'M-t-^A^+Bi)^-;,.-^ ..+(A',p+,+B,/+,)A-VM_i+...1,
-ï L —z ~' /2

26.
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en appelant "u9 ^ / / ^;» . . . , ^: j_ les moyennes arithmétiques de deux
nombres voisins dans la suite ̂ n ^o»—/^^ dont le premier terme
est arbitraire et dont les différences premières sont 'u i , /^,..., '^i.

"~~2 a ' -'

quantités que nous avons définies précédemment. On pourra déter-
miner simultanément les arbitraires 'u ^ "i^i, par la condition que

"' 2

Fon ait
C ^=o, C ^==0.

"" 2 2

Calcul de a^ — ^o.
La furmule (17) donne a^4", et on voit immédiatement que le coef-

' / / n4-|- *

ficient de A2^^^ dans xi — XQ étant désigné par B^,, on a

B;,,̂  - 7 :̂3T^p ;̂7) S ( ̂  4- 2 ) ( Ï4- 3 ) 2^^ ou /^'"0? ï- 2 Î* ; '5 pï

c'est-à-dire
T r '^ ^p ^ "1^ ^- _____ï_____ ^ , _î"nL -L. -L- ______^i______ .

3•P^l~~• î . % . 3 . . .(2p-+-l) L2.3 .2 2 4.5.24 (2J9+2)(2JO+3)3 i/?-r'2J^

donc
t—s. n==i—i

^,-^=a^^^+a^(B',A'«^+...+B^A^'«^^-i-...).
o ^ ra==o

Mais ( L î ) donne

J^^ ̂ ^ -+• ^ (^'^+1+ A2A1 ̂ +^ - • • • + As^ A2^1 ^^^^ -t-. < .)114- Q,

d\)ù
n=i—i

^•—.^rrra^^o-t-Co)^^^ [AO^^^^, -r- (AÏ -}- B',) A1 U^ ^ -^ . - .

^(A.^+Bl^^A2^1^^...^
c'est-à-dire

(Q) ^—^o=az(7o^a)+a2 [A, / '^•+(A,-^B rJ^4-. . .

-+- ( A^+2 + B^4_,} A2^ Ui +.. . •] -4- C,,
• avec

(^^-a^Ao^'^A.^iyjMo^.^^îA^^ .
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Les arbitraires ̂ _ et "î  peuvent être déterminées de telle sorte
que l'on ait simultanément

Co == o, CQ --=- o.

25. ' I l nous reste, pour achever cette section, à calculer à?,— ;y_
et ^•^1 — ^o- Nous suivrons encore la même marche que dans la pre-
mière intégration, et nous formerons d^abord x^ — ^_-

ê° Pour n= o et z == — -i l'équation (2^) donne
"2i

i ,r I a/-- I "1x .— .TO == — - OL y\ -4- a' UQ -———. 4- . . . 4~ €t -,—y————-.———7—, 4- . . .
-4, 2 — L I - 2 * 2 0 (^/f^-i^/r^-a)^'11-^ J

coin me

^Lt _!_ , ,, ̂  _____l____ ,̂ 1 «
L ° 2.3.23 ^•••-^"o 1 (2^+2)(2/f-4-3)2^3 "J'

T^ C^~1•^y s^ A^2A

^0 j.j Ï . % . . . 2p

-^-n—V ^-^ A'^1^1^a — y ————-———•—- xji r UQ^
û ^ I .2. . . ( 2 J O "4-î)

les coefficients de A^^o etA'2^"*'1^ seront respectivement : le premier
ï T^ y1

I . 2 . . . 2 p ̂  (2 / f+I ) (^7r+-2)2 2 Â • + 2 î solî B^ :

. r cp-1 cp- 1 "ïB — y" -j- -^ ___ao____ / * )2P~~~ i .2 . . .2p l3 .4 ,a 4 "(ap-nXî^+a)^^2] v J?

et le second
- î V Sg^, ! ^ ^B^.

1.2. . .(2^ 4- ï ) ̂  (27r4-2)(2^-4-3)22Â '4-3 2 7

donc

m
^ — ,1- ^ == - ayo — a2 (Bo^o -}-...+ Bz^ A2^ î^o 4-. . . ).

" 2 i i i <^ , 1 1 1 1 .

a2

. .4- —(BiA^Mo 4-., .4-.Bi^lA>2/ï-+-lU(^-+-. . .).

(*) Cette formule ne s'applique plus pour p = o. On voit directement que A2^, B ,̂ soal
alors /^ et —

o ! , ! . !
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2° Pour 72 = - î ets == 4~ -^Téquation (23) donne

--^,-s^ -^{^ 7^b^4 3^4"-
+ ^~^ ______________I____________ "1

^ ^U (^F^I)(2Jr^^722î:+:2 4""' • 'J

+ a^L1 , ——— -r a3, ^——s -+•
L -} ^.3.^ -} 4-^- '2

I___ ' , 3 î

i ̂ .s.^'1"^-} 4.5.a'
-î +t I

-- f2 / f 4 -21(2 / f4-2)(2/f+ 3)22^3 "^'"J'

niais
a\=y—^r±_A^^\,
-1 Zj 1 . 2 . 3 . .20 --'.2.3. .2p

,̂ +* -̂ .Y ^—-J^^L.—^ Av+i // •, ——, y ————-———————- ̂  r * (,<,
-y Z j l - 2 . . . 2 0 + 1 ——

a2^1 ——-...^——,.———_ ^

.2.,.(2p4-ï) -^

les coefficients de A-2^^, A2^4 ̂ ^ seront donc respectivement : le

premier ——^—— V ,—,———^—r-r-^ soit B' :
1 I»2.3. ..2p ^(2/f4-l)(2/f-+a)^-" ^

r r s^ ^^ ~îy ^ r ^ 4_ . _______^o /1^
^ 1 . 2 . 3 . . . 2 p L ï . 2 . 2 2 t < > (2^-{- l ) (2 /? 4-2)22/?4•2J ' / î

et le second
____L,___ V _-_^±__, ̂  L w .
1 . 2 . 3 . , (2JO 4-l) Z^(^k 4-2)(2^-^3)22Â '-^-3 2 ^+l "

d^ù
î

^o- ̂  î = I- ay , + a2 (B^ M\ -î-...+ B; A-^ ̂  , + . . .\
( — — - L ) , -? 2 -? \ --ï ' --2 /

J + f (B^ A1 u^ +.. .^ B .̂ A^ ̂ ^ +. . .̂

26. Nous obtenons ainsi une deuxième forme de x^ — x ,, où fi-—•j
gurent ^^, A'2^^^, A^4'1 ̂ ^, tandis que dans la première figurent

Yo? A^^o, A-2^4^; si nous identifions les deux formes après avoir

(*) Cette formule a lieu pour ^==0, conformément aux conventions de la note (**)

page 197. B,==g.
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remplacé ces dernières quantités par les premières, ou inver.sement,îious
découvrirons des relations utiles entre les coefficients A et B :

s° On a, par la relation [0] û°21,

y-Q ==r ^ 4~ ^ (AoMo 4-- AaA2^ -+-.. . 4- A^ A2/» z^ -T- ... )
" -y 2

— a(A ,A- 1 z^o-f- As A-3 Mo 4-. • 4- Asjw A-^4-1 ^4 "!-...).

Substituant cette valeur dans [0'], on obtient

I XQ — x , == - a r ^-, . -,
[CT] v _^^[ (A,-BOA'4. /u+ ..4-(A^+i ~ B^->)A^4-1^-1--...]

• ^ a2 [ (Ao "- 4Bo) u, -h. . . 4- (A^ — 4B^) A'^^^ -4-...].

On voit alors que A'2^1 Uo, A^ao,... étant exprimés en fonction des
différences qui figurent dans — •x- ? il ne resterait plus qu'à identifier
les coefficients de â'^u ^, A2^4'1^ ^ dans ces deux relations fO^j

~ 2 ~" 2

— L. . On reconnaît immédiatement, en se reportant aux équa-

tions [OJ, — •x- et les comparant à [O^J, — t- p que le résultat ainsi
obtenu ne sera autre chose que le système { p ) où l'on aurait remplacé

A^, ^ A^ A^-4-i, A^^

par
^-4B^ B^ ^(A^-B^,), ^B^.

On aura, par ce changement en mettant les coefficients A dans le pre-
mier membre,

(P'
Aa^-i — A^ = BS^-I -- 4 (^ + B^)?

Asjo+i ̂  Bap-n — B;̂  -h B^ »

2° On a, par la relation |— î- ? la valeur <le y^^ qui, substituée
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4-a-dans — — j î donneà j

t X j j ) « y ( —— — ûî'î'''o

KJ î
--"- a-
2

[(A',-B',)A'«^+...+(A^,-B',,JA^«^-...]
| ^ --^{(Ao- 4B.)<^.+(A^- 4B^)A-^ ̂ , +...}

On voit encore, en comparant les équations [O'j et \— -̂ 1 aux équa-

tions [0] et ["-" ^ ? que les relations ( p ) subsistent, si l'on y remplace

: -A 2p, —A^n A., A ' , -2p **2/y-n '

par
• Ban, B ,̂ ^^(A^4B^, --(A^-B^),

ce qui donne, en plaçant les A dans le premier membre,

(?')
A^--B^4-4(B^+B^) ,

2jp-HA7 Bî^ 4- B^ —- Bî^+i—- Bs^i.

Il est d'ailleurs évident querun quelconque des systèmes (p), { p ' ) ,
(p") résulte des deux autres.

27. Les relations que nous avons établies entre les coefficients con-
stants A, B, nous seront très-utiles pour obtenir^. ^ — Q C Q Q t X i — X ,.

Cherchons successivement ces deux quantités.

Calcul de x. a?..

Nous avons les deux relations (P) et [- ̂ 1 des n05 24 et 25, savoir :
^•-4 ~ x.

: ( l •+• î) (r^i4- C^^-t- a'rA^;.^-!- (A 3 •+- B,) .̂̂  4- . ,••^{i + 1 } r

+(A^+B^)A^^^...]4-C^
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,y,-.. ^ , = = ^ a / r i + C . X - h ^ / B ^ - , 4-. ..-4-B.A^^ - + - • • " )
2 2 \1 '""2 " ~ 2 / \ ""2" ' 2 /

+ ^(B^ A^+. . .+ B^A2^1^..^..)

--aC ..
2 -?

Si nous retranchons membre à membre la seconde de la première?
il vient, en tenant compte de l'identité (^o4- Co == ,̂1 "+- C^A,

.r^^ - ̂  = a î z + ̂ j (j^ -{- Co)

+a2[A7/^+(A^BO^+...^(À^^^B^)^^

+ const.y
ou

const.=^— ^rA'/^-l- (A^4- B.) ^i+-.-T-(A^+B2^+a) A*v^^

L +^0 ^-B^
—•^^rA/^jL+A, A1 Z^j^ 4-... -r- A-j^+s

-h- B^^i

t^P^U

L ^B-

quand on y a remplacé C_ et C_ par leurs valeurs.
Or, en vertu des relations (p') et (^ / /), on a

A^. -^ B,̂  + B:̂  = A^, -+- B^,;

donc

-•]

1
••]

const.=~ a2 \^(ffu ^L^ ,\ + (A,^ B', ) (u_ .4- ^ A ̂ ^^)+..
L \ ~? - ~?/ \ 2 —& a /-i 2. --^

ï
4- (A^+ B^) ̂  1.^ 4- ^ A^< u^ +. ..] ,

mais, par définition,

^ïp u ^ -+- — A^4"1 u , == A2/' ̂ ,
-j 3 —a
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et, par suite, .

const. === - a2 [Ao //^ 4-- (A, 4- B^) ̂  4".. . 4- (A^+i- + B;̂ ,) A2^. -4-... J == C^-

donc

^^

(^ ^^^^(^+Co)+^[A^^+(A^+Bj^

^ (A^ + B^.) A-^^^^ +...] + €;.

Calcul de X i — x ^
"~ î . ^ ! ,

On trouvera de la même manière en ajoutant à <r, — a?o, oc^ — ,r_
donné par [0'],

—.T ,==a ( ? 4 - - 1 ) (r t "+- C AX i — x , == a u' 4- - | ( y
4 \ 2; ( , • - - } -y;

-a î î[Ao^4-(A2+B\}^^4"... ̂ (Asp+a+B^,) A^^-4-...] + const.,4- a2

OU

const. ==- ^r Ao / /^ 4- (A,+ B'.) ?^o-4-...-4- (A^-, 4- B^,) A2^ «o +.. .'J

[. -4- Bo + B.^ . J4-Bo

4-A' ^•^...-A^
2

j A•^-t^.44-. . .'

IIB4-B^

Or, les relations (p ' ) , (p") donnent

A^. 4- B^. 4- B./, == A^^ 4- B .̂ 4- ^ (A^ 4- B^)<

On aura donc, en désignant par Tia somme des deux termes en A2^,
A'2^"1 UQ, qui se correspondent verticalement,

ï=_ ̂  (A7 4- B.̂ .) (^A^ao- "x- A-2^- ^V - ̂ (A^ 4- B ,̂) A2^^.
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Considérons d'abord le premier terme de T; on a, par définition,

î A^ Mo === ^ / A2^-1 M , — A2^-1 ^ . \?
4 4\ ? ~T7

^ A-2^1'^ =—/ A^"1 w . -4- A^-1 u ,\^ 41 ? -ï/

Substituant dans T, il vient

donc

const.

T == ^ (A^ + B,,.) ^ AV- u ^ - ̂ (A^, + B,̂ ,

=-^r"u.
-i^ ,

L. 3 -7

2^o-4-. • .-+-A^^o

— 1 A2^1 ^ .
2 -j

(A^--

)A^^o;

Bsp^-i) -+

Et comme
A'^ M<, — - A2^-1-1 u , •==. A-^ ^ ^,

2 -7 "~ 2

on a

const. = —- a2! Ao / /^^Âo//^ -+...+ (A^ 4- B î) A^_ 4-.. .j= C^;

donc, enfin,
/ . i\ ^

^ — ̂  ^ ==: a i ? -4- - /r ^ + ̂ ^i^
(Q.) ""2 v / 2

+ a2 [A,//^ -4- (A, + B.) Ui +... + (A^+. + W^) ̂  z^-4-...] ̂  C_^.

En résumé, nous avons obtenu les formules suivantes :

dxPremier cas, — ==. u.dt
(R)

x

•TO

x

• •)

7 == a /Ao '̂ . ^ ^- As A1 u^ -t-...-+' A^ A^-11^.
^t

^'u\ +A,A"y, -î-.. .-(-A^A-2/'-1^- +...)+; ^=^(A^^;
1, «•̂ 0

27.

t'C <
2

C. '

^i

C. •
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d^xDeuxième cas. -,— •==• M.

(S)

( y ' f*
^.4- 4==^[A'/^„+(A',4-B.)»;^-...+(A^^+B^,)A•v^^-]+^,,

'. •y< - 2

•r , . . . . . . . . (c,•̂  i c?
x; - -î==a'[A,"«; +(A,+B',)H, +...4-(A^+B'^)AVK, ^•••J^j t? ' /

I..

avec

C, =-a(A','M; -+-A',A-'M. -4-...+ A^A-v-'y. + ..),

C ,==-O;/A/K , •+-A,A'M , -1-...-+- A^AV-'M , +...),
—î ' ~î '"ï ~'i

C'.. == - a,[ A. "</. + ( A, 4- B', ) u, •+ . . , + ( A,̂ ., + B;̂ , ) A'P w. +... j,

C , = - ̂ fA^'Y , + (A', + B.) u_-t-... + (A;^+B^,)A^ u_^ . . . j.
—•7 L " 2 î -' "

€ = a ( f + i ) f r , + C , ) + C \ , €'=a(z+-)(yo+Co)+C7,,
v "-2 ""2' ~? \ /

C?,=:afi+^fj . +C A-^C ,, C^a^+C^+G^
\» a/ \ -^ -^/ -y

Voici les valeurs numériques des coefficients, seulement pour les
premiers termes. On trouve, par les formules qui expriment ces coeffi-
cients,

Ao==i . A^+^ ^^-ÔTÔO' ^^^gGTW

^ -j- I ÏT 7 ^—-4- x29
f5 === 4- '—7 ? JD -, — — „ ^ ? i> 5 — -r —Tî—/•.-o <?1 a4 5760 907680

A, ̂  B',=: 4- ~1-, A^ -4- B^ - —-? As + B^ 4- 7-31
—— 5 .T&4 -r- AJi3—— —— —7—7 .rxe -T- -M 5—— -l / . /Q12 240 bo4o0

A / u ï ^ , i A A 7 [^'Ao==r. A , = = — — ? A <="=-+-——5 Ag=—-:—75—5— 5 A i. —-— ~4~ —— 5 A » —- — 7:—TÎT" " ^î 2 4 720 e ho 480" * » r^ - wrïr\ " r\r\ /i Sri

„ _, 1 R 3? Tî _ _ . 4Q7J5i==4"~7î 1Î3==——^-., i$5==-}--5——^/T-Î
24 5760 322 56o

A^+B,^--^' A/,+B3=:4--Î-2-5 -^-+-Bs=:-~~-^^:-'! 24 1920 <s 193536
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II est clair que, dans rapplication, on n'aura pas besoin, en général,
de toutes les formules (R) et (S); on choisira, dans chaque groupe,
suivant les cas.

28. Montrons comment, au moyen de ces formules, on exécute une
quadrature première ou seconde :

i° Soit rs la longitude du périhélie d'une planète dont la va-
leur z^ est donnée pour Fépoque ^_j^ et supposons qu'on veuille

'"2 """ 2 ! '

l'obtenir pour les époques ^o» ^o î^ ̂  ^s» a^ moyen des valeurs numé-
j drsnques de -,— == u.

On calculera les valeurs numériques de au pour les époques <L| , t^
^o ^2» ^3» ^4» qui» si l'eu prend t ^ == 1866, janvier a3, et a == 3o jours

" 2

solaires moyens, seront respectivement

1866 : janvier 8, février 7, mars 9, avril 8, mai 8, juin 7.

Si les différences troisièmes de ces valeurs numériques sont négligea-
bles, on aura, pour déterminer %• par la troisième formule (R),

rsi — TS i == a ( 'u^ — — A11 M,)== 3s: /^ — — A'1 (a?/),-,
-3- \ f I:fc / ' î û

avec
C i == 0 OU /^ < r= — -— A1 î^ i ,

~T ""2 ^4 ""2'

et, par suite, avec
^ . ̂ -—A^aM) , .

~ j 24 "y

D'après cela, on construira le tableau suivant, qui fournira les va-
riations î??ar, comptées de 1866, janvier ^3 :

^. a^ j,. a/^., ^(az^i. A'^a^)^.. y//̂ " •——A*1 (a^),== ^cr.
"2 2 12i

^ Janv.8 —18,108 _ ^
t, Févr.7 t^7^ --Î8^59 l^oî ~ï^î - 9,443 ~ (+o, 106) ==-9,34-2
^ Mars 9 _..' -20,750 7/J -2,276 -^9,3o3— (+0,190) = -29,113
^ Àvril8 l.9' 7 ~23,5i2 _^7 ~3,î82 -5i ,434 - (4-o,a65) == -5x, 169
t. Mai 8 ,'ÎI90 ~27,n3 l î . 9 1 -3,9iô -7^,746 ~(+o,3^)=-76,420
^ Juin 7 -c^303 ^3i,344 ~4taJ^ j
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La colonne t, contient les diverses valeurs du temps pour lesquelles on
, » . dma calcule a -T-»<u

La colonne <a:u, les diverses valeurs de a ^--
Les colonnes A^a^,, A-^ai^ contiennent les différences pre-

mières de au, et les moyennes arithmétiques de ces différences pre-
mières.

Le premier nombre de ta colonne ̂ .̂  est égal à — ^-o^Si;
les autres s'en déduisent par la condition que les différences premières
de cette colonne soient les nombres correspondants de la colonne a^-.

Les trois dernières colonnes ^expliquent d'elles-mêmes.
2° Soit Ç la perturbation de la coordonnée ce d^une planète, pertur-

bation comptée du a3 janvier 1866, époque que nous désignerons en-
core par ̂ .

Comme l^orbite troublée est tangente à l'orbite elliptique au point
correspondant a cette époque, on a

^«. {S : 0.

Si, prenant a = 3o jours, on désire les valeurs de § pour les épûques /_,,
t,, t,,... ,t,, on calculera a2 ̂ ! pour ces différentes dates, et si les
différences secondes sont négligeables, on aura, par la troisième for-
mule (S),

i;; == a2 (" il. + -̂  u\ = a1 "Ui + -̂  a.1 Ui,

C ,=o, C^=o

OU

^'u ,=-4A1(<;(2") i' ^"u^—t^ito- -s '̂  ~ 2 '

On construira donc le tableau suivant,
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^,. a2^. ^i^- a2^- A:t*

t ,Janv. 8 -—o,oo5q „ •—•0,1210~1 », J 4-0,0008 ' , ---0,0200
^ Févr.7 -o,oo5i _Q\^ -o,ï4io
^ Mars 9 -—o,ï453 __ î 4 —0,1820
^ Avril 8 -0,4675 ^0^22'2 -0,1490
î\ Mai 8 -i,o387 oî 7Ia -0,3290~-n nfvr>
<, Juin 7 —i,9389 079"2 ~o,4o5o

.^Y + ^^^ = £,.
' 1 2

—o,oo59+(— 0,0101) = —0,0160
—o,oô5i 4- (—o,oi ï 7) === —o, oï 68
—o,î4534-(—o,oi5'A) == —o,i6o5
—0,4675 4- (-0,02075 == -o, 488-2
— ï ,o387 4- (—0,0274) = — î , 0661
—1,9389 4-(~o,o337)==—1,97^

rf2?La colonne a2^' contient les valeurs numériques de ^•7— pou1* 1^
époques ^.

Les premiers termes des colonnes a^^, cr^Ui sont respective-

ment -"-]-(— 0,0200), — ( — o, i4 io) ; les autres s'en déduisent par
de simples additions; lerestedu tableau s'explique de lui-même.

On doit voir maintenant que, dans ta Section ï, nous avons introduit
le facteur indéterminé a dans les équations (H) , afin de leur donner la
forme définitive qui se prête immédiatement à la quadrature. Si nous
n'avons pas multiplié par o^ les équations E de la même section» c'est
uniquement parce que, dans ce cas, là simplicité des opérations permet
d'effectuer cette multiplication, sans aucune crainte d'erreur, dans le
cours même du calcul.

Ajoutons que, dans la Section III, nous pratiquerons les quadratures
première et seconde comme nous venons de l'indiquer dans ce n° 28-

S E C T I O N III

Cette Section est destinée à compléter les deux premières par une
application numérique. Nous prenons les éléments de Gères au
9.3 janvier 1866, et nous calculons de trente en trente jours, jusqu'au
^S mai de la même année, les perturbations qu'éprouve cette planète de
la part de Jupiter. Nous comptons en temps de Greenwich, et nous
pmionâ.Ie jour solaire moyen pour unité»
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Dans les deux méthodes, le calcul offre à l'origine une partie com-
mune que nous présenterons d'abord; nous séparerons ensuite les opé-
rations relatives à chacune d'elles.

Partie commune aux deux méthodes.

â9. Après avoir fixé l'instant initial ̂  du calcul et l'étendue de l'in-
tervalle de temps a, on calculera, pour les époques iLi 4-a, t^ -4-^a,
^ + 3 a,... : i° les quantités u^ r, ç, v qui se rapportent à Gérés;
2° les lieux héliocentriques de Jupiter. On aura soin de rapporter toutes
les longitudes a un équinoxe fixe, soit Péquinoxe de 1866, janvier 1,0 :

i° Éléments de Gérés; calcul de u, r, p, u.
Pour 1866, janvier 23,o» le supplément au Nautical Almanac 1866,

donne
// / ° v

£==: 125.58.23,7, <p == To.36.27,3
CT=== i48.2o-4^?9î X :=: 4-^6.r3 ,4
Ô ;= 80.49 • 44 ?6, 71 == 771//, 02 i oo

Ces longitudes £, w, 6 de l'époque, du périhilie et du nœud sont
comptées de l'équinoxe moyen de 1866, janvier ^3,0. Nous les rédui-
sons à l'équinoxe moyen de 1866, janvier 1,0, en les corrigeant de la
précession correspondante à la différence des deux dates ou en les dimi-
nuant de 3%o3. Les valeurs corrigées 60^, Q^ sont

0 / //

£, r== 125.58.20,7

^1= i48.2o.4o,9
Q, == 80.49.41.6

u, v, r, u se calculeront au moyen des formules

siny
U — ——i~" Sin U == Ttt •4- £ — 07 == /Z/ -4- £i — 53t ysini

^/r sin - </ == sin- ^.\/a(ï4- e) y

i i
\/rcos - v=i:cos - u^a(î— e),

2 1 2

u == (/4- sy— 0== (/+ nsi— 0t,
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logr,

<
—27

—20

— 1 3 . 5o.
— 6
4- o

4- 7

'.43.
.47.

.5i.
rr

• ^ •

. 6.

»
27
32

2

Si
33
i7

0

—29.

—22.

-i4-
— 7-
+ 0.

4- 7 -

56'44"
29.26
58.48
25. 52

8.io
4l .52

0

+37..,
+45.
-4-5-2.

+6o.
•+•67*
+75.

34'.
I.

32.

5.
39.
12 .

u
î5
33
1 1

7
9

,5i

<^4°994
0,40808

o^0^?2

o,4o588
o,4o564
o,4°59'?

1866. Janvier. 8,0
Février. 7,0
Mars,. . 9,0
Avril . . . 8,0
Mai. ... 8,0
Juin . . . 7,0

2° Lieux héliocentriques de Jupiter.
On trouve, dans le Nautical Almanac de 1866, les positions hélio

centriques suivantes de Jupiter :

1866. Janvier.
Février.
Mars. ..
Avril. ..
Mai . . . .
Ju in . . .

Long. hélice == I/.

8,0 2810. 5.574
7,o 283.35.49 5 ̂
9,0 286. 6.i8,i
8,0 288.37.24,6
8,o 291. 9• I 0 54
7,o 293.41-^6,1

Latitude == A^.

c / //
——0 . 2 . 51 , 0

—o. 6.i6,3
—o. 9*4 I?9
—o. i3 . 7 ? I

—o. i6 .3 i , 7
—o.I9.55.2

log r .

0,7160071
0,715o88i
0,7141674
0,7132469
0,7123286
Oî71i41^

Ces longitudes étant comptées de l'équinoxe vrai des époques respec-
tives, nous devons les rapporter à Féquinoxe moyen de 1866, jan-
vier 1,0. On trouve dans le Nautical la précession et la nutation en
longitude correspondant au changement d'origine du temps; leur
somme donne la correction qui, appliquée a l/, fournira les longitudes V
évaluées en partant de notre équinoxe fixe :

r866. Janvier. 8,0
Février. 7,0
Mars... 9,0
Avril. . . 8,0
Mai .... 8,0
Juin.. .. 7,0

t— 1866.
Janv. i,o.

Jours.
7

37
67

97
127

i57
de VÉcûle

Procession.

//
— °>97
— 5,09
— 9,22
-ï3,35
-17,48
—21,6o
Normale siiï

îNutatîon.

—5,69

-5,73
-4,5i
—2,80

1 —i ,8i
—2,00

'jérîeure. TonH

Correction*

- 6,66
—10,82

—i3,73
—i6,i5

"--^^
—23,60

iV.

U.

i /
28i. 5.
283.35.
286. 6.
288.37.
291- 8.5i,1
293.4l-

28

n
50,7
38,5

4,4
8,5

12,5
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Première méthode.

30. Après avoir calculé la partie commune, on choisira pour axes de
coordonnées rcctilignes l'axe de l'écliptique, la ligne des équinoxes
moyens de 1866, janvier 1,0, et la droite perpendiculaire à ces deux-là;
t'axe des x positifs étant dirigé vers Féquinoxe du printemps, celui des
y positifs vers le solstice d'été, et celui des z positifs vers le pôle bo-
réal de Fécliptique. On continuera le calcul de la manière suivante :

î ° Calcul des coordonnées elliptiques rectangulaires ̂ , j^, ^ de
Gérés ;

a° Calcul des coordonnées ijc\ y, ^f de Jupiter, et de sa distance p1

à Gérés ;
^ ^ , , i „ . , . i o JR i o rfR i « dî{y Calcul des quantités ——7, oc -y-? ~—^ a'-j-î ——^ a2 -7-'» qui,1 smi' dx smi" dy sini^ dz jt

en vertu des équations E , représentent —l— a2 ^ , .ï ^ a2 — ?
i d^'C-.—^ a2 —^ quand, dans une première approximation, on néglige Ç,

^» Ç;
4° Formation du tableau des valeurs numériques des quantités pré-

cédentes et application des formules de quadrature qui fourniront en
secondes d'angle les premières valeurs approchées Ci, ^ , <^ de Ç , -/?, ç;

5° Substitution de ces valeurs approchées Ço ri^ Ç^ dans les termes
A2 a2 /., o x^ A \ /f2 a2 / Q r<- A ^ À2 a2 / „ .. ̂  . \^ f Ç ^ 3 ^rL - --^f^^^ , ̂  ç^3_^\ pour

'e \ l e j ' e \ ' e j ^e \ ï e }

obtenir des valeurs plus approchées de —— o^—j'> .î „ a2—^^

——; o^—^' La quadrature correspondante à ces valeurs nouvelles
Sï l 11 1 CL îi

fournira ^» ^2» Ça plus exactes que Ço ^i , Ci ; et ainsi de suite.

i° Calcul de x^^ y ç , ̂ .
On posera

asiû À=== cos Q I ) ^cosA==—sinSiCosç,
b sinB== sin @ i , 6cosB== cosôicosy,

et l'on aura
^==^e^s in (A-+-y) , y^== re 6 sin(B 4~ u) , ^== r<,sin<psiny.
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On trouve dans notre exemple

2ÏC)

log a ==1,99271,
lo^6==T,99982y

A ==7:— Q.ÎQ.^.

B= +8o.58 58.

log .r,.

o .07770 .71
o^i6683.n
o,23490.n
o,28759.7%
0,3^830.72
o,35898.n

ï 866 * Janvier. 8, o
Février. 7,0
Mars... 9,0
Avril... 8,0
Mai. . . . 8,0
Ju in . . . '7,0

log ,r̂

0,35344

o,3i58i

o,26696

0,20393

0 , 1 2 1 8 7
o, o 1168

îog s,.

ï,46009

ï ,52277

ï , 5 7 ^ 4 ï

7,60879

7,63674
ï,6563o

2° Calcul de x ' , y'\ z1 et de p'.

Ces quantités sont données par les formules

:/- /cosA /sin^, -s'^r'sinA'?x1 == r' cosA'cos^, r 1

,.̂ 2 y/}^-^r.-r)3^^-xP 2 = ^ ^

/.

1866, Janvier. 8,0
Février. 7,0

Mars. . . 9,0
Avril.. . 8,0
Mai . . . . 8,0
J u i n . . . 7,0

log x'.

0,00039
0,08623
0 , 1 5 7 1 7
0,21741

o,26956

093iS33

ïogy.
0,70781.n

0,70274-^

0,69679.71

0,68990.72,

o,682o5.n

0,67318.71

log z1.

3,63458.71

3,97619.7?

2,ï6460.n

2,29485.72

ï,394^8.n

2,47442•7^

ÏOg f/.

o,88569

0,88147

0,87665

0,87120

o,865ï5

o,85847

. - , , , a2 riR a2 dR a2 dR
3° Calcul de ̂ ^ ̂  sin7-^ ? sîn7^ •

Ces quantités ne dépendent que de x, y, z; x\ y, ^; r', p ' qui sont
actuellement calculés, et de k, m', dont voici les valeurs :

log /r == 2,^3558, log m' = log -^ = 4,97881.
28.
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On trouve
t.

1866. Janvier.
Février.
Mars.. .
Avril. ..
Mai . . . .
Juin. .

SUR

8,0
7 > °
9^°
8,o
8,o
7'°

LE CALCU

lor Ka
^s în i"

l,07650

1,13919.^

'î\i885o
î,22670
i,2Ô55o.n
î,27544

L Nï

^R
d^:

.n

.n

.n

.n

JMÉRIQUE-

, a2 ^R
^sin^ 4 r "

o,o2r4o
o,oi895
o,oï6o4
0,012.65
o,00896
o,oo497

^ dR
sin î / / dz

2 5 5o695. îl

2,56954.n
236233%.n
2,67001.n
2,71068. iz
2,74603.n

ce il Ed^i4° Valeurs numériques des quantités de l'article 3° oî  de —.—j? -j— -,sinî ut'

sE? ê' sET^ '^5 ^an^ an négligea, n, Ç {première approxi-
mation) et quadrature.

On a

1866. Janvier. 8,0
Février. 7,0
Mars. .. 9,0
Avril... 8,0
M a i . . . . 8,0
Ju in . . . 7 ,o

*/."
sini"

fr
—0,

—0,

—0,

—0,

--0,

--0,

^r
^f2

1 1 9
i38
154
169
i8o
189

y
s i ï ï ï " df1

v
+i,o5i
4-1

+1

+1

+1

-+-I

^->7

,045

,o38
,o3o
,021

,012

K2

sin î"

//
—0,

——0 ,

—0,

—0,

—-0?

—0,

^̂
a

0321

0371
0420
o468
o5i4
0557

La troisième formule S, appliquée à ces trois séries [voir n° 28,
Section I I ) , donne respectivement

ï866. Janvier. 8,0
Février. 7,0
Mars.., 9,0
Avril... 8,0
Mai. . . . 8,0
Juin ... 7,0

0,016
-o,oï6
0,15S
o,447
0,908
ï ,55o

4- 0, l32

4- 0, 131

-+- 1,175
+• 3,258
-h 6,371
4-10,5o4

—0,0042
—o,oo43
—0,0417
— 0 , Î 2 Ï I

~o,247I
—o,4^45
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5° Calcul de

.3^ , /f'a'/ ,J^,\ ^^Y? ^-^o7.'\——(• / î - 3 ' -6 r } , — — — U - d - ^ o i ,3^ or),
'<• 7

où l'on remplacera £, ^, Çpar Ç,, ̂ ,, Ç.^,, ^^ or par j- £, + "̂  r^, + ̂  Ç s •

On obtient
A-8 a'

/.3
(s. l-1'-' ,îr'\

-^ -V^- •

//

—0,002

—o,oo3
—0,028

—o,o8o
—0,149
—0,2l6

Pa'- /

^ \
//

+0,

4-0}002

4-0,

~}-o,oî9
—0,

—0,-

1 ^ <•• .2»,. V -

r, f

oo3

014

001

o6i

^•-a8 A z,

^ V '•.

//

4-0,0007

-r-o,ooo8
+0,0073
+0,0202

+0,0373

+o,o547

1866- Janvier. 8,0
Février. 7,0
Mars . . . 9,0
Avril. . . 8,0
M a i . . . . 8,0
Juin . . . . 7 ,o

En ajoutant les nombres de ces trois séries respectivement à ceux des
trois premières séries de 4°, on obtient des valeurs plus exactes pour
^ d^ ^ d2^ a2 d^

sinT^ dr- ? sini" dt1 ' sini" df2 '
Ces valeurs sont

1866, Janvier. 8,0
Février. 7,0
Mars... 9,0
Avril... 8,0
Mai . . . . 8,0
Juin. .. 730

On déduit de ces valeurs numériques, par la formule de quadrature
qui a servi à l'article 4°. des valeurs de S, ^, Ç plus exactes que Ç,,
y^, Ç,, et que nous avons déjà désignées par Ça, "^2» Ç^

a3- d^
situ" d^

ii
— 0 , 1 2 1

—o,i4i
—0,182

—0,249
—0,329
-"•o,4.°5

a15

sinï" dt9'

+1'
+i
+i
+i.
+15 020

+0

^

^54
,047
,o52

,049

,95i

a'- d^
sinï" <aT-

—Oyo3r4
—o,o363

—o,o347
—0,0266
—o,oi4ï
—0,0010
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t. ^. -/7,. Ç,.
?/ . n ff

1866. Janvier. 8,0 —o,o i6 4- o , ï 3 i —o,oo4i
Février* 7,0 —0,017 4- o , i3 i —o,oo4î
Mars... 9,0 —o, ï f î o -+- 1,179 —0,0399
Avril... 8,0 —o,488 4- 3,278 —0,1098
Mai. . . - 8.0 —x,o66 4- 6,424 —-0,2060
Juin . , . 7 î ° —1,973 4-îo,586 —o,3i62

„. ,, T t i ' • i ^ ^ a2 d^r)Si 1 on appliquait aux valeurs numériques de -—^ ,—? -~—77 -j—?tsiii i Uii oiri i (*("'
~-^— -r^- les formules de la première quadrature, on obtiendrait

y. dÏ sx d'n a rfÇ T i j >- ^ 1 . 1 ^S ^ ^S—^ __î, -^—7 —? --—^ -j-* Les valeurs de ç, y?, Ç et de —5 -r"? "77?smi dt smî^ dt sini^ dt - ' " rf< rf^ dt
aune certaine époque, permettent de calculer, pour cette époque, les va-
riations correspondantes des éléments de l'orbite, au moyen de formules
dues à M- Encke, et qu'on trouve dans le Nautical Almanac de i856.
Cest en vue de cette transformation, qu'il convient de calculer Ç, '/^ Ç
en secondes d'angle. Nous avons obtenu de cette manière :

a d^ a elYt oc dïy
smï" dt smi^ Tic" sin i " dt '

1866. Février. 7,0 —0,0672 -+-0,5239 —0,0176
Mars... 9,0 —9,2267 +1,5732 —o,o536
Avril... 8,0 —o,44°6 4-2,6251 —o,o852
Mai. . . . 8,0 —0)7292 4-3,6624 —o,io53

et pour les perturbations des éléments au 8 mai :
ff ff

ôL = = — i 3 , 2 i o â^ ==—15,969
<5z37t==—76,295 â(p = = — 0,601
^=-4^658 571=4-0,0878

Deuxième méthode.

31. Après avoir calculé la partie commune, on divisera la suite du
travail dans les cinq parties suivantes :

1° Calcul des coefficients (i), ( 2 ) , . . . , (i3), p , dont la définition a
été donnée, Section I, n° l ly et des quantités sinp? cos^, sinu, cosu,
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cos^; on aura alors tous les éléments nécessaires pour former les coef-
ficients de Rç, Sç» Wç dans lès équations (H) ;

2° Calcul des lieux de la planète perturbatrice rapportée à l'orbite
de la planète troublée, comme il a été expliqué au n° 10, Section I;

3° Calcul d e R o ' So» W o î
4° Calcul des valeurs numériques des seconds membres des équa-

tions (H) pour les diverses époques.
5° Application des formules de quadrature aux séries de ces valeurs

numériques correspondantes aux divers éléments.

î° a. Coefficients (i), 0),..., (i3). b. Coefficients de K^ S^, W^
dans les équations (H).

a.
log(6)==2 ,9677i ,
log(7)=i,87335,
log(8) = Oy^oSoo^
log( 9) ==T,o4334,

. l o g ( ï o ) = = o , -29963,

log(i)== 1,78636,
Î0g(2)== 0,73499,

log(3)=o,44o56,

log(4)=- 1,53464,
log(5)== 1,09549,

10g( ï l )==2 ,6o4l9 ,

Iog( i2 )= î,53323,
log( i3)= 1,09408,

log JE? == 0,43915.

&. Les nombres entre [ ] sont les logarithmes des coefficients dont
ils tiennent la place :

t.

[866Janv.

Fév.
Mars
Avrii
Mai.
Juin.

Q û l̂8'oa^^:

7>0

9'°
8,o
8,o

7'°

dv>
x•dt=

COSf<

=--L^93777](4)^-

[7,96564j
[1,98498]
[ï,99633]
[0,00000]
[1,99607]

rcosv.

[o, 30899] W^ a

[0^5736]
[o,19081]
[o,10372]
[ 7,98567]
[1 ,81280]

^ r -r-1 j r sm F.

-[0,424.06. n] (5)$^

[o,30759. n]
[o, 13667. fi]
[7,83557.7^]
[2,0995,1 ]
[7,85o82 ],

7'smu.
JÛ

^.=[o,i95o8](î)

[0,25776]
[o,3o64o]
[o,34378]
[0,37178]
[0,39129!

r sill Lf.

[o,!95o8](6)W^

{0,25776]
[o,3o64o]
[0,34378]
[0,37173]
[0,39129]

w'..
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^^'==-[T,698.-5^](7)R/,-[T,59oo6](8)S^

[7,58266.n] [7,5919^]
[T^1^2'71] [^ 59328]
[ 7 , 1 1 1 7 1 . ^ ] [ i,59412]
Ç, 37877 ] [^59436]
[1 ,12693 j [i, 594.o8]

sîn v. ( cos v -4" cos M ).

^ ^== [7,69825^] (3)1^4-[0,24346] (3) S^
[7,58266.7l] [0^6924]
[7,4ï24a.^] t0»2^?1^]
[ 7 , 1 1 1 7 1 . 7 1 ] [0,29763]
[3,37577 ] . [o,3oio3]
[7,12693 ] [0,29739]

(?+.)'cosf. /'. l*-+jjrsinc. rsinv.

,. ̂ L .-= - [T, 93777] (oîR^- [o, 40994] (io)R,+[o, 42406.72] (i i) S,+ [a, ï95o8] (6)W^aJ ̂  ̂ .

[7,96564] [o,4o8o8] [o,3o759./z] [0,20776]
[7,98498] [0,40672] [o,i3667./z] [o,3o64o]
[7,99633] [o,4o588] [7,83557 .n} [o,34378]
[0,00000] [o,4o564] [2,09951 ] [0,37173]
[7,99607] [0,40592] [7,85o82 ] [0,39129]

%0 Calcul des lieux de la planète perturbatrice rapportés à l'orbite
de Gérés.

a. L^es lieux héliocentriques de Jupiter l^, À^ pour janvier 8 et
l\, A\ pour juin 7 donneront d'abord les éléments 0', y' de cette pla-
nète au moyen des formules

. r 1 / / / jr v ^ f s inCA'-4- A n )
sln 2 (/ 1 "4" ro ) "~ e tang9 ==: ——————————^————1——————— ?

J 2 cos A', cosA^ cos - ( l\ — l\ )
2 !

[i ,^ „ .,"1 , sinfA' — A ' a )cos -(f, + f, ) - 9' tang^ = ———————^——^———— •
J 2 c o s A ^ c o s A ^ s i n - ( ^ ^ - ^ )
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On trouve
^==99°ï'17^9, ^=î° i&4o^2.

6. On cherchera ensuite N, N\ J au moyen des formules (6) du
a0 10, Section I,

N ==ÎT- 2°30'54^4,
N'^-ÎT— W^O.Î^yO,

J === -+- 9.22.i4,o.

c. Où calculera les longitudes de Jupiter dans son orbite I/ au
moyen de la formule suffisamment exacte

V == V -+- fang2 -!- <?' sin 2 ( Z' — Q' ).

Apres quoi les formules (8), n° 10, Section I, donneront p' et X'. OIA
trouve ainsi :

t. V. ^ .̂

o { if ° / // ° / y
1866. Janvier.* 8,0 281. 5.5-2,7 22.28.23 3.36.35

Février.. 7?o 283.35.42,8 24.56.59 3.58.54
Mars . . . . 9î0 286. 6.11,0 27.26.12 4*'20t54
Avril....8,o 288.37.i7î4 2956.6 4-42•38
Mai . . . . . 8,0 291. 9- ^ î 2 32.27.2 5. 3.33
Juin... . . 7.0 293.4i-^7 34.58.38 5.24.i4

^ On passera alors au calcul des quantités^, y\, z\ données par
les formules (7 ) du n° 10, Section I. On en déduira p^A' :

r. log^. ^SJ'\- log^r loffP'- logA'.

1866. Janvier . . 8 , 0 o, 69428 .n o, 19606 T, 515o5 o ,88569 3,69099. //
Février.. 7,0 0,67935.^ 0,29860 7,55670 o,88x47 3,68925.^
Mars.. . . 9,0 o,66o38^ 0,37902 T,59394 0,87665 3,68648.^
Avril . . . . 8,0 0,63701.^ o,444oi 7,62746 0,87121 3,68253.ra
M a i . . . . . 8,0 o,6o882./î 0,49725 T,65781 o,865i5 3,67728.^
Juin.. . . . 7,0 0,57534.71 o,54i26 7,68536 0,85849 3,67o56./î
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. ^Q
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3° Calcul de R^So/Wo.

^. . îos|R'o==(i)[A^-^]j loslw^O^Ayjj. log|s^(i)[A^]J.

1866. Janvier. 8,0 o,o5635 2,gc)^o.n i,673411'-^
Février. 7,0 ^ 0,03098 i,o323ï.^ i, 77421. n
Mars. . . 9,0 1,99708 1,06678.^ ï,85i86./z
A vrai . . . 8,0 1,95287 13 09635. n 1,91290.^
Mai . . . . 8,0 i,89577 i , ï2i45 '^ i,96089.»
Juin. . . 7 ^ 0 1,82171 i , 14228. n i,q:q8î8.»

4° Valeurs numériques des seconds membres des équations (H).

, On les obtient en substituant, dans les équations b de l'article i°,
leurs valeurs à ( i ) . ( 2 ) , . . . , ( r i ) , R,, So, Wo :

'• 'où- ^- "S- '»•?• '4?-('»ï-^'")-
ï866.Janv. 8,0 —î8,ao8 —0/200 --o^ ^o^ia --3",844 -^906

Fév.. 7,0 -•18,959 -0,195 —i,o6o 4-o,6a5 —4,181 -5,558
Mars 9,0 —20,750 "-o,i8i —1,283 4-0,732 —4,5o6 —5,i4o
Avril 8,0 —a3,5i2 —o,i59 —i,497 4"o,83i —4,798 —4,655
Mai.. 8,0 —27,ïi3 -0,128 —1,69% +0,919 —5,o36 —4,106
Juin, 7,0 —3i,344 —0,090 —i,856 4-0,994 —5,ao2 —3,443

5° Une quadrature première appliquée aux séries numériques précédentes
donnera immédiatement

fe,, 09, ^, 3oo/2, ô^, S L — f f ^ d t 2 . [Foir n0 28, Section II.)

Uae simple division par 3o donnera ^n; oU se déduira de

((?L^//^^2) par ^addit io^deffê ^2 que fournira d^illeurs

une quadrature seconde appliquée à la série numérique 3o2^- On
arrive ainsi aux résultats suivants pour le 8 mai :
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09. o^,. 3o<^. ^ ^L.

s'866. Févr.
Mars
Avril
Mai

7,0

9)°
8,o
8,o

— 9^4^
—^,iî3
—5i,169
—76,4^°

—o",o98
—0,287
-o,458
—o,6oa

—0

—I

-3
-4

',5o2
,674
,o65
,66a

4-o,3o^8
4-0,9820
4-ï,7643
4-a<64o3

— 2,048
- 6,394
-—iî,o5o

—15,97"^

- ^748
— 7-469
—iï ,007
— i 3 5 •^00

Nous trouvons, en résumé» les perturbations suivantes du a3 janvier
au 8 mai 1866 :

Différence des résultats
(i^ m. —^m.)2e méthode.i1"6 méthode.

'"» irôL . . . . . . .
ôsy i . . . . . . .
^»....... .

^... .....
^9 . . . . . . . .
ê 7 ? . . . . . ..

—ï3 ,2 ï0

—•76,295

- 4,658
— 15,969
— o,6oi
4- 0,0878

—l3,200

~-76î4"20

- 4,66a
—i5,q'72' tj ï
— o,6os
-+- 050880

—0,010

•4-0, 125

4-0,oo4
4-0,oo3
4-0,001

—0,0002

29.


