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SUR LES

CONGRUENCES CYCLIQUES

ET SUR LES

SYSTEMES TRIPLEMENT CONJUGUES,

Par M. Georces TZITZEICA,

ELEVE (ETRANGER) A L’ECOLE NORMALE SUPER IEURE.

INTRODUCTION.

Apres les travaux de Lamé suv les systémes triples orthogonaux,
on a cherché & étudier les coordonnées curvilignes quelconques de
espace. Cest ainsi que Codazzi et I'abbé Aoust ont étudié laborieu-
sement des formules qui se rattachent i cette question (Annali di Mate-
matica, 1864, 1867, 1868, 186¢), mais leurs résultats sont restés
isolés.

Dans un Mémoire remarquable sur les coordonnées curvilignes
(Annales de ['Ecole Normale, 1878), M. Darboux a étudié de nom-
breuses questions relatives aux systemes orthogonaux, et il aindiqué
un systeme de coordonnées curvilignes obliques qui se présentent
comme une généralisation immédiate des systemes orthogonaux : ce
sont les systemes composés de surfaces se coupant suivant des courbes
qui forment des réscaux conjugués sur chacune des surfaces. Il est
revenu plus tard sur celte généralisation des systemes orthogonaux
dans un Chapitre de son cuvre sur la Théorie des surfaces, 4° Vol.,
p. 267).

Ce sont ces systemes de coordonnées curvilignes, que nous avons
appelés systémes triplement conjugués, que nous nous sommes proposé
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d’étudier dans ce travail. Nous avons eu spécialement en vue une
classe de systemes triplement conjugués qui se rapprochent plus que
les autres des systemes orthogonaux et que nous avons désignés
par Q,. ,

Quand on a un systeme de coordonnées curvilignes orthogonales
(211 20 03)» les coordonnées cartésiennes x, y et = d’un point de I'es-
pace satisfont en méme temps que x* + y*—+ z* 4 un certain systeme
d’équations de Laplace. Pour un systeme triplement conjugué quel-
conque, x, y et = sont des solutions d’un systeme de Laplace sans
autre condition spéciale. Enfin, pour un systeme Q,, & coté des solu-
tions x, ¥, s du systeme de Luaplace correspondant, il y a une autre
solution R telle que z* + y* + =* — R* soitaussi une solution du méme
systeme de Laplace.

On rencontre dans la théorie de ces systemes triplement conjugués
particuliers certains triangles attachés 4 chaque point de I'espace. Les
cotés de ces triangles forment dans certaines conditions des con-
gruences cycliques, et les sommets des triedres trirectangles dont les
arétes passent par les sommets des triangles constituent des systemes
de coordonnées curvilignes orthogonales.

On voit done pourquoi nous avons été obligé de commencer notre
travail par une étude des congruences cycliques. Nous avons fait cette
étude d’apres les travaux de Ribaucour et de MM. Guichard, Bianchi et
Cosserat, en ajoutant quelques résultats relatifs aux congruences cy-
cliques et de Ribaucour et & certaines congruences liées aux surfaces
a courbure totale constante (négative ).

La deuxiéme Partic contient un exposé de la théorie générale des
systemes triplement conjugués, de certains systemes de triangles et
de certains systemes de droites. C’est le Chapitre déja cité de I’Ouvrage
de M. Darboux qui nous a servi de point de départ.

Enfin la derriere Partie a pour objet I'étude des systemes triplement
conjugués particuliers que nous avons désignés par Q,, et des systemes
de triangles dont les cotés forment sous certaines conditions des con-
gruences cycliques. Cette partie du travail est en réalité une étude
géométrique des systemes de Laplace ayant des solutions liées par une
relation quadratique, étude qui est beaucoup plus difficile que celle
d’une équation unique de Laplace.



SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. 13()

Le probleme qu’on se propose dans une parcille étude est presque
toujours le suivant :

Etant donné un systeme de Laplace admettant un certain nombre de
solutions liées par une relation quadratique, en déduirve d’autres sys-
temes ayant le méme nombre ou un nombre plus grand de solutions
lices par une relation quadratique.

Nous avons mis a profit les nombreux résultats de M. Guichard sur
les congruences de droites et sur les réseaux conjugués tracés sur une
surface. La classification qu’il a faite des réscaux conjugués qui se
rencontrent dans les problemes les plus importants de la Géométrie
infinitésimale nous a ¢té tres utile.

Les principaux résultats de ce travail ont été communiqués a I’Aca-
démie des Sciences dans les séances du 18 juillet et 28 novembre 1898,
30 janvier et 6 mars 189q.

i €6 it

PREMIERE PARTIE.

1. Btant donnée une congruence ', nous la supposerons rapportée
a ses développables & I'aide de deux paramétres w et ¢.

Soient alors I, (2, y,, z,) ¢t Fy(x,, ., 5, ) les foyers d’une de ses
droites. Par hypothese, on doit avoir des relations de la forme

S o ,‘:Pa, oy =pPp, (_)5_1

() du Ju ou —I'"
i
dxy o Ay 0 03y .
g 1% o 1 ap 1T

, B, v ¢tant des cosinus directeurs de la droite considérée, p et g des
fonctions convenables de w et de ¢.

On peut déterminer une équation de Laplace

. *L 9L 0L
(L) ()tu)v——h()?-k/‘_()_c;- -

a laquelle satisfassent o, B et v; A, £ ct / s'expriment a l'aide des
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coefficients de 1’élément linéaire
do® + d3* +dy*=edu*+ 2 f dudy + g dv?

de la représentation sphérique de la congruence T' et de leurs déri-
veées.

Si M(z,y,5) est le milieu de F,F,, et si 'on désigne par 2o la
distance focale F,F,, on aura

x, =& + pa, yl:y—i—p@, 5 =307,

Z,=x — pa, Y=y —pP, 3= 35— py-

Les equations (1) nous montrent alors que

( dx 0P+o/~ dex
\3a=(ga+2ke)e—rg
9
() (d.L dp da
[ G5 == (5 +ote) vy

et des équations analogues poury et z obtenues en remplacant o par
B et v. La compatibilité des équations (2) exige que o soit une solu-
tion de I’équation

, d?p dp . 0p dh ok
(L9 dzzdcl+hm+/ldw+<

5{—(—4——{;;-—/’)9:0

adjointe de (L).

Si donc on se donne la représentation sphérique, une solution
de (L") nous déterminera la surface moyenne d’une congruence ayant
cette représentation sphérique pour ces développables : cette con-
gruence sera ainsi compléetement définie.

2. Tout ceci étant rappelé, considérons une surface §' dont chaque
point M'(«', y', z") est lié au rayon correspondant de la congruence T’
par des relations de la forme

dx'! dy' , 03’
'5‘;‘——‘-["(-75'*—%), —5{‘:‘0’(}"'}'1)’ W:P/(zl—zx):
(3)
dx' ' ay’ ' 5! '
?E:q’(xnxzb d—‘);-_—-Q(yl'_}%): 5&':9’(5*52),
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qui expriment que les foyers de chaque droite de la congruence se
trouvent sur les tangentes en M" aux courbes u = const. et ¢ = const.
On voit aisément des équations précédentes que ces courbes forment
sur S’ un réseau conjugué.

Nous dirons que la congruence I est cyclique s’il existe une surface
§" pour laquelle on a des relations semblables & (3) et telle que les
courbes w = const., ¢ = const. tracent sur elle ses lignes de cour-
bure.

Mettons-nous dans ce cas et déerivons des points F, et F, comme
centres, les spheres X, et X, ayant respectivement F,M" et F, M’ pour
rayons. Ces spheres sont orthogonales et se coupent suivant un cercle
C passant par M’ ¢t ayant F, F, pour axe.

Il est aisé de voir que la sphere X,, quand « varie seul, touche son
:nveloppe précisément suivant le cercle C et qu’il en est de méme de la
sphere X, quand ¢ est scul variable.

On voit done qu’on a deux familles d’enveloppes de spheres, les
surfaces de la premicre famille se coupant avec les surfaces de la
scconde famille orthogonalement et suivant leurs lignes de courbure
cireculaires. Il existe alors, d’aprés un théoreme de M. Darboux, une
troisicme famille de surfaces formantavec les deux premitres un sys-
teme triple orthogonal. Les cercles Csontdonc les trajectoires ortho-
gonales des surfaces de cette dernicre famille, et ils constituent par
cons¢quent ce que Ribaucour a appelé un sysiéme cyclique.

Il résulte des considérations précedentes qu’étant donnce une con-
gruence cyclique il existe un systéme de cercles ayant les drottes de la con-
gruence pour axes et formant un sysiéme cyclique.

’étude des systemes cycliques prouve facilement que la réciproque
est vraie.

Les axes des cercles d’un systéme cyclique forment une congruence
cyeligue.

3. On obtient donc la congruence eyclique la plus générale en pre-
nant la congruence pour laquelle les foyers de chacune de ses droites
se trouvent i chaque moment sur les tangentes aux lignes de courbure
d’une surface quelconque.
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Soit M'(«, ¥, ") un point de cette surface rapportée a seslignes de
courbure, et posons

dz" + dy"* + ds"?* = A* du® + B d?;

', ¥, 2 et x4+ y'* + 5% satisfont alors & I'équation

U
<

B

920 A9y 1 0B
7 " 7

du do K dv

wl
Q.aiQ.,

M. Darboux a montré ( Théorie des surfaces, 11¢ Vol.) qu’on obtient
les foyers de I’'une des congruences cherchées en prenant

0 ox' 0 ay’' 0 0z’
h — ) —_ = __.__.____ =8 — = 2,
(F)  m=a 00 0v”’ V=Y 50 0 e d0 oy
Jav ()0 P
; o, 0 ox o 0 ady’ b ooe
(B) m=e'—Gr 5o =Yg ST
Ju Ju du
ol 0 est une solution quelconque de (4).
Cela étant, posons
109 99 190 90 19990,
"Egou ety BT gou T BT gy gp (s s
ou
000z 060w 080y 900y o 900 _ 09 0
dv du ~ du 0v dv du  ou ov’ de du  du 0d¢’

f,, 0,, 0, sont des parametres directeurs de la droite F,F,.
Un calcul facile montre que 9,, 0,, 0, satisfont & I’équation

on ()m

1w 1 Om do
= ()— + ro,

I
dude —m 0v ou ' n

dans laquelle
a0

a0

et 7 une certaine fonction de « et de ¢, U désignant une fonction de «
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seulement, V une fonction seulement de ¢. Alors

02+ 02+ 2= il
e Jdv du du Jdv

2 <()0 dr' 99 ().n’>2 A9 dy' 00 9y'\*
(()v du Jdu W)

(09N (00

= m?*U24 n2Ve2,

Il est évident que, si Pon multiplie 0,, 0, et 0, par une méme fone-
tion, m el n se trouveront étre aussi multipliés par cette méme fonc-
tion.

On a donc le théoreme suivant da & M. Guichard :

Les paramétres directeurs 0., 0y, 0, des rayons d’'une congruence cy-
cligue rapportée a ses developpables satisfont a une équation de Laplace
de la forme

o) %0 1 dm do 1 0ne 0o
D — e _— —
du dy m dy du n du Jdv

1'6)
et sont lies par la relation
(6) 0 0% 02 = m2>U* 4 n2V?2,

Laréciproque est vraie. Soienten elfetF, (2, y,, 5,) el F, (24, yay 52)
les foyers d’une droite de la congruence, et prenons pour parametres
directeurs de cette droite

Ay ey P Ve S17T S,
qui satisfont par hypothese a I'équation (5) et sont liés par la relation
(67) () — )24 (Y1 — ¥2) i (5, — 5y) = m2 U2+ n* V2,

Remarquons maintenant que, la congruence étant rapportée a ses
développables, on doit avoir

Jdy . Js .
LA L()1—Ye) = = k(5= 5),
du

—— = (X — ),

Ay )y dJ
Wi plo— ), R =pn—gn) R = e A,
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d’otr il résulte que @, — @y, ¥, — ¥a, 2, — 5, satisfont & "équation

i o Jw ow
T R T TI

v étant une fonction convenable, et en comparant & I’équation (5), on
déduit

_ 1 dm L 0_{; .
e ‘T ndd’ -
On a done
dxy 1 0n dyy _ 1 dn . f}i_igl—l .
) du T n ou (@ —a2), Qe ndu =22, du n du (51— =),
7 .
0x, i dm oy, __ v Om, (_):_Q_ig_rﬁﬂ___
?W = oy @ E)y o =50 Oy, 5 = G (s

Cela étant, décrivons des points F, et F, comme centres et avec nV
et mU pour rayons les spheres

(Z)) (X—2)2+ (Y —31)*+ (L —5,) = n2V?,
(2) (X — 292+ (Y — y9)*+ (L — 3,)*=m?U"

Cherchons 'enveloppe de X, lorsque « est seul variable. Le plan du
cercle de contact est, en tenant compte des équations (7),

(X —2) (21— 22) + (Y = 20) ()1 —y2) + (L —5,) (51— %) +n*Vi=o,

et (6") prouve que c’est le plan radical des spheres X, et X,. La
sphere X, touche donc son enveloppe suivant le cercle C, qu'elle a en
commun avec X,. On trouverait qu’il en est de méme de X, lorsque
¢’est ¢ qui varie seul.

Comme, en vertu de (6"), les deux spheres sont orthogonales, on
déduit que les cercles C forment un systeme cyclique et que, par con-
séquent, notre congruence est cyclique.

La condition trouvée est donc en méme temps nécessaire et suffisante.

Nous voyons encore par ce qui précéde que la condition ne se rap-
porte qu'aux parametres directeurs des rayons de la congruence. Deux
congruences qui ont la méme représentation spherique pour leurs déve-
loppables sont donc en méme temps cycliques.
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4. Nous allons exprimer maintenant la condition trouvée, a P'aide

des éléments qui nous ont servi au n® 1 pour définir une congruence.
Posons, pour un moment, dans I’'équation de Laplace (L),

1 JP

<
>

Ol =
o

I

~

Pour que la congruence soit cyclique, il faut et il suffit, d’apres le
théoreme de M. Guichard, que 'on ait

@+ B2 2= 1 = P2 U2 Q2 Ve,
On pourra donc mettre
o - . O

(9) PU = cos—» QV =sin—-
¢ 2 2

Avece ces notations, le plan radical des spheres Z, et 2, décrites des
foyers I, ¢t I, d’'une droite de la congruence comme centres et avec QV
et PU comme rayons, c¢’est-a-dire le plan du cerele qui engendre le
systeme cyclique correspondant & la congruence, a pour équation

r 17 . g
(Xo—a)) (2= ay) + (Y= 1) (y1—22) + (2 — 51) (51— 52) + hp*sin®*~=o

ou
a(X—ax)+B(Y—y)-+y(Z—3)=pcosc.

Le centre (z,, y,, 5,) du cercle est donné par
2Ly & - p COST. L, Yo=) + p cosc.(3, 5y=35 ~ p C0SC.Y,

enfin son rayon est psing.
Cela étant, on tire des équations (9)

J (1 .0 U\wo _(L I%ina =0
s (peoss)=0o  gu(gsing)=o

d’ol1, en tenant compte des équations (8),

d cosg =2/i(coso + 1),

(10) a¢v
Q_Qﬂ =2k (cosc —1).

Jdu

Ann.de I’Fc. Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — AvaiL 1899, 19
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Ce sont les équations trouvées par MM. Bianchi (Ann. di Matematica,
vol. XVIII et XIX) et Cosserat (C. R., t. CXIIIL, p. 461).

11 est donc nécessaire et suffisant que ces équations soient compa-
tibles pour que la congruence soit cyclique. On en tire

— Lhk =0,

oh ok oh ok
ﬁz*m) R AR

qut détermine un sysieme cycligue unique correspondant a la congruence
eyclique donnée, sauf dans le cas ol

oh _dk
([]) DT('_—‘()‘;——'}‘/&/I,

et alors on a =" systémes cycliques.

5. Ribaucour a considéré une congruence comme formée par les
cordes de contact d’une sphere X dépendant de deux parameétres avee
son enveloppe. Les courbes tracées sur la surface décrite par le centre
de la sphere et correspondant aux développables de la congruence for-
ment un réseau conjugué.

Il a montré spécialement (/. de Liouyille, 1891) que la congruence
est cyclique, st les points de contact de la sphere avec son enveloppe sont
conjugucs harmoniques par rapport aux foyers de la corde de contact.

Pour démontrer ce théoreme nous gardons toujours les notations
du n° 1. Soit de plus p. (§, 1, {) le centre de la sphere X. Menons par .
un plan perpendiculaire & la droite correspondante D de la congruence,
et désignons par rla distance & ce plan du milieu M (2, y, =) des foyers
deD; on a

(12) 2 (i— @)+ B(n—y)+ (L —3) =1

Si done
(X =924 (Y — )+ (4 — £)2= R?

est la sphere X qui nous donne les droites de la congruence par ses
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cordes de contact, il faudra que la droite

JR
(7\——@)()l +(Y*n) +(7—C)()l RE)? =o,
. L 0n ., 24 R
(X—¢ )()( Y=g+ L =05+ Ry =0
coincide avec la droite D.
Elles ont d’abord la méme direction, si
0k 0¢
(13) ()u + B()u }’0” '_"
1
Q:__ p()n OG__
()c' ady ()(' -
et se confondent, si ’on a encore
A o IR
on (=23, ”“(?""’)ou (=05, +Ro; =
14
N on - Us R
(@ —«;_)5;4-(;--,1)0‘,-{—( — & o —FBWE”'

Enfin, pour que les points de contact de = avec son enveloppe soient
conjugués harmoniques par rapport aux foyers de la droite D, il faut
écrire que la sphere X et la sphere décrite sur F,F, comme diametre
sont orthogonales :

(15) (E—x)+(n—y)+(E—s2=R~+p"

De la, en différentiant et en tenant compte des équations (14), on
tire

= %

(16) (1—5)0u+(}’~—ﬂ)%+( g)()u_ ou’
IC

BNE L \Y9Y - _dp

(‘t~€)7)7;+(‘)—n)07+( c)()w P o0’

d’ol1 'on déduit, a I’aide des équations (2) et (12),

Ju dp

PS(E—=) oy (au“* ”‘P> e
(17) op dp
[ pSE—o) 5f = (52 +2he)r—p3hs

S désignant le signe de sommation de Lamé.
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Calculons les premiers membres de ces dernieres équations d’une
autre maniere, en différentiant 1'équation (12) et en simplifiant le
résultat & ’aide de (2) et (13). On trouve

do __Odr  Op

) S(g—x)%_zl—t—k—d}—l—mkp,
En comparant (17) et (18), on déduit
P—g-g—"g—izzkp("—p),
I
" \Pg%—"%=2hp(r+p)-

Il faut donc que ces équations puissent nous déterminer r. Il est
aisé de voir que cette condition nécessaire est en. méme temps suffisante.
Remarquons, en effet, que toutes les équations de ce numéro, sauf les
équations (15), (16), (17) et (19), sont vraies pour toute congruence
de droites. Si donc les équations (19) sont vérifiées, on pourra remon-
ter de (18) par (17) et (16) jusqu’a I’équation (15), ce qui prouve bien
que la condition est suffisante. .

Posons dans les équations (19) r = p coss; on trouve

: f;:fd =2k(coso —1),
2%9‘)5—0 —=2A(cosoc +1).

Ce sont les conditions (10) d’existence d’un systeme cyclique.

La congruence est donc cyclique et le centre . de la sphire X est
le point de contact avec son enveloppe du plan du cercle qui engendre
le systeme cyclique correspondant.

Nous pouvons montrer que sur cette enveloppe aux développables
de la congruence correspond un réseau conjugué.

Pour cela, on tire facilement de (14)

da 0% da O

‘d—")o'—‘u-f" %5‘—):0,
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et alors les équations (13) nous donnent

0%k o, 00 0*¢
a()u()v P 0wov - /()u()v -

De cette équation ct des équations (13) on déduit que &, 7, € satisfont
a une équation de la forme
90 90 0

duos = Lo Mg

ce qui prouve que les courbes zz = const. et ¢ = const. tracent sur la
surface en question un véseau conjugué.

On est conduit, dans la théorie de la déformation infiniment
petite d’une surface, & considérer une classe de congruences dont les
développables découpent des réseaux conjugués sur leurs surfaces
moyennes : ce sont les congruences de Ribaucour. Elles sont caracté-
risées par le fait que 'équation de Laplace (L) & laquelle satisfont les
cosinus dirccteurs «, B, v des rayons d’une de ces congruences a secs
invariants égaux.

Les équations (r1) nous montrent donc que les congruences cy-
cliques auxquelles correspond une infinité de systemes eyeliques sont
en méme temps congruences de Ribaucour.

Prenons une de ces congruences; a chaque droite qui luiappartient
correspond une infinité de plans contenant les cercles ayant cette
droite pour axe et décrivant les systemes cycliques déduits de la con-
grucnce. Les points de contact de ces plans avee leurs enveloppes se
trouvent, d’apres les équations (16), sur la droite

0 oy s oy
(‘(-—I/)-'~ -F*(Y—*.));)l"l-(/ >),+r;;,;~~0’

dx N dy . L ()’J_
(X—2) 55 = (Y =) G+ (— ) o g =

qui déerit une congruence.
Nous allons montrer que les deux plans représentés par les deux
équations précédentes sont les plans focaux de la droite d’intersection
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et cela seulement dans le cas ol la congruence primitive I est cyclique
et de Ribaucour.
En effet, comme les équations des plans peuvent s’écrire -

dr 0y dz 1 9, ,

bl YJ = 2 2 52— p2 s
X01¢+Y1)11+Z¢)1 T2 du(x e P
Jx dy v 0:’_.' J 2 2 =2 2

pour qu'ils soient les plans de leur intersection, il faut et il suffit que
z,y, s et x* +y?+ 32 — 2 soient des solutions d’une méme équation
de Laplace de la forme

0% 0 70 99

deor ¥ on VU5

Les courbes u = const. et ¢ = const. tracent donc sur la surface
moyenne S de la congruence donnée T un réseau conjugué, ce qui
prouve que la congruence est de Ribaucour. On a, par conséquent,

0h ok

= == 5>
oy du

et alors on voit aisément a 'aide des équations (2) que I’équation de
Laplace relative au réseau tracé sur S est

0 /1 dp 09 1 dp 20
oo =5 36 1) 5+ (5 7+ 4) 5

Si I'on exprime maintenant que x* + y* + 22— o2 satisfait aussi i
cette équation, on trouve, en tenant compte des équations (2) et (L),

oh 0k
3 -+ Yy —4hk=o,

et en comparant au résultat précédent

oh __ 0k

.()_V p— '0—‘—‘ = 2/1/\,
ce qui démontre que la congruence est en méme temps cyclique et
de Ribaucour.
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Il résulte donc, de ce qui précede, le théortme suivant, du &
M. Cosserat :

Les plans des cercles des systémes cycliques déduits d’une congruence
cyclique et de Ribaucour ont leurs points de contact avec leurs enveloppes'
en ligne droite; la drotte ainst détermince Jorme une congruence dont les
développables correspondent a celles de la congruence primitive et décou-
pent les enveloppes des plans des cercles suiwant des réseaux conjugucs.

Nous allons rattacher ce théoreme i une proposition sur les con-
gruences cycliques les plus générales.

St l’on considére une congruence C et st {’on fait correspondre & chaque
droite D de cetie congruence la corde de contact A de la sphére S décrite
sur le segment focal de D comme diamétre avec son enveloppe, et sl
existe sur la droite A un point p.(%, v, () qui décrive une surface dont le
plan tangent en . soi perpendiculaire a A, la congruence G est cyclique.

En effet, soient M(x, ¥, z) le point moyen et 2p la distance focale
de D.
On a, par hypothese,

. Ox 0z dp
» (E—2) 5 + —y),—)—,,~!-(€ “E) g TP T
20
‘ . dy , .03 dp
= )9 =) (=) 5 P =0
et
0k " n 01 o+ 9% —0
“ou TP T T
(»1) iooE Jn 4

( 4 =7 =0
()v PO T T

., B, v désignant les cosinus directeurs de D

Décrivons du point . comme centre une sphere X orthogonale & la
sphere S déerite sur le segment focal de D comme diametre. Le
rayon R de X sera déterminé par

(2 —E) 4 (y — 1)+ (5 — £)P=R2 g2,
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d’ou 'on déduit, en différentiant et en faisant les réductions,

05 on 05 OR

(#—5 +r—mg+ =05 +R5=o
o 05 . 0n 9 L oR_

(x=3 s +r=mge =05 +RG =0

qui expriment que le point moyen M se trouve sur la corde de contact
de X avec son enveloppe. Comme, en vertu de (21), D a méme direc-
tion que cette corde de contact, elles coincident.

La congruence des droites D est donc définie comme étant formée
par les cordes de contact d’une famille de spheres avec leur enveloppe,
les foyers étant conjugués par rapport aux points de contact. Le
théoreme de Ribaucour, que nous avons démontré au n°® 5, prouve
que la congruence considérée est cyclique.

De la démonstration que nous avons donnée au théoreme de Ribau-
cour il résulte encore que le point . est le point de contact avec son
enveloppe du plan qui contient le cercle décrivant le systeme cyclique
correspondant & la congruence. Le plan du cercle, et par conséquent
le point p correspondant & un rayon de la congruence C sont en g¢-
néral uniques.

Dans le cas ol la congruence est en méme temps cyclique ct de
Ribaucour, on a une infinité de cercles, les points de contact de leurs
plans avec les enveloppes respectives sont visiblement distribués sur
la droite A. Nous avons démontré, d'ailleurs, que les développables
de la congruence constituée par les droites A correspondent, dans ce
cas, et seulement dans ce cas, aux développables de la congruence C.

Supposons maintenant que la distance focale des rayons de la con-
gruence C soit constante : la droite A se confond alors avec la normale
4 la surface moyenne de C. Supposons encore que la congruence soit
cyclique et de Ribaucour, les développables de la congruence formée
par les normales de la surface moyenne correspondent i celles de C,
autrement dit le réseau & invariants égaux découpé par C sur sa sur-
face moyenne est formé par les lignes de courbure de cette surface,
qui est, par conséquent, isothermique.
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8. Nous voulons faire de ce qui précede une application i certaines
surfaces liées aux surfaces & courbure totale constante (négative);
mais, auparavant, il convient de faire la remarque suivante sur les
congruences.

Supposons que les développables d’une congruence donnée tracent
sur une certaine surface un résecau de courbes conjuguées.

Soient M un point de cette surface, F un foyer du rayon de la con-
gruence qui passe en M, MT et MT’, les tangentes aux courbes du ré-
seau qui se croisent en M.

Aux développables de la congruence il correspond sur la surface
focale décrite par F un certain réseau conjugué, et les tangentes en F
aux courbes de ce réseau seront FM ct une droite qui rencontre évi-
demment MT ou MT’, MT par exemple, en P.

Le point P est le second foyer de MT dans la congruence que forme
celie tangente.

Cela étant, considérons une congruence dont les développables
découpent sur ses deux surfaces focales leurs lignes de courbure; la
surface moyenne de cette congruence correspond, avec orthogonalité
des ¢léments, & une surface & courbure totale constante. Nous dési-
gnons par G une telle congruence.

On voit facilement que les quantités % et & du n° 1 sont ici iden-
tiquement nulles, et que, par conséquent, la surface moyenne est
définie par '

dx ()p Jdo dy _ @__ e ds _ ‘_)f_-/_JQI
(22) Ju— 0a® T PO duT 011 ()u’ Ju” Jdu P ou
29

)z dp Jda Jdy Qf - % o _2_/

S Far o F=—Pprpfl F=— i

a, B, v satisfont & I'équation

0 _ 0 coso
dudy ’
o étant une solution de I’équation
0" =sinw
duov ™ ’

Ann. de I’Ec. Normale. 3% Série. Tome X VI. — Avarr 1899. 20
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De plus, on peut écrire

do® + dB* + dy* = du* — 2 cosw dudy -~ dv?.

Alors les équations (22) nous donnent

52 dx\? dy\? (0: P, (()o
(23) ‘é';) +<—(§l—t‘> -+ \()_(_l> =p*+ )ll) >

().L' ()V
et comme, d’autre part, il résulte des mémes équations que 5=, =
e

5, satisfont & I'équation de Laplace

dudv  p d¢ 5c—J+<(Jp> du\ou) 0

du

Q1 0p 9Q ) op>a(z+[,9’

P étant une certaine fonction de « et de ¢, il suffira d’appliquer le
théoreme de M. Guichard, pour conclure de (23) que lestangentes aux
courbes v = const. de la surface moyenne d’une congrucence forment une
congruence cycligue. Il en est évidemment de méme de la congruence
des tangentes aux courbes « = const.

On obtientle méme résultat en faisant usage de la remarque [aite au
commencement de ce numéro, car il en résulte que les tangentes en
M(x, ¥, z) aux courbes du réseau tracé sur la surface moyenne par
les développables de G ont leurs foyers sur les tangentes aux lignes de
courbure des surfaces focales et, par conséquent, qu’elles forment des
congruences cycliques.

Décrivons maintenant la sphere S sur F,F, comme diametre; elle
touche ses enveloppes, obtenues en faisant varier successivement w« et
¢ seulement, suivant des cercles contenus dans les plans

- dx dy . N do
. S(X—x)5—+(Y~y)—.—+(L—~)5;;+p7)»,—t-—o,
(24) R
'(X—ﬂ + (Y — y)‘«- +(L—3)5 +p5t =o.

Ces cercles, passant par F, et F, respectivement et ayant pour axes
les tangentes en M aux courbes u = const. et ¢ = const., sont, par con-
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séquent, les cercles des systemes cycliques correspondant aux con-
gruences formées par ces tangentes.

Désignons par A la droite représentée par les équations (24) et qui
estlacordede contact de S avec son enveloppe quand les deux variables
w et ¢ varient.

La congruence primitive G qui découpe sur les surfaces focales
leurs lignes de courbure est en méme temps cyclique et de Ribaucour,
car les relations (r1) sont évidemment satisfaites quand on a

h=—k=—o.

On peut donc employer un théoreme que nous avons démontré au
sujet de ces congruences.

La corde de contact A de la sphere S décrite sur F,F, comme dia-
metre avec son enveloppe, passe par les points de contact des différents
plans qui contiennent les cercles ayant F, F, pour axe et décrivant des
systemes cycliques.

Les droites A forment d’ailleurs une congruence dont les dévelop-
pables correspondent 4 celles de la congruence primitive.

Il résulte aussi que les plans (24) sont les plans focaux de la droite
A, et que, par conséquent, les réseaux conjugues que la congruence des
droites A découpe sur ses surfaces focales sont de ceux qui interviennent
dans la déformation des surfaces et que M. Guichard a appelés cy-
cliques.

DEUXIEME PARTIE.

9. Considérons dans I'espace un systeme quelconque de coordon-
nées curvilignes

z = f(p1, p2s P3), Y =9(p1, P2s P3)s 5 =Y (p1y P2y Pa)
et formons 1’élément linéaire

(1) dx?+ dy*+ ds?= Zoty dp; dpy,
(¢ k=1, 2,3).
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Il est évident qu'on peut déterminer les coefficients 7, m, n du sys-

teme
020 0 9 . dp
(2) m-——hkbz +7nikd_p2 “l"’ZiI.'Z)_P;

(’.) /(:I,Q, 3)’

de maniere qu'il admette @z, y et s comme solutions particulieres.

Il est clair aussi que dans ce cas les /, m, n s’exprimeront a l'aide
des coefficients a;; de I’élément linéaire (1) et de leurs dérivées.

Les conditions d’intégrabilité du systeme (2) sont done en méme
temps les conditions nécessaires et suffisantes pour que le second
membre de (1) puisse représenter I'élément linéaire de I'espace.

Nous dirons que les coordonnées curvilignes (p,, g, p;) forment
un systéme triplement conjugué, si, dans le systeme correspondant (2),
on a

lyy=—=my,=n;s—=o.

Dans ce cas chaque surface de I'une des familles de surfaces qui
composent le systeme est coupée par les surfaces des deux autres fa-
milles suivant un réseau de courbes conjuguées.

On voit que cette propriété se traduit par des relations entre les coef-
Jicients de ’élément linéaire seulement.

Ces relations appartiennent & une classe d’'invariants des formes
différentielles que nous voulons définir sans insister.

Etant données les fonctions x,, ., ..., «,, des variables Pis Pas «oes
Pny ON &

(3) da} +dx} +. ..+ dzl, = oy dp;dpy,
(i hk=1,2,...,n).

Supposons que I’on fasse la transformation

(4) ]/i:fi(xhxza --~;xm)
(i=1,2,...,m),
on aura alors
(5) dy} +dy; +... +dys, = 2By dpidpy
' (&, k=1,2,...,n).

Désignons par F(«;) une fonction des coefficients oy et de leurs
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dérivées. Cette fonction sera un invariant de la forme différentielle qui
figure dans le second membre de (3) et pour la transformation (4) si

F(@,/L) - F(d[/i).

C'est ainsi que pour le cas m = r = 3 et pour la transformation li-
néaire, on a comme invariants tous les symboles de M. Christoffel

glﬂ relatifs & la forme (3). Dans ce cas les invariants caractérisent la

transformation, c’est-a-dire que si les formes (3) et (5) ont mémes
symboles de M. Christoffel la transformation (4) est linéaire.
Pour Ja transformation projective (m =n =23), on a les invariants

Lk . ~ Ny . . .
;l 2 % pour lesquels ¢ £ & =41 Cest I'évanouissement de ces invariants

qui exprime que les coordonnées curvilignes (p,, pa, py) forment un sys-
téme triplement conjuguc.

10. Nous nous attacherons surtout & I’étude des propriétés géomé-
triques des systemes triplement conjugués et d’autres systemes que
nous définirons dans la suite.

Nous supposons donc que z, y et s satisfont & un systeme d’¢qua-

tions de la forme
020 20 d9

—— = A5 A =—
()P[()Pk A ()P; A ()P/.

(i#k=1,2,3).
Les conditions d’intégrabilité exigent que I'on ait

I ()II;
A= i, Op:

et que les H satisfassent aux relations

J?H, 1 JoH, ol 1 JdH, o,
Opadps W, Jps Opa W, O Ops
(6) eH, 1 oH, JH, R ol %,
Opydpy  Hy dpy 0Oy H, do; 9ps
0*H, 1 JH, o, 1 OH, oH;

—_3 = Tt s, T2 ;
()PI()PQ ll; ()Pg dpl I'Ig ()pl ()P2
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a, v et = sont donc des solutions du systeme

09 _ 1 oM, 95 _ 1 JH, 99
do;dp; — H; or ?)E*H,; dp: Opr
(i hk=1,2,3).

—_
~1
~

Le systeme triplement conjugué est composé de trois familles de
surfaces : par chaque point de l'espace passe une surface de chaque
famille.

Soit MT; la tangente & la courbe d’intersection des surfaces
or = const. et p,= const. qui passent par le point M. La droite MT,
engendre, suivant que p,, p, ou p, est constant, trois congruences dif-
férentes.

11 y a pourtant sur cette droite trois foyers seulement, dont un est
le point M. Par conséquent, il y a aussi seulement trois plans focaux.

Nous considérerons spécialement la congruence qui correspond &
¢:= const., dont les foyers pour la droite MT, sont différents du
point M et que nous désignons par I';.

Déterminons par exemple les systemes triplement conjugués pour
lesquels les surfaces p, = const., p, = const. et p, = const. sont les
surfaces moyennes des congruences I';, I', et I';.

Comme les coordonnées des deux foyers de MT; et différents de
M(, y, z) sont

m——ﬂ— oz ) H, Jy i H): 05
"7 OMy; 9p. 7T oM. dp’ T oM. dp;
dp: i Op:
oM 0z W gy M s
TTOH, 9 T OH; 9p, ° T OH, 9p¢
Jp: Jpi dp:

(i hks£l=1,2,3),
olt 'on a supposé que «, y, = satisfaisaient au systeme (7), on doit
avoir

d _ Jd _ d .
gp—l(HzH;,)—-O, 'a;;(H;;I‘I‘)——O, %(Hl}lg)———o.

On peut donc poser
HH,=¢®, HH,=e®,  HH= ek,
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Ot
e}

R; désignant une fonction qui ne dépend pas de p;, et alors

III — eRg+R3—~R,’ Hﬂ____ en3+ﬂ,-R:’ Ha___ eRi+Re— Ry

En remplacant dans (6) les H par ces valeurs, on obtient

0*R, ()(Ra—R,) ()(R.,——R,)
dp,dpz dp, dps
2R, ()(Rl——R ) 0(R1—R=.)
dps dpy dps 0p,
0*R, __3()(R2 R;) d(R,—Ry)
dp, dps dp, Jpa

M. Darboux a rencontré dans ses recherches sur les systemes triples
orthogonaux composés de surfaces isothermiques (Sytémes orthogo-
nauwx, p. 230) un systeme d’équations plus général que le précédent.
En appliquant sa méthode pour I'intégrer & notre cas, on trouve

Ry= o, + oy — tlog(a,— a3),
Ro= o3+ o, — 1log(a;— a,),

3= %y oy — log (a, — ay),

%; et a; désignant des fonctions contenant la seule variable g,.
On tire de la les valeurs de H,, H, et H,

———-321 2 -—(l';
(a-,—— a))(a,— ay)’

= ot 3 rl,:-/}l“w"“

((11—~a,)(a,———a$)

1‘13 = e \/ al_ C(> E]
(ay— ay) (ay— a;)

et par conséquent le systeme correspondant (7), que nous supposerons
simplifié par un changement de variables, sera

3 0%0 “< 1 . 1 > 09 ( . 1 ) ]
dpadps ~ \ps—pr  pa—ps/ dp2 o—p2  pr—pa) dps
020 :< LR L)ﬁ_<-»i~+_.'._h->_()._g.,
Tdpsdor T \pi—pr  pi—pi/dps \p2—ps ps—pi) dps

3 J* ___< Lo, ! )ﬁgﬂ( o 71__H>09
\‘)P1‘)92~ pe—ps  pr—p2/ 0ps ps—p1  pi— P2/ dps
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Trois solutions particulieres «, y, = de ce systeme nous donneront
dans l'espace un systeme de coordonnées curvilignes jouissant des
propriétés imposées.

Remarquons que ce systeme d’équations admet la solution

1 L 1
0,=(p2—ps)’ (Pa—p1)* (P1—p2)’s
et qu’en posant
=0,
on obtiendra le systeme beaucoup plus simple

020 9 0Q L
(597_-()%) (i£h=1,2,3),

pour lequel on a immédiatement les solutions suivantes :

1
3

W

1
(pa—p1) *(pr—p2) %
P1-+ P2+ Py

9

(Pz“' Pa)

119

(a+p) *(a+ps) ::’(a‘i"P:z)—',

@ne

a étant une constante quelconque.

11. Revenons au systeme triplement conjugué général. Nous avons
en chaque point M de I’espace un triedre formé par les tangentes MT,,
MT,, MT, aux courbes suivant lesquelles p,, p,, p, varie seul.

En considérant la configuration géométrique déduite par dualité
d’un systeme triplement conjugué, nous sommes amené a désigner ce
dernier sous le nom de réseau-triedre, en réservant la dénomination
de réseau-triangle A la figure corrélative.

Cela étant, prenons une des arétes MT, du triedre des tangentes
au point M. Nous avons vu que cette droite forme trois congruences
différentes suivant que p,, p, ou p, reste constant, et que nous avons
en dehors du point M deux autres foyers F, et F,. Il est facile de voir
que les points F, et F; déerivent comme M des réseaux-triedres.

Le passage du réseau (M) au réseau (F,) ou (F}) est la généralisa-
tion de la transformation de Laplace relative aux réseaux conjugués
tracés sur une surface.
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Nous étudierons, d’apres M. Darboux, deux autres transformations
des réseaux-triedres; ces transformations coincident, dans le cas des
systemes triples orthogonaux, avec la transformation de Combescure.

Menons par Porigine les droites O¢,, O¢,, O, paralleles aux arétes
du triedre MT, T, T, d’un réseau en un point M. Nous dirons que le
triedre O¢,¢,¢, est la représentation sphérigue du triedre MT,T,T,, et
que 'ensemble des triedres O¢,z,¢, constitue la représentation sphe-
rique du réseauw donné.

La premicre généralisation de la transformation de Combescure
consiste dans la recherche des réseaux-tricdres ayant la méme repré-
sentation sphérique qu’un réseau-triedre donné.

Les triedres MT,T,T, et M'T|T,T, aux points correspondants
M(x, y, z) et M (2, ', 2") de deux de ces réseaux ont leurs arétes
paralleles, ¢’est-a-dive que 'on a

A dr 9 9z 93,

\ dey U opy] 0z dpy dey 7 0py’

ox ox' dy av! )z EL

S / S = — e ey —— IIZ I —
(%) Yoy m dp2 ’ 0ps m Jp» Jp. m Jdp,’
[0 _,or  ov oy s 0m

\ ()P:z - ’)P:: ’ ()F':s - ()9:17 ‘}Pu - ().03

Ces équations montrent que, réciproquement, dewx systémes de
coordonnées curvilignes, pour lesquels tl y a une telle correspondance, sont
des systémes triplement conjugues.

Supposons que x, y, = satisfassent au systeme (7) et que z’, y’, =
soient des solutions d’un systéme semblable, avec des H accentués.

La premitre équation du systeme (8), différentiée par rapport a g,,
nous donne alors

1 OH, o 1 O, ox <‘1 i (_)_zi L oL, ().'1;’> Jdl oz’
H, dp. dp, H, dp, Jp2

I, 0p. opy TN O g + 0p g

d’oh
LA LR S0) VRN T
H, op, — U 0Jp, L Op2
o M 1 MY
H, de, = " H, Jdps
Ann.de U’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — AvriL 1899. 21
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En considérant les équations analogues & la premiere de ces deux
équations et déduites de (8), et en remarquant que H; et H; ne sont
déterminées qu’'a un facteur pres, qui est fonction de p;seulement, on
voit qu’on peut prendre

et, en général,

10U, 1 oH; e ey o
(9) I_]TZT)E-_H:?E— (i£2k=1,2,3).

Si donce le réseau-triedre décrit par («, y, 5) est donné, H,, H,, H,
seront connus et les équations précédentes intégrées nous donneront
H,, H,, H}; ensuite de

or _ Moz 0w _Wor  oa W or
opy I, 9p, dpa 10, dpy’ dp, M, dp,’

on aura &' par des quadratures, les conditions d’'intégrabilité étant
satisfaites. On aura de la méme maniere y’ et z'.

La solution générale du systeme (g9) dépend de trois fonctions
arbitraires d’une variable.

12. Ribaucour a montré (Dirsouvx, Theorie des Surfaces, Vol. Il,
p- 323) que, si un point w (&, 7, {) déerit une surface sur laquelle les
courbes u = const., v = const. tracent un réseau conjugué, c’est-
a-dire que %, v, { satisfont & une équation de Laplace

0%0 06 9
Juos =L ou T Qg

et si, en outre, £ +n? 4+ {* — 2 est aussi une solution de cette équa-
tion, la corde de contact de la sphere décrite du point . comme centre
avec p pour rayon, avec son enveloppe, forme une congruence dont
les développables correspondent aux courbes du réseau considéré.
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Cela étant, supposons que le point M(z, y, ) décrive un réseau-
triedre, que, par conséquent, x, y, = satisfassent au systeme de La-
place (7), et supposons de plus que 2* + y* + z*— R* soit aussi une
solution du méme systeme. En prenant alors 'enveloppe de la sphere
de centre M et de rayon R quand g,, g,-0u p, reste constant, on aura
pour chaque point M trois cordes de contact qui se rencontrent en un
point M. Le théoreme de Ribaucour suffit pour démontrer que M’
décrit ausst un systéme triplement conjugue.

Posons
20 = x4 ¥y 4 32— R

le point M’ (', y,z") sera défini par les équations

,LJQ_L_'_ /_(lz «_/L)_:;_()'ﬂ
‘ ()P] Y ()Pl ” ()Pl - ()P1’

(1o 2 9% a0 95w
19) dp2 dpy T dpy dp,’
ox dy Js do

ol 20 LT :’___.—_—-_._-—.

* dpsy J Jpy - dps — dps

Remarquons que, de ce systeme et du fait que 2, y, = et © satis-
font au systeme (7), il résulte

dz' dz dy' dy | I3 Js

Opi O dpi dpr ' Jpr dpr
(i k=1,2,3),

ce qui signific que le tricdre M'T, T, T, des tangentes relatif & M” est
supplémentaire de celui qui correspond a4 M. Par conséquent, si I'on
prenait dans le systéme (10) une autre solution o' de (7) au lieu
de @, on obtiendrait un point M’ et le triedre correspondant M"T; T, T;
aurait ses arétes paralleles & celles du triedre M'T, T, T',. Nous avons
ainsi, d’apres une remarque faite au numéro précédent, une nouvelle
démonstration du fait que M’ déerit un systeme triplement conjugué.

Nous appellerons la transformation que nous venons de définir
transformation supplémentaire, et nous voyons que toute solution du
systeme de Laplace (7) nous donne un réseau-triedre supplémentaire
du réseau donné.

Nous compléterons, dans la suite, I’étude de cette transformation.
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13. Considérons le plan

(r1) uX +¢Y+wZ+p=o,

dont les coefficients «, ¢, & et p sont des fonctions satisfaisant an
systeme de Laplace

20 _ .99 .9
()Pi ()P/r — Ik()O,' 23 dID/ ik

(i#k=1,2,3).

(12)

Ce plan touchera ses enveloppes obtenues en faisant p, = const.,
o, = const., g, = const., respectivement aux points M,, M, et M,.

L'ensemble des triangles M,M,M, forme un réseau-triangle : ¢’est la
figure corrélative d’un réseau-triedre.

On voit également que, pour ;= consL., le point M; déerit une sur-
face sur laquelle les courbes py= const. et g, = const. tracent un
réseau conjugué, les tangentes en M, & ces courbes sont M; M, et M;M,.

Il est manifeste qu'on peut définir directement les sommets
M (2, y:, =) par des relations de la forme
(13) % =oyp{Xi— 2p), %gf = i (yi—)n)s Qﬂ = % (Si—5s)

(i#£k=1,02,3),

d’olt 'on peut déduire aisément que les sommets M,, My, M, du triangle
décrivent des réseaux-triédres.
Les conditions d’intégrabilité exigent que les o soient de la forme
1 ()/l,

Lip=—— 3~

hi dpi’

et que les % satisfassent aux relations

D*hy 1 Oy Ohy | 1 Qhy Ohy
Op20ps s dps dps " g Op Opy
0?hy 1 Qhy Oh, 1 dhy 0Ny
dpsdp1 s dp, ’(5;—“*-7; oy dpi”
0*hy 1 Ohy Ohy 1 Ohy, Ohy
0p10ps i g Opy | Fa Op, Opy

On peut remarquer que, pour p,= const., le coté M;M; du triangle
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M,M,M, décrit une congruence dont les foyers sont M;et M;; le méme
coté engendre d’ailleurs, lorsque p; = const., une congruence dont les
foyers sont M, et un autre point N,;; enfin M; et N, sont les foyers de la
congruence obtenue en faisant g, = const.

On peut se proposer ict un probleme analogue & un probleme que
nous avons résolu pour les systemes triplement conjugués : déter-
miner les réseaux-triangles tels que les points N, se trouvent aux mi-
lieux des cotés M;M;. Un calcul simple nous conduit aux équations

J J o J o
(7(7;(/12/13) ==o, Jp:(/t;,/z,)_<), ﬁ(/lllzz)__o.

Ce sont done les mémes équations qui nous ont servi au n® 10 &
résoudre le probleme auquel nous venons de faire allusion.

On aura, par conséquent, les %3 les équations (13) nous donneront
ensuite les sommets du triangle.

14. Si dans I’équation (r1) on prenait au liea de p une autre so-.
lution p' du systeme (12), on obtiendrait un réseau-triangle dont
chaque triangle M, M, M| aurait ses colés paralleles 4 ceux du triangle
correspondant M, M, M, du premier résecau.

Nous désignerons les réseaux ainsi obtenus sous le nom de réseaua-
triangles paralleles.

Les sommets correspondants M;(x;, y;,5;) et M (), v;, z;) des
triangles M, M,M, ¢t M, M, M) appartenant & deux résecaux-triangles
paralleles décrivent des systemes (riplement conjugués ayant la méme
représentation sphérique. En effet, on a

wp— = (&) — 2.),
ap— =k x; —27),
par conséquent

dx; 4 0x;

a;i -~ »—(7(75-- = pin (xi— xp) = py(xi— ),
14

qui ne peuvent avoir lieu que si

il == [Lii== 03
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done
dzs _y 921
dop, — dpi
et de la méme maniere
oy 0u_; 0%
dp; dp; op; do;

ce qui démontre la proposition.

15. Il est utile ’introduire maintenant un troisieme élément géomé-
trique : la congruence Lriple.

Nous disons qu’une droite dépendant de trois parametres (o, 2, 93)
décrit une congruence triple, si pour p;= const. la droite forme une
congruence dont les développables s’obtiennent en faisant p, = const.
et o;= const., ce qui revient a dire que la surface réglée décrite par
la droite quand g, varie seul est développable. '

Il résulte de la que la droite a trois foyers qui décrivent des réseaux-
triedres, et trois plans focaux qui nous donnent des réseaux-triangles :
ce sont les resequx focaux.

Il est aisé de voir que la recherche des congruences triples dont les
droites sont paralleles & celles d’une congruence triple donnée, revient
4 la recherche des réseaux-triedres ayant méme représentation sphé-
rique qu'un réseau-triedre focal, ou a celle des réseaux-triangles pa-
ralleles & un réseau-triangle focal de la congruence.

16. Nous nous proposons d’étudier les relations de situation qui
existent entre les éléments que nous avons introduits.

Etant donné un réseau-triedre quelconque déerit par le point
M(z,y, ), on peut toujours trouver sur les arétes MT,, MT,, MT, (en
gardant les notations que nous avons employées jusqu’ici) trois points
M,, M,, M, dont ’ensemble forme un réseau-triangle.

On les obtient en posant pour M; (2, y: =)

rmp— 2 92 9 dy 9 9
TET90 9 VTV T8 0 T 08 Opr
dp: Op; dp:

0 étant une solution quelconque du systeme de Laplace auquel satis-
font , y et s.
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Nous dirons que le réseau-triedre (M) et le réseau-triangle (M, M. M,)
sont appuyés 'un sur autre.

La méthode précédente qui résulte des recherches de M. Darboux
surlesréseaux conjugués d’une surface donne zous les réseaux-triangles
appuyés sur un réseau-triedre donné.

Il s’agit maintenant de trouver tous les réseaux-triedres s’appuyant
sur un réseau-triangle donné.

Faisons d’abord la remarque suivante. La solution 0 que nous avons
considérée plus haut nous a donné un réseau-triangle. Il est clair
qu’on en obtiendra o' autres en prenant 6 -+ const. au lieu de 0, et
que tous les réscaux-triangles ainsi obtenus sont paralleles entre eux.
Prenons-en deux (M, M.M;) et (M, M,M)); les points correspondants
M, et M), décrivent, d’apres une remarque que nous avons faite, des
systemes triplement conjugués ayant méme représentation sphérique.

Cela posé, considérons un réseau-triangle quelconque (M, M,M,) et
cherchons les réseaux-tricdres s’appuyant sur lui. A cet effet, on pren-
dra un réseau-triedre (M) ) ayant la méme représentation sphérique
que le réscau décrit par le point M,. Le plan tangent en M, & la sur-
face p, == const. enveloppera un réseau-triangle (M, M,M}) parallele &
(M, M,M,). Les triangles MM, M, et M|, M, M ayant leurs cotés paral-
leles, les droites M, M, M,M/,, M, M| concourent au méme point N,.

Le point N, déerit un réseau-triedre appuyé sur (M, M,M;). En effet,
lorsque p, = const. les droites paralleles M, M, et M, M décrivent des
congruences dont les développables se correspondent; donc, d’apres
un théoreme connu (Darpoux, 7'%coric des surfaces, Vol. 1V, p. 108),
le point N, se trouve sur une surface sur laquelle & ces développables
correspondent les courbes d’un systeme conjugué, et les tangentes en
N, 4 ces dernieres courbes sont N, M, M, et N,M,M,. On démontrera
de la méme manitre que les couples de droites (N,M,;, N, M,) et
(N,M,,N,M,) sont conjuguéssur les surfaces g, = const. et p, = const.
N, décrit donc bien un réseau-tricdre appuyé sur M, M,M,.

La remarque faite plus haut montre de plus qu’on les obtient tous
ainsi.

On peut présenter le résultat précédent sous une autre forme. Sup-
posons que le point M décrive un réseau-triedre dont MT, T, T, soit le
triedre attaché au point M. Soit M’ un point qui décrit un réseau ayant
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méme représentation sphérique que (M). Il est manifeste que la
droite MM’ engendre une congruence triple, dont les développables
correspondent & celles des congruences formées par les tangentes MT;,
et dont les plans focaux passent par MT,, MT, et MT,.

Il résulte alors de ce qui précede que les réseaux-tricdres focaux de
(MM) s’ appuient sur les réseaux-triangles déduits des plans tangents en
M aux trois surfaces quiy passent.

Considérons maintenant une congruence triple quelconque engen-
deée par une droite MP issue de M. Nous nous proposons de démontrer
qu'tl existe alors sur MP un point N’ décrivant un réseau-triedre ayant
méme representation sphérique que (M).

Pour cela il suffira évidemment de démontrer que I'un des réscaux-
triedres focaux de (MP) est appuyé sur un des réseaux-triangles dé-
daits des plans tangents en M aux surfaces p, = const., p, = const.,
o; = const., car alors nous savons que le réseau-triedre s’appuiera
sur oo' réseaux-triangles paralleles : les sommets des triangles corres-
pondants situés sur MP nous donneront des réscaux-triedres ayant la
méme représentation sphérique que le réseau (M).

Prenons le foyer P, de MP qui, pour g, variant seul, déerit une
courbe tangente 4 MP, et considérons en méme temps le plan tangent
en M a la surface p, == const. Ce plan tangent enveloppe un réscau-
triangle décrit par le triangle Mm,m,, les sommets m, et m, étant si-
tués respectivement sur MT, et MT,. Nous voulons démontrer que P,
décrit un réseau-triedre appuyé sar (Mm,m,).

En effet, remarquons d'abord que la tangente en P, 4 la courbe
suivant laquelle ¢, varie seul est contenue dans le plan des droites MP
et MT,; elle coupe alors MT, en un point 72;. 1l s’agit de prouver que
m,, et m, coincident. .

Supposons que p, varie seul. On sait qu’alors tout point de P, m),
décrit une courbe dont la tangente est contenue dans le plan MP, m);
de méme tout point de MT, décrit une courbe dont la tangente est si-
tuée dans le plan des droites MT, et MT,. Le point nz, décrira, par con-
séquent, une courbe tangente & MT,; il coincide donc avec m,.

On montrera de la méme facon que P,m, estla tangente en P, a la
courbe pour laquelle p, est seul variable. Ce qui démontre complete-
ment la proposition.
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17. Considérons toujours la droite MP qui forme une congruence
triple. Nous venons de voir qu’il y a sur cette droite des points décri-
vant des systemes triplement conjugués ayant la méme représentation
sphérique que le réseau (M). :

En dehors de ces points-la, il y en a évidemment d’autres qui dé-
crivent des réseaux-triedres, les développables des congruences for-
mées par leurs tangentes correspondant toujours & celles de la con-
gruence triple. On les obtient & I'aide de solutions du systeme de
Laplace relatif & un des réscaux-triedres focaux de (MP).

Soit (N) un de ces réseaux. Il est manifeste que la tangente en N &
la courbe obtenue en faisant varier p; seulement rencontre MT; ¢n
un certain point y;, et que I'ensemble des triangles ., w, v, forme un
résecau-triangle appuyé sur les deux réseaux (M) et (N).

On peut trouver de cette maniere. des relations entre deux sorles
d’opérations analytiques dillérentes.

En effet, pour obtenir le réseau (N) on peut d’abord chercher la con-
gruence triple, opération qui demande la connaissance d’une solution
particuliere du systeme de Laplace relatif & (M); ensuite pour avoir Nl
nous faudra une solution du systeme de Laplace relatif & un des foyers
de MP, ou chercher d’abord le réseau-triangle ., ., 115, ce qui exige
aussi une solution du systeme relatif & (M); ensuite N sera un foyer
d’une congruence triple engendrée par une droite qui passe par j,, [+,
ou p.,. Cette derniere congruence s’obtiendra par une solution du
systeme de Laplace relatif & un des points ..

18. Soient (M) et (M") deux systemes triplement conjugués ayant
la méme représentation sphérique. On aura alors, pour les points
correspondants M(«, y, 5) et M'(«/, ¥/, 57), des relations de la forme

dz' _ dx dy _, 9y 95" __, Js .
Op: T Yops op:  lop; dp["—llt)p,- (£=1,2,3).
Considérons maintenant un réscau-triangle (M, M, M,)appuyé sur (M)
et déduit a ’aide de la solution 0 du systeme de Laplace, auquel satis-
font 2, y et z. 1l est clair d’abord que la fonction 0", déterminée par

w0 w0 o
dPx - l()Pt’ (){32 - 2(){)2’ ()P:; - 3(){13’
Ann. de UEc. Normale, 3° Série. Tome XVI. — Mar 18gg. 22
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sera une solution du systeme de Laplace relatif & (M), ensuite que le
réseau-triangle obtenu de (M), & I'aide de cette solution 07, sera paral-
lele au réseau (M, M,M,); donc :

A tout réseau-triangle appuyé sur un réseau-tricdre donné correspond
un réseau-triangle parallele appuyé sur un reseau-triédre ayant méme
représentation sphérique que le premier.

Soient (M) un systeme triplement conjugué et MP une droite qui
passe en M et qui forme une congruence triple dont les développables
correspondent i celles des congruences formées par les arétes MT,,
MT,, MT, du triedre des tangentes en M.

Soient maintenant (M") un réseau-triedre ayant la méme représen-
tation sphérique que (M) et M'P" une parallele & la droite MP.

Faisons varier p; seulement, les points M et M’ décriront des courbes
ayant les tangentes aux points correspondants paralleles, et comme MP
décrit une surface développable, il en sera de méme de la surface
décrite par M'P’. La drowite M'P’ forme donc ausst une congruence triple
dont les développables correspondent a celles de MP.

Nous pouvons tirer de ce résultal une autre conclusion. Prenons
deux réseaux-triangles paralleles (M, M,M,) ct (M|, M, M) et soit (M)
un réseau-triedre appuyé sur (M,M,M,), il existe un résean (M)
s’appuyant sur (M, M, M,) et ayant la méme représentation sphérique
que (M). En effet, la droite MM, par exemple décrit une congruence
triple dont (M) est un des réscaux focaux, la droite paralléle MM’
a M,M formera une congruence triple, et un de ses réseaux-triddres
focaux (M")aura, d’une part, la méme représentation sphérique que (M)
et sera, d’autre part, appuyé sur (M, M, M,).

19. Etant donné un réseau-triangle (M, M,M,), cherchons parmi les
droites perpendiculaires au plan du triangle MM, M, cclles qui for-
ment des congruences triples dont les développables correspondent i
celles des congrucences des cotés M;My.

Il est clair que, si Pon prend un réseau supplémentaire (\I ) de
celui que décrit le sommet M, par exemple, la tangente au point cor-
respondant M a la courbe suivant laquelle p, varie seul nous donne
une congruence triple qui répond 4 la question. On les obtient toutes
ainsi.
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Prenons en cffet une droite qui forme une telle congruence triple,
et soit F, le foyer qui, pour p,=const. ¢t p, = const., déerit une
courbe tangente & la droite. Si l'on désigne par @, y,, 3, et 2/, v, 5/
les coordonnées des points M, et F,, on aura

0x, dx, 0y, dy , 0% 0s,

Opr Op2 " 0py Opa T 0py D

(,)_r/l dx, Ay 9y, - 03y ds

— A A - 0,
dp, dpy  0py dpy  OJpy Jpy

d’olt résulte, en différentiant ct en tenant compte que a,, y,, 5, el
x,, y,, =, satisfont & des systemes de Laplace de la forme (7)

ox'| dx, oy, Ire 03 d3,

i Opx  Opr dpx ' Opi Opx ©

(i h=1,2,3)

ce qui démontre que le réseau focal (F,) et le réseau M, sont supplé-
mentaires.

20. Considérons deux congruences triples dont les développables
se correspondent et dont les droites correspondantes sont paralleles,
et soient ¥y, F,, Fy et ), F,, F; les foyers de deux droites correspon-
dantes, F; et F; désignant les foyers qui, pour p; variant seul, décrivent
des courbes tangentes aux rayons des congruences.

Le triangle formé par les drovtes ¥, ¥', F,¥,, ¥, F, engendre un reseau-
triangle. Pour le démontrer, il suftit d’appliquer un théoreme de M. Dar-
boux aux trois couples de congrauences ayant la méme représentation
sphévique pour leurs développables et contenues dans les deux con-
gruences triples considérées.

21. Revenons maintenant & la transformation supplémentairve de
M. Darboux.

Considérons un systeme triplement conjugué décrit par le point
M(z, y, 5), @, y et 5 satisfaisant & un systeme d’équations de Laplace
(L) de la forme (7).

A chaque solution 0 de (L) on peut faire correspondre un réseau-
triangle appuyé sur le réseau (M), dont les sommets sont définis par

0 Ox 0 oy 0 dJs
15‘5};1’ }’zz}’——g—i‘(—)‘r’—[’ 7 9
dp; Jdp; dpi

(14) xj=x— (i=1,2,3),
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et un réseau-triedre supplémentaire décrit par le point M'(x', v, )

et défini par les équations

Z"_(_)_‘_i_*_,y’ﬂ:.}_-’__i—ﬂ
B R R
Jdx dy 3 el
Iyl e =,
% l)Pz + ¥ ‘)P? - ()P' ()Pz
, 0z ,y 05 99
0 Y dos B dos — 0py

Nous voulons chercher les relations qui

existent entre les deux

réseaux.

Soit (L) le systeme de Laplace relatif au réseau-triedre (M).
Comme le réseau (M) se déduit de (M) par une transformation sup-
plémentaire, on a

.'Z?-{)-—vil —I—_ygl/—l-zgil-: ~()—0,,
0py dp, dpy — Jdpy
0x! dy' 93" oY
dps s Ops
RERY

5 = )
doy — Jpy

&
00,

-I"i)i.', + QL’

(' ¢tant une solution convenable de (L').
Des deux derniers systemes d’équations, il résulte Ta relation sui-
vante.
(15) ax' +yy' + 23’ =0-+10.
Cela étant établi, considérons le plan
X +Yy+Zs=19,
il est aisé de voir qu'il enveloppe un réscau-triangle appuyé sar (M').
De méme, si 'on considere fe plan
X'+ Yy + L' =10,
on obtient un réseau-triangle appuyé sur (M). Ce dernier réseau-
triangle coincide avec celui qui résulte des formules (14). En effet, on
a identiquement
v 6 dx ey 6 oy e O 0z
99 g ) YT 00 g ) TF 90 Jp;
dpi . Jzi p;

=0 ({=1,2,3).
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TROISIEME PARTIE.

22. Nous désignerons par Q, un systeme triplement conjugué
lorsque, «, y, = étant des solutions du systeme

_0%6 1 ol 09 1 JH, 96
Do; 0o~ My dpy dp; My o dpy

(1) ({52 h=1,2,3),
on a p autres solutions R,, R, ..., R, telles que

2

2yt 2 RE - R —. . —R2;

soit aussi une solution de (1), ou, ce qui revient au méme, telles que
"'on ait

(2) dr dr l- dy dy n Js ds _ IRy IRy IR, _(Zﬁ

or den " 9z opn T e 0pn = 0pr dex T s I

- (t#k=1,2,3),
Il convient de remarquer que z, y, =, Ry, ..., R, étant des solu-

tions de (1), il suffit en général que @*+y*+ z* — R} — ... — R,

satisfasse & deux des équations du méme systeme pour qu’elle salis-

fasse d’clle-méme la troisicme. Supposons en effet

IR, OR,

0z 0x | dy 0y | 0z 05 _ J, IR,

2' . PR - - — — T v e

(3) dpy 0py  Jzy dpa  dpy dpy oy Ops + dpr dp

4 Jdr dr  dy Jdy “+ 9z 95 — IR, IR, . IR, ‘_)_l.{!.{,
dpy dps Doy Jpy dpy dpy dpy Doy dpy dps

et démontrons que 'on a aussi

- dx dx Jdy dy ds Jdz IR, IR, IR, IR,

%) Do O " Opa Do Opa Opx Opa Ops ' O Op

Pour cela, différentions (3) par rapport & p,, et (4) par rapporta p.;
on Lrouvera

SRULE A Y _on,,()_m‘):

H, 0py \0Dpa dps  dpy Dz 0py dpy dpa dpy 7 dpa Jps ’
o OM(andn oy o 0 0x M il oy,
I, 0py \ s 9ps  Opy dps  Ops dps Opy dpy ~° 0pa Opa )™
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Par conséquent, dans le cas général, I'équation (5) sera satisfaite
d’elle-méme, sauf dans le cas ol

oM _ o, _
()Pl - ()101 -

mais alors deux des équations (1) se réduisent a
09 _ 1 oWy 99
()Pl ()Pl - ‘[1 ()Pg ()Pi’
J*0 1 OH, 99

dp1 dps L oy dp)’

done
Jdx dy Js
‘(E—l.._(lHl, (E—.])[L, 5‘:):*6[[1,
OR, -
-()—‘D_;—allll L=1,2, .00, P,

a, b, ¢, oy, ..., =, étant des fonctions de la seule variable p,, et les
équations (3) et (4) nous donnent

axr +by+cs=o, Rj+... 4+, R,-+3

B ¢tant aussi une fonction de p,.
En appliquant cette remarque au cas ol

R=Ri=...=R,=o,
on déduit que :

Les surfaces de deux familles d’un systéme triplement conjugué ne
peusent pas se couper sutvant les trajectoires orthogonales des surfaces de
la troisiéme famille sans former un systéme triple orthogonal, sauf dans
le cas ou la troisieme famille est composce de surfaces moulures génerales.

23. Nous nous occuperons spécialement des systemes triplement
conjugués Q,. Nous supposerons donc pour le réscau-triedre (M) dé-
crit par le point M(, ¥, z) que @, y, 5, Ret @* + y* + 52 — R* satis-
font au systeme (7). _

I1 est facile de voir que tout réscau-triedre, ayant la méme représen-
tation sphérique qu'un réseau Q,, est lui aussi un réseau Q,. En effet,
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nous savons que, si ’on a un systéme de solutions pour

1 JHE 1 JHy
0, 9o, — 1, dp;’
les formules
ox' _ H ox Jy' Moy PR (AP

Jer — W0z dpi T W0 dpe T g

(i=1,2,3)

détermineront un réseau ayant la méme représentation sphérique que
(M). Définissons R” par
IR’ Hj IR

. o
. T e (=2 1,2,0)3
Jdpi n; dp; ( 2 9);3

DY

il est manifeste que R et 2’ + y* + z'* — R’? satisferont au méme sys-
teme de Laplace que «/, v/, &/, car

dr' O’ dy" dy! dz; Jd35' IR’ gl{_'

dpi o Opi dpr dpr Opx 0p: o
ll;llk.(d.r: de.  dy dy | ds Jds IR IR
=, \ )

dpi Opr - dp: Oup K dp: dpr Dp ey
(6 b1, 2, 3).

24. Les réseaux-tricdres supplémentaires de (M) sont eux ausst des re-
seaux Q. — Comme tous les réscaux supplémentaires d’un résecau-
tricdre donné ont la méme représentation sphérique, il sulfit de dé-
mon(rer que cela a lieu pour un réseaun particulier.

Nous considérons le réseau supplémentaire correspondanta la solu-
tion 4 (2% -+ y*+ 22 — R?), ¢’est-a-dire que nous posons

e dy 05 Jdw dy  _0s JR
C'E ) ';)l;,- - "’Jp—f = do; y()p,— i do; R()p,-

({=1,2,3).

Réciproquement, le réscau (M) se déduira du réseau (p.) décrit par
le point (%, 1, {) par les formules

¢ dn 0 .0t dn 95 o dI{y
N4 ()—P; y .()é; = (T—P[ =¢ WO[ 1 (j:(;[ - :()Pi "1 ()'O,

(e=1,2,3),
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52 4+ 0®+ (*—R? étant une solution du systeme (L,) auquel satisfont
7/ 4,
Z,netl.

On déduit des équations précédentes

(&= EF+ (7 =)'+ (3 — D= R+ B2,

et il reste & démontrer que R, satisfait aussi au systeme (L,).
Pour cela, remarquons d’abord que 'on a

r_ R odr NOx /R dy Ny
( IR 9p; ‘->()p,,. Y7 9R 90, ”) dos

doi : dos
_ R Js \ Os
+(- —"—Q—E (){3_7.- —§>5{)—/, = 0,
dp;

¢b comme
Jdc dx dn Jdy JdZ 03

Doi Do 0t Opr Oz dpi
(i#hk=1,23),
on conclut que
( )"__.E._Q.‘ﬁ———"’.'_;..ii_ _l_)l(.)lm-f-}.«)()_n
| T
(6) , dp; dp;
-_E__(.)_i———"gr_).()_:.
' TTOR 9 7 Mopd
’(To[,

ce qui signifie que le réseau-triangle appuyé sur (M) et déduit i aide
de la solution R est aussi appuyé sur le réscau (p.). Il résulte de i
que

R Z . o

/.,-::-—(—6‘1» ({=1,2,3),
dp;

o

G, étant une solution du systeme (L,). Or, en multipliant les deux
membres de chacune des équations (6) respectivement par xr —Z,
y—r1,z—1{, ontire
R,
— o
dp:

7A,"‘:

R, est donc bien une solution de (L,).
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25. On peut étendre les considérations précédentesi un systeme de
n(n—r)

équations de Laplace de la forme

__(Zi.{j_.—'a..d_g__}_a..g_e_..*_l)‘e ([ Zf—=1,2 ¥
()Pidﬁl.'_ z/.-()p[ ki or ik AN =152, ..., 0).

Supposons, en effet, qu’un tel systeme admette n + 3 solutions liées
par une relation quadratique. Il s’agit d’en déduire d’autres systemes
avant la méme propriété.

Remarquons d’abord qu’en utilisant une solution convenable on
peut rendre b, = o et dire que le systeme ainsi réduit

(L) _d*0 p 29 ‘o a0
L 02: 0o " o, K oen
admet les solutions x,, x,, ..., 2, Ret 2} -+ x) +...+ 2, — R%

Une transformation évidente est celle qui consiste i poser

g;/—,i:!/‘g;,l’ %%:‘:: 7,[3:7 (L h=1,92,...,n),
ol les A, sont des fonctions qui rendent les équations précédentes
compatibles. On voit aisément qu’alors y,, y., ..., y,, R, et
Vi yi-...+ y: — R} sont des solutions d’un méme systeme réduit
de Laplace.
[1'y a une autre transformation plus intéressante et qui correspond
a la transformation supplémentaire des systemes triplement conjugués.
Définissons =, z,, ..., 5, par les équations

duy L e, day e diry o IR
e

) TR T

(E==1,9, ..., n),

l){),‘

et R par
(8) (51— 2y )= (5y— )2 = (Gp— 2, )2 = R+ R2.
Nous voulons montrer que z,, 53, ..., 5, R €t 57 +... 45, — R?

satisfont & un méme systeme de Laplace de la forme (L).
Ann. de UFe. Normale. 3¢ Série, Tome X VI. — Mar 18gg. 23
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Tout d’abord les équations (7) nous donnent

ds, 0, d3, 0, N -0z, 0z, — (i k=12, ..., 1),

O om0 O T Ops Ok

d’ou il résulte que =, =, ..., 5, satisfont & un systeme (L’).de méme
forme que L. D’autre part, on a de (8)

03, 05, 0l
-:*.--‘i—.-,,—(—).—o—[- R ();’Ji’

. 03, - d3, | o 03,
. l_'.“‘ o 2'—_' T e e e T . _— ~'1 _
do; do; " do; do;

d’ou 'on déduit immédiatement que =} + =5 +...+ =z, — R’* satisfait
au systeme (L). 1l nous reste a faire voir que R’ est aussi une solution

du méme systeme.
Pour cela nous remarquons que I’on a

r—~~——£—(2‘—r—‘- {)_1_,+ Y R dz,\ dr,
(" o R op,.) R O W A KT

(i£hk=1,2,...,n),

et en comparant avec les équations (g) on tire

(10) .r,——zl———]'—{—(&:m‘-f)jly BN Xy Fy— i gﬁ::m'gi’i
E)_E ()p[ OIO,‘ . g_l_i ()Pi '()p;
()p[ ().01‘
(i=1,2,...,n).

Multiplions les deux membres de chaque équation (10) respective-
ment parx, — 5, ..., ¥, — 5, et ajoutons; on trouve, en tenant compte
des autres équations,

M= — —-»!E,—-,
! JR’
0p;
et alors les équations
o B de R 93 o R 9z R 93,
Ay _()_li ()"i — ~] gﬁ_’ dP1‘7 crey n ()R ()PI — ~n "JRT"(}F;;
dpi doi dp; dpi

nous montrent que R’ est une solution de (L").
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D’une maniere plus générale, si 'on détermine £, &

équations

ar «vor &y par les

. dr . O, dx, a9
4 _

O TR TR 0 T 0

(i=1,2,...,n)

0 étant une solution quelconque de (L), on aura évidemment des relu-
tions de la forme
()E,‘ ():-,'

IS g ({,h=1,2,...,n),

Opk dpk
et en déterminant R, par

OR, _ OR

—d—p;wy./_.()—;; (hk==1,2,...,n),

JWY

00 5ar oo B Ry et B2 E2 - - B2 — R? seront des solutions d’un
méme systeme de Laplace de la forme (L).

26. Ktant donc donné un réseau-triedre Q, décrit par le point
M(ax, y,5), nous avons vu que les formules

9 ()J; “ .()'L - Js P J;.()_E _Jr_l)/(_)'}.,. - 03 ()R

*0p Mo T 0m T 0 Y 0 T 0 T 0w
(2 — &2+ (y —n)+(s—L) =R+ R?

+

nous donnent un autre réseau Q, décrit par [J.(E,-q,‘C,), et que les
triangles dont les sommets M;(x;, y;, z;) sont définis par

T A — ...‘!L. .{).I: —_— ____HAI_. _{)_"E.
dpi dP[

et des formules analogues pour y; et z,, forment un réseau-triangle qui
s’appuie sur les deux réseaux (M) et (p-).
Remarquons maintenant que I’on a

(2 — &) (2= 1) 4+ (¥ — 0) (yi— i) + (3 = £) (50— 34) = 03

la droite M. est donc perpendiculaire au plan du triangle M, M, M,, et
comme, en vertu de la transformation supplémentaire M; . est perpen-
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diculaire au plan des droites MM, et MM,, la droite Mw est I'intersec-
tion des plans menés par chaque aréte du triedre formé par les droites
MM,, MM, et MM,, perpendiculairement a la face opposée, nous I'ap-
pellerons la Lauteur du triédre.

Il résulte donc que pour le réseau (M) les réseaux-triangles appuyés
déduits par la méthode de M. Darboux 4 'aide des solutions R + const.
sont paralleles et leurs plans sont perpendiculaires sur la hauteur du
triedre des tangentes relatif a M.

Considérons de plus pres le réseau-triangle (M, M,M,). On pourrait
démontrer directement que le coté M;M, forme pour g,= const. une
congruence cyclique; il suffirait de faire voir que la condition néces-
saire et suffisante donnée par M. Guichard est vérifiée. Nous démon-
trerons ce fait en établissant qu’il existe deux systemes triples ortho-
gonaux qui s’appuient sur le réseau (M, M, M,).

En effet, construisons un triedre trirectangle de sommet M'(2/, v/, =)
dont les arétes passent par M,, M, et M,. On a ‘

~

(1) (' —x) (2 —xp)+ (Y —y) (¥ —ye)+ (5" —5) (5 —35) =0
(i k=1,2,3);

d’ailleurs il est manifeste qu’on a aussi
(12) (' =) (2i—=2s) + (¥ =) (¥i—yr) + (5'— 3) (5:— 5) = o.
Différentions (11) par rapport & g;, on aura

" N
S(x'— a;) —gi;; + S(2'— ;) %g_z =8(a'— x;)

dux;

(){J/ ’

I + S(x' — 2,

olt nous avons employé le signe de sommation de Lamé.
Or

@ dx.
S(x'—a)) =t = a8 (' — x;) (wp— x;) = o,

dpl

S(x,——xk)%% = aj; S(’L’—-‘)L’I‘) (xi_xl):(),

9 () 4 /
(13) S(x'——x,-)b—pf[--;-S(x’__xk)g_;_[:o
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Différentions maintenant (12) par rapport a g;, on aura

I Z .
) = 8= ) G+ S G 5w Tk
14

Slwi— 2% dey ()p, " gy

et 'on verra aisément que cette éguation se réduit a
o

14 S(x;— 1) ~— = o.

(1h) (i — xp) go;

Des équations (13) et (14), on tire

oo dy! N
(r ‘Z")dr (= )()o + (& ')Op =
N I dx! [ ﬂ_/ —/___-‘.Q:'-_/———
(2'— xp) = Jor 4+ (¥ — ¥ Jo -+ (s /.)()P/ =0
(it l=1,2,3),
et de I
dt Jdy’ a3 — 3
Do a(x'— ), }35; a(y' —y0) g ar(s'—z)  (I=1,2,3),

ce qui prouve que le point M'(2, y, z') déerit un systeme triple ortho-
gonal.

Il est évident que le symétrique du point M’ par rapport au
plan M, M, M, décrit aussi un systeme triple orthogonal, mais nous
reviendrons plus loin sur ce point.

27. Nous sommes conduit & nous occuper des réseaux-triangles
décrits par des triangles M,M,M, dont les cotés M;M, forment pour
p, = const. des congrucnces cycliques.

Nous définissons les sommets M, du triangle par les formules

Oxy 1 oy i— )
dpr Ny Doy, S
; oy _ 1 ohy
(l')) ()PL s /li ()pk(yl ‘)’/.')1
)3 ; )
ds; _ 1 0h (51— 51)

dor Iy dpy
(i£k=1,2,3).
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Un calcul facile montre que x; — @4 v, — ¥Yp» 5;— % satisfont &
I'équation
0'0 1 dh; 09 1 0h; 06

A . bt Sl —_ L 0.
00;0pr Ty Opy do; + hy 0p; Opy L

Pour que les cotés M,M,;, M, M,, M, M, décrivent des congruences
cycliques, quand respectivement g, = const., ¢, = const. et p, = const.,
il faut et il suffit, d’apres le théoreme de M. Guichard (n®3), que I'on
ait
‘ (X2— @3)2 (Y2 — y3)+ (52— 5 )-—R R -+ Ry A2,

« (.L'3~‘r1)2+( s— V1) (53— 5)2== S, A} + S; A3,
(21— 22)+ (1 —y2) + (51— %)= T Iy~ Ty A,

(16)

les R;, S;, T; étant des fonctions qui ne dépendent pas de la variable g,
Nous nous proposons de faire voir que

S;=T,=a,, R,=T,=a,, Ry==8,= a,,

a; désignant une fonction de g, seulement.
Prenons un point quelconque (&, 7, () sur le cercle d’intersection

des spheres
(X — @32+ (Y= 03)2 4 (7 — 5,)2 = Ry A2,

(X — 23)2 (Y — 72)2+ (L — 5,)2 = R, A2,
il est manifeste que ’on a
(17)  (E=m) (=) +(n—y2) (0 —)y) + (£ — 5) (£ —33) =o.
De I'équation
| Em @) (10— ¥ ) (L — 5,)2= R,y 2

on déduit

r o 08 2 Ohy . . 0Ry
2S(’-, xz)dpl—— ',2:;)'@‘;‘5 ‘-.—”2)(‘11—":.)**";)'{71‘/’:7
et de
(E— @)+ (0 —y3)* + (L — 53)* = Ry A}
on tire
7] 2 0h IR
E__ o5 - 2 Y —_ z —2
2 ) o = SRS (6 ) (=) + G,
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et comme, en différentiant (17), on a

e o , J
2 S (E— .l,‘z)();-l + 2 8(— .1'3)8-;;
. 2 0y, ) ) . 2 oy ., _
= T EES(Q‘M‘ZQ) (vy—&)— ﬂ; Tplb(f.— ) (@ —¢),
il résulte
IR, ,, IR, ,,
-&)?1—/12#— —@-II:‘—-O.

Cela établi, différentions I’équation
(@y— @) 4 (yo— ¥3) -+ (50— 54) = Ry i+ R¥A2,

par rapport a p, en tenant compte des équations (15) et (16), on trou-

vera
(8y —Ty) 22 -+ (Ry— T A2 -+ (8, — R, 2= o,

en supposant
9 (hy

o () 740

On démontrerait de la méme maniere que 'on a aussi

(83— Ty) At - (Ry— Ty ) b+ (Ry — 8, ) b= 0,
(83— Ty) 12— (Ty — Rg) A2+ (S, — Ry AL — o,

d [hyy 0 /hy
i) 7o (i) 7o
En laissant donc de coté les cas tout & fait particuliers ot I'une des
égalités

en supposant

J "/7/,.‘ . C o e ] " -
dr; <‘./”-) 0 (i kg l=1, 9, 3),

serait vérifiée, on voit des égalités précédentes que

Sy=Ty==«,, Ry="T, = a, Ry= 8, = a,,
et comme /; n'est définie qu'a une fonction de g; pres, on pourra
écrire

(@y = a3 )t (Y= ¥3)* o+ (B &) == M- g,

(3= @)~ (Ys— Y1)+ (5= 5) = b+ Af,

(25— @3)2 4 (1= yo)ioi- (81— )P = h? 4 hi,
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qui sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les cotés
M, M, forment pour p, = const. des congruences cycliques.
Les équations précédentes nous donnent immédiatement

kL
l
Ly

@

("Ux'—-z'z)("'l—“l'x)+(‘,"1'—,V2)(.,"1*‘.)’3)‘*‘(31';' 33 ( ) i
(wa—2y) (Ly—2)) 4+ (Pa—03) D2 —yr) + (52— 33) (52— 54) = N,
(y3— ) (03— r5) + (}":;—)'1)(3'3—)'2) + (53— 351) (53— 3) = I3,

et comme en vertu des équations (15),

- ) (e — 2y,

day Qg 10k O Q
dp: dps i dp, do;b

0z, Ory 1 0hy O, ) .
7@;7)*0—1—-- 7;3,? ()OJ 00 S( 4 _-12)(‘(‘1 'lz)y

Y day dry, 1 dhy dhy i i _ ~ _
Op( 0oy I 0p; ()o,S(JLlh—Jl:’)(J{2 Z3)s

il en résulte
dr, (_)fr_. L0 ()), 0;* . ()_'_ ():l 0Ny ()/1I

dps oy dpy dpy  doy dos  dpa 0o,
dy Jry - dys: dry - 3y D3y __ Ohy Ol
doy 0oy 023 dpy | doy Op  dps

0y 0ry 0y 07y | 03 03y _ Ohy 0l
dpy Opsy  dpy doy  dp, do, ~ dp, Op.

Remarquons maintenant que les relations auxquelles satisfont les
quantités A pour la compatibilité des équations (15), expriment que,
pour p; = const., x;, ¥;, =; et h; sont des solutions d’une méme équa-
tion de Laplace, et le dernier systeme d’équations montre, de plus,
que x; -+ y; + z: — k satisfait aussi & la méme équation.

La sphere de centre M; et de rayon %; enveloppe, par conséquent,
pour p; = const., deux surfaces sur lesquelles les lignes de courbure
se correspondent. Les deux points de contact de la sphere avece ses en-
veloppes sont déterminées par les équations

()l, 0')1 r - ()"_l ()/l’ _—
(.\"‘7-1) +(Y~y[>(){)/.+(1_Ul)()p,(-+ll ()0/.‘-0,

() dy; N 7 ohy
(\——-J‘) P "l‘(Y }z)a";‘ '{'(L—‘i> ()m"‘_hiaam-“,
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les dernieres peuvent étre remplacées aisément par

(X — @)+ (Y — v )2+ (L — 54 )= A},
(X =0 )2 (Y =y )2 (L — 5= D

les points de contact se confondent donc avee les sommets des triedres
trirectangles dont les arétes passent par M,, M,, M.

Il résulte alors que les spheres de centres M,, M,, M, et ayant pour
rayons A, h,, A, nous donnent pour p,=const, g,=const. et
o, = const. les mémes points de contact avec leurs enveloppes respec-
tives. Soit M un de ces points de contact, les droites MM; et MM, sont
(Darpoux, Théorie des surfaces, Vol. 11, p. 327) les tangentes aux
lignes de courbure de la surface g,= const. décrite par ]e point M.
l’ar conséquent M décrit un systéme triple orthogonal.

28. Désignons par Alaperpendiculaire élevée au point de rencontre
des hauteurs du triangle M, M, M, sur le plan de ce triangle. Nous vou-
lons démontrer que, s'il existe sur A un point M'(«', y, ') qui décrit
un réseau-triedre appuyé sur (M, M, M,), ce réscau-triedre est Q,; plus
généralement, si le triangle M, M, M, forme un réseau-triangle quel-
conque et si, sur la droite A, il y a un point M qui décrit un réseau-
triedre appuyé sur (M, M,M,), le réseau-triangle (M,M,M, ) est cy-
clique et le réseau-triedre (M) est Q,.

Lin effet, le point M étant sur A on a

(' —x)(2y—x3) + (¥ — 1) (Ya—ys) + (3" — 51) (52— 53) =0,
(18) ¢ (2= @) (2y— @) + (Y —x2) (ys—y1) + (5 — 22) (53— 3) =0,
( (2'— xy) (21— @) = (Y —F3) (y1—Yy2) + (5 —53) (5, — =) =0,

et décrivant un réseau appuyé sur (M, M, M,)

(19) x.:x’._._ ....I‘i__ M, )'.:y’.m. ._l{.._ _()_‘Z.,’ 5.:;/._ .!_{_...()_;_i
’ QE ()p,' ‘ f)_li 0p1 ‘ gli dp[
095 (){91 ()p,-

(i=r, 2, 3),

R étant une solution du systeme de Laplace relatif au réseau (M"). Or,
de (18), on tire

S(2'— 2y) (2 — @3) =8 (&' — a3) (2" — @) =S (&' — &) (' — 2,) = M?,
Ann. de PEc. Normale. 3¢ Série. Tome XVI. — M 1899. 24
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M® étant la valeur commune des trois expressions, et, a 'aide de (19),
on aura

dx' dx'  ov' Jy’ ds' 95 M2 JR OR

Jp: dor | Op: dpr + Op: dpr . I* gy dpx

9

Différentions par rapport & g, 'égalité
(2'—xp) (2" — 23) + (¥ —2) 0 — 1) + (5" = 32) (s — 55) = M,

ox' ov' 93 .
et remplacons S 95 oo bar leurs valeurs tirées de (1g), on trouve
- ‘1 71 71

L oM 1 dR
M dp, — R g’
et I’on aura de méme

r OM 1 JR T OM v R

M Jo, R g M dp; R 955’
donc
M=rIR,

k étant une constante qu’on peut prendre, sans diminuer la généraliteé,
¢gale & I'unité.
On a, par conséquent,

oz’ dz'  Jdy' dy' | 03" d3' __ IR IR

p: 9px " 0ei dpr " Opi dpr pi o
ce qui prouve que le point M" (2, ¥/, z) décrit un réseau Q,. Les ré-
sultats du n° 26 nous montrent alors que le réseau-triangle (M, M, M,)
est cyclique.

Nous avons supposé dans le calcul précédent M =~ o, car nous sa-
vions d’avance qu’il y avait deux systemes triples orthogonaux s’ap-
puyant sur (M, M, M,).

On reconnait aisément qu’en dehors de la droite A il n’existe pas
de point décrivant un réseau-triedre Q, s’appuyant sur le réseau
(M,M,M,).

29. Nous voulons démontrer maintenant que les réseaux-triedres
appuyés sur (M, M,M,), et décrits par des points qui ne sont pas
situés sur A, sont tous des réseaux £,.
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Soit M le sommet d'un des triedres trirectangles dont les arétes
passent par M,, M, et M,. Nous avons montré que le point M (z, v, =)
déerit un systeme triple orthogonal. Soit M'(z’, », 5') un point qui
décrit un systeme triplement conjugué quelconque s’appuyant sur
(M, M,M,). La droite MM" décrit une congruence triple dont les déve-
loppables correspondent aux courbes suivant lesquelles o, ., o,
arient respectivement, et nous savons qu’il existe sur MM’ un point
(&, 7, 0) qui décrit un systeme triple orthogonal ayant méme repré-
sentation sphérique que (M). Si 'on pose alors

0= ax —&, 0, =y -1, 0, =5 —¢,

on aura que 1, 0, 0,, 0, et 03+ 07+ 0] sont des solutions d’un
méme systeme de Laplace. D’une maniere plus générale, si ,, w,, o,
sont des parametres directeurs quelconques de la droite MM, on aura

5 :
0 4wy 4 o) = 0?4+ n'2,

o et o’ satisfaisant au méme systeme de Laplace que w,, o, et w,.

Cela étant posé, prenons un des foyers M”(«”, y”, 5”) de MM, celui
qui décrit pour g, variant seul une courbe tangente ala droite MM';
x", y”, z” seront des solutions d’un certain systeme de Laplace (L) de
Ja forme (1). En vertu de la remarque précédente, on aura

(20 e (B (2 () (oY
: Jp do) .()p1> o ()p1> A

4 " I 2/ 4 . 3 N \
A i_):-, IR 61 B tant des solutions d’un méme systeme de
()Pl ()Pl ()Pl ()P1 (){31

Laplace, et ’on pourra faire en sorte que R' et R” satisfassent au
systeme (L”). Mais alors (20) nous donne par différentiation
dz" dx” dy" dy" 93" Jds" IR’ JR"  JR” JR”

0p: Opr - Jdpi Opr - dpi Jpr — 0p: Jpr - dp:r Jpu
(i h=1,2,3). "

7”2

x4y + 3" —R* — R" est donc aussi une solution de (L”). Le
point M” et, en général, les foyers de MM décrivent des réseaux €,.
Revenons maintenant au point M'. Il est clair qu’on peut le déduire
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de M” par les formules

R d‘l'” R d‘),l/ , p R d:/l
N e i A e A = I
xr = IR dPl, Y=y _()_Ii dPl ’ (_)_l} ()P-_»’
()Pl ()pl ()PI
R étant une certaine solution de (L”).
Posons
R R/ : R JR’
_— /_‘____ — n o ___ ——— ey
R, = R I R, =R IR 0,
op, dp,

R, et R, satisferont évidemment au méme systeme (L) que 2', y’ et ="
Nous voulons démontrer que «'2 + y* -+ =’ — R} — R} est aussi une
solution de (L").

On a d’abord

/ o; oH; JR IR \

z' R 0p, R dp, dz"  dps 0z" o' dpy ot
o= m o | m a )S e o

\ der 7\ 9o \ don dor

eten vertu de (20) et (21) on obtiendra

0 00y 0y 0% 03 _ O, R, , ok, 0T,
dps COpy dps dps dpy ()_P—x T dpy dpy dpy dpy ’

H|, H; et H] désignant les quantités habituelles H qui interviennent
dans le systeme (L").
On trouvera par un caleul un peu plus long
9zl 9z 0yl dy' | 03" 03 _ dRy IR, | IR, IR,
dps dpy  dps dpy - Odpy dp, ~ dps dpy | dpy Opy
dx' dx' n dy' dy" 95" 95" _ IR, IR, IR, IR,

9or 0z 0pi 06 0n Opn O pe | Opr Opa

ce qui prouve qu'en général le point M’ décrit un réseau Q,. Il se peut
tres bien que le réseau-triedre (M') soit Q, ou méme un systeme triple
orthogonal. Pour cela il faudrait que R ne fut pas une solution quel-
conque de (L").

On reconnait facilement que pour que M’ déerive un réscau Q, il
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faudra prendre R = R’ + const. ou R = R”+ const. I/ y a par consé-
quent deux séries de réseaux Q,, les réseaux d’une méme serie ayant la
méme representation spherique.

De méme, pour que M" décrive un systeme triple orthogonal il faudra
prendre R =R"+ 7R”+ const. ou R =R’ — iR”+ const. On a donc
deux scries de systémes orthogonaux, les sysitémes d'une méme série se
dédwisant de U'un d’entre eux par une transformation de Combescure.

Il résulte alors que si I'on prend un point M" qui décrit un réseau-
triedre s’appuyantsur le réseau-triangle (M, M, M,) et qui ne se trouve
pas sur la droite A, comme il ne peut décrire ni un systeme triple
orthogonal, ni un réseau Q,, il décrit forcément, d’apres ce qui pré-
cede, un réseau Q,.

30. Il nous reste & démontrer qu'il y a efectivement sur A des points
qui décrivent des réseaux Q, s’appuyant sur (M, M, M,).

Comme la droite A contient les sommets des triedres trivectangles
dont les arétes passent par M,, M, ¢t My, elle forme une congruence
(riple qui appartient & la classe des congruences formées par les droites
MM’ que nous venons d’étudier. On en conclut que les réscaux-triedres
focaux de cette congruence triple sont des réseaux Q,, et que les réseaux
décrits par les points de A peuvent se grouper en trois classes :

1° Deux séries de systemes triples orthogonaux, les systemes d’une
méme série se déduisantde 'un d’entre eux par une transformation de
Combescure.

Si l'on considere les sommets M et N des deux (riedres trirectangles
dont les arétes passent par M, M, et M,, ils décrivent des systemes
triples orthogonaux appartenant I'un & la premitre série, lautre i la
seconde.

2° Deux séries de résecaux Q,, les réseaux d’une méme série ayant
la méme représentation sphérique.

Soit m un pointde A qui décrit un réscau Q. Il est aisé de voir que A
est la hauteur du triedre formé par les tangentes aux courbes suivant
lesquelles une seule des vartables g varie. Il résulte alors que le réseau-
triangle cyclique déduit du résecau (m) est parallele au réseau consi-
déré (M,M,M,), et que, par conséquent, il y a un réseau-triedre
appuyésur (M, M, M,) et ayant méme représentation sphérique que (72);
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le point qui décrit ce réseau se trouve évidemment sur A. I/ y a donc
deux points seulement qui decrivent des réseaux Q, appuves sur
(M, M, M,).

3° Tous les autres sont des réseaux Q,, mais il n’y a pas de point
sur A décrivant un réseau Q, s’appuyant sur (M, M,M,).

31. Nous considérons maintenant une classe spéciale de réseaux-
trmnglos cycliques.

Supposons que le triedre formé par les droites qui joignent I'origine
aux sommets du triangle M, M, M, du réseau soit trirectangle. Le coté
M;M, forme lorsque p, = const. une congruence cyclique, carla sphere
décrite sur le segmentfocal M;M; comme diametre passe par un point
tixe (Bullerin de M. Darboux, 1898). Le réscau (M,M,M,) est donc
cyelique.

On a pour les sommets M;(z;, y:» z;) les relations

[ da; 1 ()]\, (a1 i
dP/c l\ ()P/. A ’Ll.')7
()LV ;1 JIK [ ,

(2r1) ‘ ()P/‘.-—IC()_P—/:()F“.)/L‘%
dZ,‘ I ()K,

\ UEZ = R—z ;)P; (5:— 34),
(i k=1, 2, 3);

les K satisfont aux relations

PK, _ 1 0Ky oK, 1 0K, 0K, ..,
Oprdp: Ki Op; Opx T K; Opr 0p; U EFEI=H3)

Par hypothése, on a

ZiXp+YiYp+ 5;5,=0 (ixhk=1,2,3),
et alors les équations (21) conduisent a

dz;  Odyi 03 1 0K;,

“ oo T 00 T % 0ps K; dpy

2 0% o000 si_L‘)_K_
Ty +yl()P/ + 5 dp K; (2} +yi-+5}),
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et comme K; n’est défini qu’a un facteur qui est fonction de z; seule-
ment, on peut écrire

K;=ri=\x} + )i+ s¢.
Cela étant, posons

. —_— . 7 S~ — .
x;=1r;Xp Yi= Y, s;=r;L;

X;, Y;, Z; seront les cosinus directeurs de OM;.
On aura alors des équations précédentes
0X; 1 0K, o
S === i Xy,
()P/u K/r ()P/.:
et des formules analogues pour les Y et les Z. Il est évident qu'on
peut poser

oX; . o ,
=t R X e X+ v Xy

et un caleul simple montre qu'on a

7-1' =0, Pi = — 5/&'[’ V== — lelh
ol
Pi=— I“ (il_\_.';
}\/L- ()Pﬁ

de plus, les quantités (b satisfont aux relations

Ic ”
ﬂ@iﬁwﬁ.,@,, ST T +BriB=o0
= : (Bre=o.
()p/ i 3] ()Pi ()PA A

L’ensemble des triédres OM M, M, forme donc la représentation sphe-
rique du systéme triple orthogonal le plus géncral.

Il résulte de la une transformation des systemes triples orthogonaux.
En effet, si 'on se donne un systéme orthogonal, on a les quantités 3,3
les ¢quations

1 ()l(, i

R ._.__:n..p», ':*'/.‘: 5 2y .,"
K/.- ()P/. ik (L/é I, 2 )

nous détermineront les K. Posons alors
== K.[X,‘, Yi= K,‘Y/, -G[:_“K,'Z[ (l"'._-"l, 2, J),

on aura les triangles M, M, M,.
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Le symétrique de ['origine par rapport au plan du triangle M, M, M,
décrit un systéme triple orthogonal transformé du premier.

Cette transformation est un cas singulier d’une transformation due
a Ribaucour (Bulletin de la Société philomathigue, 1869) et qui résulte
d’ailleurs d'une maniere naturelle de cette derniere Partie de notre
travail.

Supposons, en effet, que z, y, z et @* + y*+ s? satisfassent a un
méme systeme de Laplace de la forme (1), et soit encore 0 une solu-
tion du méme systeme.

Définissons maintenant les points M, (2, ., ;) & Paide des équa-
tions

gima— 292 =y L 00
TR &G T T e T 08
dp: Jdp: dpi
(¢=1, 2, 3).

Il est manifeste que I'ensemble des triangles M, M,M, forme un
réseau-triangle cyclique et que, par conséquent, le symétrique du
point M(a, y, z) par rapport au plan du triangle M,M,M, décrit un
nouveau systeme triple orthogonal. C’est en cela que consiste la trans-
formation de Ribaucour.



