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SUR LES

C O N G R U E N C E S C Y C L I Q U E S
ET S U R LES

CONJUGUÉS,

PAR M. GEORGES TZ1TZÉICA,
i a É V E ( É T R A N G E R ) A L'ECOLE N O R M A L E S U P E R I E U R E .

INTROD UCTION.

Apres les t ravaux de Lamé sur les systèmes t r ip les or thogonaux,
on a cherché à é tudier les coordonnées curvil ignes quelconques de
l'espace. C'est a i n s i que Codazzi et l 'abbé Aoust ont étudié laborieu-
sement des formules q u i se ra t t achent à cette question ÇAnnali di Mate-
matica, 1864, 1867, i868, 1869), mais leurs résultats sont restés
isolés .

Dans un Mémoire r e m a r q u a b l e sur les coordonnées curvilignes
{Annales de V École Normale, 1878), M. Darboux a é tudié de nom-
breuses ques t ions re la t ives aux systèmes orthogonaux, et i l a i n d i q u é
un système de coordonnées c u r v i l i g n e s obl iques qu i se présentent
comme u n e généra l i sa t ion imméd ia t e des systèmes orthogonaux : ce
sont les systèmes composés de surfaces se coupant s u i v a n t des courbes
qu i forment des réseaux conjugués sur chacune des surfaces. II est
revenu plus tard sur cette général isat ion des systèmes orthogonaux
dans un Chapitre de son œuvre sur la Théorie des surfaces, 4e Vol. ,
p. 267).

Ce sont ces systèmes de coordonnées curvil ignes, que nous avons
appelés systèmes triplement conjugués, que nous nous sommes proposé
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d 'é tud ie r dans ce t ravai l . Nous avons eu spécialement en vue une
classe de systèmes t r ip lement conjugués qu i se rapprochent plus que
les autres des systèmes or thogonaux et que nous avons désignés
p a r u , .

Quand on a un système de coordonnées curvi l ignes orthogonales
( p i » p a » PO» I G S coordonnées cartésiennes x, y et z d 'un point , de l'es-
pace satisfont en même temps que x2 4- y2 -1- z ' 2 à un certain système
d 'équa t ions de Laplace. Pour un système t r ip l emen t con jugué quel-
conque, .r, y et z sont des so lu t ions d 'un système de Laplace sans
autre condi t ion spéciale. Enf in , pour un système £^, à côté des solu-
tions x, y , ^ du système de Laplace correspondant , i l y a une au t re
solut ion R telle que x2 -h y2 -h z2 — R2 soit aussi une s o l u t i o n d u même
système de Laplace.

On rencontre dans la théorie de ces systèmes t r i p l e m e n t conjugués
par t i cu l i e r s cer ta ins triangles attachés à chaque p o i n t de l'espace. Les
côtés de ces triangles forment dans certaines condi t ions des con-
gruences cycliques, e l les sommets des trièdrcs t r i rectangles don t les
arêtes passent par les sommets des t r iangles c o n s t i t u e n t des systèmes
de coordonnées curv i l ignes orthogonales.

On v o l f c d o n c pourquoi nous avons été obligé de commencer notre
travail par une étude des congruenees cycliques. Nous avons fa i t cette
étude d'après les travaux de Ribaucour et de MM. Guichard, Bianchi et
Cosserat, en a jou tan t quelques résultats re la t i f s a u x congruonces cy-
cliques et de R i b a u c o u r et à cer taines congruenees liées aux sur faces
à courbure totale cons tante (négative).

La d e u x i è m e Par t ie c o n t i e n t un exposé de la théorie générale des
systèmes t r i p l emen t conjugués, de certains systèmes de triangles et
de certains systèmes de droites. C'est le Chap i t re déjà ci té de l 'Ouvraffe
de M. Darboux qui nous a servi de p o i n t de dépor t .

Enfin la dernière Par t ie a pour objet l ' é tude des systèmes t r ip lement
conjugués par t icu l ie rs que nous avons désignés par û ^ , et des systèmes
de triangles don t les côtés forment sous certaines condi t ions des con-
gruenees cycliques. Cette partie du travail est en réalité une étude
géométr ique des systèmes de Laplace ayant des so lu t ions liées par u n e
relation quadra t ique , étude qui est beaucoup plus d i f f i c i l e que celle
d 'une équa t ion u n i q u e de Laplace.
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Le p rob lème qu'on se propose dans une p a r e i l l e é t u d e est presque
toujours le s u i v a n t :

Etant d o n n é un système de Laplace a d m e t t a n t un cer ta in nombre de
s o l u t i o n s l iées par u n e r e l a t i o n q u a d r a t i q u e , en d é d u i r e d 'autres sys-
tèmes ayant le même nombre ou un nombre p l u s ^ r a n d de s o l u t i o n s
1 i é e s p a r u n e r e 1. a t i o n q u a d. r a t i q u e.

Nous avons mis à profi t les nombreux résu l ta t s de M. Guiehard sur
les con^ruences de d ro i t e s et s u r les réseaux c o n j u g u é s tracés sur une
sur lace . La. c l a s s i f i ca t i on q u ' i l a fa i te des réseaux con jugués qui se
rencon t r en t dans les problèmes les p lu s i m p o r t a n t s de la Géomét r i e
i n f i n i t é s i m a l e nous a été très u t i l e .

Les p r i n c i p a u x r é su l t a t s de ce travail , on t été communiqués à l'Aca-
démie des Sciences dans les séances du 18 j u i l l e t e t aS novembre i8q8,
3o j anv ie r et 6 mars 1899.

PARTIE.

i. Etant d o n n é e u n e congruence r, nous la supposerons rapportée
a ses développables à l ' a ide de deux paramètres u et c.

Soien t alors 1̂  (^,y,, ̂ ) et Fa (.r^y^, ̂ ) les foyers d 'une de ses
droi tes . Par hypothèse, on do i t avoir des re la t ions de la forme

Ô^'i () Yi r, f)Zt—— :::=:.: p a. —— =p p -.— =: p y
ou l au ' • au l •

à.v^ ôy^ -, àz^
—— r= n a, —— = q p, —— =77,
ôc ô^ l • àv ' '

a, p, y étant des cosinus directeurs de la droite considérée,^? et q des
fonctions convenables de u et de v.

On peut déterminer une équation de Laplace

n\ àî[ï / àa /^ /.o(L ) .—— == h —— 4- k -y- ~f^au Ov au ôv u

à laquelle satisfassent a, p et y; h, k et/* s'expriment à l 'aide des
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coefficients de Vêlement linéaire

dc^ -4- d^ -h d^ = e du21 + if du dv -h g dv1

de la représentation sphérique de là congruence T et de leurs déri-
vées.

Si M(^,y,z) est, le mil ieu de F ^ F ^ , et si l 'on désigne par 2p la
distance focale FiFa, on aura

^=^+pa, y^=7-{-p(3, ^ =:.;-(- py,

^==^—pa, j2=y—p(3, ^:=^—py.

Les équations (i) nous montrent alors que

i' àx (' ÔD , \ à y.
\ ——r= i + 2 / - p ^ — p1 6 ? ^ V()<^ ' y ' 6?^

(a) .<
i J.r /6?p , \ dy.! — =— -.i- +a^p a + p '- 5
l ^P \ àv r / ' yf

et des équations analogues pourj et z obtenues en remplaçant a par
[3 et y. La compat ibi l i té des équations (2) exige que p soit u n e solu-
tion de l 'équation

(L') ^^4+/4^^_/)p=o
ou à^ oit àv \àu à^ v ) l

adjointe de (L).
Si donc on se donne la représentation sphérique, une solu t ion

de (L") nous déterminera la surface moyenne d 'une congruence ayan t
cette représentation sphérique pour ces développables : cette con-
gruence sera ainsi complètement définie.

2. Tout ceci étant rappelé, considérons une surface S' dont chaque
point WÇx',y'\ z ' ) est lié au rayon correspondant de la congruence F
par des relations de la forme

\^=P'^'-^ '̂(y-7.), %=^.'-^
\ f)^ f)^ / ) " '(^ =,'(.'-„), ^.-^-(y-^), ^ =,'(.'-.,),
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qui e x p r i m e n t que les foyers de chaque droite de la congruence se
t rouvent sur les tangentes en M' aux courbes u = const. et 9 = const.
On voit a isément des équat ions précédentes que ces courbes forment
sur S' un réseau, con jugué .

Nous dirons que la congruence F est cyclique s'il existe u n e surface
S' p o u r l a q u e l l e on a des r e l a t ions semblables à (3) et telle que les
courbes u = const. , y= const. t racent sur elle ses l i g n e s de cour-
hure .

Mettons-nous dans ce cas et décr ivons des points F< et Fa comme
centres , les sphères Si e tS^ a y a n t respec t ivement F, M/ et F^M 7 pour
rayons. Ces sphères sont or thogonales el se coupent s u i v a n t un cercle
C passant par M/ et a y a n t F^ pour axe.

Il est aisé de voir que la sphère Z^, quand u varie seul, touche son
enveloppe préc i sément su ivan t le cercle G e t q i f i l en est de même de la
sphère Si quand ^ est soûl variable.

On v o i t donc qu 'on a d e u x f a m i l l e s d 'enveloppes de sphères, les
su r f aces de la première f a m i l l e se c o u p a n t avec les su r f aces de la
seconde f a m i l l e o r thogona lement et s u i v a n t leurs l ignes de courbure
c i r c u l a i r e s . I l ex is te a l o r s ^ d'après un théorème de M. Darboux, une
t ro i s ième f a m i l l e de surlaces f o r m a n t avec les deux premières un sys-
tème t r ip le o r thogonal . Les cercles C sont d o n c les t rajectoires ortho-
gonales des surfaces de cette de rn iè re f a m i l l e , et i l s c o n s t i t u e n t par
conséquent ce que Bibaucour a appelé un système cyclique.

I l résul te des cons idé ra t ions précédentes qn'élant donnée une con-
gruence cyclique il existe un système de cercles ayant les droites de la con-
gruence pour axes et formant un système cyclique.

L'élude des systèmes cycl iques prouve f a c i l e m e n t q u e la réciproque
est vraie.

Les axes des cercles d'un système cyclique forment une congruence
cyclique,

3. On obt ient donc la congruence cycl ique la p l u s générale en pre-
nan t la congruence pour l aque l le les foyers de chacune de ses droites
se t rouvent à chaque moment sur les tangentes aux l ignes de courbure
d 'une surface que lconque .
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Soit Af^^y,^) un point de cette surface rapportée à ses lignes de
courbure, et posons

dx^ 4- dy'^ -h d^'1 = A2 ̂ 2 + B2 d^ ;

^/, y, s7 et x ' 2 -i-y2-}- ^2 satisfont alors à l ' équat ion

^6 i àA à0 T âB àQ
(4) ôuàv A <^ ^ B <}^ à^

M. Darboux a montré (^Théorie des surfaces, IIe Vol.) qu'on obt ient
les foyers de l 'une des cong'ruences cherchées en prenant

/,. , , Q à^ , Q ày' , 0 àz'(^) ^^ ̂  ̂  y.-y~ ̂  -^. ^=^- ̂  -^.
^c ^(; àv

/ F . , 0 ^' , 0 à/ 9 àz1

) lxî= ^~^î y2=y"^^3 '2=: ^ ^ î

<?^ ^^ au

où 0 est une solut ion quelconque de (4)-
Cela étant, posons

„ i àô àO ï àô àô / , . f à9 àO .^•ôàuàï^^ ^-Q^^y^y^ ^-Q^^-^
ou

Q^^à^_c^àa^ Q ^(^àyL^à(Lày!, 0 = ^ ^ — ^ ^ .
1 à v ait au àv î 2 à v au au àv ) 3 à v au au àv '

9^ 02, 63 sont des paramètres directeurs de là droite Fi Fa.
Un calcul facile montre que Q^ Og, 63 satisfont à l 'équation

^c») î àm àw î an. àw„ — ^ — -»^ _^_ _ _^, ^^
au àv m àv au n au àv

dans laquelle

et r une certaine fonction de u et de ̂  U désignant une fonction de u

n A àe ^r -i. àQmU==A—î /zV=:B-—o^ au



SUR LES CONGRUENCES CYCLIQUES, ETC. ï43

seulement , V une fonction seulement de v. Alors

...> ... .. (àQ àx' à9 O^Y /à0 ày' ùQ Oy'YQ^O^ e,= (̂  ̂  - ̂  -^ + (̂  ̂  - ̂  ̂ J

(àQ_à^_ _à^ à^Y
\(}^ au au à^ 1

^A-^y+B-(^)2
\^/ vj«/

=:^2|J2^_^V2.

Il est év iden t que, si l 'on m u l l i p l i e 0 ^ , 0^ et Oa par u n e mèine fonc-
t i o n , m et n se t r ouve ron t être aussi m u l t i p l i é s par cette même fonc-
t i o n .

On a donc le théorème s u i v a n t dû à M. Guicha rd :

Les paramètres directeurs 0 ^ , 0^, 0;, des rayons d'une congruence cy-
clique rapportée à ses développables satisfont à une équation de Laplace
de la forme

ô^ r») i (]ni ( ) r i ) ï à/i ()()}
( ' > ) ^—Y- -= — — - . — - + - - — - — + / ' G )

ôd ô^ m </i' On n on ôv

et sont liés par la relation

(6 ) (f\ -l- ^j + 0^ = rn1 U2 + /^ V2.

La réciproque est vraie. Soi en ton effet F ï {x^ ,,yi, ^i) et V^Çx^, j^, z ^ )
les fovers d'une droite de la congruence, et prenons pour paramètres
directeurs de cette droite

Jf-''ï — ••^''2) y\ —J'y» z\ ^îi

q u i s a t i s fon t , par hypotlièse à l ' équat ion (5) et sont l iés par la re la t ion

(G') (^•,- .r ,) ^-4-(yl-J,)24-(^l—^2)2==^2U2+^2V2 .

Remarquons maintenant que, la congïucnce étant rapportée à ses
développables, on doitavoir

^ = >.(.,-...), ^ - >.(.,-,r^, ^ -- ^——),

^-_=^.(a-i—,y2), ^=--^.(71—^), -^=^(s;—3i),
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d'où il résulte que x^ — x^ y^ — y^ z^ — ^2 satisfont a Féquation

cP ci) à^ -, ^û)-—— = : — a — - - h À — 4 - T^ÛL),<^ àv à^ àv

v étant une fonction convenable, et en comparant à l 'équation (5), on
déduit

_ i àm . _ ï an _
' m à^ ' n a u ' '

On a donc

/ àsc^ ï an , . ÔYi ï an . . àz^ ï an
^^nàu ^-^ àu^nà-u ^-^ -^ == ^ ̂  ('l-~^)-

(7) ^
) ^<> «_ t ^/n / ^6> ̂  T ^/n \ ^2 __ ï ^m __ v

( "âv ~ m J^ ^â~^l^ 17 - m W ^2'~-rl}ï ^7 - /n J7 ^•~~^f

Cela étant, décrivons des points F< et Fa comme centres et avec /zV
et mV pour rayons les sphères

(I,) (x-^^Y-j^-HZ-^^^V2,
(I,) (X-^^+(Y-J2)2+(Z~^)2==^2U2.

Cherchons l'enveloppe de S, lorsque u est seul variable. Le plan du
cercle de contact est, en tenant compte des équations (7),

(X~^)(^-^)-4-(Y~70(7l--y,)+(Z~^)(^-^)^^V2=:o,

et (6') prouve que c'est le plan radical des sphères S< et Sa. La
sphère 2^ touche donc son enveloppe suivant le cercle C, quelle a en
commun avec Sa. On trouverait qu' i l en est de même de Sa lorsque
c'est P qui varie seul.

Comme, en vertu de (ô"), les deux sphères sont orthogonales, on
dédui t que les cercles C forment un système cyclique et que, par con-
séquent, notre congruence est cyclique.

La condition trouvée est donc en même temps nécessaire et suffisante.

Nous voyons encore par ce qui précède que là condition ne se rap-
porte qu'aux paramètres directeurs des rayons de la congruence. Deux
congruences qui ont la même représentation sphérique pour leurs déve-
loppables sont donc en même temps cycliques.
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4. Nous allons exprimer maintenant la condition trouvée, à l'aide
des éléments qui nous ont servi au n° 1 pour définir une congruence.

Posons, pour un moment, dans l 'équation de Laplace (L),

, i àP , i àQ(8) ' A = ^ — 5 Â '= -p .—-
' ' P àv Q au

Pour que la congruence soit cyclique, il faut et il suffit , d'après le
théorème de M. Guichard, que l'on ait

î -+- (32 4, y2 ̂  i ̂  p2 (J2 „,_ Q2 Y2.

On pourra donc mettre

(o) PU =008^ Q V = = s m ^ .
V J ' - 2 2

Avec ces notat ions, le plan radical des sphères 2^ et Sa, décrites clés
foyers F, et î\ d 'une droite de la congruence comme centres et avec QV
et PU comme rayons, c'est-à-dire le plan da cercle qui engendre le
système cycl ique correspondant à la congruence, a pour équation

(X - .^) (.r, - ̂ ) + (Y ~ yi) (Ji-r,) + (Z ~ ̂ ) (^ - ̂ ) + 4p2 sin2 ̂  = o

ou
a ( X. — .̂' ) -+- P ( Y — y ) -h y (Z — 5 ) == p cas cr.

Le centre ( x ^ ^ y ^ , z ^ ) du cercle est donné par

a'y •= .r 4- p Ces o". a, yo::=: .7 + p OOS cr. (3, ^^==54-? COS (T . y,

enfin son rayon est p sincr.
Cela é tant , on tire des équations (9)

à fi ' cA à ( î . a\
— "H cos - == ô, -ç"~ 7^ sin "~ ) =: o,
(^c V A * ss/ (^^ \Q 2/

d'où, en tenant compte des équat ions (8),

/ à coso-
• == a A (cos a + î) ,

<^^
^COS(7

~~û>îr~
( 10 ) I ^COS(7 , , .

—,—— == 2/c(coso- — r ) .^^
Ànn.de VÈc. Normale. 38 Série. Tome XVL — AVBIL 1899. IQ
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Ce sont les équations trouvées par MM. Bianchi ÇAnn. di Matematica,
vol. XVIII et XIX) et Cesserai (C. /?., t. CXI1I, p. 461).

11 est donc nécessaire et suffisant que ces équations soient compa-
tibles pour que la congruence soit cyclique. On en tire

( à h àk\ ôh àk , , ,_ coscr-t- •y- -4- — — l.\hk=o,\àu à^ ] au àv

qui détermine un système cyclique unique correspondant à la congruence
cyclique donnée, sauf dans le cas où

. , àh àk ,,i î ) — ==— ̂ ihk,ou àv

et alors on a ce1 systèmes cycliques.

5. Ribaucour a considéré une congruence comme formée par les
cordes de contact d'une sphère S dépendant de deux paramètres avec
son enveloppe. Les courbes tracées sur la surface décrite par le centre
de la sphère et correspondant aux développables de la congruence for-
ment un réseau conjugué.

Il a montré spécialement (J. de Liowille, 1891) que la congruence
est cyclique, si les points de contact de la sphère wec son enveloppe sont
conjugués harmoniques par rapport aux foyers de la corde de contact.

Pour démontrer ce théorème nous gardons toujours les notations
du n° 1. Soit de plus ;x (^, T], *() le centre de la sphère S. Menons par p-
un plan perpendiculai re à la droite correspondante D de la congruence,
et désignons par ria distance à ce plan du milieu M {x,y,z} des foyers
de D; on a

( ï 2 ) ^ (ç - .^) -f- (3(Y] - y) + y (Ç - ̂ ) := r.

Si donc
(X, - ̂ y 4- (Y - r02-}- (Z - Ç)2= R

est la sphère S qui nous donne les droites de la congruence par ses
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cordes de contact , il faudra que la droite
,v .„,. àc, .^ „ à'r\ ^ . . à'Ç - 6?R
( X - ^ ) ^ + ( Y - - / , ) ^ 4 - ( Z - Ç ) ^ + R ^ = o ,

^ .-. <^ ,,. . à'n .r, „. ^Ç .r. dR
(^-OJ,-,+(Y--^+^--Ç)^+R^=°

coïncide avec la droite D.
Elles ont d'abord la même direction, si

147

^ ^
(^K ' au( i3)

,^
'au
àÏ

^;+P

f)-n àÇ(Vi- n IJ ' t ^-sy, —— 4- 6 + y - ^
^î' l f)^ ' ^{'

et se confondent, si l'on a encore

^(.^ ̂  ̂  _ + (^ ̂  ̂  ) _ + ç, ̂  ç) ̂ . 4. M
^}^ au au

àR.
an

/ .-. (Y'c / , <)'/] / „, àÇ „ r)R( .:r — £: ) ̂  4" ( y — "/) ) ̂ - 4- ( ̂  — 0 — + R •— = <••> -' <^» '/ ' àv à^ ô^

Enf iny pour que les points de contact de 2 avec son enveloppe soient
conjugués harmoniques par rapport aux foyers de la droite I), il f a u t
écrire que la sphère S et la sphère décrite sur F^ï\ comme diamètre
sont orthogonales :
( r5) (Ç ̂  ̂ y^ ̂  - yY^ (ç- zy== IF+ p\

De là, en différentiant et en tenant compte des équat ions ( ï 4 ) » on
tire

/ -. à^ . . ày , „. ôz àp(.T — ^) — + (y -"• 'f\ ) — -h (^ — 0 — == p ï1- ?<^ •y r}^ rf^ ' r)//( 16) <
/ ^ ^«^ / . ày f <.v àz f)p^-0^-+(y--/i)^-+(.-0^-p3i;'

d'où l'on déduit, à l'aide des équations (2) et ( ta) ,

PS(^ - x) àa- = ( à p 4- 2 /fp ) /• 4- p ̂ >- —T -•.. n -» i / -T- L/ , 7
^(7^ * / ' OU

( 1 7 )
<)«

' 00 y \ 00(?0(

<^ •^- 4- 2Âp r — p ^ î^P ' y r}^PS(^-^)

S désignant le signe de sommation de Lamé.
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Calculons les premiers membres de ces dernières équations d 'une
autre manière, en différentiant l 'équation (12) et en simplif iant le
résultat à l'aide de (2) et (Jf3) . On trouve

(18)

f o / Y -.à y. àr àp ,S (£ — x) -j- == — -4- -/- + 2 ko,] • au au au •
] a / r \ ^a ^r ^P yf S ( £ — ^ ) — = — — -r -, 2 À p .l <^ ^^ ^(? r

En comparant (17) et (18), on dédui t

(19)

àr àp , / ,P^-''^^^^''-^'
àr àp - , .

P ^ ' - / ^ = = 2 A P ( / ' + P ) •

II /^^ donc que ces équations puissent nous déterminer r. 11 est
aisé de voir que celte condition nécessaire est en même temps suffisante.
Remarquons, en effet, que toutes les équations de ce numéro, sauf les
équations (i5), (16), (17) et (19), sont vraies pour toute congruence
de droites. Si donc les équations (19) sont vérifiées, on pourra remon-
ter de (18) par (17) et (16) jusqu'à l 'équation (i5), ce qui prouve bien
que la condition est suffisante.

Posons dans les équations (19) r == p coscr; on trouve

<)coso-
—^— = = 2 / c ( c O S c r — l ) ,

^coso- , .,
———- == 2/UCOS(74- l).

Ce sont les conditions (10) d'existence d'an système cyclique.
La congruence est donc cyclique et le centre (JL de la sphère 2 est

le po in t de contact avec son enveloppe du plan du cercle qui engendre
le système cyclique correspondant.

Nous pouvons montrer que sur cette enveloppe aux développables
de la congruence correspond un réseau conjugué.

Pour cela, on tire facilement de (i4)

s^ ^
àv au S àoc à^

Tu àÏ
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et alors les équations (i3) nous donnent

^S . à^-n ^ <n _
àuàv àiiàv î àuàv

De cette équation et des équat ions (i3) on dédui t que S, Y], t sa t isfont
à une équation de la forme

ô^O _. àQ ^â0
37"—- — L ~— -h M — i
àuàv au ô^

ce qui prouve que les courbes u == const. et v = const. tracent sur la
surface en ques t ion un réseau conjugué.

6. On est c o n d u i t , dans la théorie de la déformat ion i n f i n i m e n t
petite d 'une surface, à considérer une classe de congruences dont les
développables découpent des réseaux conjugués sur leurs surfaces
moyennes : ce sont les congruences de Ribaucour. Elles sont caracté-
risées par le fait que Inéqua t ion de Laplace ( L ) à laquelle satisfont les
cosinus directeurs a, ?, y des rayons d'une de ces congruences a ses
invariants égaux.

Les équa t ions ( r i ) nous mont ren t donc que les con£çruencî;s cy-
cliques auxquelles correspond une in f in i t é de systèmes cycliques sont
en même temps congruences de Rihaucour .

Prenons une de ces congruences; à chaque droi te qu i l u i appart ient
correspond une in f in i t é de plans contenant les cercles ayant: cette
droi te pour axe et décrivant les systèmes cycliques dédui ts de la con"
gruence. Les points de contact de ces plans avec leurs enveloppes se
trouvent, d'après les équat ions (16), sur la droite

/ xr -, à<^ ,^r .à Y , r y ^ à^ c^pX — x ) .-" 4- ( Y — y ) — -h ( Z — z ) — + p •^- =: o,
<)u ' " ' du ait • au

,^ . àx ,-. . à y ,,, . àz où
(X-.^+(Y-,y)^4-(/-.)^+^,-^

qui décrit une congruence.
Nous allons montrer que les deux plans représentés par les deux

équations précédentes sont les plans focaux de la droite d' intersection
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et cela seulement dans le cas où la congmence primitive F est cyclique
et de Ribaucour.

En effet, comme les équations des plans peuvent s'écrire •

Y^Ï+Y^ +z^i^^ -^,
au au ^ au 2 au

_ (}JL- ^T. U Y ri VS 1 (/ / <, , -v a s
x J^ + Y J-^7- ̂  = -. J~, (^J^ ̂ - P2 ) -

„ àx ày as i à , ., „
X-— 4-Y— ~l-/ -— == - — (œ--\- •V--+- ^2=- p2),

(̂  ^P ^ç^ 2 ^P ' •

pour qu'ils soient les plans de leur intersection, il faut et il suff î t que
x , y ^ s et x2 -i-j2-^- z2 — p2 soient des solutions d'une même équation
de Laplace de la forme

ye cie à6
/ î , ,^/, — / ' » , , ' ^ -< ^,.àuàv au ^ àv

Les courbes z^===cons t . et ^==cons t . tracent donc sur la surface
moyenne S de la congruence donnée T un réseau conjugué, ce qui
prouve que la congruence est de Ribaucour. On a, par. conséquent

àh _ àk
àv àu^

et alors on voit aisément à l'aide des équations (2) que l 'équat ion de
Laplace relative au réseau tracé sur S est

yô /i àp A à9 fi àp ,\(N- ^ — : = - ^ 4 - A — 4 - « t - ^ / ^
àuàv \p àv J au \p au J àv

Si l'Oîi exprime maintenant que ^2-^-y2 + s 2 — p 2 satisfait aussi à
cette équation, on trouve, en tenant compte des équations ( % ) et (L'),

àh àk ...— + —4/iÂ'=:o,
àv au

et en comparant au résultat précédent

àh _ àk _
^-^-2^,

ce qui démontre que la congruence est en même temps cyclique et
de Ribaucour.
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7. I l résulte donc, de ce 'qui précède, le théorème suivant, dû à
M. Cosserat:

Les plans des cercles des systèmes cycliques déduits d'une congruence
cyclique et de Ribaucour ont leurs points de contact avec leurs enveloppes
en ligne droite; la droite ainsi déterminée forme une congruence dont les
développables correspondent à celles de la congruence primitive et décou-
pent les enveloppes des plans des cercles suivant des réseaux conjugués»

Nous allons rattacher ce théorème à une proposition sur les con-
^ruences cycliques les p lus générales.

Si l'on considère une congruence C et si l'on fait correspondre à chaque
droite I) de cette congruence la corde de contact A de la sphère S décrite
sur le segment focal de D comme diamètre avec son enveloppe, et s il
existe sur la droite A un point (J.(^ T], *C) qui décrive une surface dont le
plan langent en [x soit perpendiculaire a A, la congruence C est cyclique.

lin effet, soient M(.r,y, s) le point moyen et 2p la distance focale
de D.

On a, par hypothèse,

( / -, ^ àx , . ày ,.. . ()s ào
(^)^+(,,-^^.-.)^-|-p^0,

}) \ (^___,,)^^(. ,-^^+(ç-.)^+p^=0

\ • ' Ô\' Ôlt ()^ <7P

et
i àï ^(h à^r^^^^^0-^ ; ^ ,^ ^
^^^+y^0,

a, @, y désignant les cosinus directeurs de D.
Décrivons du point p comme centre une sphère £ orthogonale à la

sphère S décrite sur le segment focal, de I.) comme diamètre. Le
rayon B de S sera déterminé par

(.y _ ̂  + (y -^ rj )2 + {z •- Ç)2^ R2^ f/2,
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d'où l'on déduit, en d i f férent iant et en faisant les réductions,

/ •". ̂  / -. à'n i „. à'c, ^ OR(^--0~ -+- (y—' / î )— + ( J — Ç ) — +R —==<^" au " (̂  <7^ au

-s ^£ / . J/î , „, <)Ç ^ f)R(^•-0^ -h(j--.)^ 4- (.-Ç)^ +1.^=0,

qui e x p r i m e n t que le point moyen M se trouve sur la corde de contact
de S avec son enveloppe. Comme, en vertu de (21), D a même direc-
tion que cette corde de contact, elles co ïnc ident»

La congruence des droites D est donc définie comme étant formée
par les cordes de contact d'une famille de sphères avec leur enveloppe,
les foyers étant conjugués par rapport aux points de contact. Le
théorème de Ribaucour, que nous avons démontré au n° 5, prouve
que la congruence considérée est cyclique.

De la démonstration que nous avons donnée au théorème de Ri bail-
cour il résulte encore que le po in t (JL est le p o i n t de contact avec son
enveloppe du plan qui contient le cercle décrivant le système cyclique
correspondant à la congruence. Le plan du cercle, et par conséquent
le point p- correspondant à un rayon de la congruence C sont en gé-
néral uniques.

Dans le cas où la congruence est en même temps cyclique et de
Ribaucour, on a une infinité de cercles, les points de contact de leurs
plans avec les enveloppes respectives sont visiblement distr ibués sur
la droite A. Nous avons démontré, d'ailleurs, que les développables
de la congruence constituée par les droites A correspondent, dans ce
cas, et seulement dans ce cas, aux développables de la congruence C.

Supposons m a i n t e n a n t que bdistance focale des rayons de la con-
gruence C soit constante : la droite A se confond alors avec la normale
à la surface moyenne de C. Supposons encore que la congruence soit
cyclique et de Ribaucour, les développables de la congruence formée
par les normales de la surface moyenne correspondent à celles de C,
autrement dit le réseau à invariants égaux découpé par C sur sa sur-
face moyenne est formé par les lignes de courbure de cette surface,
qui est, par conséquent, isothermique.
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8. Nous voulons faire de ce qui précède une application à certaines
surfaces liées aux surfaces à courbure totale constante (négative);
mais, auparavant, il convient de faire la remarque suivante sur les
congruences.

Supposons que les développables d'une congruence donnée tracent
sur une certaine surface un réseau de courbes conjuguées.

Soient M un point de cette surface, F un foyer du rayon de la con-
gruence qui passe en M, MT et MT, les tangentes aux courbes du ré-
seau qui se croisent en M.

Aux développables de la congruence il correspond sur la surface
focale décrite par F un cer ta in réseau conjugué, et les tangentes en F
aux courbes de ce réseau seront FM et une dro i te qui rencontre évi-
demment MT ou MT, MT par exemple, en P.

Le point P est le second foyer de MT dans kl congruence que forme
cette tangente.

Cela étant, considérons une congruence dont les développables
découpent sur ses deux surfaces focales leurs lignes de courbure; la
surface moyenne de cette congruence correspond, avec ortbogonalité
des éléments, à u n e surface à courbure totale constante. Nous dési-
gnons par G une te l le congruence.

On voit facilement que les quantités h et k du n° 1 sont ic i iden-
t iquement nul les , et que, par conséquent , la surface moyenne est
définie par

(9.2)

àx^ _ ()p ()cc à y _ àp p <}[3 as _ <)p à^
a i t - à a ' auî o u a u ' a u 7 a u a i t ou''

àx àa àc/. ày ôp ^ àQ as àp ây^ — î sx 4- 0 ——, ^ = ̂  L j3 -4-. p - r — == — ~£- y + p —/ .
uv ûv o^ àv àv ôv à^ (n3 ' cM1

a, p, y satisfont à l 'équation

°v '"" î—" '-<-—• •j co s w y
àuàv

co étant une solution de l 'équation

rPô)
: SIHCO,

àuàv
Ann.de l^Èc. Normale. 3" Série. Tome XVI. — AVBIL 1899. 20
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De plus, on peut écrire
^2 _^ ^52 _{_ ^y2 ̂  ̂ 2 __ 3 ç^g ̂  <^^ 4- ̂ 2.

Alors les équations (22) nous donnent

(°-) f^y+f^y-^f?)^-0^^0-)2-/ \àu/ \àu/ \à{t/ \ ( ) u /

et comme, d 'au t re part, il résulte des mêmes équations que —? (—^
f— satisfont à l'équation de Laplace

à2^ __ i àp àQ. _i_j^/^\^ po
Ou ( ) ç p ^c <)v fàp\ ( ) i { ' \ ( )u . } ôv riMy

w
P étant une cer ta ine fonction de u et de ^, il suffira d 'appliquer le
théorème de M. Guichard, pour conclure de(a3) que les lange nies aux
courbes v === const. de la surface moyenne d'une congruence forment une
congruence cyclique. Il en est évidemment de même de la congruenco
des tangentes aux courbes u == const.

On obt ient le même résultat en fa isant usage de la remarque f a i t e au
commencement de ce numéro , car il en résulte que les tangentes en
M ( c c , y ^ z ) aux courbes du réseau tracé sur la surface moyenne par
les développables de G ont leurs foyers sur les tangentes aux l ignes de
courbure des surfaces focales et, par conséquent, qu'elles fo rmentdes
congruences cycliques.

Décrivons maintenant la sphère S sur F^Fa comme diamètre; elle
touche ses enveloppes, obtenues en faisant varier successivement u et
^seu lement , suivant des cercles contenus dans les plans

(34)

/ v ^àx .^ . à r ,„ . ô z au
(X-^)^+(Y-y)^4-(Z-.)^+p^=o,

/v . àx ày ,,, , à^ ào
(X~-^^+(Y-y)^+(Z-.)^ +p-^-o<

Ces cercles, passant par F< et Fa respectivement et ayant pour axes
les tangentes en M aux courbes u == const. et ^ == const*, sont, parcon-
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séquent, les cercles des systèmes cycliques correspondant aux con-
gruences formées par ces tangentes.

Désignons par A la droite représentée par les équat ions (24) et qu i
est la corde de contact de S avec son enveloppe quand les deux variables
u et c varient.

La congruence pr imi t ive G qu i découpe sur les surfaces focales
leurs lignes de courbure est en même temps cyclique et deKibaucour ,
car les relations (u) sont évidemment satisfaites quand on a

h —- k •=. o.

On peut donc employer un théorème que nous avons démontré au
sujet de ces congruences.

La corde de contact A de la sphère S décrite sur FiK comme dia-
mètre avec son enveloppe, passe par les points de contact des différents
plans qui cont iennent les cercles ayant F^F^ pour axe et décrivant des
systèmes cycliques.

Les droites A forment d'ailleurs une congruence dont les dévelop-
pables correspondent à celles de la congruence pr imi t ive .

Il résulte aussi que les plans (24) sont les plans focaux de la droite
A, et que, par conséquent, les réseaux conjugués que Ici congruence des
droites A découpe sur ses surfaces focales sont de ceux qui interviennent
dans la déformation des surfaces et que M. Guichard a appelés cy-
cliques.

DEUXIÈME PARTIE.

9. Considérons dans l'espace un système quelconque de coonlon"
nées curvilignes

.r-=/(pi,p2,p3), j/=:y(pi,p2,p3), s ==^(pi, pa, pa)

et formons l'élément linéaire

( i ) dx^ -+- ^y2 -+- dz2 = 2 (x^ dpi d^/,
(i, À - = = i , 2 , 3 ) .
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Il est évident qu'on peut déterminer les coefficients l, m, n du sys-
tème

à^Q , àQ à6 ôp
( 2 ) à^^1^^^^^'^^^^^^^

(i, Â » = = r , 2 , 3),

de manière qu'il admette x, y et z comme solutions particulières.
Il est clair aussi que dans ce cas les /, m, n s 'exprimeront à l 'aide

des coefficients a^ de l'élément linéaire (i) et de leurs dérivées.
Les conditions d'intégrabilité du système (2) sont donc en même

temps les conditions nécessaires et suffisantes pour que le second
membre de (i) puisse représenter l'élément linéaire de l'espace.

Nous dirons que les coordonnées curvilignes (p^ pa, pa ) forment
un système triplement conjugué, si, dans le système correspondante),
on a

^3 ==W3i== 7li2=0.

Dans ce cas chaque surface de l 'une des famil les de surfaces qui
composent le système est coupée par les surfaces des deux autres fa-
milles suivant un réseau de courbes conjuguées.

On voit que cette propriété se traduit par des relations entre les coef-
ficients de Vêlement linéaire seulement.

Ces relations appart iennent à une classe d' invariants des formes
différentielles que nous voulons définir sans insister.

Étant données les fonctions x^ x^, ..., x^ des variables p ^ , pa, ...,
?/„ on a
( 3 ) dx\ + dx\ +... 4- dx^ == Ï cc^ dpi dp/,

{ i , k=.ï, 2, ...,n).

Supposons que l'on fasse la transformation

(4) ^'=/r(^i,^2, ' " > ^ m )

{t=:l, 2, .. ., W),

on aura alors
(5) dy\ 4^yl+... 4-^=2 pa^p^

(^/<==i,2, . .., n).

Désignons par F(a^) une fonction des coefficients a,^ et de leurs
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dérivées. Cette fonction sera un invariant de la forme différentielle qui
figure dans le second membre de (3) et pour la transformation (4) si

F((3,,)=:F(a,,.).

C'est ainsi que pour le cas m = n = 3 et pour la transformation li-
néaire, on a comme invariants tous les symboles de M. Christotfel

ï c relatifs à la forme (3). Dans ce cas les invariants caractérisent la
transformation, c'est-à-dire que si les formes (3) et (5) ont mêmes
symboles de M. Christoffel la transformation (4) est l inéaire.

Pour la transformation projective (m = n ==. 3), on a les invariants
| pour lesquels i-^kk^l. C'est l'évanouissement de ces invariantsf t
qui exprime que les coordonnées curvilignes (p^ , pg, p;,) forment un sys-
terne triplement conjugué.

10. Nous nous attacherons surtout à Féfcude des propriétés géomé-
triques des systèmes triplement conjugués et d'autres systèmes que
nous définirons dans la suite.

Nous supposons donc que x . y e t z satisfont à un système d'équa-
tions de la forme

à^ . àe A ^^^^A^+A,,^

(^/C=:l,2,3).

Les conditions d'intégrabilité exigent que l'on ait

A - x ^Aa.— JY' "3""""
lii Ôpfe

et que les H satisfassent aux relations

J^L -JL^^.-J-^^
àpîiàps """"" Ha ()ps 6^2 ilîi àçjy. <)p3 î

_<j2H^ ̂  _ } _ _ àîî, à^ ^ » àlï, àH^
<)p3^pi " Ha api Jp3 Hi àp3 a p i ?

à^ ^ i àîî, <JHa JL^J12^!.3.
àpiàp^ ̂  HI à^ ()pi. ïÏî api àp^
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x, r et ^ sont donc des solutions du système

à^Q î àR, àQ . i àJîk à9
api àp/, ~~ Ri api, api ïl/, api àp/,

(^A-=rl , 2, 3).

Le système triplement conjugué est composé de trois familles de
surfaces : par chaque point de l'espace passe une surface de chaque
famille.

Soit MT, la tangente à la courbe d'intersection des surfaces
p^= const. et p/== const. qui passent par le point M. La droite MT/
engendre, suivant que p i , pa ou pg est constant , trois congruences d i f -
férentes.

II y a pourtant sur cette droite trois foyers seulement, dont un est
le p o i n t M. Par conséquent, il y a aussi seulement trois plans focaux.

Nous considérerons spécialement la congruence qui correspond à
p,== const., dont les foyers pour la droite MT\- sont différents du
point M et que nous désignons par r\-.

Déterminons par exemple les systèmes tr iplement conjugués pour
lesquels les surfaces pi = const., p^ == const . et p3==cons t . sont les
surfaces moyennes des congruences T^ T^ et IV

Comme les coordonnées des deux foyers de MT; et différents de
M (^,y, z) sont

H^ àx îl/c ày H/, àz
^~1^5p7 ^'""^^ zw'Wk'àP^

api api api
_ îii à^ _ JH_ ày_ _ HL- ̂ i

x à^i api' y àRi àp,7 s "̂  api'
api api api

(/^Â'^^1,2,3),

où l'on a supposé que s c ^ y , z satisfaisaient au système (7), on doit
avoir

—(HA)=o, ^ (H^HO^ —(H,H,)=o.opi apî dp 3

On peut donc poser
HsHs^^S Halî^^S HiHa^^^
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R^ désignant une fonction qui ne dépend pas de p^, et alors

H^^-^^s H^^4-^-1^ II;^^"1-11---^.

En remplaçant dans (6) les H par ces valeurs, on obt ient

^R^ ^(R3-Ri) ^ ( R s — R i )=3-
^pa ̂ 3 <^pa c?p3

.̂ l̂i- - 3 <}iRlrLR^-l ̂ l̂il
àps api ~" ^p3 <?pi
^^s _ g ^ ( R o - R : , ) <) (Ri -R3)

^pi (^pa ^pi ^ps

M. Darboux a rencontré dans ses recherches sur les systèmes t r ip les
orthogonaux composés de surfaces isothenniques (Sj'iémes orthogo-
naux', p. 23o) un système d'équations plus général que le précédent.
En appl iquant sa méthode pour l'intégrer à notre cas, on trouve

RI -•=: a^ 4- ̂  — i Iog( ^a — 03),

Râ -= y-9 •+- ^i — i ̂ (^3 — a! ).
R^ a i + a 2 — ^ I o g ( f f i — f tâ ) ,

a/ et cii désignant des fonctions contenant la seule variable p^*
On t ire de là les valeurs de H i , HL et H;{

H^ .-. i^——^^^^^
V (^3— ^i)(^r(03— a^Ça^—a^)

^\/^H,^^i/—a3-rtl_,,
V ( f f i—«2) (< Ï2— «î)

T-Î „ ,/———a^-~a;'
l l î - c '\/(^-=~a^-(ai— as){a..,t— «i)

et par conséquent le système correspondant(7), que nous supposerons
simplifié par un changement de variables, sera

3-^!l-.=-f_L_ 4- —l—^ ô9- - (—L.-+——}0!,
' ()pî<)pl~\ps—Pl p î — P 3 / ^ P 2 \ p l — P î P t—p3 /^p3

3 _^_ = ( l + ' \ j^ _ ^_J;_ + _L_-'\ El,
' t){>îà?i \ P t — — p 2 p 3 — P l / ^ P 3 \ P 2 — — P 3 P t—pl / ^P l

, j^B _ / i , i \ ^9 / _._ ̂  ...'__. ̂ .
1 (?pl<)p2 \ p 2 — — p 3 Pl—Pî/^Pl \P»—Pl P l—Pî / ^P i
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Trois solutions particulières x, j, z de ce système nous donneront
dans l'espace un système de coordonnées curvilignes jouissant des
propriétés imposées.

Remarquons que ce système d'équations admet la solution

©, = (p,- p^ps- PiY (Pi - P2À

et qu'en posant
0=©1^

on obtiendra le système beaucoup plus simple

, à^ fàQ. à^\ / . , , ^
^-^^^.=\W^^) (^-^^

pour lequel on a immédiatement les solutions suivantes :

_ 1 ^-.1 — 1
( ps—ps) ^ ( p a — P i ) ^Pi—pa) \

pi 4- p2 -h- p3,
2 2 2(^+p l )~ 3 (a-^p2^ 3 (^ -^ "p3) 3,

a étant une constante quelconque.

11. Revenons au système tr iplement conjugué général. Nous avons
en chaque point M de l'espace un trièdre formé par les tangentes MT\,
MT.), MTg aux courbes suivant lesquelles p i , pa , p3 varie seul.

En considérant la configuration géométrique déduite par dualité
d'un système triplement conjugué, nous sommes amené à désigner ce
dernier sous le nom de réseau-trièdre, en réservant la dénomination
de réseau-triangle à la figure corrélative.

Cela étant, prenons une des arêtes MT\ du trièdre des tangentes
au point M. Nous avons vu que cette droite forme trois congruences
différentes suivant que p^ pa ou pg reste cons tan t , et que nous avons
en dehors du point M deux autres foyers F'̂  e tF^ . Il est facile de voir
que les points F^ et Fg décrivent comme M des réseaux-trièdres.

Le passage du réseau (M) au réseau (Fg) ou (F^) est la généralisa-
tion de la transformation de Laplace relative aux réseaux conjugués
tracés sur une surface.
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Nous étudierons, d'après M. Barboux, deux autres transformations
des réseaux-fcriëdres; ces transformations coïncident , dans le cas des
systèmes t r ip les orthogonaux, avec la transformation de Combescure.

Menons par l 'origine les droites 0^, 0^, 0^ parallèles aux arêtes
du. tr iëdre MT^T^T.^ d 'un réseau en un po in t M. Nous dirons que le
triedre Ot^l^t^ est la représentation sphérique du triëdre MT/JT/r^, et
que l 'ensemble des tr iedres O t ^ t ^ ! ^ const i tue la représentation, sphé-
nque dit réseau donné.

La première général isa t ion de la t ransformation de Combescure
consis te dans la recherche des réseaux-triedres ayant la môme repré-
sentat ion s p h é r i q u e q u ' u n réseau-triëdre donné .

Les triedres MT/L/l^ et WT\T[/Ï^ aux points correspondants
M(.r, y , z ) etM'Çv\y\ z / ) de deux de ces réseaux ont leurs arêtes
para l lè les , c'est-à-dire q u e l'on a

/ <)^ ô.^ ôy àyr ()z à^
-—-- "̂-~": (, —.—1- •) —~- 'r̂ r t ——— , ,—— -^ ^ , -

l ôpï à p i à^ à pi ^pi ôfj^
} à^ ().^ ()Y àv' à^ à^( ,S ) / -.— == m —— , — ::= m —" , -— -=. m — '

^pïi à^Ï ÔÇ^ ()p^ f}?.^ <^p2

f ^ï — (w ^21 -..- ^ ^f — ^
1 Jp;t ' f)p:i y ÔD^ ' 6/p3 '' àp..i ^p;$

<^es équations montrent que, réciproquement, (ICAIX systèmes de
coordonnées cu/vilî^/zes, pour (escjuels il y a, une telle correspondance, sont
des systèmes triplement conjugués.

Supposons que a^ y , z satisfassent au, système (7) et que x\ y\ s
soient des solutions d 'un système semblable, avec des H. accentués.

L a p r e m i è r e é q u a t i o n d u s y s t è me ( 8 ), d i fïe r e n t i é e p a r r a p p o r t à p ^ ••
nous donne alors

i (M., Ox _ j_ (TO^ à,r _ f i àW, à^ _ _^ 0^ à^\ ôl_ à^_
RI Jpa api lia c}pt ^pa ~ \Ïi\ ()pz 6/pi Ha dpi ^ps/ àp^ api3

d'où
^ ^El ̂  1 ̂  , L EL
H,i ^pa B,i àpï. l <^p37

^^^^/J^ML
Ha dpî Ha ^pi

Ann. de i ' K c . N or ni elle. 3" Série. Tome X V Ï . — AVHIL 1899. 21
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En considérant les équations analogues à la première de ces deux
équations et déduites de (8), et en remarquant que H, et H;, ne sont
déterminées qu'à un facteur près, qui est fonction de p, seulement, on
voit qu'on peut prendre

• H, , Hi
^sr ^W

et alors la seconde équation devient

î ^ _
W, à^ -

et, en général,

î àl^ _ i àïl^
'W[ 6?pi ~~ Hi api 5

î àW/. î ^H/, , . , , .,(,) ^=^^ (^/c=.,. ,3).

Si donc le réseau-triedre décrit par {x, y , ^) est donné, H , , Ha, H;;
seront connus et les équations précédentes intégrées nous donneront
H ^ , tC H^; ensuite de

àx' __ lî[ àx • àx' _ H^ à^_ àx' _ H^ ùx
"^p7 ~"' HI dp/ ripa ""''Hâ (^pâ7 ^p3 ~ ^3 dp./

on aura x ' par des quadratares, les condi t ions d ' in tégrahi l i té é tant
satisfaites. On aura de la même manière y ' et s'.

La solution générale du système (9) dépend de trois fonctions
arbitraires d'une variable.

12. Ribaucour a montré (DARBOUX, Théorie des Surfaces, Vol. I l ,
p. 323) que, si un point p. (^, Y], *() décrit une surface sur laquel le les
courbes M = = c o n s L , ^ = = c o n s t , tracent un réseau conjugué, c'est-
à-dire que $, Y], Ç satisfont à une équation de Laplace

^ ^.pàO ÔQ,
àiiôv"' au v à^

et si, en outre, f;2 -h- Y]2 + î^2 — p2 est aussi une solut ion de cette équa-
tion, la corde de contact de la sphère décrite du point ;x comme centre
avec p pour rayon, avec son enveloppe, forme une congruence dont
les développables correspondent aux courbes du réseau considéré.
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Cela étant, supposons que le point M(x,y,z) décrive un réseau-
tr ièdre, que, par conséquent, x, j, z satisfassent au système de La-
place (7), et supposons de plus que x^-^r-y1 -\- z2—R2 soit aussi une
solution du même système. En prenant alors l'enveloppe de la sphère
de centre M et de rayon R quand po pa ou p^ reste constant , on aura
pour chaque point M trois cordes de contact qui se rencontrent en un
point M'. Le théorème de Ribaucour suffit pour démontrer que M"
décru aussi un système triplement conjugué.

Posons
aco^.z^+j2-^-^— R2; . ! •

le p o i n t M'Çx'\y ' , z ' ) sera déf ini par les équations

, Ar , à v , àz àfi)^ ^ y _ -1, ^ = —- 5
api •7 (}pi ^pi ôpi

, ] , ()x , à y , àz àfj)io ) { x ' — 4- y — -(- ^ — -= —
j ^pâ ^p2 ^Pa ^Pa"2

àx , ày , àz _ àw
'3 """ ^P3àps ~ àp^ " rip;» àp

Remarquons que, de ce système et du fait que oc^ y , z et co satis-
font au système (7)? il résulte

àx' dx à y' à y as' ôz
api ôpk ^pi àp/c api àp/,

( / ^ Â - ^ 1 , 2 , 3 ) ,

ce qu i signifie que le trièdre M/T/l^T^ des tangentes relatif à W est
sijpplémenlaire de celui qui. correspond à M. Par conséquent, si l 'on
prenait dans le système (10) une autre solution oY de (7) au l i eu
de co, on obt iendrai t un po in t M" et le trièdre correspondant M^T^T^
aura i t ses arêtes parallèles à celles du trièdre M'T^T^T^. Nous avons
ainsi , d'après une remarque faite au numéro précédent, une nouvelle
démonstrat ion du fai t que M/ décrit un système triplement conjugué.

Nous appellerons la transformation que nous venons de déf in i r
transformation supplémentaire, et nous voyons que toute solution du
système de Laplace (7) nous donne un ré-seau-trièdre supplémentaire
du réseau donné.

Nous compléterons, dans la suite, l'étude de cette transformation.
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13. Considérons le plan

(i i) uX 4- rY 4- (ï-'Z -+-/}=. o,

dont les coefficients u, v, w et /? sont des fonctions s a t i s f a i s an t au
système de Laplace
/ . ^9 àO àO , /
(r.) ^^=^,^-^,^+^.0

(^ /C==J,2,3) .

Ce plan touchera ses enveloppes obtenues en faisant p/==: const . ,
p2= const., ?3== const., respectivement aux points M ^ , M^ et M';;.

L'ensemble des triangles MiMaM;} forme un réseau-triangle : c'est la
figure corrélative d'un réseau-triedre.

On voit é g a l e m e n t q u e , pour p,== const., le p o i n t M, décr i t une sur-
face sur laquelle les courbes pÂ.== const. et p^= const. tracent u n
réseau conjugué, les tangentes en M, à ces courbes sont M,M/ et M/M/,.

Il est manifes te qu'on peut déf ini r d i rec tement les sommets
•M^(^,j,, ^) par des relations de la forme

(^ |—^^ ^-^(y-^ g .̂̂ .)
(^À-=: I ,2 ,3 ) ,

d'où l'on peut déduire aisément que les sommets M\, M^, 'M^ du triangle
décrivent des réseaux-trièdres.

Les condit ions d'intégrabilité exigent que les a,/, soient de la forme

i àh,
^•îk=— -,- -„—fhi à p / ,

et que les h satisfassent aux relations

à^/ii __ _i_ àh^ âh^ . J^à/i^ ôh^
6?p2 àps ~ h-ï àps ô^ "*" hs ï)p7 ̂  ?

à^ h^ _ ̂  à/n àh^ _i_ àh^ àh^
àp^àpi A3 api àp^ /ii dp3 a p i 7

-^L — -1 ̂ 1 ̂ 3 I ^^2 ^3
^PI ^Pâ ^i ^pa ^pi ^a ^Pi ^pa

On peut remarquer que, pour p^= const., le côté MA du tr iangle
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Mi&LIV^ décrit une congruence dont les foyers sont M^-et M/,; le même
côté engendre d 'a i l leurs , lorsque p/= const., une congruence dont les
foyers sout M/^ et un autre point N/; enfin M/ et N^ sont les foyers de la
congruence obtenue en fa isant p/^== const.

On peut se proposer ici un problème analogue à un problème que
nous avons résolu pour les systèmes t r ip lement conjugués : déter-
miner les réseaux-tr iangles tels que les points N/ se t rouvent aux mi-
l i e u x des côtés M,MA. Un calcul simple nous c o n d u i t a u x équations

—(/4/^) :^o, —(/^AI )=:o, —(/i^h.,}-==:o.
(7pl (7pa 6/p3

Ce sont donc les mêmes équations qu i nous ont servi, au. n° 10 à
résoudre le problème auquel nous venons de faire a l lus ion .

On aura , par conséquent , les h; les équa t ions ( ï 3 ) nous donneront
e n s u i t e les sommets du t r iangle .

14. Si, dans l ' é q u a t i o n (11) on prenai t au l ieu de p une autre so-.
lu t ion . // du système (la) , on ob t i endra i t un réseau-l'riangle dont
chaque t r i ang le M' iM^iM^ au ra i t ses côtés parallèles à ceux du tr iangle
correspondant M^IVLM^ du premier réseau.

Nous désignerons les réseaux ainsi obtenus sous le nom de réseaux-
triangles parallèles.

Les sommets correspondants M^(.'r/,y/,^) et: M^(^ . ,y^ ,^ ) des
tr iangles M i M ^ M ^ et M^M,^M4 appar tenan t à deux réseaux-triangles
parallèles décrivent des systèmes t r ip lement conjugués ayant la même
représentation spbérique. En effet, on a

^,—.'r/;=À(^ —^),
X i — X[ == À ( X'i — X't ),

par conséquent

à xi ,, àx; , . , ,
—— — A ——- == [J.a, {xi — se/, ) == ̂ n (.̂  — Xi J,
àçi api

qu i ne peuvent avoir l ieu que si

.̂=: ̂ 7== ô;
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donc
à^j __-. àx'f
api ~~ api

et de la même manière

^^^Zi ^£i^)^lL,
api a p i J api ' api '

ce qui démontre la proposition.

15. Il est utile d'introduire maintenant un troisième élément géomé-
trique : la congruence triple.

Nous disons qu 'une droite dépendant de trois paramètres ( p ^ , pa, R;})
décri t une congruence triple, si pour p^-== const. la droite forme une
congruence dont les développables s 'obtiennent en faisant p/r= const.
et p^== const., ce qui revient à dire que la surface réglée décrite par
la droite quand p^ varie seul est développable.

Il résulte de là que la droite a trois foyers qui décrivent des réseaux-
trièdres, et trois plans focaux qui nous d o n n e n t des réseaux-triangles :
ce sont les réseaux focaux.

II est aisé de voir que la recherche des congruences triples don t les
droites sont parallèles à celles d'une congruence triple donnée, revient
à la recherche des réseaux-trièdres ayant même représentation sphé-
rique qu'un réseau-triedre focal, ou à celle des réseaux-triangles pa-
rallèles à un réseau-triangle focal de la congruence.

16. Nous nous proposons d'étudier les relations de s i tuat ion qui
exis tent entre les éléments que nous avons introduits .

Etant donné un réseau-trièdre quelconque décrit par le point
M(^,j, ^), on peut toujours trouver sur les arêtes M.IV, MTa, MT;) (en
gardant les notations que nous avons employées jusqu'ici) trois points
M ^ , Ma, M3 dont l 'ensemble forme un réseau-triangle.

On les obtient en posant pour M^(^-,y,, ^-)

— ° àx ' — Q cly _ 0 as
xi^x •^'5p7 yi~~~y^~~à^^ ^^^-^,

api ôpi api

0 étant une solution quelconque du système de Laplace auquel satis-
font oc^ y et z.
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Nous dirons que le réseau-trièdre (M.) et le réseau-triangle (M^ M^M^)
sont appuyés l 'un sur l'autre.

La méthode précédente qui résulte des recherches de M. Darboux
sur les réseaux conjugués d'une surface donne tous les réseaux-triangles
appuyés sur un réseau-trièdre donné.

Il s'agit maintenant de trouver tous les réseaux-trièdres s 'appuyant
sur un réseau-triangle donné.

Faisons d'abord la remarque suivante. La solution 0 que nous avons
considérée plus haut nous a donné un réseau-triangle. Il est clair
qu'on en obtiendra cc1 autres en prenant Q 4- const. au lieu de 0, et
que tous les réseaux-triangles ainsi obtenus sont parallèles entre eux.
Prenons-en deux (M/M^Mg) et ( M ^ M ^ M . ^ ) ; les poin ts correspondants
Mi et M.\ décrivent, d'après une remarque que nous avons faite, des
systèmes t r ip lement conjugués ayant même représentation sphérique.

Gela posé, considérons un réseau-triangle quelconque (MiMaM.^ ) et
cherchons les réseaux-trièdres s 'appuyant sur l u i . A cet effet, on pren-
dra un réseau-trièdre (M.\ ) ayant la même représentation sphérique
que le réseau décrit par le poin t M\. Le plan tangent en M', à la sur-
face p, === const. enveloppera un réseau-triangle ( M ^ M ^ M y ) parallèle à
( M i M a M g ) . Les triangles M^M^M^ et M\ M'^M^ ayant leurs côtés paral-
lèles, les droites M ^ M . ^ , M^M^, M ^ M ^ concourent au même point N i .

Le point Ni décrit un réseau-trièdre appuyé sur (M]IVLM3). En etïet ,
lorsque p i == const. les droites parallèles MLMy et M^M-y décrivent des
congruenccs dont les développables se correspondent; donc, d'après
un théorème connu (DAIUÎOIJX, Théorie des surfaces. Vol. IV, p. 108),
le poin t N\ se trouv(3 sur une surface sur l aque l l e à ces développables
correspondent les courbes d'un système conjugué, et les tangentes en
N, à ces dernières courbes sont N ^ M ^ M a et N ^ M ^ M ^ . On démontrera
de la même manière que les couples de droites (NiM;,, N, Mi ) et
( N ^ M ^ N ^ M a ) sont conjugués sur les surfaces pa === consfc. e t p 3 = = const.
N, décrit donc bien un réseau-trièdre appuyé s u r M / M ^ M g .

La remarque faite plus haut montre de plus qu'on les obt ient tous
a ins i .

On peut présenter le résultat précédent sous u n e autre forme. Sup-
posons que le point M décrive un réseau-trièdre dont MI^T/Ia soit le
trièdre attaché au point M. Soit M' un point qui décrit un réseau ayant
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même représentation sphérique que (M). Il est manifeste que la
droite MM' engendre une congruence triple, dont les développables
correspondent à celles des cong'ruences formées par les tangentes MT^,
et dont les plans focaux passent par MT\, MTa et MTy.

Il résulte alors de ce qui précède que les reseaux-triédres focaux de
(MM7) s'appuient sur les réseaux-triangles déduits des pleins tcmgents en
M aux trois surfaces qui y passent.

Considérons maintenant une congmence tr iple quelconque engen-
drée par une droite MP issue de M. Nous nous proposons de démontrer
qu^ï existe alors sur MP un point M' décrivant un réseau-triedre ayant
même représentation sphérique que (M).

Pour cela i l suffira évidemment de démontrer que l 'un des réseaux-
trièdres focaux de (MP) est appuyé sur un des réseaux-triangles dé-
duits des plans tangents en M aux surfaces p^ = const., p^ == const.,
p3== const., car alors nous savons que le réseau-triedre s'appuiera
sur co1 réseaux-triangles parallèles : les sommets des triangles corres-
pondants situés sur MP nous donneront des réseaux-trièdres ayan t la
même représentation sphérique que le réseau (M,).

Prenons le foyer P,) de MP q u i , pour p, variant seul, décrit une
courbe tangente à MP, et considérons en même temps le plan tangent
en M à la surface p^ == const. Ce plan tangent enveloppe un réseau-
triangle décrit par le tr iangle Mm^m.^ les sommets m^ et m^ étant si-
tués respectivement sur MTg et MT;.}. Nous voulons démontrer que Ï\
décrit un réseau-triedre appuyé sur (Mm^Wg) .

En effet, remarquons d'abord que la tangente en P^ à la courbe
suivant laquelle p^ varie seul est con tenue dans le plan des droites MP
et MX; elle coupe alors Ml\ en un point m^ II, s'agit de prouver que
m[, et m^ coïncident. .

Supposons que pi varie seul. On sait qu'alors tout p o i n t de Pi m[,
décrit une courbe dont la tangente est contenue dans le plan M P^ m[, ;
de même tou t point de MTa décrit une courbe dont la tangente est si-
tuée dans le plan des droites MT^ et MT^. Le po in t m^ décrira, par con-
séquent, une courbe tangente à MT^; il coïncide donc avec m^.

On montrera de la même façon que P ^ T H ^ est la tangente en P< à la
courbe pour laquelle p^ est seul variable. Ce qui démontre complète-
ment la proposition,.
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17. Considérons toujours la droite MP qui forme une congruence
tr iple . Nous venons de voir qu'il y a sur cette droi te des points décri-
vant des systèmes triplement conjugués ayant la même représentat ion
sphérique que le réseau (M).

En dehors de ces points-là, i l y e n a év idemment d 'autres qu i dé-
crivent des réseaux-trièdres, les développables des congruences for-
mées par leurs tangentes correspondant toujours à celles de la con-
gruence t r ip le . On les obt ient à l'aide de so lu t ions du système de
Laplace relat if à un des réseaux-trièdres focaux de (MP).

Soit (N) un de ces réseaux. Il est mani fes te que la tangente en N à
la courbe obtenue en faisant varier p^- seulement rencont re MT^ en
un certain po in t ;x/, et que l 'ensemble des triangles ;j-, (^p-î forme un
réseau-triangle appuyé sur les deux réseaux (M) et (N).

On peut trouver de cette manière des relat ions entre deux sortes
d 'opéra t ions ana ly t iques d i f férentes .

En effet, pour obtenir le réseau (N)on peut d'abord chercher la con-
gruence tr iple, opération qui demande la connaissance d 'une solution
part icul ière du système de Laplace re la t i f à (M); ensu i t e pour avoirN i l
nous faudra une solu t ion du système de Laplace relat if à un des foyers
de MP, ou chercher d'abord le réseau-triangle (^(^p^, ce qui exige
aussi une solut ion du système relatif à (M); ensui te N sera un foyer
d 'une congruence triple engendrée par une droite qui passe par p^, [j^
ou. a;î. Cette dernière congruence s 'obtiendra par une so lu t ion du
système de Laplace relatif à un des points p..

18. Soient (M) et (M/) deux systèmes t r i p l e m e n t conjugués ayant
la même représentation sphérique. On aura alors, pour les points
correspondants M(^,y, ^) et M^a/, y', .s7), des relations de la forme

àx' , àx ù y 1 , à y â^' , âz . . ^
———^.li——î ^ :=:/.--L-, ^ / (<;:= I, 3, 3).
àçi l api api ' a p i api - a p i

Considérons main tenan t un réseau-triangle (M, Ma M;)) appuyé sur(M)
et dédui t à l 'aide de la solution 0 du système de Laplace, auquel satis-
font^, y et -s. 11 est clair d'abord que la fonct ion 0', dé terminée par

àQ' _ àO au' _ ôQ à^ _ , àQ
—~—— ——; / « -——— ? --"••——• ——— L o •"T——~ ? "T—— ——— i g " ~ , ' ?

api api apï " apz dp:i ôç^
Aitii. de î'Éc. Normale, 30 Série. Tome X.VL — MAr 1899. 22
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sera une solut ion du système de Laplace relatif à (M'), ensuite que le
réseau-triangle obtenu de (SF), à l 'a ide de cette so lu t ion 0', sera paral-
lèle au réseau (M, iMLM^ ) ; donc :

.4 tout réseau-triangle appuyé sur un réseau-triêdre donné correspond
un réseau-triangle parallèle appuyé sur un réseau-triêdre ayant même
représentation sphérique que le premier.

Soient (M) un système t r i p l e m e n t con jugué et MP une droi te q u i
passe en M et qui forme une congruence t r i p l e dont les développables
correspondent à celles des congruences formées par les arêtes Mï\,
MT^, MT;} du trièdre des tangentes en M.

Soient main tenant (M') un réseau-triêdre ayant la même représen-
tation sphérique que (M) et M/P' une para l lè le à la d ro i t e MP.

Faisons varier p, seulement , les points M et M' décriront des courbes
ayant les tangentes aux points correspondants paral lèles , et comme MP
décrit une surface développable, il en sera de même de la surface
décr i te par M'P^ La droite M'P'forme donc aussi une congruence triple
dont les développables correspondent à celles de M P.

Nous pouvons tirer de ce résul ta t une au t re conclusion. Prenons
deux réseaux-triangles parallèles ( M i & L M ^ ) et (M\M\'M\) et soi t (M)
un réseau-triêdre appuyé sur ( M ^ M L M a ) , i l existe un réseau (M')
s 'appuyant sur ( M ^ M ^ M ^ ) et ayan t la même représenta t ion sphér ique
que (M). En effet , la droite MM, par exemple décrit une congruence
tr iple dont (M) est un des réseaux focaux, la droite para l lè le M^M/
à S ^ M formera une congruence t r i p l e , et un de ses réseaux-trièdres
focaux (M^aura, d'une part, la même représentation sphérique que (M)
et sera, d 'aut re part, appuyé sur ÇM\ M^M';,).

19. Etant donné un réseau-triangle (M^M^ï^), cherchons parmi les
droites perpendiculaires au plan du t r iangle M^LM^ celles qui for-
ment des congruences triples dont les développables correspondent à
celles des congruences des côtés M/M^

11 est clair que, si l'on prend un réseau supplémentaire (M',) de
celui que décri t le sommet M^ par exemple, la tangente au point cor-
respondant M^ à la courbe suivant laquelle pi varie seul nous donne
une congruence triple qui répond à la quest ion. On les obtient toutes
ainsi .
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Prenons en effet une droi te qui forme une telle congruence tr iple,
et soit F,, le foyer q u i , pour p2==cons t . et p 3 = = c o n s t . , décrit une
courbe tangente à la droi te . Si Fon désigne pa ra ; i , y i , ^ et x^y\, z\
les coordonnées des points M^ et F ^ , on aura

àx\ àxj ày^ ùy^ (h^ ^£1 == o
àp^ àp 2 à^i àpî api 6^2
à.r\ à^ _ ày\ ày\ àz\ àz^ _
àp[ à ps à^ Op^ àp^ âp^

d'où résulte, en d i f f e r e n t i a n t et en tenant compte que ^, j^, z^ et
x^ y\, z\ satisfont à des systèmes de Laplace de la forme (7)

^ ^ + ^ ^ - , ^ ^ 0 (^/.=,,.,3);
api ()p/, api àpk api op/,

ce qu i démontre que le réseau focal (F») et le réseau M, sont supplé-
mentaires.

20. Considérons deux congruences triples dont les développables
se correspondent et don t les droites correspondantes sont paral lèles ,
et soient F^ , Fa, F3 et T\, F^, F'̂  les foyers de deux droites correspon-
dantes , ' ¥ i et F^. dés ignant les foyers q u i , pour p, va r i an t seul, décrivent
des courbes tangentes aux rayons des congruences.

Le triangle formé par les droites F^ F',, FaF^, F;iF^ engendre un réseau-
triangle. Pour le démontrer , il suffi t d 'appliquer un théorème de M. Dar-
boux aux trois couples de congruences ayant la même représentat ion
sphérique pour leurs développables et contenues dans les deux con-
gruences triples considérées.

21. Revenons main tenan t à la t ransformation supplémenta i re de
M. Darboux.

Considérons un système triplement conjugué décrit par le poin t
M(^,y, ^), oc, y et z sa t isfa isant à un système d'équations de Laplace
(L) de la forme (7).

A chaque solution 0 de (L) on peut faire correspondre un réseau-
triangle appuyé sur le réseau (M), dont les sommets sont définis par
/ ^ Q àx 0 ()y , ^ , Q àz ..
( ,4) ,^^^^, y^y^^^ ^___^^^ (^I,,.^),

à pi à pi api
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et un réseau-triedre supplémentaire décrit par le po in t M'C^r' , y\ z ' )
el défini par les équa t ions

^+^+^^
opi ' <7pi ^pi api

^ àx- 4, y/ ̂  4- ̂  6^ ^ ÔQ, ,
^pa ^pa "' àp^ ôpî '

, rf^ . ày . à^ àO
^•' ___, _L. y ' ___"•_ _ l _ ^1 ___ —— .___, ^

^?3 ^03 ^ àps ()p3

Nous voulons chercher les r e l a t ions qu i ex i s ten t en t r e les d e u x
réseaux.

Soit (I/) le système de Laplace relat i f au réseau-triedre (M/).
Comme le réseau (M) se d é d u i t de (M/) par une t ransformat ion sup-
p lémenta i re , on a

àx1 ôy' ^ àz1 _ W
x ôpi y ô^ ̂  '~à^ ~ Jp"^

•^ ^ r.0^ ^ (w

àpî " àpî "' ^pg ~ ( )p . ^ î

T^ ^ - ^ — ^
' '^P3 àp3 ^ ÔP:} ~~ àrj^

0' étant une solut ion convenable de (L/).
Des deux derniers systèmes d ' équa t ions , i l r é s u l t e la re la t ion sui-

van te
( 15 ) x^ 4- y y ' + z z ' == 0 -4- V.

Cela é t a n t é tabl i , considérons le plan
X^-i-Yj+Xs=:^,

i l est aisé de voir qu ' i l enveloppe un réseau-triangle a p p u y é sur (M' ).
De même, si l 'on considère le plan

x^-4-Yy+z.^^^,
on obt ient un réseau-triangle appuyé sur (M). Ce dernier réseau-
tr iangle coïncide avec celui qu i résulte des formules (14). En efTet, on
a i d e n t i q u e m e n t
/ / Q ôx\ , / Q ày\ / 6 àz\x(x-^^^+y(y-^^^s\s--w^\=v (—^)-\ ^, j \ à?, / \ àp', /
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TROISIÈME PARTIE.

22. Nous désignerons par Qp u n système t r i p l e m e n t conjugué
lorsque , oc, y , z é t a n t des so lu t ions d u système

0) ÈlL.-^.^l0! ̂ ^-^ ^/.-^ , ̂{ ) àp, c)p, - H, àp, àp, r H,, à^ àp, ^ ̂  - î — ̂

on a p au t res so lu t ions R < , IL, . . . , Rp telles que
.^^^^^^i^^]^_.. ._i^;

soit aussi une s o l u t i o n de ( î) , ou, ce qu i r ev ien t au même, telles que
l'on a i t

(^ ^^.^ÈLÈf,^^^^^^ (^.^.,3^
Jp/-Jp/, à p i ( ) p / , ôpi jp/, ^p/ ^p/, "" ^p/ <)p^ ^ ^ î <1 • y

I I c o n v i e n t de remarquer que x, y , z^ l^, , . . , Rp é tant des solu-
t ions de (î) , il suiïit en général que .^"2+y24- z2 -— Rf — . . . — R^;
satisfasse à deux des équa t ions d u même système pour qu 'e l le satis-
fasse d\dle-même la t ro is ième. Supposons en effet

ôx ^ ^y ^ ^£ JE ̂  (m! <ml-- ^^
^pl <)p2 Jpi <)p2 ^Pi ^pa "~" ^Pl ^pâ ' " ' ^PI ^Pa î

/ '\ .̂ ^1 ^-<^ ôz El =: ̂ 1 Ï)R1. ̂  !̂  ̂
t ' !)pi ()p3 (}pi ()^ ()pï àp^ """ api ()p:ï 1 " ' ' ^pi ^p3 î

et démontrons que l'on a aussi

" • ÔÎLÔJL ÏL ^r j!9!^.—^lil ̂ !ll -. ^^ ̂ .
^P.2 ^P3 ^P2 àps àÇî-î ^p;} r)p2 ^p3 " " " dp2 ^p3

Pour cela, d i f ï e ren t ions (3) par rapport a p;î, et (4) p^* rapport a pa;
on trouvera

^ ̂  ///d^ ^ f . -^-^ EL El _ ̂  Élii -»- »-. ̂  ̂ ^ =- o
IL} 7Jp"i V^pa ^î ^ps àps àpï àps àçï à^ " ' àpî àps )

L ^H! ( à x à± ^y. ^ ^^ i -^1^1^ _^ ̂ ^ == o
ilâ <)pi vJpa <)p3 rJpâ ^p3 àp^ àp'.} àpz dp;} ' * ' ^ps ^P;î /
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Par conséquent, dans le cas général, l ' équat ion (5) sera sa t i s fa i te
d'elle-même, sauf dans le cas où

^ïL ___^H3 __ _
^Pi ~~ <^pi ~°'

ina is alors deux des équat ions (i) se réduisent à

(r-e _ j_ ÔE, ào^
api d p a H i àpï àp^

(^e î àîî, àe

donc
^pi 6^3 Hi àp; ô p i 9

àx ùr ,,, <}^ „„—- == ^H], -— =• /jHi, —- -== cH.i,^pi ^pi ôp,
àRi
api ;a / Ï ï î /'=:!, 2, . . .,/^

^, &, c, a , , ..., a^ étant des fonctions de la seule var iable p i , et les
équat ions (3) et (4) n o u s donnent

ax ~1- by + cz -=. 0; R.i -h.. . . -{- ̂  g:̂ , -i- ;3,

^ étant aussi une fonction de p < .
En appl iquant cette remarque au cas ou

B î =: R g =:... =; R^ == Oy
on déduit que :

Les surfaces de deux familles d'un système triplement conjugué ne
peuvent pas se couper suivant les trajectoires orthogonales des surfaces de
la troisième famille sans former un système triple orthogonal, sauf dans
le cas où la troisième famille est composée de surfaces moulures générales.

23. Nous nous occuperons spécialement des systèmes triplement
conjugués ûr Nous supposerons donc pour le réscau-trièdre (M) dé-
crit par le point M(a?, y, -s) que x, y , z, K et x^ + y2 +• ^ — B2 satis-
font au système (î).

Il est facile de voir que tout réseau-triedre, ayant la même représen-
tation sphérique qu'un réseau û,, est lui aussi un réseau û^. En effet,
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nous savons que, si l'on a un système de solut ions pour

_r_ àV^ _ _î_ àR^
ïl;. api ~ H, à?, î

les for mu le s

ûx' _ H^ ̂  ^ _ H/ û^_ ^ __ \\\ 0^
ôp, """ H/ Jp/ c^p/ ~~ H, 6?p/ ^P( ~ H/ à?,

( ^ = 1 , ^ , 3 )

d é t e r m i n e r o n t un réseau ayant la même représenta t ion sphér ique que
(M). Définissons FT par

^' ^H^R .^^ , 3..
^-'H^ t ^ ~ ^ ^ ^ ) ,

i l est m a n i f e s t e que R7 et^'2 +J//:^ 4- ^2 — R'2 sa t i s (e ronl au même sys-
tème de Laplace que x1, y\ z\ car

ÔXLùxl ^ àyl chl(l^. ̂ .(w ()w.
Ôpi <)?/, Ôp, ()p/, Jp, ()p^ ùpi Jp/,

— 'wlw± f^^ ^ EL ^ ̂ i EL ̂  ()R (m \
IS/H/, \()pi' àp/, api ()p/, ôpi <)?/, ()pf àp/J

(^/•rr-r , î î ,3).

24. Les réseaux-trièdres supplémentaires de (A l ) soril eux aussi des ré-
seaux Û, . — Comme tous les réseaux s u p p l é m e n t a i r e s ( l ' un réseau-
t r iedre donné ont la même représentation sphérique, i l suff i t de dé-
mont re r que cela a l i eu pour un réseau par t i cu l ie r .

Nous considérons le réseau supplémenta i re correspondant à la solu-
t ion ^(.^2-(-y2+ z2 — R2) , c'est-à-dire que nous posons

,. <Àr O'Y ,, ()^ à^ à y ()^ ,, r}!î^ .̂. n -/- H- ç — ^ j' .— + y —- -h" ^ — —~ H —
' api ôpi àpf ôpi v opi opi ( ) p i

(/.-:: r , a, 3). ^

Réciproquement , le réseau (M) se d é d u i r a du réseau ([^) décrit par
le point ^(E, T], Ç) par les formules

^ an (K . ̂  , ^ , y ^ ,. ^Hi,̂  „. 4. y 4, ̂  ^ =: ^ ~5. 4- -/i -.- + Ç •Y-- — H i ——-
^p, •/ ^p/ ^p, 'ôpi ôpi dpi ()pi

( / = = Ï , 2 , 3 ) ,
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^-r- Y]2 4- 'C 2 —R^ étant une solu t ion du système ( L , ) auque l sat isfont
^ TI et C.

On d é d u i t des équations précédentes
(.r - ̂ -h (r - Y^+ ( ̂  - Ç)^= R2^ R^,

et il reste à démont re r que R ^ satisfai t aussi au système ( L ^ ) .
Pour cela, r emarquons d'abord que l'on a

/ — J I L ^ ^ - A ^ . / / — R ^ ̂ . \ -Èîl
( ^ "~ ^R ̂  ^ ) ̂  "̂  ( y àR ôrjf, 'r] ) àp/,
\ à?i 1 \ api I

f R ô^ \ r/s _
^ '^^R^-^^:-0 5

\ à^
et comme

à^ àx an ô}' à'ï à^ _
àp,- 6?p/, à^i àp/, à^î àp/, """ 9

(^^=rr^,3),
on conclut que

R c?^ „ . à^ R ^^ . ô-n
^ — « .̂ -,.— r=r. ^ »1- /.^—— ? y — —— -— ==: Tj -|- A/ -— ?

(}R <7p/ ' ()0t ' ài{ api ()pi
api api

^ à^ ^ <. . àÏ
^ô^'àpi-^^^

api

ce qui signifie que le réseau-triangle appuyé sur (M) et d é d u i t a l 'aide
de la solution R est aussi appuyé sur le réseau (p.). Il résul te de là
que

^-==— j j " {i=i, 2, 3),

api

0, é t an t une solut ion du système (Li). Or, en m u l t i p l i a n t les deux
membres de chacune des équations (6) respectivement par x — Ï ,
r — ï], z — ï, on tire

À.--!!--
'~' rJRi '

api

R, est donc bien une solution de (L i ) .
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25. On peut étendre les considérations précédentes à un système de
^L-Z-L- équations de Laplace de la forme

à^O à9 àQ , . , . , .
àpTàp-, ""^•^ "t" aki^ + ik (^==ï' 2T • • - ̂ '

Supposons, en effet, qu'un tel système admet te n -4- 3 solutions liées
par une relation quadratique. Il s'agit d'en déduire d 'autres systèmes
avant la même propriété.

Remarquons d'abord qu'en u t i l i s an t une solution convenable on
peut rendre b^r=. o et dire que le système ainsi r é d u i t

,,, à^Q àO àQ
( S^ ) —- -.-- =r an, ••Y- "4- a/,/-.—

àp/àp/, l oui àç/,

admet les solutions x ^ , x^ . . . » x^, R et x^ + .r; +... -•h . î ' ^ — H 2 /
(Jne t ransformat ion évidente est celle qui consiste a poser

,'-^ === /.^, —-(. > •,— ,"= Â/^ ,-- (^ k == r, 2, . . ., fi ),
( ) r j k (/p/, ()çj/^ ()?/,.

où. les X/, sont des fonctions qui rendent les équat ions précédentes
compatibles. On voit aisément qu'alors y, , ja, . . . , y//, R , et
Y^ ̂  y2 4-... -h- y^ — R^ sont des solut ions d 'un même système rédnil,
de Laplace.

I l y a une autre t ransformat ion plus intéressante et q u i correspond
à la transformation supplémentaire des systèmes t r ip l emen t conjugués.

Définissons ^, ̂ , ..., .s^ par les équat ions

().Z\ (),P,, _ ^,Z-i ÔX,, Ù\\

( 7 ) 'l ̂  4" • • v + ''" ̂  ̂  tz l J^ + • • " ""li" a'fi "JpT "'" Wi
(^= r , 9,, . . ., n),

et W par

( 8 ) ( z, - .̂  )3 ̂ (z,^ x^ 4-. . . + ( ̂  - ..rĵ  R2 + lî^.

Nous voulons montrer que ^, z ^ y ..., s/,, R' et ^ d-.. .4- ^;;-— R/2

satisfont à un même système de Laplace de la forme (L).-
Ann. de l'Ra. Normate. 38 Série. Tome KVI.— MAI 1899, 23
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Tout d'abord les équat ions (7) nous donnent

àzi à.vi (^2 àx., àzn àxn / • .- 7 ^( <) ) —— ,— 4- —— —— -+-...+ —n- ——i ===0 ( i^é k = i, 2, . .., n ),
^p/ <?PÂ- <^ ào/, api ôpk v " ' ) ' h

d'où il résulte que ^, , -s^, . .., ^ satisfont à un système (l/)*de même
forme que L. D'autre part, on a de (8)

^i à^ à^n à^, as,, , , /^IV,r, —i 4- .r2 —— -4- ... -h .Tn ——i=:,^—l-L-... + .c,/ -— — !{/ -,—,
à^i àoi dpf api api api

d'où l'on déduit immédiatement que ^•+- ^; +.. .4- ^—IV 2 satisfait
au système (V). 11 nous reste à faire voir que IV est aussi une solution
du même système.

Pour cela nous remarquons que l'on a

/ , R àx,\ùx, / R à^,:\ àx,
l •^--i- -^ ^ \ ̂  +• • .+ ^——.- -^ j^ \~^ =o

\ ^F. / \ ^p. /
(^A-=i, 2, . . . , /? ) ,

et en comparant avec les équations (9) on t i re

/ „ H à^\ _ à^^ R àj'n ()zn
{ 1 0 ) .̂ 1 —— ^i —— —T..- -T— —— /?? f ,—— » , . . , A',, —— Z^ —— -——— ——— 2=: /;? • - , — —

dK <7p^ api (}î\ api ()p^
api api

(î==i, a, . .., /i).

Multiplions les deux membres de chaque équation (10) respective-
ment par ̂ i — ^, ..., Xn— ^ et ajoutons; on trouve, en tenant compte
des autres équations,

R/
•^--^

api
et alors les équations

^ JL. ̂ 1 -• _ JiL ̂  R ^n _ ÏV ÔZn
xi ïm à^ ^ ̂  àw ^ 7 " * ? " "^ ^R"^p7 "" ̂ ^ ^R7" Jpi

api api api "api

nous montrent que IV est une solut ion de (U).
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D'une manière plus générale, si l'on détermine S, , ^, . . . , S/, par les
équat ions

.. ^.r, ^ <^ ^,,^-i-^^^...+^^^^ (^^...,.j;

0 é tant une solution quelconque de (L), on aura évidemment, des rela-
tions de la forme

ai/ à^iàp^^^àp; (^=:i^...,^
et en dé t e rminan t IL par

<}R, (W / / ,
^-^-; (Â-^r,.,..,.),

^ i » ^, . • . , £,/,, .I:L et ^ -+- $2 4-... -+~ ^^ — B^ seront des so lu t ions d 'un
même système de Laplace de la forme (L).

26. Etant donc donné un réseau-trièdre û^ décrit par le po in t
M (.r, y, s), nous avons vu que les formules

^àx à y „ àz ô^ ày àz ,. <1\\
^ ^ ^ ^ _,^ Ç ^ ̂  ^ y ___1 „)„ ^ „ I{ ,

à^i O^i opi api J à^i api àçjf

(^ - 'er- + (,r ~ ro^h (^ -- o^ IP+ irf

nous donnent un autre réseau 0, décrit par [j-(Ç, Y], î^), et que les
triangles dont les sommets M/(.r,, y,, ̂ ) sont définis par

. • • — - _ :R. ^^ - ;-_ j^ î
xi "~ x "àR à^i ~:' ^ '̂ R7 a p i 3

api ùpi

et des formules analogues pourj^ etz^ forment un réseau-triangle qu i
s'appuie sur les deux réseaux (M) et ((^).

Remarquons ma in tenan t que l'on a

(x - 'E)(.z'r- ^A.) -I- (./ -•n)(y~y,) ̂  (z - Ç)( ̂ - ,̂ ) =- o:

la droite M(X est donc perpendiculaire au plan du triangle A I , M^l^ et
comme, en vertu de la transformation supplémentaire M/;x est perpen-
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diculaire au plan des droites MM/;- et MM/, la droite M [̂  est l 'intersec-
tion des plans menés par chaqiie arête du t r ièdre formé par les droites
M M ^ , MM^ e t M M ^ , perpendicula i rement à la face opposée, nous l'ap-
pellerons la hauteur du trièdre.

I l résulte donc que pour le réseau (M) les réseaux-triangles appuyés
déduits par la méthode de M. Darboux à l'aide des solutions R -i- const.
sont parallèles et leurs plans sont perpendiculaires sur la hauteur du
trièdre des tangentes re la t i f à M.

Considérons de plus près le réseau-triangle ( M i M ^ M ; ; ) . On pourrait
démontrer directement que le côté M/M/, forme pour p^== const. une
congruence cyclique; il suffirait de faire voir que la condition néces-
saire et suffisante donnée par M. Guichard est vérifiée. Nous démon-
trerons ce fait en établissant qu ' i l existe deux systèmes triples ortho-
gonaux qui s ' appuien t sur le réseau ( M i M ^ M ; ç ) .

En effe t , cons t ru isons un trièdre t r i rec tangle de sommet W(x\ y, ^ )
dont les arêtes passent p a r M < , M^ et M;}. On a

( ï , ) (^_ .^) (^~ ̂ ,) + (y-y.) (y-.n.) + (^- ̂ ) (^~ ̂ ,) = o
(^/:=i,^3);

d'ailleurs il est manifeste qu'on a aussi

(19.) (.r^-- .r) (.r,-^.)+ (j'-j) (y,— y/,) -4- Ç^— z) (5,— .̂) -= ô.

Différenlions (i î ) par rapport à p^, on aura

S(,.'-.,)^+S^-^^=:S^-.,)^-4-S(.'-^^,

où nous avons employé le signe de sommation de Lamé.
Or

S ( x' — x, ) ^ = a/,i S ( x' — .Xi ) ( .r/, — .r/ ) == o,
opi

àx'^^—x^—— •==.au S ( ^ / — ^ / , ) ( ^ t — ^ / ) = = o ,
(/?/

donc
f) yi /) yi

( ï 3 ) S(^-^)—+S(^-^)—=o.
OÇi ORi
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Différent ions maintenant (12) par rapport à p^, on aura

S(^-^)^=S(^^.:^)^4-S.^+S,:^,
^ol dp! ( ) ç j / ôp/

et l'on verra aisément (fue cette équation se r é d u i t à

û/ ^< ) ' v r

b(.r~.r^)—-- =o.ap/( i 4 )

Des équat ions (i3) et ( i4)» on t ire

(—^)^-4-(y-.r/)^+(.'-
(-'-^•)^+(y-,r/^+(='-^p/ </p/

( (^/•^/^i ,?^) ,

5,) -."- =0,
rf,0/

, ̂
•=/•) i— = 0

Vpf

et de la

.̂= /̂(,...'-;../), Jy' / / \^=-a/(y-y/).
ÔOf

y'/( (/=i^,3),

ce qu i pi-ouve que le po in t M^.z^y, .5/) décrit un système triple ortho-
gonal.

I l est év ident que le symétrique du po in t M/ par rapport au
plan M^!VLM;( décr i t aussi un système tr iple orthogonal, mais nous
reviendrons p l u s lo in sur ce point .

27. Nous sommes c o n d u i t à nous occuper des réseaux-triangles
décrits par des tr iangles M i M ^ M ^ dont les côtés M, M^. forment pour
p^const. des congruences cycliques,

Nous déf in i ssons les sommets M< du triangle par les formules

05)

àxi. _ i àhi
jp/, """" 11, àçj;, (.y/—.y/,),

(y— y^

(^~^)

àyi _ i àhf
àpk """ hi àpf,

îi — JL ̂
àp/c "~ fii àp/,

( z^Â-= ï , ^3 ) .
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Un calcul facile montre que X i — x / , , y / — y ^ s /—^. satisfont à
l'équation

ye ^ ^ _ à h ^ à 0 _ J!_àh^ à0^ . ^
^pî^pA-""" hi àp/c api h/, api àp/, Jl/c

Pour que les côtés ÛLMy, M g M , , M, Ma décrivent des congruences
cycliques, quand respectivement p ^ = = const., p^ = const. e tp; t = const.,
il faut et il suff î t , d'après le théorème de M. Guichard (n^B), que l'on
ait

i (^-^3) 2+(^-y3) ^4-(^-^) 2-R^j4-IL^j ,
( 1 6 ) (,r^^)2+(y,-rO^+(^-^)2=S^^^-S3^^

( (^,-^)2+(rl-y2)2+(^"-^)2=T^?+T^j,

les 1 -̂, S;, Ti étant des fonctions qui ne dépendent pas de la variable p/.
Nous nous proposons de faire voir que

Sa = T., == ̂ , R., -= Ti == a,, Ra = S, "= ^,,

cli désignant une fonction de p^- seulement.
Prenons un point quelconque (S;,?],^) sur le cercle d^intersection

des sphères
..(X.-^)^(Y--r,)2+(Z-^)2-=R3//j,

(X-..r3)^(Y~.n)2+(Z-^)2=::: IR^j,

il est manifeste que l'on a

( 1 7 ) ( Ç — ^ ) ( ^ — ^ ) + ( ^ ~yâ)(rj —j , )+(Ç—^)(Ç-.^^=:o.

De Inéquation
1 ' ( S - ^ ) 2 + ( Y î - r 2 ) 2 - ^ - ( Ç - ^ ) 2 = R 3 ^ j

on déduit

S / - v ^c ^ àh^^,^ , . „, r)R., ,.,
2 (<-"2)^=-^^ba-• r î )(" l-^+7^ / (-

et de : a-^+^-j^+a-^r^R^
on tire

's"—^—^^5"—»-'.-''-*-^^
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et comme, en différentiant (17), on a

,S(,-^)^-^sa-^)|i

-7^s^-^(• l•-^)-^^s(ç-•r3)(——) '
i l résulte

^^-^/^o.
<^0l ^pi

Cela établi, d i f férent ions l 'équation
( ,^„^^2+(r2- r3) 2 - r - (^2~^: , ) 2 =.K^j+ R^j,

par rapport à pi en tenant compte des équat ions ( i5 )e t ( i6 ) , on trou-
vera

(Sa - T^î 4" (R3- Ti)/^ + (s! - ï^^ ̂  o.

en supposant
à ffh\ ,
^(^^:ot

On démontrerait de la même manière que l'on a aussi
(S;,- T,)^ + (^-'Vi)^ + ( ̂  - Si )^S --: o,
(S;,- T,)/ / î+ (Ti - Ks)//^ (S, - IL)AS= o,

en supposant
^......f^^o A.-f^l^o.
^\Ai^ ^A^J"

En laissant donc de côté les cas tout a fai t part iculiers où l 'une des
égalités

^ ( ' ^ l=o (^^"=i^3),
à^i\fti }

serait vérifiée, on voit des égalités précédentes que
83 --1\ = a^ Ba = T, ̂  ^2, B^ "= Si -= ^,,

et comme h, n'est définie qu'à une fonction de p/ près, on pourra
écrire

(^-.^)2^ (J2-J3)>2-•i- (^-^)a=^^+-^»

(^^.v,Y+(y,-~y,Y+(z^~-^Y^hl-r-h^
(.y,-^)S4- (j,^Js)2+ (^,-^)2===//?-," AJ,
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qui sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les côtés
M^MA forment pour p^= const. des congruences cycliques.

Les équations précédentes nous donnent immédia tement

(^,— ^)(.ri— .r;,) -4- O'i—j2)(.ri —.ni -»- (^ i— ^) (^— -0 == //'r,
( ̂ 2 — .2-3) ( .r, — ^i ) -+- (J, — j3 ) (j2 — Yi-) -r- ( ^2 — ^ ) ( - — ^ ) = Aj,

( .Ta — -ri) ( ̂  — ^â ) + (y;î — Ji ) (.}'3 — Yâ ) -+- ( ^3 — ^i ) ( ̂ .-. — - ) = ̂  1 »

et comme en vertu des équat ions (i5),

SJ.ri ^ri i 6?//i ^ i 0 / v /
,p;-,p;=77[,p;^S(•ïî-•r•)("3-•r•)'

S^y.) ^.r.) i <)^o <?//.) n / . / .-^ -^ ̂  n ̂  ^^(^--^(-^--^^
S ^.r3 ^r, _ i à/h à h, n^ ^^(.,^.,^(.,^^,),

il •en résulte
ôx^ ôx^ ô}\ ày\ • ô^[ às^ _ ^/^ ^//i
àp-i ôr}^ à^î û^;\ Oo^ ôrj^ ôpî ()p;t
â^î ô-c^ <)}'ï à}'î ô^ï ô^î àh.i àh.^
r)p3 à^ ()o^ <)pi ( ) r j ^ à^ ""' ()ps ào^

^ ̂ l ̂  ^Zi ̂  -4- ̂  ̂  •— ^/i3 ()ftl.
ôpi api àç>i ào.^ ' 6?pi ôo.^ ""~" ()p\ àpî

Kemarquons maintenant que les relations auxquelles satisfont les
quantités À pour la compatibil i té des équations (ï5), expriment que,
pour p/ = const., ^/:,y/, s/ et. A/ sont des solutions d 'une même équa-
tion de Laplace, et le dernier système d 'équations montre, de plus,
que x] +jj -4- z] — h] satisfait aussi à la même équation.

La sphère de centre M/ et de rayon /^ enveloppe, par conséquent,
pour pi= const., deux surfaces sur lesquelles les l ignes de courbure
se correspondent. Les deux points de contact de la sphère avec ses en-
veloppes sont déterminées par les équations

(X - ̂ )M- (Y - j.)2^ (Z ~ ̂ = / i ï ,

-v- . O'^i / x 7 . àyi , r r , àz{ , àfi,(lx- l^••^+(Y-y')<è+(/-s')^.+/</^==o'
(x- ;r•)^4-(Y-•>••)^-^-(z-3')^+/'-•^=o'(7p<f OOl ()^{ 00{
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les dernières peuvent être remplacées a isément par

( X - x,. )2 -h ( Y -- y , )2 + ( Z - ̂  )2 == ̂ .,
(X -~- ̂  )-+ (Y - y, î2-^- (Z - ̂  î2^: /^7;

les points de contactse confondent donc avec les sommets des trièdres
trirectangles dont les arêtes passent par M^, Ma, M^.

Il résulte alors que les sphères de centres M ^ , ÛL>, M^ et a y a n t pour
rayons 7^, Â^, ^3 nous donnent pour p < == const , p a = = c o n s t . et
p^ •==. const. les mêmes points de contact avec leurs enveloppes respec-
tives. Soit M un de ces points de contact , les droites MM, et MM/, sont
(DARIÎOUX, Théorie des surfaces. Vol- II, p. 3^7) les tangentes aux
lignes de courbure de la surface p^=== const. décrite par le po in t M.
Par conséquent M décrit un système triple orthogonal.

2<S. Désignons par A la perpendiculai re élevée au point de rencontre
des hau teurs du triangle M^MaM; , sur le plan de ce triangle. Nous vou-
lons démontrer que, s'il existe sur A un poin t WÇx\ y , z ' ) qui décri t
un réseau-triedre appuyé sur (M^ MaM.-i), ce réseau-trièdre est û^* plus
généralement, si le triangle M ^ M ^ M ^ forme un réseau-triangle quel-
conque et si, sur la droite A, i l y a un point M/ qu i décrit un réseau-
trièdre appuyé sur ( M ^ M ^ M ^ ) , le réseau-triangle (M/MyM;,) est cy-
c l i q u e et le réseau-trièdre (M') est ûi.

En effet, le poin t M' é tan t sur A on a

( ( x' — ̂ i ) (^2 -—^3)4- {y' — j\ ) (ya — y:\ ) -4- ( z f — ^i ) ( ̂  — ̂  ) == o,
(i8) {^-^^^^^^{/-y^^^y^-^^-^^-^^-o,

{ (^—.^(^i—,^) ^(y—jsKyi—ys)^^—^)^!—^)^^

et décrivant un réseau appuyé sur (Mi MaMg)

/ , , R àx1 , R à y ' , R ùz1
(I9) ^"^'"^^ y^y^.^^ ^^,,^^

api api api
( < — r , 2, 3),

R étant une solution du système de Laplace relatif au réseau (M'). Or,
de (x8), on tire

S ( ^ — ^ ) ( ^ / — ^ ) = = S ( ^ / ~ ^ 3 ) ( ^ — ^ l ) = S ( ^ — ^ J ( ^ / ~ ^ ) = = M 2 ,
Ann. de ÏÉc, Normale. 3e Série. Tome XVI. ~ MAI 1899. 24
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M2 étant la valeur commune des trois expressions, et, à l 'aide de ( 19 ),
on aura

ôx' à^ àv1 àf' àz' à^' _ M2 àR àR
api àp^ api "êpk ^àpi àp/, ~~~ R2 api àp/,

Différentions par rapport à p, l 'égalité

(^-^)(^-^)+(y-j-â)(y-73)+(^-^)(^-^)=M2 ,
f) T' à Y ' à " 1

et remplaçons —•> — ) — par leurs valeurs tirées de (iq), on trouve1 " api api api i v "/

L ÉM— i. (m
M api R. àrj^

et l'on aura de même

donc

^m—l.àï{ î àM _ ^ à R .
M 5p2 ~~ R àp,' . M ^3 ~ K ̂ î

M=:Â-R,

/• é tant une constante qu'on peut prendre, sans d i m i n u e r la général i té ,
égale à l 'unité.

On a, par conséquent,

^ ôx^ àvl à^ ^ ̂  — (m <m

dp, ^p/, <9p, àpk api àçk ~ api àp/,'

ce qui prouve que le point IVT {x\ y\ z') décrit un réseau tî.^ Les ré-
sultats du n° 26 nous mont ren t alors que le réseau-triangle (M,, MaM:})
est cyclique.

Nous avons supposé dans le calcul précédent M = ^ o , car nous sa-
vions d'avance qu ' i l y avait deux systèmes triples orthogonaux s'ap-
puyant sur ( M i M a M î î ) .

On reconnaî t aisément qu'en dehors de la droite A il n'existe pas
de point décrivant un réseau-trièdre [î^ s 'appuyant sur le réseau
(M, M, N3).

29. Nous voulons démontrer maintenant que les réseaux-triedres
appuyés sur ( M ^ M ^ M a ) , et décrits par des points qu i ne sont pas
situés sur A, sont tous des réseauxûa.
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Soit M le sommet d 'un des trièdres trircctangles don t les arêtes
passent par M ^ , Ma et M"3. Nous avons montré que le point M (;r,y,^)
décr i t un système tr iple orthogonal. Soit W Ç x ^ y ' , ^/) un po in t qu i
décr i t un système t r ip lement con jugué quelconque s 'appuyant sur
(M^'LM:i). La droite MM' décri t une congruence t r iple d o n t les déve-
loppables correspondent aux courbes su ivan t lesquel les p i , p^, p;t
va r i en t respect ivement , et nous savons qu'i l existe sur MM' un po in t
u.($,^, *() qui décri t un système tr iple orthogonal ayant même repré-
s e n t a t i o n sphér ique que (M). Si l 'on pose alors

Q, rr: x — S, 02 == y - r,, 0, = z — Ç,

on aura que ï , 0 ^ , 0^, 0.^ et ^4-0^4-0!; sont des so lu t ions d ' un
même système de Laplace. D'une manière p lus générale, si c o < , co^, co;ç
sont des paramètres directeurs quelconques de la d ro i t e MM\ on a u r a

w\ -4- o.)j 4- û.)^ -==. c^ 4- c*)^,

co et o/ salisfaisant au même système de Laplace que co^, co^ et co.i.
Cela étant posé, prenons un des foyers M/^.^, y\ z " ) de MM7, celui

qui décri t pour p^ var iant seul une courbe tangente à la droi te MM7;
x\ y, z" seront des solut ions d 'un cer ta in système de Laplace (L") de
la (orme (i). En vertu de la remarque précédente, on aura

/^Y + W2. (^\ ~ (^ + (^'V^,0) ^J +^^ . ̂ J ~^pJ ̂ [^} !

ÔT" àv" à^ àW à\\"_i,, ^ ^ -l_, —- et —— é tan t des so lu t i ons d 'un .même système de
()pi api api dpi à pi J

Laplace, et l 'on pourra faire en sorte que R" et IT satisfassent au
système (L^). Mais alors (20) nous donne par différent iat ion

ôx" à^ àr" à r " àz" à^ âW àW àV àW.,__ __ _ \ __ _<j,_ i_ „„_ _ ^_ __ .̂...._„ _ i __ __
à^î àp^ api àp/c api à^k àp, àp^ ôpr <}?/,

(i^:/c^i,2,3).

x^ "^y2 ~h z^ — IV2 — R^ est donc aussi une solut ion de (L^). Le
point W et, en général, les foyers de MM/ décrivent des réseaux û^

Revenons main tenan t au point : M7. Il est clair qu'on peut le dédu i r e
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de M" par les formules

, R àx" , „ R à y " , „ R à^"
/y,' ———— rfll ____ ____ I/' —-... ,1'" ______ " —' ———— P-ll ____ ,____ _ _ _ „ „ .

^^5 '^^ "̂̂  ^^

^Pl ^Rl ^Pl

R étant une certaine solut ion de (L^).
Posons

/ R <W , R ^R i - R -'^-^7» R^R -^^
^pi ^pi

Ri et Ra satisferont évidemment aa même système (L/) que ^\ y et s\
Nous voulons démontrer que x ' ^ +j72 -h ^ /2 — R^ — R2 est aussi une
so lu t ion de (L').

On a d'abord

/ dH; v / (mï\ / àï{. \ / (m

^ à^_ à^_ ̂  ( _ _R jp^ Y i - ^ ^Pll \ Ç ̂  ^^ — JPi. r}<r// 1 f ̂  ^PL (}•/'//s^ ^^ _ -K AL H „ î!. ^L. i çf t7^ _ ^Pi. ̂  \ ^ ^PL (A/

^p2 à^~~\ W, àR \ ' ' n^ "^R~ ^ Ô^ Jp.2 "cm" rfpi' J ^ ^p, " dR ^pi"
\ ^Pi / \ ^Pi / \ ^pi / \ ^pi

et en vertu de (20) et (21) on ob t iendra

^ f^ 4. î^ ̂  ^ a^ ̂  ̂ ll ̂ 1 ^R2 ̂
^PS G?p;$ ^pa ^p3 C/pa 5p;$ f}p2 00^ Jpâ ^p3 ''

H ^ , H^ et 1-1', dés ignant les quant i tés habi tue l les H qui i n t e r v i e n n e n t
dans le système (l-/').

On trouvera par un calcul un peu p lus long

^ àxl, + à^, ̂  + à^. ̂  ̂  ̂ 1 ^RI ^2 ^R2

^P3 ^Pl ^p3 (^Pl ^p3 ^pl "~~ ^p;i ^p7 + '̂ p7 ^^

^^4-^^ ^^-^ÉP1^ ^^
api àpî àp[ Jpa ^pi àpî ~~~ <)^ ^ps "^ ~à^ 'c>p73

ce q u i prouve qu'en général le po in t M' décrit un réseau ûo. Il se peut
très bien que le réseau-trièdre (M') soit il, ou même un système t r ip le
orthogonal . Pour cela il faudrai t que R ne fût pas une so lu t i on quel-
conque de (L/).

On reconnaît facilement que pour que M' décrive un réseau Q, i l
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faudra prendre R == R'4- const. ou R -== R^-h- const. Il y a par consé-
quent deux séries de réseaux Û S i , les réseaux d'une même série ayant la
môme représentation sphérique,

De même, pour que M'décrive un système tr iple orthogonal il Faudra
prendre R ^R'-i- iW + const. ou R = tV — i^-h const. On a donc
deux séries de systèmes orthogonaux, les systèmes d'une même série se.
déduisant de l'un d'entre eux par une transformation de Combescure.

Il résulte alors que si l'on prend un po in t M" qui décri t u n réseau-
tr ièdre s 'appuyant sur le réseau-triangle (M, M^M;,) et q u i ne se trouve
pas sur la droi te A, comme il ne peut décrire ni u n système triple
or thogonal , ni un réseau û,, il décrit forcément, d'après ce qu i pré-
cède, un réseau £L.

30. Il nous reste à démontrer qu'il y a effectivement sur A des points
q u i décrivent des réseaux û, s 'appuyant sur (M, M^M;,).

Comme la droite A cont ient les sommets des trièdres trirectangles
don t les arêtes passent par M^ M^ et M;,, elle forme une congruence
t r i p l e qu i appar t ient à la classe des congruences formées parles droites
MM' que nous venons d 'é tudier . On en conc lu t que les réseaux-trièdres
focaux de cette congruence triple sont des réseaux ÏX, et que les réseaux
décrits par les poin ts de A peuvent se grouper en trois classes :

1° Deux séries de systèmes triples orthogonaux, les systèmes d 'une
même série se d é d u i s a n t d e l 'un d'entre eux par une t ransformat ion de
Comhescure.

Si l'on considère les sommets M "et N des deux trièdres t r i rec tangles
don t les arêtes passent p a r M ' ^ M ^ et M;p ils décrivent des systèmes
tr iples or thogonaux appa r t enan t l 'un à la première série, l 'autre à la
seconde.

^2° Deux séries de réseaux û,, les réseaux d 'une môme série avant
la même représentat ion sphér ique.

Soi t m un po in t de A qui décr i t un réseau û^. II est aisé de voir que A
est la h a u t e u r du tr ièdre formé par les tangentes aux courbes su ivan t
lesquel les u n e seule des var iables p varie. I l résu l te alors q u e le réseau-
triangle cycl ique d é d u i t du réseau (m) est para l lè le au réseau consi-
déré (M^MaM; , ) , et que, par conséquent, il y a un réseau-trièdre
appuyé sur (M< Ma M;,) et ayant même représentat ion sphérique que (m);
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le point qui décrit ce réseau se trouve évidemment sur A. Il y a donc
deux points seulement qui décrivent des réseaux £1^ appuyés sur
(MJOÎ,).

3° Tous les autres sont des réseaux Ï2^ mais i l n'y a pas de point
sur A décr ivant un réseau IX s'appuyant sur ( M ^ M L M ^ ) .

31. Nous considérons maintenant u n e classe spéciale de réseaux-
triangles cycliques.

Supposons que le trièdre formé par les droites q u i j o ignen t l 'o r ig ine
aux sommets du t r iangle M ^ M ^ M ^ du réseau soit trirectangle. Le côté
M^-MA forme lorsque p^== const. une congruence cyclique, caria sphère
décrite sur le segmentfocal M/M^ comme d iamèt re passe par u n point
fixe {Bulletin de M. Darboux, 1898). Le réseau (MiIVLM;t ) est donc
cyclique.

On a pour les sommets M/(<r^, y^ z ^ ) les relations

àx, _ r ()K,
^-TÇà^^—^^9

, . . àYi i ()K.f , .(.0 ^=Ki^^r^
^L- I àK^ ,
àp.-^àp,^1'-"^

( î^ /c=: i , a, 3);

les K satisfont aux relations

^IL-JL^^^L^^ r ^ t ^ ï ^ ^
àp, à^ " K, <)p; àçk ' Kz àp, àp, {l^ l ̂ :t-i^6).

Par hypothèse, on a

^•^Â-4--y/7/,-+" ZiZf,=o. {i±:k-=.\, 2, 3),

et alors les équations (21) conduisent à

Qxi àVt ùzi i àHi, .
^w^y1^^31^^^^^3^
v^+Y^y +5.^-^ ̂ i^.v^^
" àp, ' y t àp, • " ' api ~ K, dpi {xi +yi + '•')'
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et comme K, n'est défini qu'à un facteur qui est fonct ion de p, seule-
m e n t , on peut écrire

K, =: ri •=- v^fTyFî7^.
Cela é t an t , posons

^i= ̂ X,, j,== r,Y^ Zi= r^Li,

X^ Y;, Zt seront les cosinus directeurs de OM^.
On aura alors des équat ions précédentes

àX., „ _ ̂  ^K, y
ô^ ~ K;, àp, ̂

et des formules analogues pour les Y et les Z. Il est évident qu 'on
peut poser

—^X.+^A+^X/,

et un calcul simple montre qu'on a

7*/ == o, ^ = — (3/,,, ^, = — (3^
ou

6.,-^ .L^/.[Jl^ K,à^3

de plus, les quant i tés j3 satisfont aux relations

<)^ - ̂  p ^^7- ̂  ̂ ^ . P p^ - p./P^, ^- ̂  ̂  ̂  p,,p^^ o.

L'ensemble des l/iêdres UM/M^M^ forme donc la représentation sphé-
rique du système triple orthogonal le plus général»

I I résulte de là une t ransformation des systèmes tr iples or thogonaux.
En effet, si l'on se donne un système orthogonal, on a les quan t i t és p,//,
les équa t ions

K^-——^- (^=«^)

nous détermineront les K. Posons alors

a'£==: K/X/ , yi === K/Y/, ^/=: K/%/ ( i = i, 2, 3 ),

on aura les triangles MiM^M,.^
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Le symétrique de l'origine par rapport au plein du triangle MiM^M^
décrit un système triple orthogonal transformé du premier.

Cette transformation est un cas singulier d'une transformation due
à Ribaucour ^Bulletin de la Société philo malhique, \ ^69) et qu i résulte
d'ailleurs d 'une, manière naturel le de cette dernière Partie de notre
travail.

Supposons, en effet , que ^,j, ^ et x2 ̂ y2^ z2 satisfassent à un
même système de Laplace de la forme (i), et soit encore 0 une solu-
t ion du même système.

Définissons maintenant les points M^x^y^ ^-) à l'aide des équa-
t ions

0 à^ Q ày 0 àz
^^-^o^ yi=ly^^^ ^'~ à^Wi

api api api
((=!, 2, 3).

11 est manifeste que l 'ensemble des triangles M i M a M a forme un
réseau-triangle cyclique et que, par conséquent , le symét r ique du
point M(.r,j, z ) par rapport au plan du triangle M^M^M;} décrit un
nouveau système triple orthogonal. C'est en cela que consiste la trans-
formation de Ribaucour.


