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SUR CERTÀLNES ÉQUATIONS
ANALOGUES AUX

EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES.
PAR M. C. BOURLET.

Dans un Mémoire para en avril-mai 1897 dans ce Recuei l (1) , j 'ai
défini une catégorie très générale d'opérations que j'ai nommées
transmutations qui font correspondre à une fonction d 'une ou plu-
sieurs variables une ou plusieurs fonctions des mêmes variables.

La t ransmutat ion est dite :
Uniforme, si elle ne fait correspondre à une fonction donnée qu 'une

seule fonct ion ;
Continue, si la l imite de la transmuée d 'une fonction est la transmuée

de la l i m i t e de cette fonc t ion ;
Régulière, si elle transforme une fonction régulière en une autre

fonction également régulière;
Complète, dans un domaine de rayon p» autour du point x, si elle

fourn i t une transmuée pour toute fonction régulière dans tout ce
domaine ou dans un domaine qui le contient.

Lorsque le rayon p est nul , en tout point x, la transmutation est
appl icable à toute fonction qui est régulière dans quelque domaine, si
petit qu'i l soit.

Lorsqu'au contraire p est in f in i , la transmutation ne peut s'appli-
quer qu'à des fonctions entières.

Parmi toutes les transmutations qu'on peut imaginer, il y a une

( l) Sur les opérations en général et les équations différentielles linéaires d'ordre
infini.
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classe particulière qui joue un rôle prépondérant. Ce sont celles que
j'ai nommées transmutations addùives, qui jouissent de la propriété
de transmuer une somme en la somme des transmuées des deux
parties.

M. Pincherle qui , concurremment avec moi (d'ailleurs à mon insu),
avait é tudié ces opérations, les nomme opérations disiributives ( < ) .
Quoique les Travaux de cet auteur aient paru, en partie, avant les
miens, je me permets de conserver la terminologie que j 'ai créée.

Je me propose, dans ce qui va suivre, de développer les résultats
que j'ai eu l 'honneur de communiquer à l'Académie des Sciences le
21 ju in 1897, résultats qui étendent, partiellement, aux équations
opératives construites avec une transmutation addit ive donnée, ceux
que l'on connaît sur les équations différentielles ordinaires.

I.

1. Soit s le symbole opératif d 'une t ransmuta t ion addùive, un i -
forme, continue, régulière, complète dans quelque domaine .

Désignons par ^2, ^\ ... les puissances symboliques de celle opé-
ration, de telle sorte que l'on ait

^u-=.^{^u), ^u=^(^u), ....

Si l'on considère une équation de la forme

0) pQ^U+p^-^i 4-. .^P^l^U-^PmU ==0,

où PQ, ̂ ,..., p^-i, pm sont des fonctions données de la variables
et u une fonction inconnue de la même variable, on a là une sorte
d'équation analogue à une équation différentiel le l inéaire q u i , d'ail-
leurs, en est le cas particulier où l'opération © est la dérivée.

Posons
TU =pQ ̂ m U -h pi ̂ m~i U 4- . . . -4- p,n U ;

cette égalité définit une nouvelle transmutation 1\ additive, uniforme,

(1) M. PIncherle a résumé ses Travaux dans un Mémoire paru dans les MathemaUscfie
Anncden, Bd, XLIX (1897); p. 3'25 à 38a.
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cont inue , comme s et l'équation ( ï ) s'écrit

(2) Tu=o.

Nous sommes ains i ramené à considérer une équation différentielle
d'ordre infini , puisque, comme je l'ai démontré, l'opération T est
toujours définie par une série de la forme

rp . du cP-u c^u
l^ao+^^+a,^+...+^^,+...,

où a^ a ^ , 0.2, ..., a,,/, ... sont des fonctions données de x.

2. Je rappelle rapidement les résultats que j'ai obtenus dans mon
Mémoire (/or;, cit.) pour les compléter sur quelques points.

i° L 'équat ion (2) peut n 'admettre que la seule solution ^ = = 0 ; la
transmutation T admet alors pour inverse une t ransmutat ion uniforme
(en présupposant l'existence de cette inverse).

2° Si l ' équat ion (2.) n'admet qu'un nombreyîm de solutions l inéai-
rement indépendantes , elle admet les mêmes solutions qu 'une cer-
t a i n e équation différent ie l le l inéaire facile à former.

Soient en effet u^ u^, ..., u^ ces solut ions. La solut ion la plus
générale de l 'équat ion (2) sera donnée par la formule

( 3 ) u = Ci u^ 4- Ça ̂  +...•+- C/, ///,,

où C ^ , Ça, * . . , Cp sont des constantes arbitraires. Si l 'on prend p fois
la dérivée des deux membres de l'égalité (3) et qu'on él imine C,,
Ça? - - . » Cp entre les (/? +- s) égalités a ins i obtenues, on a une équation
différentiel le linéaire d'ordre p qui admet toutes les solutions de
l 'équation (2) et celles-là seulement. Soit

(4) CD^==o

cette équation, en posant
r. o ^ du - dP u
COa=Po4-(3.^+...+P,^.

Il est facile de voir comment on passe de l 'équation (2) à l 'équa-
tion (4).
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La transmutation T-1 inverse de T est multiforme, car, si v est l 'une
des solutions de

T^-=u,
on a

T-1 u == (' 4- Ci u^ 4- Ça ^2 4- . . . 4- C/, ?/p ;

mais si l'on forme le produit de T-1 par CD, on obtient la transmuta-
t ion côT"1 qu i est uniforme, ainsi que son inverse T(»c)~1 .

On peut donc poser
(QT^u^^u,

fê tan t le symbole d 'une t ransmuta t ion additive uniforme dont l'in-
verse est également uniforme. On en conclut

CfâT-^^m^T^

et, par suite,
(Qu=^Tu.

Donc, dans ce cas, il existe une certaine transmutation additive uni-
forme ,fR., dont l'inverse est également uniforme^ telle qu'en rappliquant
au premier membre de l'équation (ï) ou (2) cette équation se transforme
en équation différentielle linéaire ordinaire équivalente.

3° L'équation (2) peut admettre un nombre i n f i n i de solutions
linéairement indépendantes, c'est-à-dire telles qu'un nombre quel-
conque d'entre elles (aussi grand qu'on le voudra, mais f in i ) soient
l inéairement indépendantes.

La solution la plus générale de l'équation dépendra alors d 'un
nombre infini de constantes arbitraires.

3. J'ai, dans le Mémoire déjà cité, donné des exemples du premier
et du second type. Si l'on pose

/( x^ z ) = ff.o -+- ^i z 4~ a.2 -32 •4- . . . 4- a/^ s^ 4-. . .,

f(x, z) est ce que j 'appelle l'a fonction opérative de T.
J'ai montré que si, pour toutes les valeurs de oc comprises dans un

certain domaine, l'équation

(4) /(^)=o
n'a aucune racine finie en z, l'équation (2) appartient à la première
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catégorie et la t ransmutat ion T est, a un facteur près, u n e subs/ilu-
lion.

Si \e nombre des racines en z est fini, l ' équa t ion appar t i en t au
second type et la t ransmutat ion uni forme c^ qui la ramène à une équa-
t ion d i f fé ren t ie l le o rd ina i re est une subs t i tu t ion ( ( ) .

Lorsque le nombre des racines en s de l ' équa t ion (4) est i n f i n i et
que les coefficients a^, o^, a^, ... sont constants, l 'équat ion (2)
appa r t i en t à la troisième catégorie. Il me sembla i t alors vraisemblable
qu ' i l deva i t en être de même dans tous les cas. On en aurai t conclu
que la seule t ransmutat ion uniforme dont l ' inverse est également
uniforme serait une s u b s t i t u t i o n .

M.. Pincherle, d a n s une de ses lettres, m'a fai t remarquer que mes
prévis ions n 'é ta ient pas exactes en me fournissant un exemple très
général de t r a n s m u t a t i o n s don t les inverses sont uniformes sans être
des subs t i tu t ions . Voici l 'exemple de M. Pincherle :

Soient <^, a,, . . . , a,/, . . . des constantes non nulles. Définissons une
t r a n s m u t a t i o n a d d i t i v e par les égalités

cette t ransmuta t ion sera év idemment uniforme ainsi que son inverse
et sera donnée (en appl iquant la formule (^), page i53, de mon
Mémoire) par le développement

x
"c^ bn .x:'1 cl'1 u<r;"=:i-7^-^î

en posant
bn =- an -- C^ rt//-i 4- CJi ̂ -2 -+-...-+-(— tVcf.^.

I/équation (4) pourra avoir ici un nombre infini de solutions, et
cependant l 'équat ion

G II == 0

n'aura pas d'autre solution que u == o,

( 1 ) Ces théorèmes supposent la transmutation T complète, dans un certain domaine,
ainsi que l'inverse.

Ann. de l'Éc. Normale. 3" Série. Tome XVJ. — AOUT 1899. 4^



II.

4. Je me propose ma in t enan t d'étudier pins spéc ia lement les équa-
tions l inéa i res de la forme (ï) clans lesquel les les coefficients p^
P\i - - • » Pin sont constants.

On sait qu 'étant donnée une équa t ion d i f fé ren t ie l l e l i néa i r e à coeffi-
cients constants

d'^u d ' ^ - ^ i i( 5 ) p,^^^^^^^^p^,=o.

on obt ien t un système fondamenta l d'intégrales en cons idéran t celles
qui sont de la forme e^ où r est une racine de l 'équat ion caractéris-
t ique

( 6 ) /^ r111 -+- p , r 1 ' 1 - 1 4-. . . + p,n -= o.

Or, si l'on remarque que ̂  est une so lu t ion de l 'équat ion

. , du
( 7 ) ^^rllî

on voit que rintégration de l 'équation (5) se ramène à celle de l 'équa-
tion (7) suivie de la résolut ion algébrique de l 'équation ent ière (6).

Une méthode iden t ique s'applique à féquat ion (1).
Soit

( 8 ) /i'o ̂ w U 4" Ri (B^-1 U + . . . -t- p,m -1 ̂  U + pm u '-=: °

une équation opérative à coefficients constants.
Supposons qu 'on sache trouver la solution la plus générale de

l 'équation

(9) Qu ==/•«,

où r désigne une constante arbitraire. Soit ^(<r,r) cette so lu t i on ;
nous admettrons qu'elle ^régulière par rapport aux deux variables <r, r
clans certains domaines et qu'elle n'est pas iden t iquement nul le .

Il est bon de remarquer de suite c}ue cette solution cont iendra tou-
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jours n u m o i n s une constante arbi traire , car si u est une so lu t ion
de (9), Cu en est une autre, C é tan t une constante arbitraire.

Si ^(.r, r) contient un nombrey^m'y de constantes arbi traires, e l l e
sera ce r ta inement de la forme

(p (.r, r ) = (̂  t'i -^- €2 ('2 4- . . . -+- C,/1^,

^, (^, . . . , ^ étant y fonct ions de a? et de r bien déterminées, e t C i ,
C^, ..., Cy, y constantes arbitraires.

Mais il pourra i t fort b ien arriver, comme nous le verrons plus lo in ,
que ^ dépende d'un nombre infini de constantes arbitraires.

5. De l ' iden t i t é
Ç^d^y /") ~' ̂ (^y /')

on d é d u i t sans peine la s u i v a n t e

( ï o ) ^(.r, r) ^/"/^(.y, /•) .

Nous allons en conclure la proposi t ion que voici :

Sou r une racine de l9 équation caractéristique

( n ) /( /•) ES p , r^ + /5i /^"1 -.}-... ^- /7^ -^ o,

d'ordre de multiplicité //. Les h/onctions

à ^-1

^C^7"). ^.'H^7'), -., ^.7r.-T^(•^/')

.yo^^ À solutions de V équation (8).
En prenant successivement, pour r, toutes les racines de Inéquation ( ï i )

et en donnant aux constantes que contiennent ces/onctions des valeurs
fixes mais quelconques, on aura m solutions linéairement indépendantes.

Enfin, en laissant les constantes que contiennent ces m solutions abso-
lument arbitraires, on obtient la solution la plus générale de l'équation (8)
en faisant la somme de ces m solutions.

6. Pour établir cette proposition, remarquons d'abord que l'on a,
Tétan t le symbole d'une transmutation additive, continue, uniforme et
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régulière

( 1 2 ) ^[T^(^r)]=T^.^(.r,/-).

Car on a, d'après les propriétés de cette t r ansmuta t ion ,

T^(,r,7-4- Ar) -T^(.z', /•) _ r^(a-, /• + A/-) - ̂ (a-, /•)-!———————^———————_.l^——————^——————j,

et il suffit de faire tendre Arvers zéro pour obtenir l'égalité (12).
Posons, alors

Tt(==/?o(S"'M - \ -p^S I " - l l l +. . .-i- P , n K ,

on aura ident iquement

( « 3 ) ï^(^/')=/(/-)A(,r,/-),

en vertu de l'égalité (10).
Prenons successivement les dérivées des deux membres de cette

ident i té ; i l v i en t

T^(^, /•) ==/'(/•) ^(^, /•) 4-/(/')^'^(,r, /•),

T^^(/-)^V'(/^-./(/-)^.

T^^-1^)^^/-^-)^^...-^^^.

Or, par hypothèse, r élant racine mu l t i p l e d'ordre h de l'équa--
t ion (i i), on a

/(/•) ̂ /^r) ̂ f^r) =. . .=/(/-^(r) -= o,

Les ident i tés (i3) et (i4) donnent alors

•^ ^- .... • -̂°.
ce qui pronve bien que les A fonctions f^, "—^ • -? ( ^^T sont des solu-
t ions de l'équation (8).
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7. Je dis, de plus, que les m solut ions, a insi obtenues, sont l inéai-
rement indépendantes .

Soient, en effet, r^ r\>, . . . , r/, les so lu t ions distinctes de l 'équa-
tion (i i) et h^ A U , . . . , hf, leurs ordres de mul t ip l ic i t é respectifs

h i -4- /i 2 4- . . . -+- À/, -= m.

Nous allons mont rer qu'i l est impossible de t rouver m coefficients
constants non tous nu l s , a^ a^ ..., ^/^i; h^ b^ ..-, &/,,_i; /o, ^, ..., 4^-1
tels que l'on a i t i d e n t i q u e m e n t

, à'^ y^, à^^,
a, ̂  ̂  a, -^ + a, ̂  + ... ,.- a^., -^

, , , ̂ , , à'1^. , à11^^.
^^^^^ -i- ̂ ^+...+^-.-^:^r

, i ^ ^ i ^^ ^ i àît^ ^ ^ / ^•r"1^ -.+ /o ̂ , + /, ̂  + /, -^ +... + 4,-. ̂ ^r - <

en posant, pour abréger,
.̂̂ (.r, ̂ .),

les constantes q u i f igurent dans les m fonctions
à^à^

Tlï Dr,' " - • 5 ^ • • - -< ï̂

ayant des valeurs fixes, différentes ou. n o n , dans ces diverses fonct ions .
De l ' ident i té

G'^(^, r)= r ^ { x , r )

on tire, en prenant les dérivées par rapport à r,

'^
àr

^_r^4/+,.^î,
/),, i /ly.

,,̂

' 6»/- :

[ 1 6 )
0^ _ ^ à^
^ ".——S" "-— •'î "™ï—— '"T" / """»,——n" ^,̂,.2 —— ,̂ rJr2

^ ^^^ ^'/-^ 6?^p" i — ,-, ___[_ ^_f »* __\_
()/'v '~~"v àr^1 à r ' î '

Kernarquons d'abord que ces identités prouvent qu 'aucune des déri-
vées de 4' no peut être identiquement nulle si ^ elle-même ne l'est pas,
comme nous le supposons.
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Prenons alors la transmuée ^ du premier membre de l'égalité (i5)
et tenons compte des identités (16); il v i en t

r . <^ ^•-^iir^ao^+a^+...4-a/^-^^J

4- a^, +20, -^ -(-...+ (A i - ï ) ̂ ,-1-^7^

4-. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

—['*.̂ , ̂ ^--'-..-.̂ ]
+ (i^+ a;,*11' +...+ (/n- .) 4,-, ̂ —y* =».

(// k V ^

Mul t ip l ions la relation ( i5) par r^ et retranchons-la de la précédente;
nous obtenons enfin

<^i / / ^ ^-^i^o/i-+-2^^- +.. .+(/ / i— ï)^,~i-j^=-r
4~.,̂_,,>[<,̂ ,̂̂ ,...̂ ,..,̂ ]^7) ï ^^r/,i^/^ -.,-/ / .̂ n^
+^^.4^^...+^-I)^.<^-<}/^ 1 • • • 1 VIA1 A / ^ - 1 ôr1^

Si tous les coefficients a ^ , ^^, . . . , a/,^i, b^ ; & , , . . . , ^_i; . . . , ^o»
/o . . . , 4j,-i ne son^ P8-8 "^Is, tous ceux de la relation (17) ne le seront
pas non plus. Car si, par exemple, l/^ est différent de zéro, le coeffi-
cient de ^——^Â<? qui est (r / ,—^)/^.^, sera différent de zéro. Si

k

4^ == o, mais 4^27^ °» 1e coefficient de ——^ sera (r^— r\ }l/^.^ et,
par suite, différent de zéro ; et ainsi de suite.

Si, au contraire, tous ces coefficients sont nuls, la relation (i5) ne
pourra avoir l ieu que si a^ == o.

Tout revient donc à démontrer que la relation (17) ne peut avoir
l ieu sans que tous ses coefficients soient nuls-

Or, la relation (17) a la même forme que la relation (i5), mais
contient une fonction de moins. En opérant sur elle comme nous
l'avons fai t sur la relation (ï 5), nous obtiendrons une nouvelle relation
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contenant encore une fonct ion de moins, et ainsi de suite de proche
en proche. Apres m — r opérations au plus, nous parviendrons donc
à une re la t ion de la forme

A ̂ . == o ;

et il restera à prouver que cette re la t ion ne peut avoir l ieu que si
A = o, ce qui est év iden t .

La première par t ie de la proposi t ion énoncée est donc établie.

<S. La fonct ion
, (MI ^r-1^

^ ^+^+...-4-^i ^ / i"

^ + . àh^-
àî\ ^•--^ ^-i,,,-^+Ç- +...4-

, à^k 6?//•/-l,l^+ ̂  + ̂  +. . . 4- - _î:,
T ^,.^ ,̂.̂ -1

dans laquel le les constantes arbitraires qui f igurent dans les m fonc-
t ions du second membre sont toutes arbitraires et indépendantes les
unes des autres, est, d'après ce qui précède, une so lu t ion de l'équa-
tion (8). De plus, toutes les constantes qu'el le con t ien t sont essen-
tielles, c'est-à-dire qu'on ne peut pas rédu i re leur nombre, puisque
les m fonct ions sont l inéai rement indépendantes.

I l nous reste à prouver que c'est la solution la plus générale.
Remarquons, à cet effet, que le polynôme y(r) peut s'écrire sous la

forme
f(r) =:p,(r^ /•^. ( / • - r,)^ . . . ( / • - r^

Si l'on pose alors
S,.u === S u — ru,

le premier membre Tu de l 'équation (8) pourra se mettre sous la
forme d 'un p r o d u i t symbolique, h fadeurs permutables, de t ransmuta-
tions Sy. :

( 1 9 ) T^/^;S^...S^:;S^.

9. Cela étant, nous établirons d'abord quelques propriétés des
transmutations S..
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Observons, avant tout, que, C étant une constante quelconque, les
deux fonctions ^(<r,r) et C'4'(<r,r) ne do iven t pas être considérées
comme distinctes, car on dédui t la seconde de la première en chan-
geant les valeurs numér iques des constantes arbitraires qu 'el le con-
t i en t .

De même, si les constantes qui cont iennent les fonct ions f^, Ç^î • • • ?
<— sont différentes et indépendantes les unes des autres, les deux
fonct ions

, à^ fV^b
ip -+- -' 4- . . . -+• -—T
T àr àr'î

et
^^ -,-r à(l^
Jr-^'^'^^'àr^C^C^'4-...-C,

où C, C i , . . . , Cy sont des constantes quelconques , doivent être consi-
dérées comme identiques.

Avec ces conventions de langage, on peut énoncer les propositions
su ivantes :

L'expression
à^ ()^~•l<lJ ()^^_î «L- 4- ___„.•. j_ _..Ï
^ ^ ^ • • • ^ - -̂1 -^ ^.y^

est transformée par la transmutation S^ en une expression de la forme

, ô'b à^^
t î j -4 T —L l_ __* •
^ ' J7•+•••+~àrî~^'

et par la transmutation en S/, r ' étant différeni de r, en une expression
de même forme qu'elle, contenant effectivement <—^"

lin effet, les égalités (16) s'écrivent
s,.4/==o,

S ^-A"'•^•-^

s àt^-.^B'•^-2<^'

àv^ _ <)v-1^
b'"^ -7^:rï'
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I! suffit d'ajouter ces égalités pour établir la première partie de la
proposit ion.

D'autre pa r t , on a, manifestement ,

S,.'U == S/.« -h (/• — /- /) ï { .

et, par suite,

^^—^)=.̂ ....-,̂ .(,.-,,(,-̂ ....̂ ),
ce qui prouve la seconde partie de l'énoncé, puisque ( r — r ' ) est diffé-
rent de zéro.

10. Je dis maintenant que :

La solution la plus générale de l'équation

Sïu=o
est.

, à^ à^ ̂
(1; .4-. ——î -L- _L- _____T.

^ ' à r l r - "^ . ()r^9

où toutes les constantes sont indépendantes et arbitraires.

La proposition est vraie pour y = = i car, par définition même de
'^(^, r), '^ est la so lu t ion la plus générale de

S;.K =: o.

Il suffit donc de démontrer que, si elle est vraie pour q = À, elle est
encore vraie pour q === h -+- ï.

Supposons donc que la solution la plus générale de l 'équation

S?^==o
soit

à^ ^//-ld/
»L -4— _T, -4— -4_ _____7 .•' ^ -, " ' î • • • ~T~ -» / '.ràr ()^/i—i

Comme on a
S h 4-1 „ _ û A Cl „^, il, — o/. \3flt,

Ann. de l'Êc. Normale. 3° Sérîc. Tome XVI. — AOUT 1899. 44
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i l suffit , pour avoir la solution la plus générale de l 'équation
Q/-t+l ,, __ ^o^, u — 0^

de résoudre de la façon la plus générale l 'équation

/ , o , à^ à^^(20) s/.^^4-^+...+^rt-

Pour cela, on en cherche d'abord une solut ion par t icu l iè re u^ et la
solut ion générale s'obtient en a joutant à u^ la solut ion générale de
S^u == o, so i t f ^ .

Or, d'après les propositions du n° 9, on a, de suite, une te l le solu-
tion particulière qui est de la forme

__ (M ^-^ (Y^
^i — j7. + • - • + ̂ T/ri- + -^K •

Donc la solut ion générale est bien de la forme

ô^ à^^ à11^
u == i/i •+ 'L •= ̂  -h '-L -h-. . . -!- -—,— -4- -—L -* ' àr ()^iL~-i ( j f . i i

11. Ces prél iminaires établis, nous arrivons faci lement au but .
D'après ce qui précède, la solution la plus générale de l 'équat ion

S^=o
est de la forme ^•-,- , ^•-1^.«=^+^+..ài\ ' • • - " t - àr'"-1 }

ou aura donc évidemment la solution la plus générale de l 'équation

S^'IM^O
en résolvant

cA l <^1 à'1-1'^,
(-) ^</•=^+^l+•••+-7^•

Pour résoudre cette équation, on en cherche une so lu t ion particu-
lière u^ à laquelle on a joute la solution générale de l 'équation sans
second membre

S^==o
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qui est
^'k ^-1^

d^ + —— 4- . . . -4- ———T- - .ôr.^ àr^~1

Or, d'après le n0 9, ^ é tant différent de ra, une expression de la
forme

, 6^1 ^-1^
» » ,——— ^ | i . !__ ' • _1 _J_ __________'—.n i — '.^^ •-)— ——— —)- ... —f— —-—.——,—

àr\ à/-^1-1

est précisément une solution part iculière de l 'équation (21); sa solu-
t ion générale est donc

, <^ ^1^ . <}'k ô^'^
^i + —— +. . . 4- -——r- 4- ̂  4- —— + . . . 4- -.-.-̂ -̂ .' a/'i ^q1""1 1 d/-â (}/•s:;~'l

De même, pour obteni r la solut ion la p lus générale de l ' équat ion
C^l Q/2Q//3 „ —— ^
O j - 1 ̂ t'ï ^r^ u —— ^f

on cherchera les solut ions de

Q// r ^*-l^l , ^-ï^
S^^^+...+~^+^+...^^-

Les résultats du n0 9 prouvent qu' i l y a une so lu t ion par t icu l iè re de
morne forme que le second membre; en l u i a j o u t a n t la so lu t ion géné-
rale de l 'équat ion sans second membre, on a bien

^--l'k , ^-^k , ^-1^,^+...+^^^^+...+^^+^+...4-^^,
et ainsi de suite, de proche en proche; on parvient a ins i à la solution
la plus générale de l 'équation (8) qui est bien de la forme annoncée.

12. La proposition générale que nous venons d'établir avait déjà
été démontrée par M. Pincherle ÇMathemalische Annalen, t. XLÏX,
pages 332 à 348) dans le cas particulier où la fonction ^(.r,r) ne con-
tient qu'un nombrey?/^" de constantes arbitraires.

En vue des applications que nous en ferons dans la suite, i l nous
était tout à fait nécessaire de là prouver dans le cas général.

On peu t encore remarquer en passant que les propositions du n° 9
permettraient de trouver très facilement des solutions particulières et,
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par suite, la solution générale d'une équation à second membre et à
coefficients constants

p^n ̂  ̂ _ p^ ̂ m-l ^ 4. _ ̂  ̂  ̂  ̂  F(^),

dans le cas où le second membre F(<r) est une somme de fonct ions de
la forme

^(-^^ ^C^7'). • • • » J^^7')-

Les résultats seraient encore ici identiques à ceux que l'on connaî t
pour les équations différentielles linéaires à coefficients constants.

13. En dernière analyse, on voit que le problème que nous nous
sommes posé est complètement résolu dès qu'on sait trouver la solu-
tion la plus générale de l 'équation

(22) S/, u == S it — r u == o.

Admettons que la t ransmutat ion admet te une inverse È ~ 1 complète
dans quelque domaine D dans lequel ^ l'est également.

Il est alors facile de donner une expression de ^(^,r) qu i vérifie
formellement cette équation.

Soit en effet a^Çx) une fonction de ̂ régulière dans tou t le domaine I).
Construisons une sui te inf inie dans les deux sens

..., a-^x), a^Çx), ao(a?), ^i(-r), a^jc), ...

de fonctions telles que l'on ai t , pour toutes les valeurs de i,

^a^==^-_i.

La série infinie dans les deux sens
i == 4- ao

(a3) «K^7^ ^ a ' ^ 1 "
{;=: — oo

répond évidemment à la question.
Il restera évidemment, dans chaque cas particulier, à montrer que

l'on peut choisir a^Çx} de façon que la série (a3) soit un i formément
convergente.
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Un cas particulier intéressant est celui qu'a considéré M. Pin-
cherle (1), où il existe au moins une fonction a^Çx) vérifiant l 'équation

^a^{x)=o.

Dans ce cas, les fonctions a^Çx) à indices négatifs sont toutes nulles
et l'on n'a plus qu'une série in f in ie dans un seul sens. On peut alors
toujours choisir r dans une intervalle comprenant 0 de façon que la
série (s3) soit un i fo rmémen t convergente.

14. A priori, il semble que l'égalité (23) fourni t tou jours une solu-
tion contenant une fonction arbitraire a o(oc) et peut-être encore d'autres
arbitraires qui peuvent provenir de ce que la t ransmutat ion inverse
de ^ peut ne pas être uniforme.

Il faut remarquer de suite que cela peut n'être qu'une apparence,
car la convergence de la série (^3) peut restreindre le choix des fonc-
tions <2o, a^ ... au po in t de faire disparaître toutes les arbitraires, n
un mult ipl icateur près.

Appliquons, par exemple, les résultats qui précèdent au cas où la
t ransmutat ion ^ est la dérivée. La formule (^3) donne alors

('24) 4(;r, r) == a^x) + rÏ^a^x) '\- r21)--2 Oo ( ,r ) +...,

~t- ^DaoO^) 4- -^ l)2^^) +...,

en désignant par D le symbole de la dérivat ion et par I) ""1 c e lu i de
l'intégration avec une l imi te inférieure arbitraire.

Il est facile de se rendre compte que la série (^4) "6 P^ut être con-
vergente, pour que lque valeur de r, que si elle est l imitée dans un
sens. Ceci n'arrivera que si ^o^') es^ ^n polynôme entier en ^, et la
solution obtenue de cette façon ne diffère pas de celle où a^ est une
constante.

La solut ion la plus générale de l 'équation
dit.
dx

• r u == o

( 1 ) S. PINCHERLE, Sulle opérât, distrib. commutabill cou una op. data (7L C. deU'
Ace. R. cl. Se. cîi Torino, 1895}.
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est, d'âpres cela,

u —: <ïo-4- r(aQX 4- ^ i ) 4- /'^ -̂z- 4- a^x 4- ̂  ) 4-. . .
\ 2 . /

rr/o.r^ ai.:^-1 '"1
4- /• /J ——— 4- ————-t - + - • • • 4- < ,̂ M- . . •,L /^ { p — 1 ) 1 J

oùao , ^ i , ..., ^, . - . sont des constantes arbitraires. Il semble donc
qu'i l y ait une i n f i n i t é de constantes arbi t raires . Ce n'est q u ' u n e
apparence, car on ;i

^(.r, /•) -=z (<^4- rc?^ /'^a-h-. . .4- r î ' a p 4-. . .) <?w.

II suf f î t alors de cho i s i r a^, a^ . . . » a^ ... de façon que la série
entre crochets soit convergente. La somme de cette série est une
constante arbitraire, et on retrouve bien, comme on devait s'y a t t endre ,
que la so lu t ion la plus générale est, dans ce cas,

^(^/^^C^,

avec une seule constante arbi t ra i re .

ÏIL

15. Nous al lons m a i n t e n a n t appl iquer ces résultats généraux à un
premier cas part icul ier : ce lui où s est une subs t i tu t ion , c'est-à-dire
où l'on a

(^(>)=^[o(.r)],

o(;r) étant une fonction de subs t i tu t ion donnée.
Les équations de la forme (» ) sont alors les équations fonct ionnel les

que M. Grévy a é tudiées dans sa Thèse de doctorat, et l 'équation

^u == ru

n'est autre chose que l 'équation de Schrôder intégrée par M. Kœnigs (<)

( 1 ) ScHRODER» Ueber iterirtG Functionen {Math. Atmalen, t. III, p. 296).
KOENIGS, Annales .wentififjues de l'École Normale supérieure, 1884, supplément;

î885, p. 385.
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dans les cas où il existe une solut ion holomorphe dans le vois inage
(l 'un p o i n t l i m i t e .

L ' intégrat ion efïective des équat ions de M. Grévy, à coefficients con-
slants, revient donc à résoudre de la façon la plus générale l 'équat ion
de Schroder.

Nous al lons appliquer à cette équa t ion le procédé exposé au n° 13;
nous parviendrons a ins i à une nouvelle méthode de résolution de
cette équa t ion q u i donnera une expression en quelque sorte explici te
de la so lu t i on (/)-

16. Soit 9(<r) la fonct ion de s u b s t i t u t i o n ; nous poserons toujours
dans la su i te , pour abréger,

.ri=îp(^), .r^=y(^i), ..., ^•/,= îp0'/,-i ), ....

Soit ç^i (x) la fonct ion inverse de ç(^) supposée un i fo rme ou
rendue telle; nous poserons encore

.r_i =1 9^1 (.r), .r_.a:-= y^i (J;_i ), . . ., .z"_/,."= ^^/.(.z-./.^i ).

Tout p o i n t x donnera a i n s i naissance à une suite doub lemen t i n f in i e

( X. ) . . . , ^'-./c, . . . , ^~-!, .̂ , ^'l . . • ? .'̂  • . . >

lelle qu 'entre deux termes consécutifs on ait la relation

^+i=:9(.:r,),
en posant

^Q-=Z .r.

On sa i t que, s'il existe un point a, dit point limùe, tel que a soit
racine de l 'équat ion

©(.Z1) rr «r,

et tel, en outre, que
\Qf(a)\<î,

on peut déterminer un cercle C de centre a tel que lorsque x tombe h

( i ) La méthode que nous allons appliquer avait déjà éLé employée par M. Appell dans
deux cas particuliers (Comptes rendue de l'Académie des Scleiices^ :u avri l et 19 mai 1879).
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l ' intér ieur du cercle G, x^ ait pour l imi te a lorsque n croît indéfi-
niment.

Nous admettrons en outre que le po in t a est un point de conver-
gence régulière.

17. Considérons alors, en suivant la méthode indiquée au n° 13, la
série doublement inf inie

(^) .. .^ 7,/(^) + ̂ ./(^i) +/(^) + /7(^-i) + ̂ /(^-O +• * • •

Nous allons montrer qu'on peut trouver une fonction /(^) telle que
dans un domaine convenable, en supposant

\^W\<h

la série (2.5) soit convergente pour toutes les valeurs de r comprises
entre £ et i, £ étant un nombre positif donné, d'ailleurs aussi petit
qu'on le voudra.

Puisque ) ̂ (ci) | < i , on pourra d'abord trouver un nombre entier p
tel que l'on ait

\^(a)\P<E.

Ce nombre p é tant fixé, nous astreindrons la fonction/(^) aux deux
seules condit ions suivantes :

ï° La fonction fÇcc) est holomorphe dans tout le cercle C entou-
rant a. En dehors de ce centre, elle n'a que des singularités telles
qu'on puisse les enfermer dans un nombre l imité de cercles y^^a» " * * • »
Yy de très petits rayons et le point à l ' infini est un point ordinaire.

2° A l ' intérieur du cercle C, la fonction/(a?) peut être mise sous la
forme

j\œ}={x^ayî(x),

p étant l 'entier déterminé plus haut, etF(^) une fonction holomorphe
ne s 'annulant pas pour x==a. En d'autres termes, le point A est un
zéro d'ordre de multiplicité p pour/*^).

Dans ces condit ions, on pourra déterminer un nombre fixe M tel
que, pour toute valeur de x extérieure aux q cercles y^ , ys» • • t ^ T<r
on ait

| /(^)|<M.
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18. Ceci posé, l'égalité
^==9(^)

fait correspondre à tout point z == x -+- iy du plan un autre point
z^ = x ' i 4- iy^

Elle déf ini t donc une transformation géométrique. Cette transfor-
mation laisse invariables certaines courbes, faciles à déterminer dans
chaque cas particulier, que nous appellerons les invariantes.

Toutes ces invariantes passent évidemment par les points limites de
la substi tution cp(-s), car le point z == a se correspond à lui-même,
puisque'ç (a) = a.

De plus, on peut, en général, et cela d'une infinité de manières,
trouver une famille d'invariantes dépendant d'un paramètre arbi-
traire.

Si, alors, x est un point quelconque du plan et 1 une invariante
passant par ce point , tous les points de la double suite

(X) x^,,, .... x^, x, x^ ..., X},, ...

sont tous situés sur la courbe I.
Par exemple, considérons la substitution

cp(,s) rr:;^ (m entier, positif);

elle admet le point limite z =-~ o, par lequel ç'(^) = o.
Les spirales logarithmiques, représentées, en coordonnées polaires,

par l'équation
• r=l\

sont des invariantes, quel que soit le paramètre "X.
Comme second exemple, considérons la substitution

9 {s) = v /a2-4-/c(52—a2),

où k désigne un nombre réel plus petit que r et a un nombre réel
quelconque; elle admet les deux points limites -h a et — a.

La famille d'hyperboles équilatères

^ 2 — y ï — a 2 4- i\xy = Oy

passant par les deux points limites, est une famille d'invariantes.
Ann. del'Éc. formelle. 3° Séné. Tome XVI. — AOUT 1899. 45
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•19. Revenons alors au problème qui nous occupe; il pourra se pré-
senter deux cas :

i° On peut déterminer une courbe F, de centre a, telle que, dès que
le po in t x tombe à l ' in té r ieur de F, tous les poin ts de la suite double-
ment inf inie (X) s'y trouvent également. Le cercle C défini plus haut
sera certainement intérieur à la courbe r, et nous astreindrons les
cercles y ^ , y^, ...., yy, qui cont iennent les s ingular i tés de/'(<z*), à être
tous extérieurs à F.

Dans ces condi t ions, pour tout point x s i tué à l ' intérieur du cercle
C, aucun des points de la su i te (X) ne tombera à l ' intérieur de l 'un
des cercles y,, ya» • • - » T<7 ^ l'on aura, quel que soit l ' indice i (positif
ou négatif),

| /(^)|<M.

Ce cas se présente, par exemple, pour la substi tut ion

©(:;) ^r^7" Cm entier, positif).

Il suffit de prendre pour r un cercle de centre 0 et de rayon i , et,
pourC , un cercle concentrique de rayon plus peti t .

2° S'il n'existe pas de courbe telle que T, traçons le cercle C de
centre a défini plus haut et les cercles y^ y^, . . . , y^, tous extérieurs
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à C, Menons à chacun des cercles y^- les deux invariantes qui loi sont
tangentes. Ces deux invariantes, passant par a, découpent un fuseau
F/ sur le cercle (ombré sur la figure), et. il est clair que, si un poin t x
du cercle C ne tombe pas dans le fuseau F^, a u c u n des points de la suite
(X) ne tombera dans le cercle y/.

Supprimons, dans le cercle C, tous les fuseaux F,,, F^, . . . , Fy. Il
restera une surface R composée de q fuseaux et qui sera telle que,
pour tout point x de B, aucun des points de (X) ne tombera dans l 'un
des cercles y < , y 2, . . . , y^.

Pour tout point oc de B., on aura donc, quel que soit rindice i,

[/(^•)|<M.

Ce second cas se présente, par exemple, pour la subs t i tu t ion

9 ( s ) === ̂ ^^^i-r-^)^

signalée plus haut (n° 18).
En résumé, dans les deux cas, nous avons déterminé un domaine R,

jouissant des deux propriétés suivantes :

Pour tout point se situé dans le domaine R :
i ° Les points x^, x\, .. ., x,^ sont situés dans ce domaine et

\nnïn= a,

lorsque n croît indéfiniment.
2° On a, quelque soit l^ indice i, positif ou négatif,

| /(^)|<M.

20. Ces préliminaires établis, la proposition que nous avions en
vue en découle immédia tement .

Le nombre s ayant été donné , fÇx) et le domaine R a y a n t été choisis
comme il a été dit plus haut? la série (û5) est convergente pour toute
valeur de x du domaine K et pour toute valeur de r dont le module est
compris entre s et ï.

En effet, cette série se compose de deux séries s implement inf inies :

(A) /(^) + r/(^) + rV(^) +. • • + ̂ f(^n) +. • .
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et

( B ) ^/(^)+^y(^)4...^^/(^)^...,

qui doivent être convergentes séparément.
La série (A) l'est évidemment lorsque \r < ï , puisque, dans nos

hypothèses,
1/(^-.)|<M.

De plus, si
| r \ < ï — e',

la série sera uniformément convergente, si petit que soit £'.
Examinons alors la série (B).
Dans cette série, le rapport d'un terme au précédent est

^7^T/(^+i)_ , /(^)
P'- 2,— . "^^ fW '^,tJ ^n}

Tous les points x^ sont situés dans le cercle C. On peut donc écrire

/(^n-i) ̂  {Xn^—aY F (^4-1)
/(^) {xn-a}P F(^) ?

ou, encore,
/(•^H-O ̂  r9(^,)—y(a)V Fl-î̂ til.
/(^) [_ ^—a J F(^)

Lorsque n croît indéfiniment, x^ tend vers a- Comme F(^) ̂  o, on a
évidemment

""K^]^^3'-
Par suite, lorsque n croît indéfiniment,

T 1 1 \^W\Plim[p,J=i-^,^-.

Or, p ayant été choisi de façon que

^(a)^<e,
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pour toute valeur de r telle que
£ < M < ï ,

on aura
l im |p^ | < — <i,

et la série B est absolument convergente.
De plus, comme x^ converge régulièrement et uniformément vers a,

la série (B) sera uniformément convergente.

21. En résumé, la fonction f^cc) et le domaine R ayant été choisis
comme il a été dit, l'égalité

(26) ^{^r)= ̂ f{^)r1

;==—— 00

définit, à l'intérieur du, domaine R, une fonction ^(^,r), solution de
l'équation de Sckrôder^ pour toute valeur du paramètre r telle que

en supposant
e<|r | < i,

|9^(a) |< i .

Cet énoncé donne lieu aux remarques suivantes :
D'abord comme £ peut être choisi aussi petit qu'on le veut, on en

conclut que l'égalité (26) fournit, dans le domaine B, une solution
de l 'équation de Schrôder

4;[ç(^)]==r^(^),

pour toute valeur de rplus petite que i.
Cette solution est nulle pour x == a, car pour x == a., ^-== a

f{sci) =/(a)==o,
quel que soit i.

Cette solution n'est pas, en général, holomorphe au toa rdu point a,
car, en général, le domaine B n'entoure pas complètement le point a,
mais se compose de faseaux séparés aboutissant en a.

Enfin il faut remarquer que le procédé s'applique encore dans le
cas de

q/(a)==o,
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et alors la solution n'est certainement pas holomorphe en a puisque
9-1 (a?) ne l'est pas.

Il suffi t , dans ce cas, quel que soit £, de prendre

p = i.

Au contraire, il ne s'applique pas au cas de
[^(a)!^! .

22. Nous avons examiné et résolu le cas où

\^(a)\<:î.
Celui où

\^(a)\>i

se ramène immédiatement au précédent.
En effet, dans ce cas, a est un point l imite pour la fonction inverse

î-^(^).
L'équation de Schrôder

^[cp(^)]= r^(.r)
peut s'écrire alors

44ç^(^)]=^(^),

et on est ramené au cas précédent, où r est changé en I-
On peut donc énoncer immédiatement les conclusions suivantes :

Lorsque
|o/(a)|>i ,

en choisissant la fonction /(<r). et le domaine R, par rapport à ç.̂  (x\
comme on l'a fait plus haut, par rapport acp(^), l'égalité (26) définit
une fonction ^(^',r), solution de l'équation de Schrôder, à l'intérieur
du domaine B, pour toute valeur du paramètre r dont le module est plus
grand que î .

. 23. Il est maintenant facile d'avoir une solution de l 'équation de
Schrôder pour toutes les valeurs de r, dans chaque cas où

1 9 ^ ) 1 ^ 1 .
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Supposons, en effet,
î? ' (^) | < I.

La proposition énoncée au n° 21 nous donne une solution, de l'équa-
t ion de Schrôder dans tous les cas ou

' / • < ! .

II reste à la résoudre lorsque
\ r r" ï .

Soit alors r un nombre dont le module est supérieur à ï . On pourra
toujours déterminer deux nombres r7 et r" dont les modules sont tous
deux inférieurs à ï et tels que

II suffît, pour cela, de prendre

.-K-
et

Soit £ un nombre plus petit que r'\ Nous pouvons trouver une solu-
tion de l'équation de Schrôder, holomorphe dans le domaine R, pour
toutes les valeurs de r\ telles que

£ < | r \ < ï .

Soit ^(-^ r) cette solut ion.
Posons

y-)-^^
'^^(.z,^)5

"y^) sera une solution de l'équation

¥[y(^)]=r^(^) ,
car on a

yr^yi - ̂ ^) - ̂ ^-^ " ^F(^).1 LCPWJ "- ̂ , /• / /) "" r^(.rs r f l) ~ [ )

Dans le cas der== ï , nous prendrons deux solutions
^O.r7) et ^i(^^)



300 C. BOURLET.

différentes, c'est-à-dire construites avec deux fonctions /(^) et
f^{oc) différentes. Leur quotient fournira une solution de l'équation

F[y(^)]==F(.r) .

On peut présenter encore ceci de la façon suivante : soit £ un
nombre fixe, réel, positif, d'ailleurs aussi petit qu'on le voudra et p un
nombre fixe, réel et positif, supérieur a £ et plus petit que i.

Construisons deux fonctions/^) et/^(.r) et un domaine R répon-
dant aux conditions données plus haut, et considérons les deux
fonctions

f=:-4- c»

^(^,rp)== ^/(^")^y;
r== + cor==+

pi(^,p)= ̂ /i(^
Ï = — — 0 0

^(.a?,p)=-: ̂  /i(.^)pf,

qui sont toutes deux bien définies dans tout le domaine R, pourvu que

£<|rpl<i .

La (onction
y//, ^.-^(^P)^^^-^^pT

sera une solution de l'équation de Schrôder

V[9(^),7 l]==r•»F(^,r)

définie dans tout le domaine E. et pour toutes les valeurs de r, telles que

£<j rp |< i ,

c'est-à-dire telles que
^<\r\<^
P P

Or on peut toujours choisir £ et p de façon que r sou compris entre
telles limites que l'on voudra^ non nulles.

Un raisonnement analogue au précédent s'applique évidemment au
cas où

l?^)l>i.
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24. La solut ion de l 'équation de Schrôder, que nous venons de
former , cont ient au moins une fonction arbitraire.

C'est, vraisemblablement, la solution la plus générale dans le
domaine R où elle est définie.

En tous cas, si ce n'est pas la solut ion la plus générale, il sera facile,
en suivant la marche ind iquée par M. Kœnigs (foc. eu.), d'en déduire
la s o l u t i o n la p lus générale qui dépendra d'une fonct ion arbitraire
pér iodique , de période i.

La résolution de cette équation étant effectuée, on en dédu i t , en
a p p l i q u a n t les procédés indiqués dans le § I, la solut ion générale de
toute équat ion fonctionnelle à coefficients constants,

pQu(.Tn) -4-/.>ia(^-.i) 4-. . .+/?/,-i^(^i) +•/?/, r//(^)=o.

La marche qu ' i l faudra suivre pour obtenir cette solution ne différera
pas, essent iel lement , de celle qu'a donnée M. Grévy dans sa Thèse.

III.

25. Comme seconde application, nous indiquerons br ièvement
comment les résultats généraux du §1 pourraient être utiles, dans
certains cas particuliers, pour l 'intégration des équations différen-
t ie l les l inéaires.

Si, dans une équat ion de la forme (i),

( 1 ) po Ç/11 U -+- pi ̂ m-i U •+-...+ p^-.i £ II -\~P,n U :- 0,

la t ransmutat ion ^ est une transmutation finie, c'est-à-dire si l'on a

du d'^u dflu
('.îj) ^lf==i^QU.^r-q^ ^--^^/^-l^^ ^qn'c^cn'

cette équa t ion est une équation d i f f é ren t i e l l e ordinaire d'ordre ?nn et
les généralités qui précèdent montrent que, dans le cas où/^o, p^ ...,
p,n sont des constantes, l ' intégration de l 'équation (i) se ramène à la
résolution d'une équation entière de degré m,

p^rm-}-p^rtn-i~\-.. .4-/?^==o,

Ànn. de FÉc. formelle. 3° Série. Tome XVI. —SEPTEMBRE 1899. 46
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suivie de l ' intégration de m équat ions différentielles l inéaires d 'ordre
n de la forme

(.- / / — ru == o.

26. Une question qui se pose alors na tu re l l emen t est la su ivante :

Etant donnée une équation différentielle linéaire d'ordre /i,

k -==. mn,

esi-il possible de la mettre sous la forme (i), le symbole s représentant
une transmutation finie de la forme (27) et p^y p^ ..., p^ étant des
constantes?

Il est aisé de voir que dans le cas général où A'>> 2 cette transfor-
mation n'est pas toujours possible.

En effet, une équat ion différentiel le l inéaire sans second membre
d'ordre A- con t i en t k coefficients. La t ransmutat ion (27) n'en con t i en t
que n+i. L ' ident i f ica t ion n'est donc possible, en général ( p o , p ^ • •^
p^ é tant des constantes), que si l'on a

A" == mn =: n 4- i.

Cette égalité en t ra îne nécessairement

n == ï, d'où m -==: 2, A" =: 2.

Donc, au delà du second ordre, une équat ion di f férent ie l le l i n é a i r e
sans second membre ne pourra être mise sous la forme (i) que si ses
coefficients vérif ient certaines condi t ions restrictives qu' i l serait facile
de former dans chaque cas particulier.

Au contraire, dans le cas du second ordre, la t ransformat ion est tou-
jours possible.

Nous n'examinerons pas,, ic i , le cas général, nous réservant d\y
revenir peut-être p lus tard, et nous nous contenterons de prendre le
cas de k == 2.

27. Soit donc
/ o, d^if. du ,( ab ) —— + a -y- H- b u = o

cix^ cix
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u n e équation du second ordre, où a et b sont des fonctions de x, qu ' i l
s'agit de mettre sous la forme

(29) ^ a +p^u -t- p ^ u == o,

oh p^ et pa soî^î- deux constantes et où l'on a

(30) ^u=qQU + ̂ /i^

yo et ^ étant deux fonctions de x qu'i l s'agit de déterminer .
On a alors

^ / „ dr/Q\ f dq^\ du ^ d^u
^^(^^1--^^^^^^+^^^^^^.

En i d e n t i f i a n t (^8) et (29), on trouve alors les deux égalités
[ dq^

^/o^ -Jy -t-/.^i==^ia,
(30 ^

'y^+^i^+/>iyo+^2=<7^.

Si l'on se donne arbitrairement les deux constantes^., et /À,, on a là
deux équations différentielles s imultanées du premier ordre pourdéter-
miner ̂  et <^.

L'intégration de l ' équat ion (28) est a ins i ramenée à celle de deux
équat ions différent ie l les simultanées de premier ordre; car, dès qu'on
a trouvé <7o e^ y^ il ne s'este plus qu'à résoudre ces équations du second
degré et à intégrer deux équations de Be rnou l l i de la forme

du , ,
çi^ H-(<7o— r)u=:o,

ce qu i n'exige que des quadratures.
Ce qu ' i l y a d'intéressant dans cette transformation, c'est que le

système (3i) contient deux constantes arbitraires p ^ et p^ dont on
pourra quelquefois disposer de façon à simplif ier l ' intégration de ce
système.

28. Prenons^ comme exemple, le cas particulier où
1 pi=7?2=o- •
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Le système (3i) s'écrit alors

(32)

[ ^it 2<7o=r / i a—^?

1 ^-^ ̂
clx

(^-^-^=0.

En t i rant <7o de la première équat ion et portant dans la seconde, on a,
pour déterminer q ^ ,

cV-q. /<^7i\2 o /'/ / ^a ^2^^-?)+7î(46-2^- f fJ=o;

posons
-i dqi = ̂
q^ dx 9

et l'on a, pour v, l 'équation

ch' , ., da .
(33 ) 2 -7- 4- ̂  + 4^ — 2 -7- — r/ "̂  °<
' / <;/.2' d3C

ce qui est u n e équa t ion de Riccatti .
On retrouve ainsi un résultat classique, à s a v o i r q u e l ' in tégra t ion

d 'une équation du second ordre se ramène à celle d 'une équa t ion de
Riccatti suivie de quadra tures .

Si, en particulier, on a
, , dcx, -
^ — ^ — a^-rrO,

dx

l 'équation (33) admet la solution v === o; on a donc

q^ == const.
et

q^^aq,.

On peut prendre q\ == i et l 'équation proposée s'écrit

^cia î \W— -i- - a u ) •===- o,^dx 2 y

la puissanceétant une puissance symbolique.
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IV.

29. Etant donnée une transmutation additive <s, si l'on considère,
plus généralement , une équation de la forme
(34) f(^m^, S7"-1^, ..., ç^/, u, ^)-=o,

on a là, entre la fonction inconnues et la variable x, une équation ana-
logue à une équation différent iel le d'ordre m, dont l 'équation l inéaire
(i) examinée plus hau t n'est qu'un cas part iculier .

On est, alors, na ture l lement amené à se demander s'il ne serait pas
possible de fonder une théorie générale de ces équat ions analogue à
celle des équat ions d i f fé ren t ie l l es .

11 faut év idemment , pour cela, qu'on puisse d'abord obtenir un
déve loppement des fonctions régulières qui soit à l 'opération ^ ce que
le développement de Taylor est à la dérivée.

Pour at te indre ce but , nous établirons d'abord la proposition géné-
rale que voici :

30. Soit o)o(.z'), ô^ (^?), ..., o^(^), ... une suite infinie de fondions
régulières dans le voisinage de x === o ; pour que, étant donnée une fonction
quelconque u régulière au voisinage de x = o, on puisse la développer en
une série de la forme

l( (,Z1) ^= CtQ Cx)(, (.'r) 4- <^i COi (^ )-+-...-+- Ctn ^n (lz>) + • • - »

ou âo, a^, ..., a/.^, .. . sont des coefficients constants, il suffit que, si F on
considère la transmutation additive continue et régulière T telle que F on
aU

T i == û)o ( x ), ï ̂  -= k \ <.)/, ( x ),

quel que sou k, cette transmutation admette une inverse, complète dans
quelque domaine entourant le point x = o.

Je rappellerai d'abord qu'étant donnée une suite

û)o(^), 6h(^')'? • • • y ^( t r)? • • * ?

on peut toujours construire une t ransmutat ion additive tel le que l'on a i t

Ti=:û,)o(A'), T^^Â"! ̂ 0).
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J'ai. démontré ce fait dans mon Mémoire paru an t é r i eu r emen t clans
les Annales de V École Normale supérieure. (1897, page i5o, théor. X).
Cette transmutation étant construite, il n'est pas certain qu'elle soit
complèle dans un certain domaine entourant oc = o, et qu' i l existe une
transmutat ion inverse également complète ((oc. cil., pages i58 et 176).
C'est ce que nous admettrons.

Posons alors
T~1 u == (f,

rî~î étant la t ransmuta t ion inverse de T, de telle sorte que

«=ïr.

Développons v en série de Maclaurin
y, ,y«2 wH.

ç = ̂ + ̂  ̂  + ̂  ̂  -+-. . .+ ̂  ̂  4-. . .,

^//) désignant la valeur de la dérivée n1^ de (? pour x = o.
On aura

u-=T^ == ̂ Ti + ̂ T^- -+-...-+- ̂ ^Ï^ +...

et, par suite,
u == ^o o)o(-^) -+- ^o ^i ((r) •4-. . • -4- ('o'^ û>)^(.r) -+-. . . .

Le développement de u(cc) sera doncpossible et l 'on aura

r/o z~= i^, ai = (^, .. ., a,, =: ^^), . . . .

31. Ceci posé, soit G une transmutation addi t ive , régulière dans un
domaine entourant le point x = o; supposons qu'on puisse trouver une
suite de fonctions, non nulles,

G)()«), ^(.z'), .. ., ^(.r), .. .,

telles que l'on ait

(35)
( G G)() (,^) ==0, ^o (ô ) == 1,

<Ïa)i(.:r) =:&)o(^), 0^(0) ==o,

i • • • • • • - • - " - • • • . ....-....,
[ Sc,)/,(.ï) ==&j/^i(^), ^^(o) -=o,
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Comme nous le montrerons pins loin, on peut toujours, par une
transformation simple, remplacer l 'équation (34) par une autre de
même forme et de même ordre pour laquel le l 'opération ^ joui t de ces
propriétés.

La général isat ion du développement deTaylor est alors la suivante :

Soit uÇx) une/onction régulière dans le voisinage de x = o, on ci,
dans un domaine convenable entourant ce point,

(36) u{a')=: u ^ W o ( x ) + Go^-^ i ( ^ ) 4- ̂ u.w.^x) -4-. . .4- ^^«.Wâ(.r ) - } - . . . ,

u^ étant la valeur de uÇx') pour x = o, et Q^u étant la valeur de ^ll u(oc' )
pour x = o (en adme t t an t , en outre, que la condit ion suffisante
énoncée au n° 30 soit remplie par la suite co^, co^ , . . . , co^, . . .).

En ef fe t , si la condi t ion du n° 30 est remplie, on pourra trouver
des coefficients constants a^, a^ . . . » a,/, ... tels que l'on ait

(87) ^(.z-) ==-• a,, c«,)o(.2") -}- a^ &)ji (.r) -h a^ 0)3 {x) + .. . 4- a» a)/,(.r) +. . .;

de cette égali té, on d é d u i t les suivantes, en tenant compte des rela-
t ions (35),

^(.:r) == ai 63o(^') + ̂ a^iC-2*) -+-. . . "h r/,, (.ùn.-i{^") 4-. . .,

ç"'2 z/(.r) :-= a^ ( j ) ^ ( x ) -{-. . . 4- ̂  o^-aÇ.^') +. . .,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y

, ^ / / //(.r) =: (-7^ ^.(.r) 4~. . .,

Si l'on fa i t , i c i , oc == o ^ e n ayant toujours égard aux rela t ions (35),
on trouve

U^ •r= <7o, ^ ^ :̂ Oi , (^ ^ = ^2, . . . , Ç;^/ == ̂ , . . . ,

ce qu i é tab l i t l 'exact i tude du développement (36).
Lorsque la transmutation &' est la dérivée, le développement (36)

est le développement de Taylor dont i l est la généralisation.
Il est bon de remarquer, de sui te , que s'ilexiste plusieurs suites œ<,,

(.0^, . . . , oj^, . . . y répondant aux conditions précédentes, à chacune de
ces suites correspondra un mode de développement.
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En d'autres termes, s'il existe une suite a)o» <^? " " > °^» • • - dans
laquelle ces fonctions cont iennent des constantes arbitraires, il y aura
un développement (36) dépendant de constantes arbitraires.

Il est bien entendu que, dans chaque cas particulier, il faudrait étu-
dier avec soin les condi t ions de convergence des développements qui
se présentent ici.

32. Avant d'aller plus loin, pour ne pas rester sans cesse dans des
généralités, t rai tons un exemple.

Supposons que l'on considère la sui te des po lynômes suivants ( i ) ,

C.JO? û) i ( X ), 5)â ( .2' ), . . . , &)/,, ( X\

tels que coo soit une constante et que Fon ai t , en général,

d ^ k { ^ ) _ / ^
-=.^}^^{X'}.

dx

Si l'on forme, su ivant la règle que j'ai donnée Çloc. cil., p. ï52) , la
t ransmuta t ion additive uniforme et régulière T, telle que

T^=/d G)^(^),

on trouve que cette transmutation est une t ransmutat ion à coefficient
constants. C'est même la t ransmutat ion la plus générale de cette na-
ture, si on laisse arbitraire le choix des constantes qui f iguren t dans
les polynômes de la suite précédente. Or une transmutation addi t ive
à coefficients constants admet, en général, une inverse (2) ; on en con-
clut, d'après le n° 30, que toute fonction régulière pourra, en général,
être développée en une série de polynômes de cette espèce.

33. Ces préliminaires établis, revenons aux équat ions de la
forme (34).

Je dis d'abord qu'on peut toujours supposer que la t ransmutat ion ç-
vérifie les conditions énoncées au n° 31.

(r) P^oir : LÉAUTÉ, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, i4 juin i^So; et
Journal de LlowîMe, juin i88î .

APPELL, Sur une classe de polynômes {Âfnicdes de l'École 'Normale supérieure, 1880).
(2 ) F'oir in on Mémoire, loc. cit^ p. 177.
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Supposons, en effet, qu'il n'en soit pas ainsi, et posons
Su === ̂  u — ru.

D'après les résultats du § I, on pourra, en général, choisir la con-
stante r de façon que l 'équation

rS // -=- 0

ai t u n e so lu t ion
u=^{x, / • )

non ident iquement nu l le et régulière au voisinage du po in t x = o.
Par exemple, si la t ransmutat ion ^ est une substitution

S //-(.r) = M[î?(,r)],

et si o est un point limite pour lequel

\^(o)\<î,
i l suffira de prendre

r=:[Y(o)p

et la solut ion ^(.r,r) sera la fonction B^^) de M. Kœnigs, a étant
entier, positif.

De plus, comme ^(,r,r) contient au moins une constante arbi-
traire, on pourra toujours s'arranger de façon que

'J;(0, / • )=: ! .

Ensuite, d'après ce qui a été établi au n° 9, on aura

<^A,.)^,

quelle que soit la constanteA^ ; et l'on pourra choisir A, de façon que,
pour x = o, — -4" Ai ̂  s 'annule.

On a encore
o / 1 ^^ , ô^ , , \ à^ . ,^^^^A.^+A^-^+A^;

'\SI 1 '\ 1

et l'on choisira encore Aa de façon que î- — 4- A^ --^ -h- A^ s'annule
pour<x" === o; et ainsi de suite de proche en proche.

Ann. de l'Rc. Normaie. 38 Série. Tome X V I . — SEPTEMBRE 1899- 47
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Si donc on pose

0,)y(^) •=^(.î7, /-).

à'^
G ) i ( A 1 ) == -y1- 4- A I ^ ,

_ I 6»^ AI <^-1^ As ^-2^
^(•^) ̂  ̂  ^/r + ̂ -ry ^r:T "h' TT î c^--2 + " -A/,-1^ 4-A^ip,

avec un choix convenable des constantes A ^ , A^, . . . , A^, .. ., on aura
déterminé une suite de fonctions coo, co^, . , . , co,,, ... remplissant,
vis-à-vis de l'opération 8, les conditions du n° 31.

Si l'on remarque alors que l'on a

^a -=. Su -4- r i i ,
<S2 a •== r82 ̂  + a /• rS ^/ 4- r 1 K,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . y
^ / / '^ = (.S + /•)W </,

en remplaçant dans l 'équation (S^i) l 'opération s par la transmuta-
tion S, on obt iendra une équation de même forme et de même ordre,
dans laquelle la transmutation en question donne l ieu à un dévelop-
pement de Taylor généralisé de la forme (36).

Cette transformation préalable de l 'équation est absolument néces-
saire pour qu'on puisse la traiter d'une façon iden t ique à celle que
l'on emploie pour les équations différentielles.

Ainsi , par exemple, dans le cas des équations fonctionnelles étu-
diées par MM. Grévy et Leau, cette transformation ferai t disparaître
les dissemblances que les auteurs ont pu rencontrer entre leurs équa-
tions et les équat ions différentielles ordinai res .

Si l'on pose
G u == «[©(.a?)],

les équations étudiées par M. Grévy dans sa Thèse sont de la forme

p^ ^m u -4- /;,/, -i ^^t•~ï u •+-. . . 4" pi ^ u + po u -= o.

En faisant sur cette équation la transformation
, ' . ^ u =--,(;^ + /•)// , , , .
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on trouve l 'équation de même forme

i / . /„ . . / . ,..„ _i
(m

—- -^^(r) S^^u -h -,————/^"-i)(r) rS^-1 u -+-. . . -4- f'(r) .S u -+- / ( / • ) / / r=o
/PI î •/ ' ' ( m — i ) ! t / / v ' ' • / v /

en posant
/(r) =:^^ ̂ 4-/^-i /^-i+. . .4-/^

et en désignant par/^(r), ...,/^-^(r),/^(r) les dérivées succes-
sives de ce polynôme par rapport à r.

Le point x === o étant un point limite de la subs t i tu t ion ç(^), avec
c/(o) | <^ i , on prendra

,-:=[y(o)p
pour que o-)o(^) soit régulière, a é tant un en t ie r posi t i f . On voit, alors,
que l 'expression

/(/•) =p^ ̂ ^(o) 4-/^-i ©^-^(o) -{-. .. -h/^ 9^(0) +/?o,

qui est le coefficient de u dans l 'équation transformée, doit jouer un
rôle important dans l'étude de l 'équation proposée.

Les circonstances particulières rencontrées par M. Grévy et la dis-
t inction des cas où/(r) est ou n'est pas nul s 'expliquent ainsi tout
naturel lement .

- 34. Ceci posé, rappelons, en quelques mots, la marche suivie dans
l 'étude des équations di f férent ie l les .

Étant donnée une équation différentiel le d'ordre m, pour é tabl i r
l'existence de l ' intégrale et reconnaître son degré de généralité, on
résout l 'équation par rapport à —^ et l'on montre que, si l'on se
donne arbitrairement les valeurs in i t i a l e s ^o, u^ ..., ^w~n de u,
duL, .... £^2l̂  on peut, en se servant de l 'équation el le-même, cal-
dx dx^l~~ï l

culer de proche en proche les valeurs init iales ^wî, ^+1), ... des
dérivées suivantes : ̂ ^ ^z^' • • • • La connaissance de m premiers
coefficients du développement, en série de Taylor, de l 'intégrale suffit
pour la déterminer, ainsi, complètement puisque, grâce a l 'équation,
on calcule tous les autres coefficients en fonction des m premiers. Il
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ne reste plus qu'à établir, ensuite, la convergence des développements
calculés.

Essayons d'appliquer une méthode semblable à une équation de la
forme (34).

A cet effet, nous la résoudrons par rapport à ̂ u et nous l'écrirons

(38) ^u-^V^^-1^, ç^-2^, ...^u,u,x\

S'il existe une solution de cette équation, nous la développerons en
une série de la forme (36), qui est la série de Taylor généralisée pour
Fopération ^,

u (x) •= UQ. &)o ( ̂  ) "+- ^ou ' G3! (tr) •+' • • • + ̂ ? u •OJ" (•zl ) '+" * • • »

et, pour pouvoir édifier une théorie semblable à celle que nous venons
de rappeler, il faut que la connaissance des m prenuers coefficients

u^ ^oU, ..., (^-1 u.

du développement suffise, avec l'équation (38), pour déterminer la
solution.

Si l'on se donne UQ, ^o^» - • • 5 <C~1 ̂  l 'équation (38) fourn i t immé-
diatement ̂ u.

On a ensuite

(89) ^^{^^[Y^^U.^^U, . . . , t^u, u, x ) ]

et, plus généralement,

(4o) ^^«^^[F^-1^^-2^, . . ., ( S u , u,x)'\.

Pour que l'égalité (39 ) fournisse ̂ m+i uen fonction de^a, ç^'^u,...,
^.u, u et x, il faut que

^[FCG^-1^,^--2^, ..., Gu,u,.x)]

soit une fonct ion, uniquement , de ̂ u, ̂ m~{ u, . . . , ^u, u et x.
Ceci revient à dire qu'il faut que, étant donnée une fonction com-

posée,/(^,^, w, ...), de plusieurs fonctions u, v, w^ .... la trans-
muée ^f(u, v, w,...) s'exprime uniquement en fonction de //, (;,
w, ... et de leurs transmuées ç,u, ^ç^, ^^, ... et x.
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Or, si l'on admet que la fonction y(a, ç7, (P, ...) est régulière, on
pourra la mettre sous la forme d 'une série

/( u, c, w, .. . ) = J^ A i^' v11 w 1 ' . . .,

et, en vertu des propriétés des t ransmutat ions addi t ives , on aura
(?/( u, (>, (T-, . . . )== ̂  À (B' ( u^ (^ œ 7 - . . . ).

Il faut donc enfin que toute expression de la forme ^(^V't^'...)
puisse s'exprimer uniquement en fonction de u, v, w, . . . : ^u, çç\
sw, ... et x. Pour cela, il faut évidemment et il suffit que la proposi-
tion soit vraie pour un p rodu i t de deux facteurs.

35. En dernière analyse, nous sommes donc amenés à la conclusion
su ivan te :

Etant donnée une équation de la forme (34) oà Ut trcinsmutcuion addi-
live ^ donne lieu à un développement de Taylar généralisé, il faut et i l
suffit, pour qu'on puisse établir une théorie de l'existence des solutions
identique à celle des équations différentielles, que la transmuée d'un
produit de deux/onctions puisse s'exprimer uniquement au moyen de ces
deux' fonctions, de leurs transmuées et de la variable indépendante.

Recherchons donc les t ransmutat ions de cette nature .
On devra avoir

^ uç = a? ( (H a, ç p, //, (), x ),

quelles que soient les fonct ions u et ^.
Or, comme

^ u ( (7 -4- w ) == ̂  if v -4- ^ u ̂ ' ,

on aura, par suite,
cp(^, ç;t' •+- ̂ w, u, v -l- w, x) == (f(^u, C^P, (f, v, se) ~\~Q{^U, (?Î(F, u, (F, .•r),

quelles que soient les fonctions u, v, w. Ceci revient à dire que, si l'on
considère la fonction de cinq variables

cp(y, z ' , y, z, x),

elle devra donner lieu à Videnlité
(4 i ) 9(j\ z'^r t', y , ^ -+- t, ̂ )= 9 (Y, ^, j, 5, x) + ©(y^ ^, r, t, ,r).
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De plus, comme w=w, cette fonction ne devra pas changer
quand on permute à la fois y ' et ^ ainsi que j et z ,

(4.2) 9(Y, ̂ , J, ^, ^) == o(^, y, ̂  y, .r).

La relation (4i) met en évidence que (ùÇy\ z\ y , z, x) doit être
linéaire en ^ et z et, à cause de la symétrie, elle devra être également
l inéai re eny' ety. En tenant compte de l ' identi té (4îî)» la fonction o
doit nécessairement être de la forme suivante :

o(y, ̂ j, ̂  ̂ )^A^+B(j^+y^)4-Cy^

+ n (7 + ^) •+- E(y-i-^) + F,
A, B, C, D, E, F étant des fonctions de x.

Donc toutes les t ransmutat ions en question devront vérifier une
relat ion de la forme

^w -==. h-iw + B(M<^ + v^u) + C^u^v +• D(^ -4- î^) -+"E((S^ + (ïl^) + ¥'

Or on sait que si u ==•- o, on a ̂  == o. En faisant ^ === o dans cette
égalité, on doit donc avoir, quel que soit ç',

ô=:Dr+E(^+F.
Ceci entraîne

D==E==F=:o .

En résumé, on doit avoir

( 4 3 ) ^uv=:A.uy-\-'îî(uïBu-+- P<^) -h-C^a^c.

La détermination de toutes les transmutations additives qui véri-
fient une relation de la forme (43) a été faite par M. Pincherle ('), et
il a trouvé qu7!! n'y a que deux classes de t ransmutat ions additives de
cette nature :

i° Celles pour lesquelles on a
^ du
^ u •== a -j— -{- b u ;

( 1 ) Foir: S. PINCHERLE, Rendiconti délia R. Ace. dei Lincei, 2 mai 1897.
Voir aussi mon Mémoire Sur les transmutations ( Bulletin de la Société mathématique

de France; 1897).
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2° Celles qui sont définies par

Qu=zCu[(Q(.r)] .4- Ku,

où a, b, G, K désignent des fondions de x et cp(;z*) une fonction de
subst i tu t ion .

La première catégorie donne les équations différentielles ordinaires.
La seconde fournit les équations fonctionnelles itératives signalées

plus haut et étudiées par MM. Grévy et Leau dans leurs thèses.
La conclusion finale à laquelle nous parvenons est donc la suivante :
Les seules équations opératives de la forme (34), dont la théorie puisse

être calquée sur celle des équations différentielles ordinaires, sont les équa-
tions fonctionnelles itératives.

Le parallélisme frappant qui existe entre les théories de MM. Grévy
et Leau et des auteurs qui se sont occupés de ces équations fonction-
nelles et celles des équations différentielles s 'explique ainsi tout natu-
rellement. Ces analogies eussent été encore plus frappantes peut-
être, si ces auteurs avaient employé la transformation signalée plus
haut au n° 33, qui permet d'employer un développement de la solu-
tion en série analogue à la série de Taylor. Mais il ne faut pas se dissi-
muler qu'une étude approfondie de tels développements et de leur
légi t imi té présentera parfois des difficultés très sérieuses.


