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SUR LA

DÉFORMATION DES SURFACES DU SECOND DEGrRÉ
ET SUR LES

TRANSFORMATIONS DES SUBFACES A COl'ÏÎBURE TOTAIE CO^STA^'TK,

" PAR M. GASTON DARBOUX ( ' ) .

I.

Dans la séance du 2,3 janvier 1899, M. C» Guichard a fait connaître
quelques propositions élégantes relatives à la déformation des surfaces
de révolution du second degré. Ces propositions font dépendre la dé-
termination des surfaces applicables sur un el l ipsoïde de révolution,
celle des surfaces qu i sont applicables sur le paraboloïde de révolu-
t ion , et même sur le paraboloïde plus général qu i a une seule géné-
ratrice rectiiigne tangente au cercle de l ' inf in i . Les théorèmes de
M. Guichard réalisent donc un progrès, puisqu'i ls rattachent Fétude
de la déformat ion de quadriques, ayant cette fois leur centre à dis-
tance finie, à celle de la déformation de la sphère, sur laquelle on a,
comme on sai t , obtenu un grand nombre de résultats intéressants. Je
voudrais, dans ce travail, montrer que les propositions générales don-
nées dans mes Leçons sur la théorie des surfaces conduisent , par leur
simple application, aux théorèmes de M. Guichard. Les considéra-
t ions très directes et très simples par l'emploi desquelles on obtient
ces théorèmes conduisent même à un résultat plus étendu et montrent
qu'on peut rattacher à la déformation de la sphère, non seulement la

( 1 ) Extrait du Tome CXXVIÏI des Comptes rendus, séances du 27 mars 1899, p. 760;
du 4 avril 1899, p. 854; du 17 avril 1899, p. 953 et du 24 avril 1899; p. 1018. -
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déformation des surfaces de révolution du second degré, mais aussi
celle de quadriques plus générales assujetties à l 'unique condition
d'être tangentes en un point au cercle de l'in/îni. On sait que les sur-
faces de révolution doivent être tangentes en deux points en ce cercle.
Les surfaces que je considère peuvent encore être définies par la pro-
priété suivante : Tandis que les quadriques générales on t leur é lément
linéaire réductible à la forme

rlit'2 d^9]ds2 == {u — <')
^ A ( ^ ) ^àf

\u \v

ou A(^) désigne un polynôme du troisième degré à racines distinctes,
les surfaces dont nous rattachons la déformation à celles de la sphère
sont celles pour lesquelles A(^) aune racine double. L'élément l inéaire
correspondant, on le voit tout de suite, peut être réel; il convient , par
conséquent, à une in f in i t é de surfaces réelles. La recherche dont |e
vais faire connaître le pr incipe aura donc nécessairement ses appli-
cations dans le domaine réel.

Considérons d'abord une surface (©) applicable sur une quadrique
(Q) de révolution, et envisageons le mouvement , étudié pour la pre-
mière fois par Ribaucour, dans lequel la quadrique (Q) roule sur (@),
les deux surfaces étant toujours en contact par leurs points corres-
pondants. Parmi les propositions relatives à ce mouvement, je rappel-
lerai la suivante (n08 925 et suiv.) ( l ) :

Lorsque la surface(Q) roule sur (Q), un plan (II), invariablement lié
à (Q),coupe le plan de contact de (@) et de (Q) suivant une droite (rf)
qui engendre une congruence. Les développables de cette congruence cor-
respondent aux courbes du système conjugué commun à (©) et à (Q); et
les points focaux de la droite (rf) se trouvent sur les tangentes auo6 deux
courbes de ce système conjugué commun qui passent par le point de con-
tact M de (0) et de (Q).

En particulier, si le plan (II) est isotrope, la droite (d) demeure nor-
male à une famille de surfaces parallèles dont les lignes de courbure cor-

( l ) Les numéros de renvoi so rapporteront toujours à mes Leçons.
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respondent aux courbes du système conjugué commun; les deux centres
de courbure situés sur Çd) sont à la rencontre des deux tangentes conju-
guées communes à (©) et à (Q), menées au point de contact M. De plus,
toute droite isotrope située dans le plan (II) et entraînée dans son mouve-
ment coupe la droite (W) en un point a qui décrit précisément une des
surfaces normales à la droite.

Appliquons ce théorème au cas p a r t i c u l i e r , que nous avons en vue,
où (Q) est une quadrique de révo lu t ion . Par les deux sommets A, A",
si tués sur l'axe de révolut ion, passent qua t r e génératrices rectilignes
de la surface, et ces génératrices, deux à deux parallèles, (rf) et (r/,)
en A, (rf) et (d.\) en A\ sont isotropes. Soient a, a\ a, , a\ les quatre
points où ces génératrices coupent le plan tangent commun en M. Les
droites parallèles (W), (r/') se t rouvent dans un p lan isotrope (H) pas-
sant par l 'axe AA'; de même les dro i tes (^i) , ( d \ ) se trouvent dans le
second plan isotrope (IIi) passant par le même axe. D'après la propo-
s i t i on précédente, a, a' décriront des sur faces (a), (a') normales à la
droite aaf; et de morne a^ a\ décr i ron t des surfaces (<^), (a\) nor-
males à la d r o i t e a,, a\. Nous a l l ons montrer que ces qua t re sur-
faces (a), (a'), (a,), (a\) ont leur courbure moyenne constante et
égale à - . .7 ' ce (^l!i est l'111"1 des'théorèmes de M. Guichard .

Remarquons en effet que les quatre po in t s a, a , a^ a\, se t rouvant
sur des génératrices rectilignes de (Q), doivent nécessairement se
placer sur la sect ion de (Q) par le plan tangent en M. Donc les droites
aa\, d a^ se croisent en M et sont les deux génératrices rectilignes de
(Q) si tuées dans le p lan tangent c o m m u n .

D'autre part, d'après la proposition rappelée plus haut , les centres
de courbures £, £, des surfaces normales à aa' sont si tués sur deux
tangentes M£, M£, conjuguées communes à (Q) et à (©). Puisqu'elles
sont conjuguées par rapport a (Q), elles le sont nécessairement par
rapport aux génératrices Ma, M.a\ Donc /es deux segments £^ et aa' se
divisent harmoniquement. Cette propriété suff î t : Ri deux surfaces paral-
lèles dwisent har/noniquement le segment formé par leurs centres de cour-
bure principaux, elles ont leur courbure moyenne constante et égale à
l'inverse de la distance invariable qui sépare deux de leurs points pris mr
la même normale commune.
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Ici il est très aisé de voir que aa' est égal à l'axe focal AA\ En effet
les deux droites isotropes Çd) et (W) sont parallèles et situées dans le
plan isotrope (II). Donc la distance de deux points pris respectivement
sur les deux droites sera constante quels que soient ces deux points et,
en particulier, elle sera égale à AA.\

• ' Avant d 'établ ir les autres théorèmes relatifs aux quadriques de révo-
lut ion , je ferai remarquer que le ra isonnement précédent condui t à
une généralisation évidente. Si l'on suppose que la quadrique (Q) soit
tangente en un seul po in t au cercle de l ' inf in i , elle aura encore deux
génératrices rectilignes isotropes parallèles situées dans un plan iso-
trope. Ce seront les deux génératrices ( d ) , (a?) situées dans le plan
isotrope qui est tangent à la surface en son point de contact avec le
cercle de l ' infini. Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Quand une quadrique (Q) tangente en un seul point au centre, de l'in-
fini roule sur une surface applicable (©), les deux génératrices isotropes
qui passent par le point de contact de la quadrique et du cercle de l'infini
coupent le plan de contact suivant deux points a, a' qui décrivent des sur-

faces normales à aa' et de courbure moyenne constante —• Par suite." aa'
d'après un théorème de M. Bonnet, le milieu c de aa\ c/ui se trouve sur la
droite isotrope passant par le centre de ( Q) et son point de contact avec le
cercle de Vin/ini, décrit une surface (c) dont la courbure totale est con-
stante et égale à =^-

aa'

Le lien que cette proposition établit entre la surface (@) résultant
de la déformation de la quadrique (Q) et la surface à courbure totale
constante (c) nous permet d'affirmer que, si l'on cherche à déterminer
les surfaces applicables sur la quadr ique (Q), la principale diff icul té
du problème se ramènera à la déterminat ion des surfaces à courbure
totale constante telles que (c). Supposons, en effet, que l'on se donne
la surface (c); le plan tangent à la surface (©) devra passer par la
normale à la surface (c), et les droites qui jo ignent le point de contact
de ce plan tangent aux deux centres de courbure principaux de (e)
devront être des tangentes conjuguées de (®); de plus, les courbes
de (©) tangentes à ces deux droites devront correspondre aux lignes
de courbure de (c). Voilà une première propriété qui, on le reconnaît
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aisément, fait dépendre la déterminat ion de (0) de l ' intégration d'une
écmation l inéaire aux dérivées partielles du second ordre. Si l'on ex-
prime ensuite que (0) est applicable sur la quadrique (Q), on ob-
tiendra d'autres condi t ions qu i , venant s'ajouter à la première, feront
dépendre la détermination de (0), lorsque (c) sera donnée, d'un sys-
tème d'équations aux dérivées partielles dont l'intégration ne pourra
introduire que des constantes arbitraires. C'est ce système, d'équations
aux dérivées part iel les que nous a l lons former.

Au Chapitre XÏIÏ du Livre YIÎI de nos Leçons, nous avons donné les
moyens de déf in i r analyt iquement le roulement d 'une surface (Q) sar
une surface applicable (0). Si l'on pose

( 1 ) ^i—u, y^iz^-=.v, j - i—z^r^aw,

l ' équa t ion de la surface (Q) re la t ive à des axes qui lu i seront invaria-
b lemeni liés pourra être prise sous la forme

(2) çy=f(u,^),

et si l'on désigne, su ivan t l'usage, par/?, q les dérivées partielles de w,
l 'élément l inéaire de (Q), celai par suite de (0), sera donné par la for-
mule
( 3 ) (h\ = du.'2- 4- 27-? du dv 4-2/7 d^.

Désignons para?, y, z les coordonnées par rapport à des axes fixes
du po in t de contact de (0) et de (Q); ce seront des fonct ions de u, v.

Cbercbons à déterminer la surface (c) décrite par le poin te , où la
droi te isotrope

,z'i ==o, ri 4- i^i •==- o,

invar iablement l iée à (Q), vient couper le plan tangent commun à (0)
et à (Q). Les coordonnées X, Y, Z de c seront données (1067) par les
formules

— àœ àx
X == ÛC — U -y— — V —— i

au àv

-,, ày ày
{ /, \ Y =- y — u —- — ^ -f^
^i i •• J au àv

àz as
Z == z — u — — v -y- ?

au àv
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(Voh l'on déduira sans peine que les cosinus-directeurs C, (Y, C'7 de la
normale en c à (c) ont pour expressions

,., p ^ p, ^' ^ as
(;3) L = = — — î (./==——5 (7=:——-ou ou du

De là il résultera faci lement que si X, Y, Z, C, (7, C" sont donnés en
fonctions de u, v, les coordonnées ;r, j, s seront définies par des équa-
tions telles que les suivantes :

.,. àx . à^ rdX+udC
(6) ^=4 ^——J———,——•

Cela posé, nous allons exprimer d'abord que la surface (^) est à
courbure totale constante, et nous supposerons, pour la fac i l i té des
calculs, que cette valeur constante de la courbure est égale à -- i.

Pour déterminer les lignes de courbure et les rayons de courbure
de (c), il suffî t de répéter les calculs du n° 1068. Les équations
d'Olinde Rodrigues

(7 ) dX+pdC^o, ^Y+p^C^o, dZ-+- p^(7=:o,

nous donneront ici

(8) ^-.-Pr^^o,
à^ r au

et elles ne différeront des équations (19) du n° 1068 que par la subst i -
tut ion de £-^-^ à p. En effectuant la même subs t i tu t ion dans l'équa-
tion (2.5) du même numéro, on aura donc entre les deux rayons de
courbure p, p, de (c) la relation

(9) / • (p -~«) (p i— /<) —^(p+p i~ 2^).y-4- t^=:o,

où r, s, t désignent les dérivées secondes de w par rapport à u et a v.
Pour que cette équation se réduise à la su ivan te

( ï 0 ) pp^—.!,

il faut que l'on ait
UT -+- VS =rr 0,

i.^- r 4- 2 u^s + (-121 =r /'.
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L'intégration de ces équat ions simultanées n'offre aucune d i f f icu l té et
nous condui t aux valeurs su ivantes de w , p , y :

(i0

( 1 2 )

ïr= b
2 f

• hu. •4- /^t'-t- À',

^ =; b ^ -+- /?,
2 l̂

Zm2

2 P2

valeurs où 6, À, A', ^ désignent quatre constantes arbitraires. La pre-
mière décès équations peut être écrite avec les coordonnées rectan-
gulaires ^i , j i , s, et elle prend la forme

03)
jî -+- z\ — bx\ — a h (ji --h ̂ i ) .z'i

— a A' (yi -t- ̂ i )2 — 2 A- (,/i 4- ̂ i ) ~ ^ ̂  o,

d'où i l résulte que la surface (Q) est une quadrique assujettie à la
seule condition d'être tangente en un point au cercle de l ' i n f i n i . C'est
le résul tat que nous avions annoncé plus haut (1).

II.

Pour déterminer la quadrique (Q), nous supposerons que la sur-
face (c) ait été rapportée à ses lignes de courbure. Si a et [3 désignent
les paramètres de ces lignes, on sai t (n 0 805) que l'on aura

f d^ 4» dT2 4- d?^ = cos"2^ dy:- 4- sin2 o) d^\

d^ 4- dC'2 + d^2 = sin2 M cW + cos2 u d^,
(I4) • ^o> ^Q)

p == —• cote.), pi = tango), -^ — j-r^ = sin&) cosû).

De plus, comme on a

( î 3 )

—clX

—d'Ï

—dï

àC
—^ Q ——— /

' a c e .
àC'

-=p àa.
àC"

=p^^

àa

da

da

+pi
+pi
-t-pi

àC ,-
^^
àC' ..
^^

<)c"^
^" r'

(1) Séance du 27 mars 1899,
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les seconds membres de ces équations seront des différentielles
exactes; en exprimant les conditions d'intégrabilité, on aura donc
des équations telles que la suivante :

, .,, à^C àw âC où) àC(i3) -,—^ — cotQ)—-5- — + tangco— —Q •==- o.àaàÇ) à^ av. ° da ^(3

Ces points étant rappelés, remplaçons rfX et rfC par leurs expres-
sions dans la formule qui donne -^-' On aura

/ z;\ j à x u—p ôC , u—o^ àC ^( 1 6 d—-==.———^—da—.——t— -- à^.
àv v àsx v àÇ>

En exprimant la condition d'intégrabilité

à t u — p àC\ _ à ( u — p t àCA
à Ç > \ v àoc) ~~ ôa \ v à^)

et comparant à l 'équation ((5)^ on sera conduit aux deux équations

) / ^ ^M ) / x à(L}à u\ \ ^ j à fu\ \v
( J 7) ^ 77 ̂ P-^7-5 ïï^ 7; ^Pi^ ^ J ^ 1 à^ ' à^v}^^ à^

auxquelles on peut, en introduisante à la place de u et posant:=^1- == Y) ,auxquelles on peut, en introduisant/^ à la place de u et posant —^
donner la forme

( 1 8 )

ôp , , à-n^==bcotu^'
àp ., à^f}— =:"— bUngw —-•da 0 àa

i àp , à'n/ =:_ ôtangco -—•
\ da 0 àa

Exprimons maintenant que la surface (@) est applicable sur (Q)
c'est-à-dire admet l^élément linéaire donné par la formule (3). Nous
aurons les équations

/ \ o ^àx o fàxy(19 ) ^c^=p9 Sw2^
où q aura son expression donnée par la formule (12) qui devient<», ^_^-(^^.
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En differentiant la première des équations (19), on aura les deux
suivantes

S ÉÏ ̂  — ̂  0 à^ àC __ àp
~àv Thc ~~ ~à^ Ô"^^""^3

qui , jointes à celle d'où elles sont déduites, détermineront ̂  '-? ^•. àv àv ôv
On aura ainsi

à^c _ i àC àp i ^C ^/?
i ^; sm2^ ^a <5a cos'2^) (^p ^p^

f 2 I ^ - ^-nr^——i-^ ^ , ^ ^^ à?
' ^ àv l sin2^ <-)a àa cos^j ^(3 ^(3'

^ ^ ,^ , i ^^ , r ^^
<^^ y sin2^ ^a ^a cos2^ à^ à^

et, en portant ces expressions dans la seconde des équations (19), il
viendra

<"'^fê)'-^(^)'=a^•=-(/^-/'•-"'•-'-•«•
Cette équation, jointe aux deux (18), permettra de déterminer les

deux fonctions? et Y]. Ces deux fonctions étant connues, on aura u
et c; puis x^ j, z s'obtiendront par les formules telles que les sui-
vantes :

^.^^^^+j^+ZL^^c+g^ ^+^^^ ^-J^

cl^^^cIp^\(p^p-^^^-———^^^^^ ^~}€l'ny ~ b'nap 1 LV ^ / sin^-o ^a r?a 4" cos2^ ̂  ^J ̂ 9

^ "-" ̂ p + [(^ -î- —r-}c//+ sE^ ̂  ̂ 4" co^^ ̂  ̂ J ̂ •'
On pourrait facilement démontrer que /? ou Y] doivent satisfaire à

deux équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, étu-
dier plus complètement le système des trois équations (18) et (22).
Dans ce qui va suivre, je m'attacherai spécialement au cas où Q est (le
révolution et j 'étudierai la seconde proposition que nous devons à
M. Guichard.

Si, de chaque point d'une surface donnée comme centre, on décrit
une sphère de rayon variable, ce rayon étant déterminé par exemple

Aun. de VEc, Nurmtile. 3'a Série, Tome XVI. — NOVEMBRE .1899. 6o
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en fonction des coordonnées curvilignes qui fixent sur la surface la
posit ion de son centre, on sait que la sphère admet une enveloppe à
deux nappes et qu'elle touche cette enveloppe en deux points placés
symétriquement par rapport au plan tangent de la surface décrite par
le cercle. M. Beltrami a remarqué que, si cette surface se déforme en
entraînant les différentes posi t ions de la sphère, les points de contact
de celles-ci avec leur enveloppe demeurent invar iables , quel le que
soit la déformation. D'autres propriétés relatives à ces enveloppes de
sphères doivent être rappelées. Dans beaucoup de recherches de Géo-
métrie, il importe de savoir si les lignes de courbure se correspondent
sur les deax nappes de l'enveloppe. Pour qu ' i l en soit a in s i , il faut
nécessairement (n08 473 et 480) qu'il existe sur la surface des centres
un système conjugué tel que l'équation ponctuel le re la t ive à ce sys-
tème conjugué admette comme solutions par t icul ières , en même temps
qnQx,y, z, les deux fonct ions

•R et j12^/2^^2-"!^2.

Alors, sur les deux nappes, les l ignes de courbure se correspondront
mutue l lement et correspondront aux courbes du système conjugué
tracé sur la surface des centres.

D'après cela, si nous supposons que les deux nappes de l'enveloppe
soient l 'une et l 'autre des sphères, comme toutes les courbes de la
sphère sont lignes de courbure, on pourra dire que, sur la surface des
rentres (Q), l 'équation ponctuelle relative à tout système conjugué
admettra comme solutions part icul ières

x, y , z, R cl .rt2-}-72+^-•--R2.

C'est ce que l'on peut vérifier a isément , car le lieu des centres des
sphères tangentes à deux sphères fixes est une quadrique de révolut ion ;
le rayon R de chaque sphère tangente est donc une fonction linéaire des
coordonnées x, y, z de son centre, ainsi que x^ -+-y2 4- z2 — R 2 , d'après
la propriété même du foyer.

Cela posé, supposons que (Q) se déforme en en t ra înan t les sphères
de rayon R. La surface déformée (©) admet avec (Q) un système con-
jugué commun; et d'après un remarquable théorème de M. Kœnigs,
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Féquation ponctuelle relative à ce système conjugué admettra comme
solutions part icul ières

•̂  ^S --, .^i, J'i, Si, .2 1 • 24-r ^4-^—^—y q^—^,

^oji» ^i dés ignant les coordonnées du point de (0) qui correspond
au poin t {oc, y, z ) de (Q).

Comme, d'après la remarque précédente, elle doi t admettre encore
les solutions R et x'' 4-y2 -h z2 — R2, elle admettra donc la solution

^ + ̂  + ̂  - R2

qui est la différence de deux des solutions précédentes. Si nous rete-
nons un iquemen t les solutions particulières

•^•n ji, ^ R, ^+y^4-^—Pi 2 ,

nous serons conduits au théorème suivant :

De chaque point (F une quadrique de révolution (Q) comme centre, dé-
crivons les sphères (S) qui sont tangentes à une sphère fixe ayant pour
centre F un des foyers et, par suite, à une autre sphère fixe ayant pour
centre r autre foyer. Si la quadrique roule sur une surface applicable (0)
en entraînant les sphères (S), l'enveloppe de celle de ces sphères qui a
son centre au point de contact de (0) et de (Q) est une surface sur les
deux nappes de laquelle les lignes de courbure se correspondent toujours
et correspondent aux courbes du système conjugué commun à (0) et
à (Q).

Cette propriété est, on peut le dire, caractér is t ique; elle ne con-
vient qu 'aux déformées desquadr iquesde révolut ion; le raisonnement
permet de l 'établir sans peine. En effet, le système conjugué commun
à (Q) et à (0) var iant nécessairement lorsqu'on change la surface (0)
sur laquelle roule la surface donnée Q, on peut affirmer que

R et .^-h^-r-^—R2

devront être des solutions particulières de l 'équation ponctuelle rela-
tive à une inf ini té de systèmes conjugués; cela ne peut arriver que si
R et x1 +y2-^ z2 — R2 sont des fonctions linéaires à coefficients con-
stants de.r,y, s; on est ainsi conduit, par l ' é l iminat ion de R, à mettre
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l 'équation de la surface (Q) sous la forme

^2+j .24-^— (a^4- ̂ j -i-c^-î- J)2^:^^ 4- ^ / y+c / ^+ ^,

qui définit une quadrique de révolution.
La réciproque que nous venons d'établir nous conduit maintenant

à la conséquence suivante :
Revenons à la proposition primitive dans laquelle les qua t re points

déjà définis a, a ' , a^ a\ décrivent des surfaces à courbure moyenne
constante (a), (a'), (a^) , (a.) dont les lignes de courbure corres-
pondent au système conjugué commun à (0) et à (Q) et, par consé-
quent, se correspondent mutuel lement . Les deux droites aa\ a^a\
étant dans les plans isotropes qui se coupent suivant AA', vont préci-
sément se rencontrer au point W où l'axe AA" de la surface (Q) ren-
contre le plan tangent en M; le point M', comme on sait, décrit la
surface (©/) qui est complémentaire de (@) (n08 748 et suiv.) et qui
est, elle aussi, applicable sur une surface de révolut ion. Or, si du
point M' comme centre, avec W a et M'a' comme rayons, on décrit
deux sphères, ces deux sphères ont év idemment pour enveloppes, la
première les surfaces (a) et (a^) auxquelles elle est tangente en a
et a ^ , la seconde les surfaces (a') et (a^) auxquelles elle est tangente
en a^ eta\, Comme, sur ces surfaces, les lignes de courbure se cor-
respondent, nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Si l'on déforme une quadrique de révolution (Q) de manière quelle
devienne une surface (©), la surface (@) aura pour complémentaire une
surface (©/) qui, elle aussi, sera applicable sur une quadrique de révolu-
tion (Q7).

Si l'on place cette quadrique (Q') de manière qu'elle soit tangente
en M' à (©/) et qu'elle roule sur (©'), les rayons vecteurs qui vont à
ses foyers seront Ma, Ma^ et, par suite, ces foyers seront les points a,
a\ ou <2i , a^ car on a

M a — M a ^ M a — M ^ m ^ a ^ A A ' ;

et, d'un autre côté, aa\ étant la portion de génératrice comprise entre
les plans tangents aux sommets de (Q) est constamment égale au double
de la distance focale. Donc (Q') est identique à (Q).
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On peut placer la quadrique Q'de part et d'autre da plan tangent.
à (© /) en M'. Dans l 'une des positions, les pionts a, a\ sont les foyers;
dans l'autre, les foyers sont a^ a\

En transportant ce théorème de (QQ à (Q), on a la seconde propo-
s i t ion de M. Guichard :

Si une quadrique de révolution (Q.) est déformée de manière à se trans-
former en une surface (©), on peut faire rouler (Q) de deux manières
différentes sur (0), soit intérieurement, soit extérieurement. Soit M un
point de (©). Considérons les deux positions de Q tangentes en Ma (Q).
Pour l'une d'elles 9 les foyers seront les points F, F' ; pour F autre, ce seront
les symétriques de F, F' par rapport au plan tangent en M. Les quatre sur-
faces (F), (F7), (/*), (/') décrites par les points F, F^ /, f auront leur
courbure moyenne constante et de valeur —-> a étant la moitié de l'axeJ a a
focal. Par suite les surfaces (y), (^/) décrites par les milieux y, y des

droites F/\ Vf auront leur courbure totale constante et égale à —^-ci

Car il est évident, d'après ce qui précède, que F/'est la normale
commune en F et/'" aux deux surfaces (F), (//), de même que F^esl
la normale commune aux deux surfaces (F'), (/).

Dans l 'article suivant , je démontrerai ces proposit ions par une voie
géométrique toute différente et je montrerai que, en ce qui concerne
les surfaces à courbure constante, elles ne donnent pas de méthode
de transformation distincte de celles que MM. Bianchi et Bâcklund ont
fait connaî t re depuis longtemps (1).

III.

Dans les deux articles précédents, j'ai établi par la Géométrie les pro-
positions que M. Guichard a fait connaître relativement à la déforma-
tion des quadriques de révolution. Ces propositions conduisent natu-
rellement à des méthodes de transformation des surfaces à courbure
constante; il importe de savoir si ces méthodes sont réellement nou-

(1) Séance du 4 avril 1899.
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velles ou si elles peuvent se rattacher à celles qui ont été données au-
trefois par MM. Blanchi et Bâcklund. Les démonstrat ions suivantes
vont nous permettre de répondre très directement à cette question.

Soit (Q) une quadr ique de révolut ion; nous désignerons comme
précédemment par A, A', F, F les sommets et les foyers, réels ou ima-
ginaires, s i tués sur l'axe de révolut ion, et nous désignerons aussi par
20 et 2c les longueurs AA\ FF'. Si (©) désigne une surface applicable
sur (Q), on peut déf in i r , nous l'avons vu, deux roulements distincts de
(Q)sur (©). Pour un même poin t M d e ( @ ) , les deux positions de (Q)
relatives à ces deux roulements touchent l'une et l 'autre en M la sur-
face (©) et sont symétriques par rapport au plan tangent en ce point .
Si donc F, F7 sont les positions des deux foyers de (Q) pour l 'un de
ces roulements, les posit ions de ces mêmes foyers relatives à l 'autre
roulement seront les symétriques/,^ de F, F' par rapport au plan de
contact en M; et, de plus, les droites F/', F'/, égales l 'une et l'autre
à 20, se couperont en M et y feront des angles égaux avec le plan de
conlact. Rappelons que, d'après une démonstrat ion déjà donnée, les
différentes positions de l 'une de ces droites, de F/' par exemple, se-
ront normales aux surfaces (F), (//) décrites par les points F,/\
Nous savons également, d'après une proposition déjà rappelée, que si,
par l'axe AA" de révolut ion, on mène un plan isotrope (II) la section
du plan de contact en M par ce plan (II) sera une droite aa' normale
en a, a' aux. deux surfaces (a), (a7) décrites par les deux points a, a'
où les génératrices rectil ignes isotropes de (Q) situées dans le plan (II)
rencontrent le plan de contact. Le théorème de M. Guichard consiste
en ceci: les quatre surfaces (a), (a'), (F), (//) ont leur courbure
moyenne constante et égale à —• Voici comment on peut obtenir par
un seul raisonnement l'ensemble de cette proposition :

Envisageons le tétraèdre aa! F/'; il est facile de démontrer que, dans
la suite du roulement, ce tétraèdre demeure invariable de forme.

En effet, nous avons vu déjà que les arêtes opposées aa! et Fy sont,
l 'une et l'autre., constantes et égales à 20. D'autre part, la distance de
tout point H de Faxe à la droite isotrope Aa étant égale à HA, on a

F"a:= AF ~= a —- c, et de même Fa^a+c.



SUR LA DÉFORMATION DES SURFACES DU SECOND DEGRÉ, ETC. 479

Pour raison de symétrie, on aura de même

'0^= oT^ a — c, 'af7= ̂ r= a 4- c.

Le tétraèdre proposé, ayant toutes ses arêtes constantes, est donc
invariable de forme, comme nous l'avions annoncé. Mais i l a beaucoup
d'autres propriétés. D'abord, si l'on considère l 'une quelconque de ses
(aces, elle est formée avec trois arêtes don t les longueurs sont respec-
t ivement a — c, a 4- c, 20. L'une de ces arêtes é tan t égale à la somme
des deux autres, chacune des faces du tétraèdre est dans un plan iso-
trope. J 'ai , autrefois, dans mon enseignement, appelé l 'a t tent ion sur
les tétraèdres de cette nature qui sont circonscrits au cercle de l ' infini
et j o u e n t le rôle le plus essentiel dans l 'étude des propriétés métriques
des figures. Mais le tétraèdre aa'Yf que nous rencontrons ici a encore
une autre propriété. Comme ses arêtes opposées sont deux à deux
égales, il est nécessairement de ceux qui sont formés avec quatre som-
mets non cont inus d 'un parallélépipède rectangle, deux arêtes oppo-
sées du tétraèdre étant deux diagonales non parallèles situées dans
deux faces opposées de ce parallélépipède.

Il suit de là que, si l'on jo in t le mi l ieu c de ad au mi l i eu y de F/' Ici
droi te cy sera la perpendiculaire commune à aa' et à F/7. Il est aisé de
calculer par la Géométrie élémentaire la distance cy et l 'angle des
droites aa\ F/'. On trouve a ins i

^=bi, cos^aÇF/^^

b é tant l'axe non focal de la quadr ique (Q).
Or, comme a, a 'décrivent des surfaces normales à la droite aa\ le

po in t c, mi l i eu de aa\ décrit une surface (c) normale à la même
droite; et, pour la même raison, le mil ieu y décrit une surface (7)
normale à F/'. La ligne c-y étant perpendiculaire commune à aa! et F/',
on voit que les surfaces (c), (y) sont dans la relation suivante : 1° la
droite cy qui jo in t les points correspondants est une tangente com-
mune aux deux surfaces; 2° les points de contact de cette droite avec
les deux surfaces sont à une distance invariable bi\ 3° les plans tan-
gents aux deux surfaces respectivement en c et y, qui se coupent sui-/-»
vaut cy, font entre eux un angle constant dont le cosinus est — Donc,
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d'après un théorème de M. Bàcklund, démontré et généralisé au n° 812
de mes Leçons, les deux surfaces ont, l'une et l'autre, leur courbure totale
constante et égale à -g? et Von passe de l'une à l'autre par l 'une de ces
transformations dont on doit la découverte à M. Bàcklund. On dédui t
immédiatement de là, en appliquant une remarque d'Ossian Bonnet,
que les surfaces Ça), (a7), (F), (//)» respectivement parallèles aux deux
précédentes^ ont leur courbure moyenne constante et égale à —-> ce qui
est le théorème de M. Guichard.

La proposition que nous venons de rappeler de M. Bàcklund peu t
d'ailleurs se mettre sous une forme qui conduit plus rapidement encore
au résultat précédent. On peut l'énoncer comme il suit :

Lorsque deux droites invariablement liées l'une à l'autre peuvent se dé-
placer de manière à demeurer respectivement normales à deux surfaces
distinctes en deux points qui demeurent, chacun à une dislance invariable
du pied de la perpendiculaire commune, les points où l'une quelconque
d'entre elles Çd) est coupée par les cleux plans isotropes qui contiennent
l'autre (rf') décrivent des surfaces normales à la droite (rf); la courbure

moyenne de ces surfaces est constante et égale à i-^n^, a désignant

l'angle et S la plus courte distance des deux droites. Les pieds de celle
plus courte distance sur les deux droites décrivent des surfaces qui sont
aussi respectivement normales aux deux droites et dont la courbure totale

a pour valeur constante —- —^a •

En appliquant la proposition mise sous cette forme au cas qui nous
occupe, on voit immédiatement que les surfaces (F), (//), (a), (a')
décrites par les points F,/', a, a' ont leur courbure moyenne constante
et égale à -J-, tandis que les points c, y décrivent des surfaces (c), (y)

dont la courbure totale est é^ale à 4r-0 a2

La démonstration précédente offre le grand avantage de montrer
dans quelles relations sont les quatre surfaces à courbure totale con-
stante qui figurent dans le théorème de M. Guichard. Aux surfaces^),
(y) il faut, en effet, associer la surface (y') décrite par le milieu y'
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de Fy*et la surface (</) décrite par le milieu de la droite désignée pré-
cédemment par a^a\, droite qui se trouve dans le second plan iso-
trope (11^) passant parAA". Les points y, y' sont dans le plan méri-
dien de (Q) et en ligne droite avec son centre; les points c et c ' sont
symétriques par rapport à ce méridien.

Le quadrilatère yçy^ est un losange gauche dont les quatre côtés
ont pour longueur commune bi; deux faces consécutives de ce lo-
sange, cyc', y^y^ar exemple, se coupent sous un angle constant, dont
le cosinus est-? et la tangente au méridien de (Q) qui passe en M est
la perpendiculaire commune aux diagonales ce', yy' de ce losange.
Quand il se déplace en se déformant, chacun de ses sommets décrit
une surface de courbure constante —;, tangente aux deux côtés du lo-a- °
sange qui se croisent en ce sommet. On passe de la surface décrite par
l'un des sommets à la surface décrite par le sommet contigu à l'aide d'une
transformation de Bàcklund. Au reste, ce losange est un cas particulier
d'un quadrilatère gauche ayant des propriétés analogues et décrit par
M. Blanchi dans l 'étude approfondie que nous lui devons de la trans-
formation de Bàcklund-

Les résultats que nous venons d'établir ont été obtenus en partant
d 'une quadr ique de révolution (Q). Si l'on prend comme point de dé-
part l 'une des surfaces à courbure constante, (y) par exemple;, on est
conduit au théorème suivant :

'Etant donnée une surface (y) à courbure totale constante, faisons-en
dériver deux autres à courbure constante et égale, (c), (^ /)? par deux
transformations de Bàcklund différentes l'une de r autre el assujetties à
l'unique condition que les angles constants sous lesquels les plans tangents
en c et cf à (c) et à (</) coupent le plan tangent en y à (y) soient égaux
et de sens contraires. Ces plans tangents se couperont suivant une droite
passant par y; il y aura évidemment sur cette droite un point y', et un
seul, tel que

-/<?==/^ == yc .==: y c',

c est-à-dire tel que le quadrilatère gauchey^yc^ sou un losange. Ce
point Y décrira, lui aussi, une surface à courbure constante (y^, de
même courbure que les premières et tangente aux deux côtés c^y c'y'

Ann. de FÉc. Normale. 3e Série. Tome XVI. — DÉCEMBRE 1899. 6l
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du losange qui se croisent en y'. On peut construire deux sphères, F une
(S) tangente en y, Y aux deux surfaces (y), (y'), l'autre (S') touchant
en c et c' les deux surfaces (<?), (<^). Ces sphères sont, par suite, tangentes
l'une et l'autre aux côtés du losange. Leurs centres décrivent respective-
ment deuTc surfaces (©), (©/) qui sont complémentaires et applicables
sur la même qiiadrique de révolution (Q). L'axe non focal de (Q) est

égal au côté du losange multiplié par 2 iy et son excentricité - est le cosinus
ce'

de V angle constant sous lequel se coupent deux faces consécutives quel-
conques cyc', yc'y' du losange.

La proposition précédente ne résulte pas immédiatement de tout ce
qui précède; mais on peut l'établir complètement, soit par l'Analyse,
soit par la Géométrie. Voici la démonstration géométrique :

La partie de l'énoncé relative à la surface (y) résulte immédiate-
ment, nous l'avons déjà remarqué, des propriétés de la transformation
de Bàcklund signalées par M. Blanchi. Soient maintenant M, M' les
centres des sphères (S), (S'). La ligne MM' est évidemment la plus
courte distance des diagonales ce' et yy' du losange. Le point M, qui
est à l'intersection des normales en y, y' aux surfaces (y), (y'), décrit
la surface (©) dont le plan tangent contient à la fois MM', les deux
normales en <?, c' aux surfaces (c), (</) etbissecte, par conséquent,
l'angle yMy'. De même la surface (©/) décrite par le point M' a pour
plan tangent le plan yMy'. Les plans tangents aux deux surfaces (©),
(©/) sont donc rectangulaires et se coupent suivant MM'. Il résulte de
la que ces deux surfaces sont complémentaires, c'est-à-dire qu'elles
constituent les deux nappes de la développée d'une troisième surface
dont la normale serait MM'. Il reste à démontrer que l'une de ces sur-
faces, (©) par exemple, est applicable sur une quadrique de révolu-
tion (Q).

A cet effet, construisons sur la figure tous les points que nous
avions considérés précédemment : a, a\ a^ a\, F, //, F', /', placés
respectivement sur les normales aux surfaces (c), ((/), (y), (y'), les
deux points F, F' étant accouplés par la condition de se trouver dans
les mêmes plans isotropes menés par les normales aux surfaces (c),
(c'), et de même a, a\ et a\ Oç devant se trouver respectivement dans
les mêmes plans isotropes menés par les normales aux surfaces (y),
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(y7). Si l'on désigne par bi le côté du losange, c'est-à-dire la plus
courte distance des normales en c et y aux surfaces (c), (y), et par
- le cosinus de l'angle que forment ces deux droites, on retrouvera,
pour les distances mutuelles des points a, a\ F, /, ... les valeurs qui
ont été données plus haut. En particulier, le tétraèdre aa'Ff' aura
pour faces des plans isotropes et la distance FF' sera égale a ac.

Considérons le cercle normal en <?, c\ aux surfaces (c), (^). Comme,
sur ces surfaces, les lignes de courbure se correspondent, ce cercle en-
gendrera un système cyclique (n° 476 des Leçons) et, comme l 'un
des foyers de ce cercle est le milieu 0 de FF', comme FF' est l 'inter-
section des plans isotropes tangents en c et en </ à ce cercle, il résulte
de la proposition fondamentale relative aux. systèmes cycliques
(n05 936 et suiv») que les points 0, F, F' seront invariablement liés à une
surface (Q) applicable sur (0) et roulant sur (©). Cette surface (Q)
étant le l ieu du point M, dans le système mobile, sera donc décrite
par le centre M d'une sphère (S) qui restera tangente à deux sphères
fixes de rayon a ayant pour centres respectivement les points F, F'.
Par suite, (Q) sera une quadrique de révolution admettant les points
F, F' pour foyers et dont l'axe de révolut ion sera égal à 20. C'est le
théorème qu'il s'agissait d^établ i r .

Il me reste à montrer comment on peut vérifier par l'Analyse et tra-
du i re en formules les résultats que nous a fournis la Géométrie (1).

IV.

Soit (y) une surface de courbure constante négative et égale à — ï .
I/élément linéaire de cette surface rapportée à ses lignes de courbure
sera déterminé par la formule
( ï ) ds^ == ces2 M du2 -4- sin2 G) d^,

donnée au n0 805 de mes Leçons, où la fonction œ doit vérifier l 'équa-
tion aux dérivées partielles
, , à2^ ô^u( 2 ) —, ——-=: sm œ cosco.s ' au2 à^

( 1 ) Séance du 17 avril 1899.
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La transformation que nous devons à M. Bâcklund sera définie,
comme on sait (n° 809), de la manière suivante :

Désignons par m et n deux constantes liées par la relation

(3) m^-^r ^-=1 ï ,

et définissons un angle 0 par les deux équations différentielles sui-
vantes :

(4.)

fàQ ô^\ . , . .m ï 4- _ \ ̂  gin 0 cos <y —• n cos Q sm c,j,\àu à v )
/àQ à^\ „ . . .jn 4- ^_ cogQ sn^ ̂ ^ gin ^ cos G),
\ôv ou

qui sont toujours compatibles et admettent une intégrale commune
avec une constante arbitraire toutes les fois que co satisfait à l'équa-
tion (2). Cela posé, si nous construisons le triëdre (T) formé par les
tangentes aux lignes de courbure et la normale de la surface, le
pointe , dont les coordonnées relatives à ce triëdre sont données par
les formules

( 5) x ==. m cos Q, y •===. m sin 6 y G •==- o,

décrira une surface (c) qu i aura, elle aussi, une courbure constante et
égale à — ï et dont le plan tangent en c aura pour équation

(6) x sin 6 —" y cos Q + — z ==: o.

Ce plan tangent passe donc par la droite cy et fait avec le plan
des xy, c'est-à-dire avec le plan tangent de (y) en y, un angle dont
le cosinus est n et le sinus m. Quant à l'élément linéaire de la sur-
face (y), il sera donné par la formule

(7) ds^ ces2 Q du2 + sin2 Q d^.

Définissons maintenant un autre angle 6' par les équations

(8)

àef ^\ . ^^ H- . ) == sm Q1 cos &) 4- n cos Q' sin G),m —— 4- .-\ou ov .
j Ï Ô Q 1 àw\
\ m^.^+^j=—cos(9 smû)— n sin^coso),
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qui ne diffèrent des équations (4) que par le changement de n en — n.
Le point c' qui aura pour coordonnées

(9) ^== m cosO', y-==.m sin^, ^=0,

décrira une surface (</) à courbure constante — i, dont le plan tan-
gent en </ aura pour équation

( ï o ) JcsmQf—ycosQf— ^^===0.

Ce plan qui contiendra la droite c'y fera avec le pian tangent de (y)
un angle dont le sinus sera —- m et le cosinus n. Cet angie sera donc
égal et de sens contraire à celui que fait avec le plan des xy le plan
tangent à la première surface (c). En d'autres termes, les plans tan-
gents aux deux surfaces (c), (</) seront symétriques par rapport au,
plan normal de (y) qui fait avec l'axe des x l'angle '—E-—'

Pour reconstituer le losange y^y'c" dont il a été question dans
l'article précédent, il faut déterminer sur la ligne d'intersection des
plans (6) et ( ro) un point y' dont les distances à c et à c' soient
égales à m. Ce point y7 se déterminera donc sans difficulté et ses
coordonnées seront définies par les trois équations

//a //•> if> mCOSO-' ,,
X ' 1 4- y 2 -h 5 '" == 2 ——————— X''

COSO-

(n) 1 ^ 2 ^ ^ , ^ 2 - ^cos^^2 ̂  y a -+. ̂ ^ =r 3 " . v , . y,
v smo- l/ ?

^n^y^^.^^_ accota' ^,

où l'on a posé
6' 4- Q' , 0 - ̂

(7 rrr -————? o" ^^ —————3
3 2

et qui sont vérifiées par les coordonnées, toutes nulles, de y, aussi
bien que par celles dey^. On en tire aisément les valeurs suivantes ;

, . x " y " m" âw/z2 cosc// f <\ \ __ — _ " ' ̂ . , , _ —~ ______ — ___________
coscj- sincr — m s m o ^ n^ cos2G^ /~^- sin2^

de x\y", z " . Mais il y a intérêt à conserver là forme des équations (n).
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D'après un théorème de M. Blanchi qu'il est inutile de démontrer
de nouveau ici, la surface (y") décrite par le point 7' dérive des sur-
faces (c) ou (Y) à l'aide d'une transformation de Bâcklund, de sorte
quelle correspond point par point aux surfaces (c), (c^) et par suite à la
surface (y) avec conservation des lignes asymptotiques et des lignes de
courbure. Ce dernier résultat peut d'ailleurs s'établir indépendamment
du théorème de M. Bianchi et de la manière suivante :

Proposons-nous de déterminer les systèmes cycliques formés de
cercles normaux à la surface (y). En appliquant les formules données
aux n05 48i et suivants de mes Leçons, on verra que ces systèmes sont
définis par les équations

Y 2-i-V9-4-7"- j-2COS&) YÀ." -4- ï -4- L -+~ -~n—=r- X ~=~ o,à\Q^\
au

( i3) • X^Y^Z^^-Y^o,

àv
0^

X^Y^Z2-^ ——— Z=o,
^+p

où 'X et [j. sont définis par les équations aux dérivées partielles

/ / v à\ àa ^ àa( 1 4 ) •j~ = coto)-,1-? — ==— tangûo •-.'-•
ou au àv à^

Les deux premières équations (i3) définissent le cercle (C) qui
engendre le système cyclique, la troisième définit une sphère (S);
cette sphère est tangente à (y) et coupe le cercle (G) en un second
point Yo qui décrit une surface normale au cercle. De sorte que l'enve-
loppe à deux nappes de la sphère (S) se compose des surfaces décrites
par les points y et yo, et, sur ces deux nappes, les lignes de courbure se
correspondent,

Or les équations (i3) deviennent identiques aux équations ( ï j ) si
l'on pose

, , , ,_^t^^ / <3IôgÀ ï coso-cosco <?logÀ ï s înas inû>
[J, —î— p —— — Idne^Ct , ——-{——— "^- — —— ———————7—— y ——-——— Z^Z: —— —— —————————— y

n au m GOSO-' àv m coso^

et il est aisé de reconnaître que ces équations ne sont pas inçompa"
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tibles et permettent de déterminer \ et p. -h p. La condition d'intégra-
bilité relative à logX se vérifiera même très aisément si Fon met les
équations (4) et (8) sous la forme suivante :

(i5)

/ àa- àu\ . , , . . . .m — -4- — = siïi3-( coso- cosû) -+- n sina sine*)),\àu àv j ' '
/ àa- àw\ , , . . ,/;î _j_ ^ coso-f— COSŒ sinco 4- n sincr' cosen)) ;\à^ ou v / î

^ 7?2 0- == coso-(sino-r cosco — n coso-' sinu),
( j 6 ) \ ^ri do" . , . , . , .i m -^_ smo"( sincr sinco + n cosa cosœ),

qui fait mieux apparaître les deux fonctions o-, a-'.
Il est donc établi que la surface (y') correspond à (y) avec conserva-

t ion des lignes de courbure; pour montrer que les lignes asympto-
tiques se correspondent aussi sur les deux surfaces, il faut calculer
l'élément linéaire de (y^) à l'aide de la formule donnée au n° 482; on
trouvera que» si l'on définit une variable a/ par la relation

(17) tang—;—— ==— n coto"^
2i

cette fonction co' vérifiera encore les quatre équations (4) et (8) ou //
serait remplacé par — n et o) par œ"; et l'élément l inéaire de (y) aura
pour expression

( î 8 ) ds2 = cos2 &/ du2 -4- sinW dç\

De là il résulte que les lignes asymptofciques de (y'), définies par les
équations

u ± v == consi.,

correspondent à celles de la surface (y).
La sphère (S), tangente en y, y' aux surfaces (y)? (y')? a pour

centre le point M de la normale à (y) qui a pour coordonnées

(19) x == y = o, « s = = — n cot^.

Quand u et v varieront, les projections du déplacement de ce point
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seront données par les formules générales et seront

- m 0^ , ^ m à^ - ,. d^Dr==———:——-.—-du, Dy= -——:—y—a?, î)z='-ri———,-coso'sino- au " smo'smo' ôv sin-o"

Elles permettront d'obtenir l'élément linéaire de la surface (@) décrite
par le point M sous la forme

. , ,, sm2^^ ̂  cosV , ,, m2 ( à^ , . à^ , Y(20) ds^-=—————————dçr'2^- —— tango-^—^<•• — cota—d^) .' suro-^ Sln2o•/ \ au àv j

Comme on peut, en vertu des formules (i5) et(i6), poser

à a , , à a - ,tango- -— du — cota — dv •=. dw,0 au à^

on reconnaît dans l'équation précédente l'élément linéaire d 'une sur-
face de révolution qui est une quadrique (Q) dont l'axe de révolution
a pour valeur 2.i, l'axe équatorial étant 2/m.

Si l'on considérait de même la sphère (S') tangente en c^ c' aux sur-
faces (c), (</), on verrait qu'elle a pour équation

. , , , . coso- sino- , -( 2 1 ) .-z/12 "-l- y2 -+- z- — 2 m ———- x — a 77i ——-, y — a n tanû' o- z -{- m2 == o,v / J COSO-^ COScr'17 & î

et que son centre M' décrit une surface (©') complémentaire de (@) et
applicable aussi sur(Q).

Au lieu de poursuivre la démonstration dans le détail, je préfère
m'arrêter au point important et chercher ce que donnent les résultats
précédents quand on les appliqueaux surfaces à courbure constante
positive.

Pour obtenir une surface à courbure constante -g? effectuons unea
transformation homothétique avec le rapport de similitude a? et rem-
plaçons, dans la formule (î), u et o-> par ui et ou respectivement. L'élé-
ment linéaire de la surface (y) deviendra
(22) J,?2 •=- a2 cos2 û) i du"- — a2 sin2 c»j i d^,

œ satisfaisant à l'équation

, ., à^ à^ . . . .(23) ^-+-^=îsmG)îcosû^.
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Remplaçons m •et n par - et -; 20, 2&, ic seront les axes-et la"
d Cti , ' ! . .

distance focale de la quadrique de révolution dans laquelle se trans-
forme (Q), Les équations (4), (8) prendront les formes suivantes

W

W

, /ôQ àw\ . . „ . . . . .^ ( _ — __ ^ ^ sinQ cosîco — ci cosQ smcoz,
\àu àv )

,/àO à^\ /, . . . .^ 4 - -^:_ acos0 sin tw + c sinQ cos^i;
\àv au)

[ , / à e f àw\ . . /,, . . ^ • •i fy i — — ^ ai sin o' coszco 4- <^ cos@ ' s i n o ù ^ ,) \<^ ^^/^^ ^(>

'̂ ^
,<^^ ^M.

, /^^ à^\ ,,. . . . .,^ ( -—. -^ ^-_ acosy' sinz&^ -— c smy'cosc»H,
\^^ ^M/

et elles ne pourront déterminer pour 0 et 0' que des valeurs imagi-
naires, de sorte que le losange yc^c7 aura ses côtés et deux de ses som-
mets imaginaires; mais le point y" pourra être réel comme y. 77 en sera
de même des points M et W gui décrivent les surfaces (0), (©')<

En effet, les équations qui définissent le point y'sont ici

(26) ^+y^+^2=2^^^s^.r^^c^^' ' J COS(T smo- '

celles qui définissent le point M sont

(27) ^•=:y==o, z •==—ic coter'.

Enfin le point M' sera le centre de la sphère

(^8) .^-t-j2^-^2-— ̂ bi^^x — ̂ bl^^y — a^ctango-^ —- ̂ ^o,

Supposons d'abord que la quadrique (Q) soit un ellipsoïde ayant
pour grand axe a. Les constantes b et c seront réelles. Les équa-
tions (a5) seront vérifiées si l'on y fait

Oc étant l'imaginaire conjuguée de 0. Alors tango', cosor' seront des
quantités purement imaginaires, les surfaces (y')» (©)» (©') seront réelles
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et la transformation de (y) en (y') s'obtiendra par la seule intégration
dii système (24).

Il en sera de même si (Q) est un hyperboloïde à deux nappes. Alors,
bisem réelle; on poarra prendre Ô'^ 9o, et les équations (26) à(28)
se présenteront encore sous forme réelle.

Dans le cas où (Q) serait un ellipsoïde aplat i» les surfaces (c) et
(6?'), (y) et (y7) seraient imaginaires conjuguées,

En résumé, le théorème de M. Guichard permet d'utiliser, pour la
Géométrie des éléments réels, les transformations de MM. Bianchi et
Bâcklund lorsque, appliquées aux surfaces à courbure positive, elles
se présentent sous une forme nécessairement imaginaire.

11 existe, du reste, d'autres transformations réelles des surfaces à
coarbijœe constante qui utilisent d^inc manière plus complète les trans-
formations de MM. Blanchi et Bâcklimd lorsqu'elles sont imaginaires.
Il suffit, pour les obtenir, d'effectuer successivement deux transforma-
tions de Bâcklund, assujetties à l 'unique condition d'être imaginaires
conjuguées l 'une de l'autre. Je laisserai ce sujet de côté pour le moment,
afin de m'occuper des rapports qui existent entre la théorie des sur-
faces isothermiques et la déformation des quadriques les plus générales.
Ces rapports, déjà signalés dans un cas particulier par M. Thybaut,
ont leur origine dans la proposition suivante :

Si une quadrique générale (Q) roule sur une surface applicable (@), les
S points où les génératrices isotropes de (Q) coupent le plan de contact de
(Q) et de (@) décrivent 8 surfaces isothermiques qui peuvent se grouper en
quatre couples formés de surfaces ayant même représentation sphérique,
ou en douze couples formés de surfaces normales à des cercles faisant
partie d'un système cyclique ( { ) .

( 1 ) Séance du 24 avril 1899.


