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SUR UNE TRANSFORMATION

DES

É Q U A T I O N S D I F F É R E N T I E L L E S
DE LA DYNAMIQUE,

PAR M. B. RADAU.

Les équations différentielles qui expriment le mouvement d'un sys-
tème libre peuvent être présentées, comme on sait, sous plusieurs
formes, dont chacune a ses avantages particuliers. I/une des plus
simples est celle où les secondes dérivées des coordonnées par rapport
au temps sont égalées aux dérivées partielles d'une même fonction,
appelée fonction des forces.

On peut toujours employer cette forme quand les mobiles ne sont
soumis qu'à leurs attractions mutuelles. Dans ce cas, la fonction des
forces ne renferme que tes différences des coordonnées, circonstance
qui facilite singulièrement la solution du problème. 11 en résulte d'a-
bord que la somme des dérivées partielles de là fonction des forces par
rapport aux coordonnées de même nom s'annule, et cette remarque
fournit immédiatement trois intégrales sous la forme de relations
linéaires entre les coordonnées homonymes et le temps : ce sont les trois
équations qui établissent le mouvement rectiligne et uniforme du
centre de gravité* Grâce à ces trois intégrales, la recherche du mouve-
ment absolu du système se réduit à celle du mouvement relatif des
différents corps. Si on connaissait à chaque instant la configuration du
système, ou la situation relative des mobiles autour de leur centre de
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gravité, on en trouverait les positions absolues par une simple addition
(en supposant toutefois qu'il fût possible d'avoir les valeurs numériques
des six constantes qui déterminent la trajectoire du centre de gravité
dans l'espace).

Ainsi la forme particulière de la fonction des forces, qui ne dépend
ici que des distances des mobiles ou des différences de leurs coor-
données, nous dispense d'en déterminer le mouvement, absolu. Il nous
suffit de chercher les positions relatives des différents corps, et c'est là
d'ailleurs la question principale lorsqu'il s'agit du système solaire, car
nous ne connaissons pas de point fixe dans l'espace qui pourrait nous
servir de repère pour y rapporter le mouvement absolu du soleil et des
planètes.

Les équations différentielles du problème se prêtent d'elles-mêmes à
cette réduction; on peut, sans rien changer à leur forme, transporter
l'origine des coordonnées au centre de gravité. Un système libre se
meut donc autour de son centre de gravité comme autour d'un point
fixe. Comme les équations différentielles restent les mêmes, soit qu'on
prenne pour origine des coordonnées un point fixe ou qu'on rapporte
tout au centre de gravité du système, les intégrales sont aussi les
mêmes dans les deux cas, aux constantes près. Les trois équations
linéaires qui, dans le premier cas, ont la forme^mx^A-^-'Bt

prennent dans le second la forme y m.*y==o, que l'on obtient en fai-
sant A==B==o. Les intégrales des forces vives et des aires s'énoncent
d'une manière identique dans les deux cas. Le principe des forces vives
nous apprend que la différence entre la demi-force vive du système et
la fonction des forces est une constante. Le principe des aires nous dit
que la quantité du mouvement aréolaire dans un plan quelconque, ou
la somme des produits des masses par les projections des vitesses aréo-
laires sur un plan quelconque, est une constante. Ces principes sub-
sistent aussi bien pour une origine fixe que pour les coordonnées
rapportées au centre c!e gravité. Il n'y a de changé que les valeurs
numériques des constantes.

Sous les deux formes que nous avons considérées jusqu'ici, le pro-
blème des n •+- î corps dépend de 3n+3 équations de second ordre. Il
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est facile d'en réduire le nombre à 871 seulement, et on y arrive de
plusieurs manières. On peut d'abord placer rorigme des coordonnées
dans l'un des mobiles, que l'on considère alors comme un corps central
autour duquel se meuvent n planètes. Cette fiction convient particu-
lièrement aux systèmes qui renferment un corps de masse, prépon-
dérante, par exemple au système solaire. Si on retranche les trois
équations du corps central des 3n équations des-planètes, on obtient
3n équations différentielles pour les coordonnées relatives des planètes
rapportées au corps central.

On peut, en second Heu, prendre pour origine le centre de gravité
et profiter des trois relations y mx=o-,y my== o,y mz == o pour
éliminer les coordonnées XQ, Vo, ZQ du corps central; on obtient alors
3 n équations pour les coordonnées des planètes rapportées au centre
de gravité. Mais dans les deux cas on sacrifie à la fois la forme des
équations différentielles et celle des intégrales. Les secondes dérivées
des coordonnées par rapport au temps ne sont plus représentées par les
dérivées partielles d'une même fonction, et les intégrales fournies par
les principes des forces vives et des aires revêtent une forme assez
compliquée. Ainsi, lorsqu'on prend pour origine le corps central, les
forces vives et les vitesses aréolaires des différents corps par rapporta
l'origine des coordonnées sont remplacées dans les intégrales par les
forces vives et les vitesses aréolaires relatives de tous les corps pris deux
à deux.

Ces inconvénients peuvent être évités au moyen d'une transformation
linéaire dont Jacobi a indiqué le principe dans son Mémoire mr U éli-
mination des nœuds dans le problème des trois corps (").

Je fais voir que cette tranformation peut être considérée comme une
substitution orthogonale entre deux systèmes de variables, qui sont,
d'un côté, les coordonnées absolues des n -4-1 corps donnés, et, de
l'autre, les coordonnées de n •+• i masses fictives, dont une est la masse
totale du système, placée au centre de gravité.

Une substitution orthogonale, appliquée simultanément à deux sys-
tèmes de variables sc^ ^,...,^ et x^ a^,..., <, auxquelles on

(*) Comptes rendus des séances de P académie des Sciences, 18 août 1842.
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. 4°
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substitue les systèmes ^o» £o--»^ et Ço, ^,...,^, laisse intacte la
forme de la somme ̂ o^o+^ ^i +-•-+^»^' que je, désigne par le
symbole §==y((^)), de sorte que l'équation

^((^))=^((S))

exprime le résultât d'une substitution orthogonale double. Comme il
s'agit ici de relationslinéaires, on peut prendre à la place des variables
leurs dérivées; en outre, on peut remplacer chaque produit xx' par
une somme de produits semblables. Il s'ensuit que ((^?)) peut repré-
senter le carré d'un rayon vecteur, la force vive, la vitesse aréolaire,
ou le produit d^sc.âx, et que la somme § sera tour à tour la force vive
du système, le mouvement aréolaire, la variation (?D de la fonction des
forces, ou telle autre expression formée d'une manière analogue. On
en conclut qu'une substitution orthogonale, appliquée aux coordonnées
d'un système de points matériels, ne change rien à la forme des équa-
tions différentielles du mouvement, ni à celle des intégrales des forces
vives et des aires.

On obtient en outre une réduction du nombre des inconnues, si on
fait figurer parmi les nouvelles variables les coordonnées du centre de
gravité du système, lesquelles sont connues par les trois intégrales du
centre de gravité. Elles disparaissent d'ailleurs des intégrales et des
équations différentielles, et le problème se réduit à un problème du
mouvement de n corps autour d'un centre fixe. La somme § ne se com-
pose plus maintenant que de n termes, et elle est égale à la somme
analogue, composée de n-f- i termes, que l'on obtient en rapportant les
corps donnés à leur centre de gravité.

Les coefficients de la substitution qui fournit ces résultats ne sont
pas complètement déterminés. Cependant, ce n'est point simplement
une substitution orthogonale du degré n -4-1, car la condition que l'on
introduit en faisant figurer parmi les nouvelles variables les coor-
données du centre de gravité, détermine une partie des coefficients. Je
fais voir que les coefficients peuvent être formés à l'aide des coefficients
d'une substitution orthogonale du degré n. Dans le cas de trois corps,
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c'est donc une substitution binaire qui fournit les coefficients de la
substitution ternaire demandée.

On peut d'ailleurs réduire la somme § à n termes d'une manière
directe. Il suffit pour cela de rapporte? le deuxième corps au centre du
premier, le troisième au centre de gravité des deux premiers, le qua-
trième au centre de gravité des trois premiers, et ainsi de suite, pourvu
qu'en même temps on modifie légèrement les masses. Les relations
linéaires qui existent entre ces coordonnées et les anciennes, consti-
tuent un cas particulier de la substitution orthogonale dont je viens de
parler.

Un autre cas particulier est celui où la transformation se réduit à
un changement d'origine des coordonnées, les masses fictives étant
simplement celles de n corps du système, que Fon peut appeler les
planètes. Le système transformé est alors le système planétaire, rapporté
à un point mobile qui a beaucoup d'analogie avec le centre de gravité
et que j'appelle le point canonique, parce qu'on retrouve la forme
canonique des équations du mouvement en le prenant pour origine.
JTarrive ainsi au théorème suivant.

« Dans le mouvemenid'un système libre de n -4- i corps, soumis seule-
ment à leurs attractions mutuelles, il existe n -+- r centres qui ont chacun
pour n corps les mêmes propriétés que le centre de gravité possède
pour le système entier. Rapporté à F un de ces centres, le mouvement
de n corps du système a lieu comme autour d'un point fixe. Pour trou-
ver ces centres, que j'appelle les points canoniques, il suffît d'attribuer
à tous les corps des masses fictives égales aux racines carrées de leurs
masses véritables, et à leur centre de gravité une masse \/m, égale à la
racine carrée de la masse totale 772 du système, puis de chercher les
n+ î centres de gravité de la masse \jm combinée successivement avec
chacune des masses \/w;. »

Faisant ensuite l'application de ces formules aux problèmes des trois
corps et des quatre corps, je montre que l'on peut obtenir les coeffi-
cients de la transformation générale d'une manière très-simple, en
prenant pour point de départ la transformation spéciale parles centres
de gravité successifs. Les arbitraires de la substitution se présentent
alors sous la forme d'angles auxiliaires.

4o.
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Lorsqu'on veut appliquer l'une de ces transformations au système
solaire en général, ou à la théorie de la lune en particulier, on peut
toujours déterminer les coordonnées des masses actives de manière
qu'elles s'écarlent très-peu des coordonnées relatives des corps donnés;
en d'autres termes, on peut remplacer ces corps par des corps fictifs
qui occupent des positions très-voisines des véritables. Cela permet de
considérer les nouvelles coordonnées comme une première approxima-
tion des coordonnées cherchées; on obtient l'expression rigoureuse de
ces dernières en ajoutant à la coordonnée de chaque corps de petites
fractions constantes des coordonnées des autres corps. C'est comme si
chaque orbite était corrigée à l'aide d'une série d'épicycles semblables
aux autres orbites.

En dernier lieu, j 'applique encore au problème réduit la transfor-
mation par les coordonnées polaires, et j'exprime les dérivées des nou-
velles variables par les dérivées partielles de la fonction des forces U.
Faisant l'application de ces formules au problème des trois corps, je
montre que ce problème se réduit très-simplement à l'intégration d'un
système canonique de huit équations du premier ordre, si l'on prend
pour variables les deux rayons vecteurs, leurs distances au nœud des
orbites, les vitesses radiales et les aires ou vitesses aréolaires. Cela tient
à une circonstance importante, dont Jacobi a tiré un grand parti dans
son Mémoire sur le problème des trois corps. Les plans des orbites des
deux corps fictifs se coupent toujours dans le plan invariable; la ligne
des nœuds est donc la même pour les deux orbites, et les longitudes des
nœuds disparaissent aussi bien des intégrales, des aires que de la fonc-
tion des forces. Le principe des aires fournit alors deux relations qui
permettent d'exprimer les inclinaisons en fonction des aires, et l'on
arrive à huit équations qui ne renferment que des éléments relatifs au
mouvement dans les deux orbites, à savoir : les rayons vecteurs, leurs
distances à l'intersection des orbites, les vitesses radiales et les vitesses
aréolaires; le plan invariable a disparu. On pourrait aussi obtenir un
système canonique de huit équations en éliminant le nœud du plan des
trois corps; c'est ce que Edmond Bour a fait en i856.

Si des huit équations du premier ordre on élimine encore la diffé-
rentielle du temps, elles se réduisent à sept équations, dont on connaît
déjà une intégrale, H=/i. On peut donc dire que le problème a été
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ramené à Fintégratioû de six équations du premier ordre. Ce résultat
avait été déjà obtenu par Jacobi (quoiqu'il ne l'ait pas dit d'une ma-
nière explicite), mais ses équations n'ont pas la forme canonique.

1. On ^p^GUe substitution orthogonale une transformation linéaire
qui se renverse par une simple rotation du carré des coefficients au tour
de sa diagonale, rotation par laquelle les lignes deviennent colonnes,
et vice versa. La substitution .orthogonale est donc représentée par la
formule

h h

X, -==. \ C.A ̂ , Ïi = > Chi ̂( ï ) ^i •==• ^ Ctk '^ î,i = ̂ .c^

Les coefficients d'une substitution orthogonale doivent satisfaire aux
relations suivantes :

h h

Y Chi CM == O? ^ Chi Cfa --= 1,

' 2 ) ou bien
h h

y au ci./, ==o, y c,/, ça ~= ï •

A chaque combinaison d'une variable oc, avec une variable ^ corres-
pond un coefficient c^> on a

_ ̂ ' _ ^ ̂ k

^~ 3^ """%-'

La formule de transformation ( ï ) s'applique d^illeurs, nôQ-seulemeîit
aux variables x et Ç, mais encore à leurs dérivées dx et d!£ et aux ca-
ractéristiques D^et Dç; on a, par exemple,

/. A

D^=:^^D^, ^=^c^

Si la même substitution orthogonale intervient simultanément entre les
variables x e tÇ, et entre les variables y et ri, on a

i h,k i

y xif^^y î,h^ky cik^iK.
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Or, grâce aux relations (2) , tous les termes de cette somme pour les-
quels h diffère de k disparaissent; il ne reste donc à droite que les pro-
duits ^y?^, et nous pouvons écrire

{^bis} ^^"'^S^'

Cette équation a une signification symbolique. A la place des systèmes
conjugués^, Ç et y, Y], on peut évidemment prendre deux systèmes
quelconques, assujettis aux mêmes relations linéaires. On peut donc
remplacer y et ^ par x et Ç, ensuite x et ^ par dx et dîÇ, et ainsi de
suite, ce qui donne

S-'-S^' S^-S^ ^^=^W ^=]̂ ,....

où D2 signifie une seconde dérivée ou le carré d'une dérivée première.
On peut aussi ajouter ou retrancher plusieurs égalités de cette espèce,
de sorte que, si la même substitution a été appliquée a un troisième
système de variables conjuguées z et Ç, nous aurons

^(^ ̂ . + ̂ ) =^(? 4- 7î2 4- S2),

V ( dx'1 + d}^ 4- dz9 ) =:y ( d^ + d-^ -+- d Ç2),

^(^dy—ydx)^^(^d-n —•nd^),

Si les variables oc satisfont à un système d'équations différentielles du
d^-Xi dV , . 1 1 , . . .type -^r'^ ̂ .î tës variables ç seront assujetties à satisfaire à un sys-

tème tout semblable. En effet, si dans l'identité (2 bu) nous rempli
cens xy par d^x.àx + d^y.ây^r d ^ z ^ z , nous avons, en étendant la
somme a toutes les variables,

V ̂  ̂  -V ̂
Z^^-Z^1^^^i^0——^

d'où il suit que
^ __ rfU
^^ ~~ ~dÏi '
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II en est de même a l'égard des systèmes canoniques de la forme

dp'__dVi dp^ __ dW^
dt ~~ dp'î dt ~~~ ' dp '

Si la substitution intervient simultanément entre les variables^ et y,
// et q\ on aura, en vertu de (2 bis],

ôïî=5tôv-^)=S(^'-^4
d'où

dq _ dR dq' _ _ rfH
'dt ~ 'dq'5 ~dt ~~ ~ 'dq '

Je représenterai par le symbole ((^)) le produit de deux quantités
assujetties à la même substitution linéaire, ou bien une somme de plu-
sieurs produits de ce genre, de sorte que ((û?)) représentera tour à tour
l'une des expressions

xy\ .r2, 7% x2 +y2, ^•2 -4-y2 -+- 2% . ..,

x dx^ x dy^ x dy — ydx , . . . y

dx2, d^ -}- dy2 -h- dz2,.. .,

d^Ssc, d ^ x S x ^ d \ r S r + d s z § z ^ - ^
xQ^ D^ D, !)„...,

et ((§)) l'expression correspondante dans les variables Ç, '^y Ç, liées
aux premières parla transformation linéaire dont il s'agit. Le résultat
d'une substitution orthogonale peut alors s'exprimer par l 'équation
symbolique

(3) S^^^^S^^^'

Si les parenthèses renferment les différences ^ — ^, ^ " — ^ > 0° 1̂
traitera comme les variables x, Ç elles-mêmes, de sorte que {{x, — ^))
représentera le carré (^—o^) 2 , ou bien (^—^)2 , ou une autre
expression semblable du second degré.

Nous pouvons maintenant écrire \/m^ à la place de ̂ , et V^Ç, à la
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place de ^. Les formules de transformation deviennent, dans ce cas,
h h

^nîi Xi —^ dk y^ th 9 V^ ̂  =,V <?/„• V^A ^h

et l'équation symbolique se. change en

( 4 ) S^^^S^^-

Celte forme est commode lorsque les variables x, y, z représentent les
coordonnées d'un système de points matériels. Nous supposerons que
le système se compose de 71-4- i points qui ont les masses mo, m^,...,
m^ et qui se meuvent librement dans l'espace sous l'influence de leurs
attractions mutuelles. Les Ç»î3, Ç seront les coordonnées de n -+-1 corps
fictifs ayant les masses p.o, p^,-., (x^. Le symbole ((^)) représente alors
le carré du rayon vecteur, ou le carré de la vitesse, ou le double de
l'aire que la projection du rayon vecteur décrit dans un plan quel-
conque, ou le produit de la force accélératrice par la variation ^x, ou
une autre fonction semblable des coordonnées.

On sait que x d y — y d x est le double de l'aire que la projection
du rayon vecteur sur le plan des œy décrit dans le temps dt. J'appel-
, . xiiT—rdx , . , , . . y d r — r d x ,lerai—v ,/— la mtesse areolaire, et m———/-— le mouvementcit dt

aréolaire dans le plan des xy (par analogie avec la quantité de mou-
âx\vement m - . - ) • La formule (4) nous apprend alors que la substitution

orthogonale reproduit sous leur forme primitive :
La somme des produits des masses parles carrés des distances; \es mo-

ments d'inertie; là force vive du système; le mouvement aréolaire dans
un plan quelconque; la variation de la fonction des forces.

En effet, si on tient compte des équations de mouvement, la for-
mule (4) donne

dt^ëV=y m(d'ixSx-^~d'îy§y•^-d2zSz)

==V p. { d^S'ê, -+- ^y? Sri -4- â^ âÇ).
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II s'ensuit qu'un système d'équations de la forme

d^x^dV
m ̂  ~~ dx

se change par la substitution en un système semblable

d2^ __ JU
F dr- ~~~ d^ '

2. Les masses p. sont en général arbitraires, et on pourrait les prendre^
égales à l'unité. En effet, ce qui se détermine par la substitution, ce.
n'est ni la coordonnée Ç ni la masse p, c'est le produit y'^Ç ou bien
p-S2, que l'on peut représenter plus simplement par S2.

Nous ferons toutefois une exception pour la masse fJ-o. Nous convien-
drons qu'elle représente la somme m des masses m^

^ = m == Wo -}- mi -+•.. . -+- /•??„,

et nous la supposerons située au centre de gravité du système donné.
Soient X, Y,Z les coordonnées du centre de gravité, nous aurons

=X, ^o=Y, Ço=Z,
et

P.Q ^o == mX == ^ fn/i^/t}

(5) < ^o7îo==mY =^ mhyh.

^o Ço •== yyi z =y mh zh'

Cette condition détermine les coefficients <^o dans '(î). Il faut prendre

/ /•«, , /mh
(6) ^V^

pour avoir pLoÇo :=^ m^x^.... Il s'ensuit que

<?iû \fpo ̂  = ̂ i X,
et, par conséquent?

n

( 7 ) ^ — X = --= >1 <*M V^-A ÏA.
^/m^

Annedes scientifiques de l'École N'ormale supérieure. Tome V. 41
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Les formules (2) donnent encore
n n

y <?^^WÂ==O ou bien Cm y^no == — ^ ^-V^A?

(Î^OLI
/!

( 8 ) v '̂ ̂ '^y c^ V^ ( •yA "~~ ^u)?

i

les sommes devant s'étendre depuis h =i jusqu'à k=n. Les for-
mules (7) et (8) montrent que les 3n variables Ç^ 'n^ Ç^^^^^ri^ ^n
remplacent les 3n4- 3 coordonnées x—X,j — Y, ^ — Z, dont l'ori-
gine est au centre de gravité. Cela tient à l'existence des trois équations

(9 ) Y m,- [xi — X ) == o, V m.i [n — Y ) == o, ^ m, ( 2, — Z ) = o,

par lesquelles ces 3n+3 coordonnées se réduisent à 3n variables in-
dépendantes. L'équation symbolique (4) devient à présent

n n

(. o ) • ̂  OT;(( ̂ -)) - m ((X )) ==^ ̂ ., (( ̂  )).
o ï

On peut lui donner une autre forme très-intéressante. On démontre
sans difficulté l'identité

hfi
y m, m.f, ( Xi — Xk ) {yi — yh ) ==^ ̂  • ̂  ̂  ̂ . yi — ̂ 7M. ̂ ^ • .Y ^7'»

que l'on généralise en l'écrivant de cette manière
hïl

( 1 1 ) y nii m/,((^ — Xk)) = ̂ ^ ̂ ((-^)) ~" ( ( ̂ , mf ty/) ) ''

où m=ym^ Nous remplacerons y w,^ pa rmX, et comme l'expres-
sion à gauche ne change pas, si on diminue tous les 'x d'une même
quantité, par exemple de X, il vient, à cause de (9) et (n) ,

M n n ''i

( 1 2 ) ^ Y/M, m/, {{Xi- x\)} =Vw.z ((a?,)) — w((X))===ym,((,r,— X)) =V^ (( £,)).
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Dans la première somme, i! faut donner aux indices i et h toutes les
valeurs depuis zéro jusqu'à TZ; elle se compose donc de n l'4" termes;
la seconde et la troisième renferment chacune n^r-i termes, la der-
nière n'a que n termes. La première dépend des différences des
coordonnées, ou bien des coordonnées rapportées à l 'un des mo-
biles; la seconde est formée avec les coordonnées absolues (par rapport
à un point f ixe); dans la troisième figurent les coordonnées relatives
au centre de gravité; enfin la quatrième contient les coordonnées des
corps fictifs.

3. Notre substitution orthogonale dans laquelle figurent parmi les
variables nouvelles les coordonnées XYZ du centre de gravité, a donc
la vertu de réduire à n termes la somme

n n

^==—^ mimh.{{xi—Xh)} =y Wi((^—X)),
0 0

qui représente soit la force vive, soit le mouvement aréolaire d'un
système de n 4- i corps par rapport au centre de gravité, soit la varia-
tion (?U, soit la somme des produits des masses par les carrés de leurs
distances au centre de gravité, soit telle autre fonction semblable des
coordonnées.

Le même résultat peut aussi s'obtenir directement de plusieurs ma-
nières. Ainsi, l'équation {12.) montre que l'on aura

"
(i3) S=^m;((a;,)) - „

X

en prenant pour origine un point mobile défini par la condition

^Wo ^o ± \/n'l X== 0.

Si nous choisissons le signe supérieur^ nous avons

( \/mmo +• m^ ) XQ -4- mi x\ -4- Wa ^2 + . . - == o.

Soit A le centre de gravité du système, et B le point mobile à partir
duquel nous compterons les coordonnées. Les relations ci-dessus

. . - 4^.
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montrent alorsquele point B sera situé sur la ligne qui joint m^ an
centre clé gravité A; on peut le définir le centre de gravité d'une masse
yWo remplaçant nio, et d'une masse \/m, située en A, ou bien le centre
de gravité du système^ pris en ajoutant à m^ la niasse \/mmo, qui est la
moyenne géoiïsétrique de m^ et de la niasse totale m du système. SoitS le
lieu de Wo, que j'appellerai le corps principal, et P le centre de gravité des
corps w,i,.. . , m/^ qui seront appelés lesplanêîes. Les quatre points S.» B, A,
P seront évidemment en ligne droite, ils partageront la ligne SP suivant
des rapports constants. En prenant WQ pour unité des masses, on aura

SB:SA:BP::
• \lm Vm m — lïl

S^il s'agit du système solaire, et que m^ soit le soleil, \jm == 5 »€)oo67;
le point B occupe alors le milieu de SA et se trouve toujours compris
entre la surface et le centre du soleil.

Désignons maintenant par xyz les coordonnées rapportées au point
B, afin de les distinguer des.ry;s qui se rapportent à un point fixe. La

coordonnée de A par rapport à B sera —-7==xo, et nous aurons- r l \fm.
<z f A /(;:— X( — ,x/(

r̂ ï

jr, — X --= Xi + —= Xo
( i4 ) v/m

V'w ( ;.ry — X. ) == ( ï -{- ̂ m} Xu ~=. —y î

Les coordonnées héliocentriques des planètes deviendront

m/, x/,.

lî

x, — .z-, == x, -- Xo .-= x, -4- —•-•-ï—=: y m/, XA,
î 4- ^m ̂

elles se composeront d'un terme principal x< et d'un terme de correc-
tion égal à la coordonnée — X o d u point B; ce terme est de l'ordre des
masses planétaires et pourra être considéré comme une perturbation.
La formule

n n

( ' S ) S^'"-^-))^^-))
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nom dit que les coordonnées xyz dépendent des anciennes par une
substitution orthogonale, comme les Ç^Ç. Il s'ensuit que la force vive et
le mouvement aréolaire des planètes rapportées au point B sont iden-
tiques à la force vive et au mouvement aréolaire du système entier,
rapporté au centre de gravité A. Le plan invariable est le même pour
les points A et B. Enfin, les équations du mouvement ont la forme
canonique si on fait usage des coordonnées xyz, puisque l'espèce d^û-
variant que je désigne par S peut représenter âî] ou c?H. C'est pour
cette raison que j'ai appelé le point B le point canonique (*) .

Comme il est permis de prendre pour^o l9^ quelconque des corps
donnés, nous avons là un théorème général» dont voici l'énoncé :

& Dans le mouvement d'un système libre de 714 -1 corps qui ne sont
soumis qu'à leurs attractions mutuelles^ il existe n -4- ï centres qui on'£
chacun pour n corps les propriétés que le centre de gravité possède pour
le système entier. Rapporté à l^un de ces centres, que nous appellerons
les points canoniques, le mouvement de n corps du système a lieu comme
autour d'un point fixe. Pour trouver les points canoniques, il suffît
d'attribuer à tous les corps des masses fictives égales aux racines carrées
de leurs masses véritables^ et à leur centre de gravité une masse \m, égale
à la racine carrée de la masse totale m du système, puis de chercher les
n •~{- ï centres de gravité de la masse \/m combinée successivement avec cha-
cune des masses \jm^ »

On aurait n +• x points analogues en prenant — \im à la place de \jm •

4. L'équation ( i 2) est encore susceptible d'une autre transformation
par laquelle la somme S se réduit directement à n termes. On y arrive
à l'aide de l'identité suivante, analogue à (i ï ) , et que l'on vérifie aisé- !

ment :
n— ï n.

( 16 ) ^ m.i mh{[^i — ̂  )) == ( m — m,/,) ̂  m, (( x, — X )) — mm» ((^ — X )).
0 0

Je désignerai à présent par M^- la somme des masses w^, m^ » . , „ ?n^
et par X, l'une des coordonnées du centre de gravité des mêmes masses,

(*) Comptes rendus des séances de l'A endémie des Sciencesy vi juin 1868.
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<Ie sorte que ^
-t , ï

M, == V w./,. Mi X, = y WÂ ^Â, Mo = m,, Mn =: m.,
t) 0

AO -— ^Q) A.»; —— À>

.̂ — •x, : Xi — X/-.i : X, — X,-i : : M,-i : M, : m,.

La formule (16) devient alors
ii ~ t îi
\ m, m/, (( Xi — Xh )] == M î ̂  m, (( ̂ , — Xn )) — M/, w« (( ̂ n — Xn )) »

o 0

Or l'équation (12) nous donne, si nous remplaçons n par n — i ,
TÎ — i n — ï

y w, WA ((^ — ̂  )) == ̂ -^y,mt (( •rt ~~x;'-1 ));

0 0

par conséquent
n. n—t

( 1 7 ) \m,((x,- X, )) - V CT; ((^ - X^-i )) = ĵ - w,, ((^ - X. ))•.M»
M»-,

Cette formule étant appliquée plusieurs fois de suite, il vient
n n «

\m.((x. - Xn)) =y^-^m' ((^. -X, )) =^^ '".((^ - X,-, )),
o i ï

ou bien
n

( 18 ) §^^^TO,((^,_X,-,)).
T

On obtient donc une substitution orthogonale qui réduit § à n ter-
mes, en prenant

( \ ï—t y -v19) ^=^-y-> ^==^—X,_i .

Les relations linéaires par lesquelles les variables Ç dépendent des
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anciennes coordonnées x—X sont très-siniples. Nous avons d'abord
S, ==.r, — x^ puis

y Y . Ï Y Y^ ; —— z\j; __ Ç( A,; —— Af"—(

M,-.. ~ Mï ~ m i ?

d'où, en écrivant de nouveau X pour X^,

^ Y Ï ^'Ï Y Y V^-/-_ Y^ mû,
^~~~m^9 ^"^^'""'ZM,"5

i-4-ï
^-x,==o-^.£<. ^—^^-^M,^-

i-4-ï

d^où l'on tire

(20) ^-X=S,-^^./,.

J

(20) 1 ^~^==

La coordonnée de mQ est donc
n

Y Y ^'2:A ^

^""^^"'""ZiF'^
et celle de m^ :

^ ^^M.-..
i2-"—Jx — ̂ j~' "il

La comparaison avec la formule générale (7 ) montre que les coeffi-
cients de transformation peuvent être choisis de la manière suivante ;

, ^ . . / m, m/, f. .
6^==o pour A<z, ^ ^ — V M M — pour ^>lf

et
'Mi^ M, — m,-^_ =: , pour fi === ?.

M,- \/Mi M<-i

Si le premier corps Wo est le soleil, les autres.étantles planètes, Ie-s
rapports —— s'écartent très-peu de l'unité, et les masses fictives p^
diffèrent à peine des masses planétaires m^ La première coordonnée
OCQ —Xest alors une quantité très-petite de l'ordre des masses plané-
taires, les autres coordonnées x^ — X se composent chacune d'un terme
principal S/ et-d'une série de termes secondaires, de l'ordre des forces
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perturbatrices :
w, £1 Wa ^2.r» — X == -

^ - X =-- $

^ - X ==

Wo -h Wi W.(i "4- Wt •+- Wa

W t £ l ^£2
mo -}-" w'i Wo -4- w-i -h w.a

Wâ ^2

3 ^ Wo -h W( -h Wî * " ' ?

^ - x= Wn £n

mo4-Mi4- . .. -4-w«

On peut encore comprendre dans cet engrenage la terre et la lune .
11 faut, dans ce cas, représenter par m^ la terre, par m^ la lune, par m^
le soleil. La masse p^ == m^——°—diffère alors très-peu de la massei • Wo 4- m, s-
lunaire m^ les masses ^3, p.^ ..., très-peu des masses planétaires m$,
m^ .... Enfin, la masse fJia du soleil fictif est à très-peu près égale à
la masse terrestre m^y puisque

Ws^2= (m.Q •+ W i } -
Ws -4- Wi -h m.o

Lorsqu'il ne s agit que de deux corps \n = i ) , on a d'ailleurs

^,((^^X))4-m^(^-X))=^((ÇO)=~^^Wo —r- nt\

mo + w,=:—^——m,((^—X))
W-o

Wo •+• m\
Wi

Wo((^ 'o—X)) .

On peut donc indifféremment considérer, soit le mouvement des
masses accouplées m^^m^ qui pivotent ensemble, aux extrémités de la
ligne r^, autour de leur centre de gravité commun, soit celui d'une
masse u^ ==—°——5 tournant autour de Wo, soit enfin celui d'une

ÏÏÎQ ""}"" Wî.i

WK -t- mi Wo -4- mi ^masse 7^0 ———— ou 7^ ————? remplaçant respectivement m^ ou m^
et tournant autour du centre de gravité des deux corps. Cela revient à
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des changements de notation, car nous avons

5Ci '— J». -A». •—~ <3"0 «ÏC( ' ~ " «A|O
mo tîïi /HQ -t- ff'ti

Si nous ajoutons un troisième corps, nous pouvons introduire la
masse u<> = 'wo '4"m'^ qui tourne autour du centre de qravilé des deux

' - Wo -4- Wt -+- m^ ^ °
/ . - ,,- . ï * i m2(mo-+-w»+Wï)premiers corps ( Ça = ̂ 2 -— X ^ ) , ou bien la masse p^ = —-———-—— -?

tournant autour du centre de gravilé général (Ça == ^2 -— S), car nous
avons

^a — X __ ^2 — Xi
m^ 4- /«i Wo + Wi + ̂ 2

Si nous adoptons ^2 == ^2 -- Xi, S^ -== .r, — X^ nous avons la coin"
binaison indiquée par Jacobi (§ II, n" 15 de son Mémoire sur V élimina-
tion des nœuds); deux planètes (UL,, p^ tournant autour du centre de
gravité du soleil Wo et de la première planète m^. En appelant m^ la
terre, w, la lune, nous aurions un soleil fictif ^2 ̂  une lune fictive p-i
tournant tous les deux autour du centre de gravité de la ^terre et de la
lune; pLa différerait peu de la masse terrestre mç, et p-, = m^ —^—'•
différerait peu de la masse lunaire m^ Si nous remplacions x^ — X,
par x\ — XQ et la valeur ci-dessus de ^ par ml ^ ? nous aurions noe
lune fictive dont la masse p^ serait encore à peu près égale à m, et qui
tournerait autour de la terre, pendant que le soleil fictif ̂  tournerait
autour du centre de gravité de la terre et de la lune. C'est la combi-
naison adoptée par M. Weiler en 1866; on voit qu'elle ne se distingue
de la précédente que par un changement de notation.

On pourrait maintenant ajouter un quatrième corps 7^3, dont la
coordonnée serait ^3 = ^3 — Xs, et la masse fictive p., == ^3 ^i - ̂ ^
en désignant par m la masse totale du système; puis un cinquième
corps m^ avec la coordonnée ^4 et la masse fictive p^, et ainsi de suite.
L'avantage d,e cette transformation consiste dans la forme des équa-
tions (20), qui permet de prendre, en première approximation,

.ro--X==o, ^ t—X=Çi , . . . , ^—X==L.
Annales scientifiques de racole Nûrrnaîe supérieure. Tome V. ^2
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5. Je supposerai que la fonction des forces a la forme ordinaire

ÏT-^Y^^-s-U = = / f
^•A

où r^ figure la distance mutuelle des masses 77 ,̂ m^ et À1 la constante
de l'attraction. Comme U ne dépend pas des différences des coor-
données, nous avons

v^^v^^v^11^ d u .
i dzZ^cix Zji dy Z^ dz

d'où résultent les trois intégrales qui expriment la conservation du
mouvement du centre de gravité,

mX== A -j-B^,
mY^A'+B^,
mZ=A//-}-Wfi.

En même temps
^X _ ^Y __ ^'Z _
"5F "~ "rfF "~ "5F ~~ 0?

( 2 î )
/n rfX2 -+- rfY3

ctt2
/772 1

- ^^^ (B^+B^+B ' 2 ) ,w

m Xû?Y- YrfX i
rf^ m (AB '—A'B) ,

Si nous nous reportons maintenant à l'identité symbolique
n

s == ^/.mïwA ̂ ^' —xh^ ̂ z,^^^ '"^m ̂ x^
012 ft n

=^m,((a-,-X))=:^^((£,)),
0 ï

nous voyons que nous aurons ((X)) = const., lorsque le symbole ((^))
représente la force vive ou le mouvement aréolaire, et ((X)} == o quand
((^)) ^â?2^^. Il s'ensuit que les intégrales des forces vives et des
aires ont lieu pour les variables^-—x^ ^ — X e t ^ , avec des con-
stantes qui ne diffèrent que par le terme w((X)) des constantes ana-
logues que l'on trouve pour les coordonnées absolues Xi,
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Si nous désignons, comme à l'ordinaire, par aT la force vive absolue
des n+ i corps donnés, et par H la différence T— U, le principe des
forces vives donne l'intégrale

H -- h,

où h est une constante. Mais si ^T représente la force vive des masses
m^ estimée autour de leur centre de gravité, ou bien la force vive des
n masses a, on aura

H == /^

en désignant par Ày la constante h, diminuée de la demi-force vive du
centre de gravité :centre de gravité :

/,^/, _ ^L-( B^-+-B7 2-+-B^2 ).

En prenant pour origine l'un des corps du système donné, par
exemple m^ on peut tout exprimer par les différences x, — x^ et
Fintéçrale des forces vives se présente sous cette forme:

i Y< V fdxi- d x k \ . (dn- d:n\. (dzj—dzkY^ .j ,
m2/^ [(——77—) + [—j,—) + [-~W—) J- [J -^

SointL, M, N les trois constantes du plan invariable qui passe par le
centre de gravité du système donné ; si on fait L2 + W 4- N2 == K2, les
rapports L ; K, M : K, N : K sont les cosinus qui déterminent le pôle de ce
plan. I/identité (12) donne alors

, -î-\ m, m/, [ ( ̂  — ^h ) d (j, — xi,} — {ri — n ) d ( ̂  — ̂  )]

(22) - =V m^ [ { X i - X)d(r— Y) - (:n - Y}rf(^ - X)]

==y ^ (S r f - / î—y î r f £ )==N

et deux équations analogues pour les plans xz et yz. Le mouvement
aréolaire relatif d e s n + i masses m, est donc égal au mouvement
aréolaire des mêmes masses autour de leur centre de gravité, et au
mouvement aréolaire absolu des n masses ^-. Le plan invariable des
masses ̂  est parallèle à celui des masses m, tournant autour de leur
centre de gravité.

4.2.
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Si nous prenons ((^)) = d ^ x â x , l'équation (12) montre enfin que

dt2 QV =y mi d^Xi S xi ==\ m,^2^- — X j ê (^ — X ) ==V ̂  rf2^- < -̂,

la somme comprenant toutes les variables x, y, z. Il s'ensuit qu'on
aura

d^î__d\]
^ W - ̂

pour les 3n coordonnées Ç, ??, Ç, comme on a

r f2(^.__X) rfUw, rfP rf(^-X)

pour les 3n 4- 3 coordonnées se — X, y — Y, .s — Z. Lorsqu'on prend
pour variables indépendantes les coordonnées xi—^o» yi ^~y^ ^i— ^oï
rapportées à l'un des mobiles Çmo), la forme des équations différen-
tielles n'est plus aussi simple. On a, dans ce cas,

^ ( ^ . — ^ ) i ^[J i ^ dl]-^y.mo ̂ .df'2 m, d ( ^ — x ^ ) WO^^(^A—^"o)
i

où l'on peut, dans la somme, omettre les termes de U qui dépendent
des différences x^ — oc^ ==^ —- x^ — (^ — a^o), parce que leurs déri-
vées partielles se détruisent si on les ajoute,

Voici enfin une dernière application de l'identité (12). Soient r/ éta-
les rayons vecieurs des masses m^ [L^ et R celui de la masse m (du
centre de gravité); soit r^ la distance de m; à m/,, et R^ la distance de mi
à m (au centre de gravité). On aura

n îi n

( 23 ) ^~~/ mi mh r^ =Z, mi ̂  ~~ mR2 == / mi R^ ̂ Z, p'i PJi '
o o i

Sî on supprime les-s, les quantités r, R, p représentent les projections
des rayons vecteurs ou distances sur le plan des ocy, et la formule (^3)
renferme des théorèmes sur les moments d'inertie. Si elles représentent
les distances ou rayons vecteurs mêmes, la formule (^3), différentiée
deux fois, conduit a une équation différentielle très-remarquable.
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On a évidemment

î- d2^ mr2 -=. d\ mx dx =^ m {dx2 4- x d'^x ),
2 ^ ^ ^

en étendant les deux dernières sommes à toutes les variables x , y ^ ^
ou bien, en vertu des équations du mouvement,

î d2 V Y (dxY Y ûfU
_ ^.^ Y ^^2 ^= ^ ̂  -̂  ^ ^ >

a rf^2 Z^ ^ \^ y ^j ^
Or le principe des forces vives donne

S^fêQ2^134^"
D'un autre côté, U étant une fonction homogène du degré — î , nous
pouvons écrire
1 ^ u - + - U â = = o ,

en considérant ^ comme une facteur constant après avoir développé la
variation c?U. Il s'ensuit que

L ^-V^^'^U-^A-^- ^ ^ U + a A .
2 dt2 Z^ ' à

On a, d'un autre côté,
m û î 2 , / , , .
^.^R^2(A-/4).

Donc

^ ù êS/™-^ ï S-^^ = ̂ 2^==u -*- ̂ '-^^-^
en désignant par aTu la force vive des masses ^-, ou la force vive des
corps m^ estimée autour du centre de gravité. On déduit encore de là
cette équation connue

^ Id'1^!, ^km\ . ,
(.5) ^^,m/,^--^-)=4^.,

qui ne renferme que les distances mutuelles des mobiles. Jacobi en a
tiré des conséquences importantes relatives à la stabilité du système
solaire. La stabilité exige que les distances r restent finies. Il faut pour
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cela que ho soit négatif, que les valeurs de U+ ^Ao oscillent autour de1

zéro, celles de la force vive aTo autour deU. Une valeur positive de /?o
correspond au mouvement hyperbolique, une valeur nulle à des para-
boles. •

6. En résumé, les équations différentielles du mouvement et les
intégrales connues se présentent sous leur aspect le plus simple lors-
qu'on fait usage des variables Ç, y?, Ç. Le nombre des équations dif-
férentielles à intégrer se réduit alors a 3n comme lorsqu'on prend
pour origine l'un des mobiles, mais sans qu'elles perdent, comme dans
ce dernier cas, leur forme si simple. Les intégrales des forces vives et
des aires ne renferment, comme les équations différentielles, que les
3n. inconnues Ç, ^, Ç; le problème des n+i corps est donc ramené à
un problème du mouveBwnt de n corps. Ce résultat a été obtenu par
une élimination à l'aide des trois intégrales du centre de gravité. Mais
il y a une différence essentielle entre le problème primitif et le pro-
blème transformé : la fonction U ne dépend plus des différences des va-
riables. Il en résulte que les sommes^ ,".- ne s'annulent pas, et que le
principe de la conservation du mouvement du centre de gravité n'a pas
lieu pour les masses fictives. Cette circonstance établit une étroite ana-
logie entre le problème transformé et celui du mouvement de n corps
autour d'un centre d'attraction fixe.

Toutefois, à moins de supposer une loi d'attraction compliquée, la
fonction U, transformée par les Ç, ^, Ç, n'a pas la même forme que
dans le cas d'un centre fixe ; l'analogie se borne à cette remarque» que,
dans les deux cas, U ne renferme que les distances mutuelles et les
rayons vecteurs des mobiles. Soit p^ la distance des masses ̂ , p^, et cr^.
le cosinus de l'angle formé par les rayons vecteurs p i et p ^ , nous avons

W
l p^^+^-s?,
< p; p^ a-ik = Ïi ̂  + 73, m -(- Ci ÇA-?

( P?À-==Pf -^pi.-~2p<pw^

et si on fait f -^= "- -^ } y a^ == ef'\ les formules (7) donneni
\\lm, ^mfj '^ V^- \i

^h

h

•X'i —— *^Â' ^<f^,
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d'où
h( 2 7 ) '^[S^1072^

formule symbolique où il faut, après développement, faire 07,07= cr/a
et of == o-̂  == i. On a d'ailleurs ap^^^== p S - ^ - p f —p^, ce qui prouve
que les distances r^ ne dépendent que des n rayons vecteurs p; et

n {n — T ;
2des ———— dislances p^. On a d'ailleurs

i^ h

^-^^V^îi^^v^)^
dii-" h L ^ ^ 2^ h •

7. Il faut maintenant déterminer les coefficients de la transforma-
tion générale, de manière à satisfaire aux conditions exprimées par les
équations

/t==/î /ESS/Î

(a ) ^ Chi Ckk ==o, y Chi Cki == i,

et

( 6 ) CAO :
A=n

, /mk Y /—
VnT' Z^^^

/t===0

que nous avons établies plus haut.
M. Cayley a montré que les coefficients d'une substitution orthogo-

nale peuvent s'exprimer d'une manière générale par un système de
quantités arbitraires. Nos coefficients c sont au nombre de (n-i- î)2 ,
et les équations (2 ) ci-dessus représentent

n( n -{- ï ) ( n 4- i ) ( n -!•- 2 )
îï '~T~~ î "T"1 ——————————— —— ——————————————————

2 2

conditions; il en résulte que le nombre des quantités arbitraires sera
égal à ^^-^-'î ou bien à ^(^-t- î ) , s'il existe entre elles ̂ iï-t-^ rela-
tions. Je fais ici abstraction des conditions spéciales énoncées par les
équations (6,), dont il sera question plus tard. Désignons par b^ les
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coefficients de la transformation simultanée
n

\jn'ii3Ci ==^ bih V^w/i ̂
o

n

V^- ^ ===^ &^ VWÀ ?^,
o

en supposant que
bih 4- 6/« == o, 6« == i.

On a d'abord 2^== x^- ^, et la résolution du système montre que Foo
peut prendre
/-Cn ^-^hi ^Ç>ii
[ 20 ) Cki == "——— 5 €?„• == —c- — 1 ,

en désignant par B le déterminant des b, et par ?^ le coefficient de bj,,
dans B. La transformation prend alors cet aspect :

n n

(2C) ) B ( V ̂  ̂  + VF-< ^-) ̂  2^, P7 '̂ V'^Â ^A •== 2^ ^•A V^ ̂ .

o o

Cette formule représente une substitution orthogonale entre les varia-
bles \m,Xi d'une part, et \/^£, de l'autre. Pour obtenir que ^o soit la
coordonnée X du centre de gravité, il faut encore tenir compte des

équations (6), c'est-à-dire prendre c^= i /—^. Nous ferons désormais
mo= î , en prenant 7^0 pour l'unité des masses, et nous écrirons p à la
place de ^oo» de sorte que f3 représentera le déterminant mineur

^l/^1622'-'^

Les équations (6) et (28) donnent alors

î 3 o 3 . ' ^=\/^ f-i+——B V m B ^

Ces relations spécialisent en .quelque sorte la substitution orthogonale
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qui convient au problème des n-4-i corps- Elles sont au nombre de
jî-i-3, mais ne représentent que n conditions distinctes, car on a iden-
tiquement

ïî n,

\ c^ == ï ou bien V( a^y-' == B2— (2(3 — B)^
0 î

d'où il suit qu'en faisant 2^ = \/—^ on aura nécessairement1 B Y m

2(3 _ I

"̂  \jm

II ne s'ajoute donc que n conditions nouvelles aux —n^—î- relations
qui existaient déjà entre les n{n "4- i ) quantités b^ dont les indices h,i
sont différents l'un de l'autre. Par conséquent, si l'on tient compte de
toutes les conditions à remplir, on dispose en réalité de n-n^—ï! arbi-
traires (d'une seule dans le cas de trois corps). II est vrai que l'on peut,
en outre, considérer comme arbitraires les n masses ^x, mais elles n'en-
trent dans les formules que comme facteurs des carrés des coordonnées;
aussi écrirons-nous désormais ^ à la place de Vp.^-, de sorte que les
formules de transformation (7) et (8) deviennent

h=.n

( 7 bis ) ^m (xi — X) ===~^ c^ ̂ /o

À=/I

(8 b/s} ^•==^ CA^m/J^—^o)-
A==T

8. Les équations de condition (3o) peuvent être remplacées par des
relations linéaires entre les quantités b. Nous avons, en vertu des pro-
priétés connues des.déterminants,

A==n /i=-=n

V^.(3^=o, V;
A==o As==o

y bhi ^kk =0, Y bhiÇ>hi = B,

A==o As==o

Annales s de nti fugues de F École Normale supérieure. TomeV. 4°
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d'où, à cause de (28),

I h^-it
bki -h Y bki Chk ̂  O?^

/ t=o
h^n( 3 î )

ï-^y bhi€ki=o-
h=o

On en déduit, en faisant dans la première ^==0, dans la seconde z = = o ,
n

(i 4- ^m) ^••4-^ VWA &/«•== o, pour />o,
i

«(32)

i — \/m -4- > ^/mA bh<, == o.

II est facile de voir que l'une des équations (3a) résulte des n autres,
de sorte qu'elles ne représentent que n conditions distinctes. En effet,
si nous ajoutons les équations qui correspondent à î=o , î= i , i ===3,.. . ,
après les avoir respectivement multipliées par 14- ̂ m, \/m^, \/m^ ,...,
il vient

n, • n n n

i _ ̂  4-[i 4- ^m)^ \/7nkho "4- (i -+- Vm)7 V^A^A-^-^ ^ V/^/HÀ^^ o,
i x i r

équation identique à cause des relations qui existent entre les &.
Le système des formules

bu-= 6ofl==î,
bik-^r 6/«==0,

6of===—- è/o,
A=;^

(33) ^ (l+\/w)6o.==-V\/^A^,

A==i
A==tt

/m ) biQ= i^mi — ̂  V m/t ̂ ,(i -+- \/w) &,o== 2 \/mi — ̂  \/m/t &,/„.
A=r .

où ron suppose toujours lesindices i et h différents de zéro, exprime les
quantités &,o et &o< par les ^ (n — ï ) quantités b^ dont l'indice À diffère
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de i. Ces quantités sont assujetties à satisfaire à nL~n—' relations li-3

néaires et ne représentent conséquemment que n—n——j arbitraires; je
les appellerai néanmoins les arbitraires, afin de les distinguer des &^,
boi et 5,o.

On peut exprimer les coefficients de la substitution par les arbitraire?
seules, en éliminant les b^ et les b^.

L'équation (3o) nous donne d'abord

(34)
j (i+ \/m} B == i\jm (3,

î (i+ ^m)^== v^-P.

Le déterminant ^ ne renferme que les arbitraires ; il fournirait les
coefficients d^une substitution orthogonale du degré n. Nous pouvons le
décomposer en déterminants partiels à l'aide de la formule

n.

(3 == ̂  bi/t ^ihy

i

où la somme se prend par rapport à h ou par rapport à i. On déduit
po/i àe fi, et ^ik de |3oA par les opérations suivantes. D'abord ? se change
en (t-+- V^)^» y1 ^ ligne &^, b^... est remplacée par

— ( i -4- \/m ) &io, — (i -}- \/w ) 620, • • " y

ou bien, à cause des formules (33), é^par

— 2 ̂ w^ + ̂ m^bpt + \//n2 &^2 4-. - * . •

p _

Le terme •— 2 ^TT^ donne — aV y^ ̂ » le terme Vw/, é^ donne

^m^p, -et les autres termes donnent zéro, en vertu d'un théorème
connu. Par conséquent

p
(35) (i "+- S^w) Po/i ̂  VWA {3 — 2^ vm.̂  6^.

On déduit( i+ \fm) P^depo^en remplaçant dans B la colonne b^.b^^.,
43.
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par une colonne
—- (i -h ^/m) 6oo> — (i 4- y^) ^ûi». . • -

En tenant compte de (3,2) et de (33), cela revient à remplacer b^ par

.—. (î .+. ^^) ̂  —. ^^yn 4- ^ 73^ b^ 4- ^ ̂  ^20 4-. - .,

et è^par
^Wi^ip^- \1 mîb'îp -+-....

Les termes \/w^p donneût v^^So^ l^s termes \/w^6^, où À diffère de ^
donnent zéro; enfin le terme —2\ /m, dans l'expression qui a pris
la place de ^-o, se trouve multiplié par le coefficient de —b^ dans p.
Il en résiilte que

( 36 ) ( i -h ^m) ^n, •== \/~m'i po-A -4- 2 ̂ m ê/A.

Je désignerai à présent par "y^ les coefûcients d'une substitution
orthogonale du degré n, tirée du déterminant mineur ^3, de sorte que

(3?)

et je représenterai par

2 ê,A 2 ê«y^==-p-? y,,==——i,

i=/î

p/< == ̂  v^- ̂

ce que devient ? lorsque la ligne 6^, 62^, • - < , 6^, ... est remplacée
par \jm^ \/m^, ..., \/77z,, . .». On trouve alors que les coefficients c s'ex-
priment facilement à Faide des 7. En effet, les formules (34)? (35),
(36) donnent

\/m CAO == V^A ?
jy==/î

— \jm CQh = -^ — V^A ̂  ̂  \/Wp y^A?
(38)

/7=I

\/mi
Cih == 7^ 4- ————-=- C?oA.

i -î- \/m

La substitution orthogonale du degré 714- î conduit donc ici à une
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autre substitution du degré n : dans le cas de trois corps, c'est une
substitution ternaire qui revient à une substitution binaire. On pour-
rait l'appeler terno-binaire. On tire encore de (7 bis] et (8 bu} :

(39) ^•t — Xk '-

~== > ^E/nXi — X = —= > dk b
\/mi/m.i ̂

T^S^^^^^-^)^
^==.^ ^îîîkChimkChi{Kk— ̂ ),

ou bien
X === ^> CoA ^Â,A - O — — X

^'t JY —— -—- ^ y/À ÇA ~T~ ———"== ,7 ^oA î-/t»
t/77î. ̂ .̂  1 4- t/^ ^J\/m.£

i

-h \lm

^-\c^
(4o)

V . y/yi V ..
Y yihÏk— ——-——== Y C.hik.
^-J " 14- l/W ^-J

^z — .To :
\/mt ̂  " i 4- \jm

'^^ __„_^ ÏYî f* '
^•==^ y/u^rnh(^k—^^ 4-———^(X—^o)?

A«J i 4- ^/m

les sommes devant être prises par rapporta A, depuis h = i jusqu'à
h === n. On prendra toujours Wo == i.

Un cas particulier est celui où toutes les arbitraires s'évanouissent.
Les quantités b se réduisent alors aux suivantes :

^m,bu == i, b,Q =
i 4- \/m

et les déterminants mineurs sont nuls ou égaux à l'unité :

(3=i, y«=î , y^==o.

I/une des formules (4o) donne alors, si nous remplaçons ̂  par \/m,£;,
/î

xi — XQ = ^ 4- ———-=- 7 mk £/, :
i 4- Vw ̂\/w-

c'est la transformation par les points canoniques, que nous avons déve-
loppée au n° 3,
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Un autre cas particulier est celui qui a été traité au n°4, où nous
avons obtenu une substitution orthogonale en introduisant les centres
clé gravité successifs des systèmes Mo, M,}, Ma,. .... Il est clair qu'on
pourrait aussi arriver à la transformation générale du degré n+ i en
prenant pour point de départ l'un de ces cas particuliers et en appli-
quant aux variables spéciales xyz une substitution orthogonale du
degré n, de manière que

S^^»^))^^^^^))-
Je me bornerai à indiquer plus loin la marche à suivre dans les cas

de trois et de quatre corps.

9. Nous allons d'abord appliquer les formules générales au pro-
blème des trois corps. Nous avons ici n •=== .2, et les arbitraires se ré-
duisent à mie seule, b === b^ == — ^ 2 1 " Donc(*)

(3=:l-+-^, ê u = = ^ = î , ^=——^=b,

2 -2 by.i ̂  72. = p -1, y« == - y,i == —.

Les 7^ représentent une substitution orthogonale binaire, et si nous
écrivons, pour abréger, y à la place de y^ et de 722» 7' a la place de
7^2 et de —720 nous avons -y2 4-y'2 == i, et nous pouvons prendre
y==cosy , 7 '=sin<p, en représentant l'arbitraire par l'angle y. Les
formules ( 38 ) donnent alors

Coefficients de
( \^rn CQI == — ^Wi y 4" \/ma y ' ,

, 5C^ — X ( — __ __

( \fm €02 ==• — v^a y — vwi Y.

(4 i ) / ( (i + \tm} s/m di == (i -4- \fm -{- m,} y -4- \/mi 777,2 y',
1 ^i — A. ^ ,_ _ ____ _

(i 4- \lm) \m c^= —~ v/nlwa y 4~ (i 4- \/m -4- Ws) y^,

(i 4- \fm) \/mc^ === —- ^m^ m^y — (i 4- \/m -h Wi) y",

(i -+- \/m) \/mCî'i^=: ( i 4- \/w 4- mi) y — \/mi ma y'<

(*) Nous avons toujours accolé les indices À, i sans les séparer par une virgule, nous
avons écrit b^ pour À(^, etc. Le lecteur ne s'y trompera pas.
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Ceoffîcients de
\/wi c^ •— V% eu == yw <?o2,

^—^•1 — —
VWi €32 —• y^-* ^la ̂  — V"1 ^i?

(4â) < ( V^a Coi--Csi == Vw Oia,
• " ' \ -r,. — •y-. <^fy yÇg

^m-î 6*02 — ^22 ::=:: — \/fn'Cnf

c^ — ^/mi <?ci == \/m <?22,

Ci2 — \/mi ^2 == — \jm Cu.

L'inspection de ces tableaux montre que les six coefficients (4a) , qui
servent à exprimer les différences des coordonnées par les Ç<, sont
les mêmes que ceux par lesquels on transforme les coordonnées
^ — X , j — Y , z — Z , rapportées au centre de gravité, ou, du moins,
que ces deux groupes de coefficients ne diffèrent que par des facteurs
qui dépendent des masses- Les formules (SQ) combinées avec (4o)
donnent, par exemple,

XQ —— X === Col Cl -4- <?02 &J?\/W( 77^2
[Xî — X,} •==. Co2 (m • <?u &.

d'où l'on tire

(^o-X)2-}- m, 7?î2
m ^~-^)===(<^4-^)(^-^ ^2) -4- Ws

m
l'p .y Ç i

On a des relations analogues pour [œ^ — X) et (a?o —• x^}, pour (^2 — X J
et (^-i —Xo); elles montrent que notre substitution terno-binaire four-
nit les trois substitutions binaires contenues dans la formule

(43)

p p_mm^XQ —X) 2 •+- mt m-i(xi — sc'i
^ -4- ̂  -- m, 4-m.

_ m m ^ { x ^ — X ) +mamo(^2—^o)2

ma 4- Wo

_ mm^Xt —X)2 4- momi (.ro— A', )2

Wo 4-Wi

qui découle aussi directement de (18). On peut remarquer, en outre, que
les trois groupes Coi, Co^; c^, c^; ^i » ^22 dépeadent chacun de y, y
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par une substitution orthogonale, ce qui s'exprime par Fégalité

f 4- /= = ——^——(^ ï -4- <?L ) == ——^—(ff î t -î- <?2, ) = ——^—(<^ -h C?.J .== 2 ,
ÎÏÎI 4- Wa ï 4- Wa " 1 -h- Wi

qui résulte aussi des relations

Y 2 2 m^'

Z^-1- ^Tn9 .

en prenant toujours Wo == ï.
Si nous faisions d'abord y = o, y == o, y == i » en écrivant ^mi Ç , ^

Vma £3 à la place de ^, £3, nous trouverions la transformation par la-
quelle les planètes m^m^ sont rapportées au point canonique du Soleil
m,Q. En effet,

Vw (^o-—X}= —(mi ̂  -r-ms^),

^—^ t== :^—Ç, ,

comme dans ( i4)- Pour examiner de plus près le cas général, j ' intro-
duirai les trois angles ao, «i, «2 définis par les équations

/ y r v /m, \/Wi ma i/mi m.)(44) ig^==i/-^ tg^=:——v——^—, tga.===——ï—î,———.
V ^ ï + V W •+" ^2 I "+ \m "4' ̂ î

et je poserai
TT

ai + as ===0, Oo — ai == Os, ocy •4- as == — —

d'où
fl , û , û __ ny -4- yi •4- c'a ==: — 5

3

((5) ^=^ ^=^' ^\/^

,we=. ° " ° - , . cos.e=——»(s 4- ?n i ) ( ï +^2) (ï + Wi) ( ï 4-ma)
• , /, î n ^ mm-iSIH2 02 == ;—————r-7——————, ^ COS2 02 == ,——————,-—————, 9(i+^s) (mi-j-Wa) (14- m.2)(mi 4-^2)

. , ^ mî , . wwism2 0i == .—————,————-. cos2 0i = 7——————
1 » » l/M l / 11^ t Wt \ 1 •» 1 •«»/« \ / »*<.( i -TWi) (7n i4-W2) l ( ï+Wi)(mi-hm2) '
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On trouve alors

(46) ^m-
4- w,2

- Coi == sin (9 — ao),

Cn == cos (© — ai),

V/T^ ct21 ——-sm(9+a.), ^4- Wi

C(,2== — ces (9 — ao),

Ci2 == sin ( o — ai ),

Cn == cos(9 •4- as). •

Avec ces coefficients on a, par exemple, en rétablissant m.o pour plus
de symétrie,

/ wmi
V Wo 4- ma

/ Wû m'î
V ^0 +• W2

/ mmî
y Wo -+- Wi

/ /72o Wi

y mo -+- wi

( x, — X ) == Ci ces ( 9 — ai ) 4-- ^2 sin ( 9 — a, ),

( ^ 2 — ^ 0 ) = = = — ^ sin ( y - — - a , ) 4-^2 ces ( 9 — ai),

( .Ta—X )=:--- Si sin (9 4-^:2) 4- ^cos(94-aa),
(47:

/ /72o Wi / , î- / < ^ . , „A / ————— ( ̂ ^ — ̂ ^^^ çog ( <y -4- ̂  ) 4- ̂  sin ( 9 4- aa ).

Si l'on fait a< — ç = ^, on a y 4- 0:2 == 0 — ^, et il vient

(43)
A./—m— (^2— ^)=== ^sin 4' +^cos ̂ ,v/r' ( ^ , — ^ o ) = ^ c o s ( 0 — ^) - l ~ ^ s i n ( 0 — ^ ) .

J'écrirai maintenant de nouveau Vp., Ço V^-a Sa» à la place de Si, ̂
et je poserai

(49) ^^{Q-^}=y/^!^^ ^^^^T^', cos(B

Comme on a

sin 9 == \/Wi m't
^(14-^1) (r 4-7^2)

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure^ Tome'V. 44
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la première des équations (48) donne

— ï -L- ml ^ sin ^ _ _^ - ̂ _ ̂  -^-^ ̂  ^ ̂  (0 -^/

On trouve de cette façon

(5o)
^2 —— ^*0 == Ç2 •

^i —— ^o

m,^ F t a n g ( 0 — ^ )r tang(0~^n
L1 tang0 J5i 4~Wi L tang 0

W a ^ 2 F t a n g ^ ~ j
14-ma L1 tang0 J '

Si WQ représentait le Soleil, w^, Wa étant deux planètes, il suffirait
de prendre Pangle 4» entre les limites zéro et 0, pour que les seconds
termes de ces expressions fussent toujours de petites quantités de
l'ordre des masses m,, m^ et, par suite, comparables à des perturbations.
On pourrait alors, en première approximation, prendre X^—XQ == £2
et x^ — XQ ~==. Eo et les coordonnées Ç,, Ça seraient celles de deux mou-
vements elliptiques. En même temps, les masses ^, ^-2 différeraient
peu de m,, ma.

Il n'en serait plus de même'si WQ était la Terre, m^ la Lune, m^ le
Soleil. Dans ce cas, le second terme de ^—- a?o ne sorait plus très-
petit par l'effet du coefficient —w—, dont la valeur serait alors voisine1 1 i + m'î

^ _ y r ï \
de l'unité; en outre, le rapport -J——° (e t par suite aussi — pourrait

SCi — X<i \ Cil /

devenir égal à 4oo- II faudrait donc alors prendre ^=Q, afin d'an-
nuler complètement le second terme de x^ — ^o. On aurait de cette
manière

(5i)

mi
î -4- m^

Xi — Xo'== ^i, [J.i

- , m, .. m2(r + m.)
^——^=^+ ————————— ^t, ^2== ———-—————————-'i 4- Wi l m

C'est notre transformation (19), car, en désignant par X< la coordonnée
du centre de gravité de la Terre et de la Lune, nous avons

.TO+ Wi*ri == ( r +mi)Xt, d^ù Ça-r^^ 1 —•X.iy

comme dans (19),
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On pourrait encore poser

^s in^ = esinÔ, Àcos^ == i 4- ecosQ, ^3 == i 4- 2ecos@ 4" s2,

s étant une quantité arbitraire destinée à remplacer ^- L^s formules (48)
et (49) donneraient alors

(52)

X-i

p-\

P-2

m{ (î -4- m\ \ i ~
ma /

I 4- Wa \£ -

W2
4-

772l

-4- nii s
^

+- £

1

4- Cûs0/

ÔTÎ 1

s.

COS0

\

1

4-£COSÉ'
£

4-COS Ô ''

)••

C'est la transformation adoptée par M. Weiler. Pour la théorie de la
Lune, on prend s== o, en désignant ici par m^ la Lune, par m^ le So-
leil. Si m^ m^ sont deux planètes, Wo étant le Soleil, on voit que les
seconds termes de x^ —XQ et de x^—XQ seront toujours de petites
quantités de l'ordre des forces perturbatrices, tant que s reste positif,
quelle que soit d'ailleurs la valeur absolue de celte constante.

10, Nous allons constater que l'on peut aussi arriver à ces formules
en partant de la transformation indiquée au n° 4. Si nous écrivons x,
y, z à la place de Ç, ^, Ç, les formules (19) et (2.0) donnent, X, étant la
coordonnée primitive du centre de gravité des deux masses mo, m^

'• <5C"2 — •A.-i ;:^t —— ^09

momt ( m» 4- m.i ) ma
F^ mo 4- ttti ~ W2m'o 4- Wt

On tire de là

(53)

X [ —!

<y*-</ 2

-

^o=~.

"fo :::::r:

•y ——! ^y —— —————————
m.o 4- Wi

Xi,

X24-
Wt

Wo4- ̂ i
Wo

^-x,= /7îo 4- ^2i

-., ma Wo
^t — Â-2 ==• — —— Xa 4- ——————— X» ,^î mo 4- /îti

^-X.=r-
W2 Wi

mo 4- Wi

en écrivant toujours m pour 7?îo4- m^ 4-^2. Ces relations peuvent se
44.
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présenter sous la forme suivante :

:54)

v̂-
v-

moUli
(^i— .To)== V^iX,,

W.o4~ Wi

W<»W2 . , ^0, X2t/m77?o4~ ^Hi Xi VWiW..
(^•2—— ^o) ——

mo 4- Wa ^/mmo-^ Wi Wa

W, Ws , , 1 /^2 X2 V' WWt —— ^/Ui X» V^O ̂ 2———— (^a— ,rtj== ^————^—————t—„-_.....—-..—.^.
^1 -+" m.î \jmm^ + Wo w-s

„ / wma / • v ^ /—
V — — — — — — — f ^ — X a ) ^ : </^2X2,
V Wo+ Wi - r

/ wm» / ,. > —• ̂ ^^ V /m l^m2+Vp-iXi vm.m.o
À / ——————— [ ̂ 7, — Xa ; == ————-————.—————-———•—————————- ?•
y niQ -t- Wa \/mmo -4- Wt 7^2

^ mmo -„ _—^aXa^moWî—^/p iX i^m.w,
———————' \ *^*t) '—— •'̂ •2 j —— "~——————————...—..,..^,, — u . . ,——...————————————— *

mi -+- ma ^mwi 4- mo Wa

Si Oïl introduit les angles Q définis par les formules (45), il vient

/ m^m^ ^_ x^}= ^^XîCosS •4- ^/^Xi s i n @ ,Wo m 2
mo 4- Wa

mi Wa
mi 4- ^2^r (^— ^J=== ^.aXa ces 0i — ^.iXi sin0,,

(55) \/
^

mrrii
(^i— Xa)==— \/^2XîSin0 + ̂ i Xi cos^,

nio + ^2

7nmft (.^0—X2)==— ^aXaSÎnôi — ̂ .i Xi COSÔi.\ y mi 4- 7^2

Je, pose maintenant

(56)
^.1X1==— ^cos(Ôi4- 4 /)-+- ÇtS in(0 i4 - d/),

^.2X3=-- — ^s în(0 i4" ^ ) — ^cos(ôi-4- 4'),

et je trouve

(5^7 ) ^_7^0 ̂ 2

mo 4- ma (^o— ^2)= Ç o c o s ( @ 2 — ^) "+" ^ t S i n ( 0 2 — ^^

( / Wi ma / , „ . , .. .
! V m.+m. (3'- - a;2 ) == so sl" 4' + ̂  cos^-
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En même temps
§=^((x.))+^((x.))=((So))+((^))*

Les formules ($7) coïncident avec (48), si on avance tous les indices
d'une unité en écrivant i , 2, o pour o, i, Sy et en prenant m o = = î »
@ o = 0 .

Pour un système de quatre corps Wo, m^ m^ m^, nous aurions
3

s^S^"^
et

(Wy-î- mi4- m.2)w3
X3 == ^3 —— As , ,y-3 ̂  ——————————————————;———— î1 m<, + mi + TOÎÎ+ Ws

les valeurs de x^ Xa, p-o ^2 étant les mêmes que précédemment dans le
cas des trois corps. Les formules (20) donnent les expressions des coor-
données x — X par les trois x. et si nous introduisons les angles 3-0,
s-i, s'a définis par les équations

/ m.t Wn - / m-j/ni
tangS-o= V————°—p langui = \/——-—0 Y m^m^m-,} u \ w( /Wo4- ,m{m^-\-mî} \ w(wo4-/?"î.j)

tangS-, =: y^

(58)
^3 ̂ 2

m(mo-4-Wi)

où ̂  == mo4- w^ -h Wa 4- m;p il vient

/ / mm» , _ y—V^^^-^)-^^ .
î V 7n771^ ^î^~ x^ ̂  " ̂ ^aSin^-h ̂  XaCOSÔ-a ,

(S9)

A y———1— (^i-—X3)=---^-3X3 sinô-i-—(^2X2sin 0—^.1 X t c o s @ )cos5-t,
"y ÎHf '—— / / { , ^

JL (^o~X3)=--\/fXsX3SînS-o-~(v/^2X2Sîn ô, 4-^X1 cos^t)cos3"o.

Les formules (55) montrent que les deux parenthèses qui entrent
dans les expressions de x^—Xg et de XQ—Xg représentent les coor-
données oc^ — Xa et XQ — Xs» comme Xs représente ^3 — Xa. On pour-
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l'ait maintenant transformer les variables x ^ , Xa, Xg au moyen d'une
substitution orthogonale ternaire qui renfermerait trois angles arbi-
traires <p, 4s /; l^s nouvelles variables dépendraient alors des quatre
coordonnées cTo—X, x\—X, x^—X, x^—X par une substitution
quaternaire de l'espèce définie par les formules (4o)*

11. Il y a quelque intérêt à comparer ces formules à celles de Jacobi.
En introduisant dans ces dernières les changements de notation indis-
pensables, nous avons, pour trois corps,

x^ —^ X 4" ûtoi ^i 4~ ^02 'iï,
X^ r~:; X -h âîd ̂ i -r- Ctii Ss 5

^2 ̂  X -i~ Oai ̂ i •4-- 022 ^2,

m X =:.: /îîo •̂ o + Wi sc\ + w.2 .̂ ^ î
^l ::=: OCol A'ô + CC\\ ^l 4- ^21 ^2 ,

^2 === <Xo2 ^0 4- ^12 .̂ 't 4-- ^22 ̂ 2 5

avec ces conditions pour les coefficients a et a :

m» âtui 4- Wi âtit 4- w.aâfai == o, ^ -r- au 4- a.,i == o,

mo ^02 4-" w-i ûîî2 4- Wz a^ ==-- o, ^02 4- ocn 4- ^22 ̂ ^ o,

m, a,, ̂ 4- w. anû.,4- m,an a.n = o, a^02 4" ̂ -^ 4- a"^ = o.
Wtt ^îi /??2

Si on fait, avec Jacobi,

y^r-r a^— a^y ôo ̂ ^ ^ 1 2 — ^ 2 2 9
yi === 021 —— ^01 5 Ôl^:^——^02)

y2==ao i—^11 y os ==1 âîoa-- ûiî,

ce qui donne
Yo 4- yi 4~ 72 =: o, âo 4- ai 4- âî == o,

il vient
^i— ^=yo^4-âo^,
. r2—^==yi^-4-ôt^,
^<,— ^rrry^-l-^^

d'où l'on tire par élimination

( yi âî— yaôi ) ̂  == 5o^ 4- ai x^ 4- ̂  ̂ 2»
(ys^ — yi âa) ̂  =:r y^^ 4- y, x, 4- y^ ^
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Les six coefficients y, à" ne diffèrent donc des six a que par te facteur
72 <^ '—• yi <?2- II s'ensuit qu'ils devront aussi vérifier l'équation

Zi60 4» y^ 4- yi°j ̂  o
Wô W.i Wî

ou bien
^(y.+y..)(ô,+^+^y,â,+^y^=o.

«

On peut la résoudre en posant

W-iVî ^ maô,
y . ^ - _ — — — — — — — — — ^ — — — — , ^__ —————————————

ï+^+i./^ Ï-+- m. +e^m
£ '

où e est une quantité arbitraire. En prenant 7.2 = = — i , c5\ = i , oa
aurait

_ _ . . __m, g.
^*i — XQ "-".'-= ^( -h -————-—————-=r= 5

1 -h- 7722 -4- 6 ̂ m

.- Wi ?i
X^ — ^o == Ç, -h -———————^—————,

1 y——î -+- m^ + — v/71
£ '

formules qui coïncident avec (5^), si nous écrivons

à la place de s.
L'équation w^aoi 4- m^ On + '^2^21 :==:: 0 donne encore

mu^ =-: Wi 72— m^i, ma^=^ ̂ i (Î2— m^ôi,
7?z 01.1 === m.a yo — Wo ya » m^i2 ̂ ^ w.2 âo — ^o ̂  ̂
w «si, == 77?^ yi — Wt yo,, m a-^ == /72o <îi — Wi 3o »

7/2 étant toujours la somme 722.0 + m^ -+-m^. On tire de l à y en multipliant
par 7^<2oi, m^a^, m^ a^^ et ajoutant,

'} 2 •» marn^m^ / y 2 y2 ylN
ai == /?4 âfoi + mi an + Wa ^21 == —————r — -4- — -r- -- 5r m \m^ mi m i f

2 2 wa/n,/^ /y. S2, <^\
02 == 7J?o ^02 4- Wi ^12 -+ '̂2 ^22 :::::: ————————— —— -4- —— •4- —— ) 91 m \rnQ mi m^/

jnoWlWa, ^ ^ ., mm\mï,
^,^r= — — — — — — ( y , ô î — y a ô i ) 2 ^ ——^——(^taOsi—^it^s)3 . 1 ,

^?î 1 ' îYi o
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12. Nous avons vu que le problème des n+i corps peut toujours
se réduire à un problème du mouvement de n corps fictifs a l'aide d'une
substitution orthogonale d'une certaine nature que nous avons repré-
sentée par la formule symbolique

»

s^S^^-
Les distances r qui entrent dans la fonction des forces s'expriment

alors par les rayons vecteurs p des corps fictifs et par les cosinus cr^,
des angles {ik) compris entre deux rayons vecteurs p^ p/y, au moyen
de la formule (27)

'•.= >>rp^ ^=[S>rp-J'
dans laquelle il faut, après développement du carré, poser o'^^=cr^
et o-l === cr^= i. On a d'ailleurs (26)

p^==^-+.-^+^
pi pk Vtk == ̂  î,k 4- yîi m-^r ^ ̂  •

La fonction des forces U est une fonction homogène du degré — i
par rapport aux coordonnées et distances. On aura donc, en tenant
compte des formules (26) et (27) ,

(GO) . ^^y^r0-
et
/.. . dl] ., dV , dU . JU(^I p.-r- -=^-7?- +^i -7— +^-7,—ffp, ' rf^ rfyh- ^îi

On trouve encore

( ^ } ^ rfu \ rflj V^^-^A ^u{ 02; ^ —— — y^- —— == ^ ————————— -——9
ûf^ ^^ ^ p<pA ^<rrt

et, par suite,
^^ ^/. ^U ^U\(D3 7 S< ^~—yî*TF )==o.^A- û'/iî tô^/

clU dl]>
-T- —.TÏt-F- )==0.d^i d fc y

Cette dernière formule donnerait les intégrales des aires. L'expression



DES ÉQUATÏOJNS DIFFÉBENTÏELLES DE LA DYNAMIQUE. 35?

^••/3Â~-y^^, qui figure dans (62), est le double de la projection du
triangle formé par les rayons vecteurs ^-, p^. Par conséquent, si nous
désignons par a^, R^, 7^ les cosinus des angles que la normale au plan
de ce triangle fait avec les trois axes,.

'iî rik -— TU Ïh •==' pi ph sin ( ih} y a,.

Cette expression étant substituée dans (62), il vient, en tenant
compte des équations du mouvement et en remplaçant cla-^ par
— sin(z'A) d(ih),

h

t^\ 9 d ( ' s ^" d'^\ Y du(64) ^^A6^^'^)^"!^^^'
Soient encore ^, ^i, 7; les trois cosinus qui déterminent le plan de l'or-
bite instantanée du corps pi,, et soit/- le produit de ̂  par le double de
Faire ou de la vitesse aréolaire du rayon vecteur p,, on aura

/. €l-f}i d'^i\ /.
^i^^^)^ft^--

et les intégrales des aires pourront s'écrire de cette manière :

(65) ^ftat==L7 S^'^'^^ S^'7^^^

Ces trois équations signifient que le mouvement aréolaire dans un plan
quelconque est constant. Si on fait L2 + M2 4- N2 == K2, on a encore

(66) S72 ̂  ̂ fiffi;sl/l== K2Î

où ̂  est le cosinus de l'inclinaison relative des deux orbites/,^- On
peut considérer K comme la résultante de n forces égales aux quan-
lités/et perpendiculaires aux plans des orbites; la direction de cette
résultante représente la normale au plan invariable du système.

L'équation (64) donne à présent

/. . ^{fi7i} Y d'U
(67) -^^-l^d^^^
et l'on a deux équations analogues pour o^ et?^ Si nous les ajoutons

^finales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure. Tome V. ^Q
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après les avoir multipliées par a^ |S^ y^ nous avons

^+(3f+y^i,

a, da, 4- (3, âT(3/ -h y< £/y, == o,

^ a//, 4- P. |3^ 4- y, y^ == cos 0/Â,

où Qik est Finclinaison de l'orbite^- sur le plan du triangle (p,, p / < ) ;
donc
^Qx ^ Y n dU
;68) ^"-l^^ï^dt - Z^--^(z'A)

Prenons maintenant le plan invariable pour celui des xy, en faisant
L == M ==o, N == K, et soient : X; les inclinaisons des plans des aires
sur le plan invariable; ^ les angles compris entre leurs intersections
avec ce plan et l'axe des x, ou ce qu'on appelle les longitudes des nœuds;
i^-les distances des planètes aux nœuds ascendants; on aura

y/==: cos^-, (3,== sinÂ, cosô-,, a/= sinîi, sin'h,

et le principe des aires donnera

(69) ^J^COSÀ,==K, ^ j^-sin^côs3-(== o, ^ j^sin^sinS-,== o.

Les coordonnées rectangulaires Ç, y?, Ç auront pour expression

( ^ ==p(cosS-cosu — sinS-sinv cos}.),
(70) , 72==p(s inS- cosu +cos^siny COSÀ),

\ Ç.===p sinL» sinÀ.

Le cosinus de l'angle Çih) compris entre deux rayons vecteurs p i , p^
est donné par la formule

o-,/, == cos vî cos y/» cos.( S-t — ̂  )

p) ^ -4- sinUtSinuA^sm^sinÀÂ-l-cos^cos^cos(3-(— S-A)]
-+-(cosLirSinuÂ COSÀÂ— sinz^ cosyACOsîit)sin(ô-t— ^A).

Considérons maintenant le quadrilatère sphérique dont les côtés sont
u^ y/,, {ih} et ^i-~ 9-^ es angles ^, ^, 0^ et 0^-. Si le rayon p, se dé-
place seul dans son orbite, les inclinaisons et les nœuds restant con-
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stants, ainsi que u/ , , la variation correspondante de l'arc {ih) sera là
projection de — dv^ sur le grand cercle de {ih), de sorte que

^=-cose,/..
Par conséquent

^ y <nj rf(?A) ̂ ^
3r ^j ̂  ( z'A ) ^ ui du, ̂

ou bien, puisque T ne renferme pas les u,
dfi dîî-

(^ • W——V

13. A la place des trois composantes rectangulaires des vitesses w,
j'introduirai maintenant les deux composantes prises, Fune dans la
direction du rayon, l'autre perpendiculairement au rayon et dans le
plan de l'orbite instantanée/. Soit âv le déplacement angulaire du
rayon vecteur p pendant le temps dt, les deux composantes de la vi-
tesse w seront

dp eu
dT et P<T

On aura d'ailleurs
ou , au ff=W2^ ou bien W^-='^

et en faisant p ^ ^ v y , on pourra considérer ^ et J comme les deux
d I r

composantes de la quantité de mouvement ^x<y. L'expression des forces
vives devient à présent

(73) ^-S^-^)-

Si on différentie l'équation pdp == ̂ d^-{- ̂ dv, -+- ÇdÇ, on trouve, en
avant égard à (61),

i {ivs „ , dV^^+p^=^+p-^,

ou bien, en remplaçant la vitesse M par ses deux composantes,

dm_i_f^ <nJ
(74) dt ~ u. p3 dp '

45.
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Le premier terme de cette expression n'est autre chose que — —: par
suite
, ., d^j dlî
^} ^=r-^-"
^ i . ^p ïïî dT i, .Un a de me oie — = - == -7-5 d ouut j j . d-Gs

/^ dp^^
(76) d ï - d ^ 9

On voit que les rayons vecteurs et les vitesses radiales multipliées par
les masses constituent un système de variables conjuguées.

L'équation (^4) donnerait encore

(24) ^ ̂  S^'02 = T ̂  ̂  u + 2 A O ?

ou bien
d Y V1 ï / M— ^ pzn == y - ( c^ -I- ̂  4- //o.^^r z^^\ p 2 /

14. Il faut maintenant chercher les équations différentielles pour
les inclinaisons X, les distances aux nœuds v et les longitudes des
nœuds 9-.

Le plan invariable étant celui des xy, nous avons cosX,==^, et, par
(67) et (68),

. . -, cl\i cl[fr/i) . dfi Y», . - . dl]^sm?,^^^-^^+cosÂ,^^(y^cos^^

O1*? y/A ^st le cosinus de l'inclinaison du plan [ p i , p ^ ) sur le plan inva-
riable; donc

Y ! / , == cosÀi cos0iÂ-4- sinÂ,sin0,7t cosu,,
et

.d\, \^ . . JU
^^^^^^Z^^^rf^-

Supposons que, dans Fangle tétraèdre formé par deux rayons vec-
teurs et leurs nœuds, l'arête p i se déplace seule en décrivant un cône
circulaire d'amplitude y; autour de son nœud; le plan de l'orbite
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tournera d'un angle d\^ le rayon vecteur ^ décrira l'arc sinu.rf)^
• qui fera avec le plan de {ih) un angle égal à 90°— 0^, et la dis-

tance (ih) croîtra d'une quantité égale à la projection de sini^rf)^
sur {ih). Donc

€ Î ( l h ) . . .— / r= sm vi sin Qîh.4 A,
Par conséquent
, . , dt, ^ dV d(ih) dU( 77 ) ^^^rfF^Zïfw^nr

La quantité -jr-^ représente raccroissement que U prend lorsque
le plan^ tourne autour de son nœud d'un angle d\^ les distances aux
nœuds, les différences des nœuds et tes inclinaisons^ hormis X^ restant
constantes.

Cherchons maintenant les équations différentielles qui déterminent
îes deux éléments v et s-.

La variation totale de v se compose du déplacement angulaire c?u du
rayon vecteur p et de la quantité Ay, dontu s'accroît par suite de la ro-
tation du plan de l'orbite autour du rayon vecteur. Comme cette rotation

JL • u

n'affecte pas la latitude, on trouvera Au en considérant Ç comme une
constante, ou en égalant à zéro la variation du produit s inus inÀ, ce
qui donne
(78) tang^Ai^^- tangu,rfÀ;== o.

L'arc Au^ est d'ailleurs la projection de -—^ sur le grand cercle de î^;
d'où il suit que
(79) Ay,+ cos^â?;9-,==o,

et
(80) rf^=tîmgu,——.sin^-
Par conséquent

(81)

. d^ ̂  _ dl]
J i dt '"" dcos^
.Ay, , rfU

f,——— == COSÀI-,————r--J dt d cosïi
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La vitesse angulaire — était

êu__ _f__dT.
dt^'^2- df'

par suite, en ajoutant àv à Au,

. dv,_dî ^osZ- dU
[ ] dt """ cifi fi f /cosÀ/

15. Nous pouvons maintenant réunir en tableau les différents résul-
tats obtenus dans les n0512, 13 et 14.

Pour les rayons vecteurs p et les vitesses radiales (/= CT? nous
avons trouvé

d p _ d î i _ _ î
dt^'dï~"u^'

r f ^___r fH_^^ rfU
ûfif c/p ~" ^L p3 dp ?

la force vive étant exprimée par

.T=Vi(^.Ç).^ty-\ p 1 /
Nous avons ensuite, pour les aires ou vitesses aréolaires/,

dfi dR y , dV
S-=-rfS7:=-Zcose•A^77^);

pour les inclinaisons X,
.rfÀ. rfU y . , dU
f' •dt = colangu- •ça, ̂  cosu•2,slne^7• ÎW;

pour les distances aux nœuds u,

du, _dT cosïj dV
dt dfi fi O?COSÀ, '

pour les longitudes des nœuds s-,
rf.9-.-^ du

" ' dt ~ dcos).^
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en même temps, pour chaque orbite,

dv == 8v -4- Au,
ôy _ ^T _ _f
Tt~"dJ"~~^
Au=-—cosÀrfS-,
, . rfÀJ3- ==: tc^n^'j ——r"'ï3 sin 1

Si l'on introduisait, à l'exemple de M. Weiler, une fonction pertur-
batrice

' ^h ̂
PA(83) R ^ U — V ^

où les constantes k^ sont encore indéterminées, on aurait

dR _ dV dR __ rfU kp. ^
ïï~JJ/i)~~ dÇi/if ~dip~^ dp "^'p2''

par conséquent, en vertu de ( 7 4 ) >
^p_ P k i d R

(b4; ^""^'"^'^'rfp"

Pour assimiler cette équation à celle d'une orbite elliptique de demi-
paramètre p, on poserait/2 == p2 pk, ce qui donnerait

(85)
rfp3 _ pk h ï dR
'3^ ~~~ p3 ^ ^ rfp '

Les lois connues du mouvement elliptique donnent encore, en dési-
gnant par a le demi-grand axe et par M la vitesse,

or i^-A
p a '

II s'ensuit que ^ST-Ïkp. __V A-^
p ZuÀf^^

et le principe des forcés vives donne, en tenant compte de (83),

(86) R+^+A.=o.
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Le principe des aires donne, en même temps,

(87) V^a^^L, V^Pv^i^M, y^yv^^N,

et l 'équation ( ^ 2 ) devient

(88) ' ^^=^

Enfio,

(89)
ï cla _ r dp i dR dp
'̂  rf7 "~ ̂  rf7 + ̂ J? 7lp Tt '

16, Dans ie problème des trois corps, les intégrales des aires sont.
f^a, -4-Jl.a,=:L,

./;(3.+j^-M,
/ î y . + ^ y ^ N ;

d'où il résulte que îa normale au plan invariable représente la direc-
tion de la résultante de deux forces f^ f^ qui s'exerceraient suivant
les normales aux plans des aires, et que la valeur de cette résultante
est K. Il s'ensuit aussi que la normale au plan invariable est perpen-
diculaire à l'intersection des orbites, ou que celles-ci se coupent dans
le plan invariable. On aura donc 5^ ==5-2; les deux orbites ont le
même nœudy et le principe des aires donne

( /ï sin /.ï -4-J*2 sin As == o,
( fi ces Ai -h fi. ces As == K. ;(90)

d'où l'on tire
^ „ K sin }.2 /. _ K sin /.,

(9Ï j JI = siiTa^T)5 J2 ̂  sina,-}^'

K2-!-^-/^ . , ^—fî^-f2
cos),^——^VT——^ cos)..==——-^i^—Li,| 2 iiji . ah^Ja

(92) 1 -g^2__ •f2 /'2
j PAC/"A ") ^ _ _ J V J ^ —— J ^

( COS(A,—À.)- .———^^——.

L'inclinaison relative des orbites est égale à la différence 5^ —)^, et
si nous écrivons cr pour ces ( ï , ^), nous avons

(98) • <r=:cos ui cos ya-i-sîn Di sin î;a cos ( ) . i—Àa)»
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Les relations (qi) nous permettent cTécrire, à la place de (77) et
d e ( 8 i ) :

fif. Cl^ • dv
-Kcos vi smus—îsîn }.i dt

(94)
fif-> rfX, -.. . ^U

^r—— —— === — A SUl Vi COSUa ——^sîn Âz dt cl o-

/i/s --,- = = — - K s i n u i sin ua
^U
77a'

L'équation (72) donnerait encore

df, __ da cIV
dt dvi da9

df, _ do- d^w
\ dt dus dcr

Enfin, on tirerait de (74) et de (^4) :

(96)

/ , ̂ -.ifl.^
^ df2 —^ p? 1 d p , -

d2?, _ i./]_. cH^
^ ^2 — ̂  p̂ a Jp^

rZ2

-_ (^pÎ4 -^p i )===2U4-4Ao..^2

Entre les dérivées partielles de U il existe la relation suivante, déjà
indiquée par M. Weiler :

P2 d^v
rfp2 JU , . . ^U

^^J^[^^}•dcr2
rfU

, û0--7—== 0.
do-

Mais les relations (91) montrent que l'on peut aussi introduire/o/a
comme variables indépendantes à la place des inclinaisons^,, ^2, On a
d^abord

â ? c o s ( À i — Â a ) _ KcosÂi_ cosÂi d c o s ( ) i t — A s )
df\

par suite :
w' f.ft '

cos^i JU

fi d cos Ai

c?cos (^ i—Xs)cos ?n rfU
^ / i d c O S l i ^ J c O S ( À t — À a ) rfcOSÂi

j'innales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V»

dV
df,

46
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I/équalion (82) devient alors
rfu _ JT _ rfU _ rfH^-rf/ rff- <r'

Le problème des trois, corps se trouve ainsi ramené à l 'intégration
du système canonique de huit équations différentielles du premier
ordre que voici :

H

(97)

u.-(.a^t, \

rfpi
^

rfpa

"JF
rfyt
dt

dv-î
~dt

?-+

rfî^i

=^'

.fl\
pf /

rfH

rfH
Û?CT2

JH
—TTT'»
^
rfH

2^î \

d-^i
^dt~
dîSt
'w
àf.

dt ~~

df.
dt ~^

ro|

——d,:

dp^

dvi

fi+•4
Pï

^H

rfH

dH

dïi
dvî

Ces équations n'en représentent que sept si nous éliminons^; on
peut même dire qu'elles se réduisent à six à cause de l'intégrale des
forces vives, H==A. Apres l'intégration de ce système, le temps et la
longitude du nœud sç trouveraient par des quadratures. On a vu, en
effet, que le nœud a disparu des équations différentielles; on pourra
le déterminer à par la l'aide des équations

rfô-: d\,
• langui ——0 smÀi =tangy2

dl,
sinÀa

On a d'ailleurs aussi
_ i dl]
~ f d ces À5

d^
dt

d'où

rff=rfu.
dt dv'

d^- _ i dU do- rff_du(^ rf(/;4-/,)_ dV (da- dff\
dt ~/ do- d COSÂ^ dt do- û?u5 d t " ~ " JCT- \rfy', "4" dU^

Or
i dcr i . . d c o s f X i — A s ) K sinîji sinys-^ — — — ^ sinui sm^s ————^——- == ——7—ï——?
/i û? ces ̂ , ^ d ces }ii ^i /2

i-7 -t- - ^ ̂  sin (v, + U2 ) [— i + ces (X, — Àa)] == sin(^ -{- ^2) ̂ ^^^âl2aL/i ul/î 2 T( 7'.,,^^
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par conséquent :
,.. f^Ksinu.smu. d(f^~f.) __ fsin^sin^ ^Qg^"^"^(98)^=J ̂ ^^- ^_ ̂  _^ -J ̂ (^+^) ^+/.-K

Si l'on regarde le nœud des orbites comme leur intersection mu-
tuelle, les équations (97) ne renferment plus aucune trace du plan
invariable, elles ne renferment que les rayons vecteurs et les plans des
orbites; le plan invariable n'entre en scène que par l'équation (98),
qui représente une quadrature.

17. Chez Jacobi, les équations différentielles du problème des trois
corps sont présentées sous la forme que voici :

c?X cl'ki j - .I. tang y, ——=r- == tang v^ ——^= aS-î0 sin À, sm Âa
^Ài , K sin Àa dt

II. tang yi ——^" "+- dv\ == — ——n——T\ Tî9
b tangÀ, ^i s i n ( À i — / 2 ) p i

d^ , K sin À, ^III. tang us ———^- 4- du2== — ., ,-.——5—^ -î ?0 tang As ^ 2 S i n ( À i — A a J pa
KsïnÀ.^ ^ ^U ^

' cosy lS in^s in^Ài—^) ^cos( i ,2 )
/<fp,\2 /rfpA2 . K /sin2}., sin1 ÀA _ rj .

v- ^^i)^^^)^^^^-^)!^^^^^

VL ^(^p^^pi)=2U+4^.

Jacobi dit que le problème des trois corps se trouve ainsi réduit à
l'intégration de six équations, dont cinq du premier et une du second
ordre, et à une quadrature, c Par suite, ajoute-t-il, Fon a fait cinq in-
tégrations. Les intégrales connues n'étant qu'au nombre de quatre, on
pourra donc dire que l'on a fait une intégration de plus dans le sys-
tème du monde. » Cette conclusion paraît difficile à justifier, car,
ainsi que l'a déjà fait remarquer M. Cayley, la quadrature par laquelle
on détermine la longitude du nœud s- doit toujours compter pour une
équation différentielle tant que le système de sixéquations n'a pas été
intégré (%).

(*) Reportofthe Sritish Association^ 3^ meeting^ Londres, i863, p. 2i5.
46.
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Les douze équations du premier ordre d'où dépend le problème
lorsqu'on fait usage des coordonnées rectangulaires se réduisent à
sept par les quatre intégrales connues et par l'élimination de dt. Si»
dans le système d'équations adopté par Jacobi, on considère—l et ^—>

comme deux variables indépendantes, et l'équation V comme une inté-
grale, on peut remplacer Vêt VI par les quatre équations du premier
ordre

û?p, , d^ , dp\ d^
^-Pn -^-^P- -ÏT^- W^^9

<jui sont contenues dans la formule ^5 du § 4 du Mémoire de Jacobi,
ûPoformule qui donne l'expression de -T^* Le système

rfÂ, _ d"A-, _ rfu, _ d^s _ dç^ _ dp^_ dp, _dp\ ._, .
T - ~w - -c- '"' "D~ ~ T ""T ""' "ÏT "~ ~iT ̂  /

représente alors sept équations du premier ordre, avec une intégrale
(celle des forces vives), et les quadratures virtuelles qui donnent le nœud
et le temps. On pourrait aussi, avec M. Cayley, conserver l'équation VI
en l'écrivant de cette manière :

^==u-^,ai
OÙ

^ û?pi dpî
y == ^i pi ——— .4- 02 02 ——— î

• • dt i • dt

et profiter de l 'équation V pour exprimer ̂  et(-^ en fonction des
sept variables^,, Xa, U i , L^» p i » p2» ©- Le système de JacobÏ prendrait
alors cet aspect :

d\i_â?À2_rfui_rfus_dpt_rfps_^Q / _ , .
"T "" T """' "IT ~" "iT"" "ï" ~" T ̂  "G"[— ci )'

et se réduirait, par conséquent/à six équations du premier ordre seins
intégrale. On arriverait au même résultat en faisant, avec M. Weiler,
^, p, •== rcosd/, \i^p2 ̂  ^sin4, d'où © == r^— En résumé, on voit
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que Jacobi aurait été en droit de dire que, grâce à la transformation
imaginée par lui, le problème des trois corps se réduisait à Fmiégra-
tion de six équations différentielles du premier ordre et a deux qua-
dratures. Les équations là IV de son tableau définitif, et la formule ^5
du § 4 montrent que les dérivées par rapport au temps des huit va-
riables p, , pg, o\, p^, X, , À2» ^ 0 ^ 2 tte renferment pas d'autres incon-
nues que ces variables elles-mêmes.

18. Le procédé de Jacobi revient, comme nous l'avons vu, a éliminer
par le principe des aires le nœud des deux orbites ou leur intersection
commune avec le plan invariable. En substituant les aires/aux incli-
naisons \ j'ai fait disparaître des équations différentielles la dernière
trace du plan invariable, de sorte qu'on ne détermine d'abord que le
mouvement dans les deux orbites, dont l'intersection mutuelle sert de
repère.

On pourrait de la même manière éliminer le nœud du plan des deux
corps, c'est-à-dire son intersection avec le plan invariable. Le plan des
deux corps, ou plan des vecteurs p^ p^ se confond toujours avec le
plan des trois corpSy si l'origine des coordonnées Çï?Ç est prise dans
ce plan. On arrive ainsi à ne faire figurer dans les équations différen-
tielles que le mouvement des trois corps dans leur plan. En effet, le
principe des aires nous dit que deux forces égales aux aires /^
et / et perpendiculaires aux orbites des deux corps fictifs ont une
résultante K invariable en grandeur et en direction. En d'autres
termes, les normales/,,/a aux orbites sont les côtés d'un parallélo-
gramme dont la diagonale est la normale K au plan invariable. Soit
encore P la normale au plan des trois corps. Si l'on mène par la nor-
male P trois plans qui passent par les normales/,/, K, ces plans se-
ront évidemment perpendiculaires aux intersections du plan des trois
corps avec les orbites et avec le plan invariable, c'est-à-dire aux rayons
vecteurs p^ p ^ et au nœud N du plan des trois corps, et si on les fait
tourner de 90 degrés autour de P, ils passeront par po p^ et N. Or, ces
trois plans renferment les côtés et la diagonale du parallélogramme/,
/, K, lequel les suit dans leur rotation autour de la normale P, de
manière que les angles (P,/), (P./), (P, K) restent toujours les
mêmes. Ces trois angles, que je désignerai par 9^ 5 2 et I, représentent
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donc toujours les inclinaisons des plans des orbites et du plan inva-
riable par rapport au plan des trois corps; seulement Ici droite/^ est
maintenant dans le plan (P, ^), la droitey^ dans le plan (P, p a ) » 1^ dia-
gonale K dans te plan (P, N). Si nous projetons le parallélogramme sur
3a normale P, nous avons

(99) ' K cosï ==fï COS^-I-J^COSÉL.

Si nous le projetons sur le plan des trois corps, la projection forme un
parallélogramme dont les côtés /*,sin@i e t /as inôa coïncident respec-
tivement avec p^ et pa» et dont la diagonale K sini tombe sur le nœud N.
Il s'ensuit que les quantités f^ s inô , , j^sin^» c'est-à-dire les deux
composantes des vitesses aréolaires qui sont perpendiculaires au plan
des trois corps, peuvent s'exprimer par KsinI et par les angles que les
rayons vecteurs p^ p^ forment avec le nœud N. On a, en effet,

ftSinQt ___ fîSinÔï __ Ksinï
( î 00 / -!——:————— —— —— -:——:————— ——! -—:——-—————- 3sm^» smUt sm(i, 2)

en désignant par u^ u^ les distances des rayons vecteurs au nœud N de
leur plan, et par ( ï , 2) === u^— u^ l'angle compris entre p ^ et p ^ . -Or,
KsinI peut s'exprimer par KcosI ou par la somme des composantes
/t cos^ , /a ^s^â qu1 représentent le mouvement aréolaire dans le plan
même des trois corps. Il s^ensuit que ces deux composantes et les an-
gles iii, u^ suffisent à exprimer les composantes /, sin^, f^sÏnQ^, et
par suite les aires/oya elles-mêmes. On a, par exemple,

„, „, ,/, K^in2! ./;=/îcos-^^^-^xn-^

^/;cos^.+^^^[K^(^cos^+/.cos0.^

La force vive du système peut donc s'exprimer par les rayons vecteurs p ,
les vitesses radiales p', les distances au nœud u et le mouvement aréo-
laire/cos0 dans le plan des trois corps. La fonction des forces ne ren-
ferme que les rayons p et Fangle ( î , a), qui ^st la différence u^ — u^ II
en résulte que la fonction H == T — U peut être exprimée par les huit
variables pi , ^3, rs^ ^2, u^u^f^ cos^/^os^» et on trouve que l'on
peut former un système de huit équations qui ne renferme que le mou-
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vement des rayons vecteurs dans leur plan. C'est là le résultat obtenu
par Edmond Bour dans son Mémoire sur le Problème des trois corps ( ¥ ) .
Si l'on pose avec lui

gi==p,, y3==:p,,, P(==CT(, p2=^2,

Çs ==«,,, ^==^, ps=f,COSÔi, p4==J^COS@2,

l'expression de la force vive devient

i^^^p^JLp^J^^J^
, 1 W i ' 1 ma" W i Ç Î W2<7;(101) <

i K2— (j?3 -+- /?4 )2 ^1 gjsmg^ •+• ma q^ si^g,
{ 4" '"m.m.q^q2, sin2^— 94)

Le dernier terme disparaît si le mouvement a lieu dans un plan, qui
est alors le plan invariable. On peut aussi remplacer ^3, y ^ p s ^ PA par
leurs sommes et différences en faisant

. 7Î3 ==g3——^==( l , 2 ) , %4==Ç3+^,

l,=L(p^p,)^ ^^(j^+^^KcosL
It 3 3

E. Bour démontre que ces variables forment un système canonique,
de sorte que le problème se ramène encore ici à l'intégration de huit
équations du premier ordre. Pour mieux montrer les rapports qui
existent entre ces nouvelles variables et celles que j 'ai employées
jusqu'ici, j'écrirai les relations suivantes :

cos(ï, 2) == cosul cosu2-+- sinL/i sinus cos(?4— ^ 2 ) ?
coslsin(i, 2)=== cosvi s inu^cos^— cosuas inu i cos^i,
sm0tSin( i , 2)= sini/a sin(?ii— Àa), s inïsin^^sinui sin^,,
s in02Sin( i , 2) = sinvi s in f^ i—-^) , sinlsing< ^sin^sin^.

(*) Journal de VÊcale Polytechnique, XXXVIe Cahier, ï856, p. 5o. Le tableau de la
page 54, où l'auteur réunit les valeurs définitives de ses variables^ renferme deux erreurs:
il faut, dans les expressions de /^ et de 7^, remplacer les facteurs ^.et j^ par w et v, y,
respectivement.
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On a encore
., , K2--^,-^)2 . ,
^-^^^n^i^51^--

tang-u. = ——-Ajlfllîir-^ ^....
p4 sm^+^3 sm^3cos(ç3- -Çî }

19. Pour le mouvement des trois corps dans un plan, on aurait
î,t=:^===o, y;-{-jf;:=K, (i, 2)== ua—ui ;

la fonction H ne renfermerait donc que les six variables p i , pa? ^ i » ^2»
( i , 2) et/, ou/a* O11 aurait

^__ ^_ ^H rf ( i , 2) __JII JH
^ "" df- d(i^) et "^"""^'"d/:7

ou bien, en posant/( —/a == ay,

rf9_ rfH rf(i, 2) rfH
(102)

^ Û?(ï, 2} . <^ ~~ f/y

Le nombre des variables indépendantes se réduirait ainsi à six, et on
aurait en outre l'intégrale des forces vives

(I \ 2 /ï \ 2- K 4 - ( p \ / i K _ ( p \
H = — — ^ — — ^ 4 — — 2___! +^. 2___! - U ~ A o

^^i t 2^2 2 2^ p, / ^ 2 ^ \ P. / u — / 4 -

Si l'on désigne par Ho ce que devient H lorsqu'on y fait <p == o, l'éli-
mination donne

d(^ ^ ) . / ~ A ï ï } [ î " " ' ^ " ^ ^ K 7 ? " " ! T T 2
-^^^.(/^HJ^+^)+^^-^).

On peut encore de la même manière remplacer <p dans les expressions
de "̂  et de -^? et le problème du mouvement de trois corps dans un
plan se trouve alors réduit à l'intégration des quatre équations simulta-
nées du premier ordre

(io3) ^==^~^-^~6^Iil22r~/7^
-^ ^- R.~"K.~ R,(-^
V'i ^
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ou R j , Ra, Rg sont des fonctions des cinq variables p ^ , pa, ^o ^2» ( ï » 2).
Tout le reste reviendrait à des quadratures. L'avantage de cette réduc-
tion est cependant bien mince, vu la complication des dénominateurs.

20. Pour terminer, je ferai voir comment les systèmes canoniques
peuvent être obtenus par la méthode d'Hamilton. Soit Q la longitude
du nœud des trois corps, 1 étant l'inclinaison de leur plan. La rotation
de ce plan peut être composée d'une rotation d\ autour du nœud et
d'une rotation sinl^û autour d^n axe perpendiculaire au nœud, ou
bien de deux rotations correspondantes autour de deux axes p et (p ) ,
qui font avec le nœud les angles u et 90° d- u. La dernière représente
la quantité • / s ln dont le rayon vecteur p sort du plan primitif des trois
corps; il s'ensuit, si nous désignons par ^/, F les dérivées de Q, I, que

(104) ^(û' sini cosu — F sin^)==:jfsin0.

La dérivée u' s'obtient en ajoutant à Fangle €/cos 5 que p décrit dans
le plan des trois corps, la quantité — fY cosi, qui provient de la rota-
tion du plan autour de Faxe perpendiculaire au nœud; donc

(105) ^(Q' cosi + ^)=/cos0.

Les quatre relations que Fon déduit de ces formules, en donnant aux
variables les indices i et 3, permettent d'exprimer H par les quantités
p, p ' , Uf u! et I, F, iÏ; mais les trois dernières s'éliminent par les inté-
grales des aires. En effet, les formules (100) et (io4) donnent

, . , / . , K /sin2^, sin^A i VPs ïn 2 ^
( r r\r\ } 0 • — " • _______________ ( ._______ i _______ \ —- ._______. ^ «^________, ,1 w} sinîÇu,—u,)\^^ ' ^.p; /""Ksm2!^ W

De même, (99) et (io5) donnent

(107) Vw^û'cosI-f-^^^KcosI.

On peut donc écrire

(108) 2T=V ^p /2+V^p2(Q'cosI-^• ^)2-4-V ^(û'sinIcos^—Fsm^)2 ,
Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome V. 47
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ou bien

(108 bis) 2T==y ^/2+V p.^{Q' cosi -4- i^)2-^ Q'K sin2!.

Si nous prenons pour T l'expression (108), les intégrales des aires
peuvent s'écrire

, , dT „ dT dT( Î09) . do/^9 dï^09 T?!^
et la troisième conserve cette forme, si nous remplaçons (.108) par
(loSbis). Il s'ensuit qu'il est permis d'éliminer û\ F, 1 par les intégrales
des aires, dans l'application de la méthode d'HamiIton, Soient p^ p^,
/?3, p^ les dérivées partielles de T par rapport à p\, pg , ^, u\, on aura

p,==^,p^ pa=^p^ p3=^ipî(û'cosl-+- u\), ^^^p^û'cosï -4- //J;

par conséquent

.T^^+^+A+^+^^ç-4^^',
P'I P-2 ^IPÏ ^2 PJ K.

la quantité û' étant toujours la fonction définie par (106). On voit que
les variablespi,j?2 sont les conjuguées d e p i , p a » ^ P ^ ^ P A celles de u^ ^•
La longitude du nœud Q s'obtient par une quadrature à l'aide de la
formule (106).

On peut encore remplacer les variables u^ u ^ p ^ . p i , par leurs sommes
et différences

^k==-pï—p^ 2^4=1=^34-^4 ==KcosI,
7?,3 === ^i— z^a ==:(î, 2), ^s == ̂  4-^

et les variables 4, l^ sont alors les conjuguées de 7^3, ^4. Cela se dé-
montre directement, en substituant dans la formule (108), -E- n^ ± ï- n\ a
la place de u1', on trouvealors que 4 et l^ sont les dérivées partielles
de T par rapport à 7/3 et n^. La variable n^ représente l'azimut de la
bissectrice de l'angle (i , 2).

M. Brioschi (^) a établi ces formules d'une manière différente.

(*) Comptes rendus des séances de F Académie des Sciences, t. LXYÏ, p. 710.
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En prenant pour axes mobiles la normale P au plan des trois -corps
et les deux bissectrices de l'angle co formé par les vecteurs p i , p a <
M< Brioschi arrive à exprimer T par les variables p ^ , p^ P'i» P'a» c^ OJ/1

et par les rotations du système autour des trois axes mobiles, lesquelles
dépendent de I, I', Û', y, <p' (I étant toujours l'inclinaison du plan des
trois corps, y = • ï-(^, •+• ^2) la longitude du nœud comptée dans ce

2

plan, Q. la longitude du nœud dans le plan invariable). Il introduit
alors les dérivées^,, pa, y, de T par rapport à p\, p^, 00', et ayant éli-
miné F, Û', (p'par les intégrales des aires, il forme avec les six variables
p i » p2» ^» P t ^ p s j y ^û système canonique. M. Brioschi ne s'aperçoit
pas que y et KcosI sont conjugués, et que &o, q, 20?, ^ KcosI sont les
variables n^, /g, n^ l^ de Bour.

21. On peut d'ailleurs éliminer le nœud sans recourir à la transfor-
mation de Jacobi, c'est une remarque qui a déjà été faite par M. Syl-
vester^). Voici comment nous y arriverons. Proposons-nous de trouver
les coordonnées se, y des trois corps dans leur plan, avant de connaître
la position de ce plan par rapport au plan invariable (elle sera donnée
plus tard par l'inclinaison 1 et par la longitude du nœud û). Prenons
le nœud pour axe des *r, et l'origine au centre de gravité; nous aurons
\mx === o, Vmy === o. Le déplacement du nœud dans le plan des trois
corps étant égal àû'cosi, il est facile devoir que les vitesses des corps,
estimées suivant les axes des x et desj, s'expriment par oc' —jQ'cost
etJ/-4- ^Q'cosl. La composante normale au plan des trois corps est
^n'sini —jr; par conséquent,

2 T ==Y m ( x1 — y01 cos l )2

1 4-ym(y /+.rû'cosI)2-+-ym,(^Q /sinI--7^J2.
I IO)

Les intégrales des aires peuvent être présentées sous la forme (109),

( * ) À la fin du Mémoire intitulé On thé motion of a rigîd body [Philosophie al Transac-
tions 1866) M. Sylvester n^a pas publié la méthode par laquelle il obtient ce résultat.

47.
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les plans de projection étant alors le plan invariable et deux plans per-
pendiculaires, menés par les axes mobiles des x et des y. Si nous
projetons sur le plan des trois corps et sur deux plans perpendiculaires
qui passent par les axes des x et des y, il vient

/ a/cosIV/n(^^72)+Vm(.y7/--y^')==Kcosï,

(ni) iTsinI ^ mx^ — F > mxr-=. K sinï,
LÀ ^u

Q! sinï y mxy — F y my2 = o.

Il résulte des deux dernières équations de ce groupe que la force
vive qui provient de la composante normale s'exprime par Q'Ksin2!,
comme nous Pavons déjà trouvé plus haut; par conséquent

(112) 2T==Vw(^-7^cosI)24-Vm(y /+^û'cosI)2-+-Q'Ksm2I.

Les mêmes équations donnent pour 12' la valeur suivante :

S^72MK(n3) ^
mi mi Wa 4^2

où M est la somme des trois masses, et A l'aire du triangle des trois
corps. On a d'ailleurs 2 A ^ 2 -^ 2 ^ ̂ ^^-^^ ̂  ̂ ^-J^a.1 M m^ mi ma

La variation de Q est donc proportionnelle au moment d'inertie du
système autour de la ligne des nœuds^ divisé par le carré du triangle
des trois corps; elle devient infinie pour A = o, parce que le plan des
trois corps cesse d'être déterminé quand ces corps se trouvent sur une
ligne droite. Ce cas doit être exclu de notre analyse. En outre des
variables Q', I' et I, qu'il est permis d'éliminer par les Intégrales des
aires, comme je l'ai déjà dit plus haut, l'expression de la force vive
renferme les douze variables x , y , x ' , y', dont le nombre se réduit à
huit par les quatre équations ̂  mx •==. o, y mx' ==o,. . . . Si donc nous
supposons ^3,^3, oc^,y\ éliminées, les coordonnées x^ y^ x^ ja tor-

rîT y/nr ^7nr /JT'
meront un système canonique avec-7—î -7—^ -j—? —• Pour obtenir

^i ^Ti ^2 ^a
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ces dérivées partielles de T, nous devons différentier l'expression ( 1 1 2 )
en traitant Q' et 1 comme des constantes. Au lieu d'éliminer ^^V^
nous pouvons d'ailleurs tenir compte des équations de condition par
deux multiplicateurs a, |3, en ajoutant à T l'expression

'S^ l̂/ce y m^4- ̂ Y my' "

On trouve de cette manière

(n4)
p ==. -7—7 -=. m[xf—j-L^COsI -h a),

U X

yrp

q = ̂ _ :̂ m{y' •4- .riî'cosï 4- (3).

Si nous ajoutons les trois /?, il vient ^ j D ^ M a ; de même

y q = MjS. On a ensoiïe

(n5) V(ç^—^7J=Kcosï ,

et finalement

-«"-S^-^^——îE^-''.-']'-
Or nous pouvons choisir a et |3 de manière que p^ == ^3 = o; il ne

reste alors dans T que les huit variables canoniques x^ x^ y^ ja,
P ^ P ^ - ç « > ^2? si "oi15 substituons pour SI' l'expression

rv ^ M ( m, y2 -4- m,y^ ) — m. m^ (y, — ya )2

^ Q^K————Mm7m;(7.^-^^.7———5

qui se déduit de (i i3). Nous avons dès lors
dx ___ dïl dp _ _ (Ht rfr _ rfH dq __ dîï
~di ~~ ~dp' dt ^ dx ' dl ~~ dq ' dt ~~' dy '

c'est-à-dire sept équations du premier ordre, dont on connaît une in"
té°Tale, H= À. L'inclinaison 1 est donnée par la formule (n5), la lon-
gitude û se trouve par une quadrature. Les variables p^ q sont ici les
vitesses relatives des corps m^m^ par rapport à Wg, car nous avons
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-^ == ̂  — ^ — (y,, —y^iycosï == — Xg 4- ya fî 'cosi, en désignant/n'i i ,t- .
par x^ == «Xa — ^3, x^ == ^3 — <z^,. . . les coordonnées relatives des trois
corps dans leur plan.

22. Les coordonnées relatives x, y forment à leur tour des systèmes
canoniques avec les vitesses ^—jiYcosL j'+.rû'cosi, des trois
corps par rapport an centre de gravité. On peut enfin remplacer les
ÛG, y par les rayons vecteurs et les azimuts des trois corps, ou les x, y
par les distances mutuelles des corps et par les azimuts de ces dis-
tances; toutes ces substitutions conduisent à des systèmes canoniques
de huit variables. Pour le démontrer, il me suffira de faire remarquer
que la formule (12) indique l'existence d'une transformation orthogo-
nale par laquelle les coordonnées relatives de trois corps dépendent des
coordonnées rapportées au centre de gravité. La formule en question
peut s'écrire

( Î Î 8 ) m^^i(^i})=^mi{{xl}}?

où m2 = --—/r—3" II en résulte que la substitution a lieu entre les va-

riables \lmiOCi d 'une part, et ni-^L de l'autre, et que l'on peut rempla-
</m; A

cer mx, my, mz par mx, my, mz dans les formes quadratiques telles
que la force vive, le mouvement aréolaire, les moments d'inertie, etc.
L'équation (116) subsistera donc, si les lettres p , q représentent les
i . • / m ûTI m dT . , m p ma .dérivées — -,-•> — -j-^ ou si nous remplaçons p , q par —L? —l) ce qui
donne

(^^S^p2-1-^
(S^)^ (S^Y, ^., Q'rvr ^.—————^—————4-Ki2'--^|^(qx-py)J,

On a ensuite

^-=x',-^Q'cosî, -pî=:-;c,+rlQ'cosI,. . . .
Tîlï fïît



DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE LA DYNAMIQUE. S^Ô

Pour trouver les variables conjuguées des rayons vecteurs et des azi-
muts, on n'a qu'à différentier l'expression (m8) en tenant .compte des
équations de condition y mpeosu = o^mô sma == o; je me dispen-
serai de développer les calculs.

La substitution orthogonale indiquée par l'équation ( î i 8 ) est la
suivante :

^i Y•x.^^+^^w,...

(120) i M^i == ^3X3 — m^x'î + m y x,.. ..

m, s^""3
^-^=x.- -^ >x

et , si nous considérons toujours les quantités ^mx et n^: comme les
\/?n

variables de la transformation, les neuf coefficients sont

m, V^i m^ + ̂ â M \/m^ Wi — ^maM.̂, ^ , ^ ,

Cette transformation porte d'ailleurs aussi sur la forme d^àV, qui
devient > — û P x c ^ x , la somme devant s'étendre aux neuf coordon-

L»À m

nées relatives x, y, z, et nous avons pour toutes ces coordonnées

^x • dV
m2 -7-- ==W -T-îri^2 ûfx

si dans la fonction des forces nous remplaçons les différences ̂ 2—^3, . , .
i • ^i T^par les expressions x ^ — •,. y x,....

FIN DU TOME C I N Q U I È M E .


