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SUR UNE TRANSFORMATION

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES |

DE LA DYNAMIQUE,

Par M. R. RADAU.

Les équations différentielles qui expriment le mouvement d’un sys-
teme libre peuvent étre présentées, comme on sait, sous plusieurs
formes, dont chacune a ses avantages particuliers. L’une des plus
simples est celle ol les secondes dérivées des coordonnées par rapport
au temps sont égalées aux dérivées partielles d’'une méme fonction,
appelée fonction des forces.

On peut toujours employer cette forme quand les mobiles ne sont
soumis qu’a leurs attractions mutuelles. Dans ce cas, la fonction des
forces ne renferme que les différences des coordonnées, circonstance
qui facilite singulierement la solution du probleéme. 11 en résulte d’a-
bord que la somme des dérivées partielles de la fonction des forces par
rapport aux coordonnées de méme nom s’annule, et cette remarque
fournit immédiatement trois intégrales sous la forme de relations
linéaires entre les coordonnées homonymes et le temps : ce sont les trois
équations qui établissent le mouvement rectiligne et uniforme du
centre de gravité. Grace a ces trois intégrales, la recherche du mouve-

ment absolu du systeme se réduit 2 celle du mouvement relatif des
~ différents corps. Si on connaissait & chaque instant la configurasion du
systeme, ou la situation relative des mobiles autour de leur centre de
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gravité, on en trouverait les positions absolues par une simple addition
(en supposant toutefois qu’il fit possible d’avoir les valeurs numeriques
des six constantes qui déterminent la trajectoire du centre de gravité
dans I'espace).

Ainsi la forme particuliére de la fonction des forces, qui ne dépend
ici que des distances des mobiles ou des différences de leurs coor-
donunées, nous dispense d’en déterminer le mouvement absolu. Il nous
suffit de chercher les positions relatives des différents corps, et c’est Ia
d’ailleurs la question principale lorsqu’il s’agit du systeme solaire, car
nous ne connaissons pas de point fixe dans 'espace qui pourrait nous
servir de repere pour y rapporter le mouvement absolu du soleil et des
planétes.

Les équations différentielles du probleme se prétent d’elles-mémes &
cette réduction; on peut, sans rien changer & leur forme, transporter
Uorigine des coordonnées au centre de gravité. Un systeme libre se
meut donc autour de son centre de gravité comme autour d’un point
fixe. Comme les équations différentielles restent les mémes, soit qu’on
prenne pour origine des coordonnées un point fixe ou qu’on rapporte
tout au centre de gravité du systeme, les intégrales sont aussi les
mémes dans les deux cas, aux constantes pres. Les trois équations

linéaires qui, dans le premier cas, ont la formez mx = A + Bt

prennent dans le second la formez mx = o, que 'on obtient en fai-

sant A =B =o0. Les intégrales des forces vives et des aires s’énoncent
d’une maniére identique dans les deux cas. Le principe des forces vives
nous apprend que la différence entre la demi-force vive du systeme et
Ia fonction des forces est une constante. Le principe des aires nous dit
que la quantité du mouvement aréolaire dans un plan quelconque, ou
la somme des produits des masses par les projections des vitesses aréo-
laires sur un plan quelconque, est une constante. Ces principes sub-
sistent aussi hien pour une origine fixe que pour les coordonnées
rapportées au centre de gravité. Il n’y a de changé que les valeurs
numériques des constantes. ' ‘
Sous les deux formes que nous avons considérées jusqu’ici, le pro-
bleme des » + 1 corps dépend de 3n -+ 3 équations de second ordre. 11
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est facile d’en réduire le nombre 4 3n seulement, et on y arrive de
plusieurs manieres. On peut d’abord placer ’origine des coordonnées
dans I'un des mobiles, que 'on considere alors comme un corps central
autour duquel se meuvent » planetes. Cette fiction convient particu-
litrement aux systemes qui renferment un corps de masse prépon-
dérante, par exemple au systeme solaire. Si on retranche les trois
équations du corps central des 3n équations des planetes, on obtient
3 n équations différentielles pour les coordonnées relatives des planktes
rapportées au corps central.

On peut, en second lieu, prendre pour origine le centre de gravité

et profiter des trois relationsmez o;zmyz 0,2 mz = o pour

éliminer les coordonnées «,, ¥,, 3, du corps central; on obtient alors
3 n équations pour les coordonnées des planetes rapportées au centre
de gravité. Mais dans les deux cas on sacrifie 3 la fois la forme des
équations différentielles et celle des intégrales. Les secondes dérivées
des coordonnées par rapport au temps ne sont plus représentées par les
dérivées partielles d’'une méme fonction, et les intégrales fournies par
les principes des forces vives et des aires revétent une forme assez
compliquée. Ainsi, lorsqu’on prend pour origine le corps central, les
forces vives et les vitesses aréolaires des différents corps par rapport &
I'origine des coordonnées sont remplacées dans les intégrales par les
forces vives et les vitesses aréolaires relatives de tous les corps pris deux
a deux.

Ces inconvénients peuvent étre évités au moyen d’une transformation
linéaire dont Jacobi a indiqué le principe dans son Mémoire sur I’¢li-
mination des noeuds dans le probléme des trois corps (*).

Je fais voir que cette tranformation peut étre considérée comme une
substitution orthogonale entre deux systemes de variables, qui sont,
d’un coté, les coordonnées absolues des »—+ 1 corps donnés, et, de
I’autre, les coordonnées de n + 1 masses fictives, dont une est la masse
totale du systeme, placée au centre de gravité.

Une substitution orthogonale, appliquée simultanément a deux sys-
temes de variables x, 2,,...,2, et &, &,,..., «,, auxquelles on

(*) Comptes rendus des séances de 1’ Académie des Sciences, 18 aolt 1842.

Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure. Tome V. 4o
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substitue les systemes &y, &,,..., &, et &;, &, ,..., &,, laisse inlacte la
forme de la somme &, &, + 2, &, + ... + 2, &, que je désigne par le

symbole S:Z((x)), de sorte que 1'équation

Y=Y (&)

exprime le résultat d’une substitution orthogonale double. Comme il
s’agitici de relationslinéaires, on peut prendre a la place des variables
leurs dérivées; en outre, on peut remplacer chaque produit xa’ par
une somme de produits semblables. Il s’ensuit que ((«)) peut repré-
senter le carré d’un rayon vecteur, la force vive, la vitesse aréolaire,

ou le produit d*».dz, et que la somme § sera tour a tour la force vive

du systeme, le mouvement aréolaire, la variation ¢ U de la fonction des
forces, ou telle autre expression formée d’une maniére analogue. On
en conclut qu’une substitution orthogonale, appliquée aux coordonnées
d’un systeme de points matériels, ne change rien a la forme des équa-
tions différentielles du mouvement, ni a celle des intégrales des forces
vives et des aires.

On obtient en outre une réduction du nombre des inconnues, si on
fait figurer parmi les nouvelles variables les coordonnées du centre de
gravité du systeme, lesquelles sont connues par les trois intégrales du
centre de gravité. Elles disparaissent d’ailleurs des intégrales et des
équations différentielles, et le probleme se réduit 2 un probleme du

mouvement de n corps autour d’un centre fixe. La somme § ne se com-

pose plus maintenant que de ntermes, et elle est égale & la somme
analogue, composée de n + 1 termes, que I'on obtient en rapportant les
corps donnés a leur centre de gravité.

Les coefficients de la substitution qui fournit ces résultats ne sont
pas complétement déterminés. Cependant, ce n’est point simplement
une substitution orthogonale du degré n+ 1, car la condition que I’on
introduit en faisant figurer parmi les nouvelles variables les coor-
données du centre de gravité, détermine une partie des coefficients. Je
fais voir que les coefficients peuvent étre formés a I’aide des coefficients
d’une substitution orthogonale du degré n. Dans le cas de trois corps,
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c’est done une substitution binaire qui fournit les coefficients de la
substitution ternaire demandée.

On peut d’ailleurs rédnire la somme § 3 » termes d’une manitre

directe. Il suffit pour cela de rapporter le deuxieme corps au centre du
premier, le troisieme au centre de gravité des deux premiers, le qua-
trieme au centre de gravité des trois premiers, et ainsi de suite, pourvu
qu’en méme temps on modifie légerement les masses. Les relations
linéaires qui existent entre ces coordonnées et les anciennes consti-
tuent un cas particulier de la substitution orthogonale dont je viens de
parler.

Un autre cas particulier est celui ol la transformation se réduit &
un changement d’origine des coordonnées, les masses fictives étant
simplement celles de n corps du systeme, que I'on peut appeler les
planetes. Le systeme transformé est alors le systeme planétaire, rapporté
a un point mobile qui a beaucoup d’analogie avec le centre de gravité
et que j'appelle le point canonique, parce qu’on retrouve la forme
canonique des équations du mouvement en le prenant pour origine.
J’arrive ainsi au théoreme suivant.

« Dans le mouvementd’un systeme libre de » + 1 corps, soumis seule-
ment & leurs attractions mutuelles, il existe » + 1 centres qui ontchacun
pour n corps les mémes propriétés que le centre de gravité possede
pour le systeme entier. Rapporté a I'un de ces centres, le mouvement
de n corps du systeme a lieu comme autour d’un point fixe. Pour trou-
ver ces centres, que j'appelle les points canoniques, il suffit d’attribuer
a tous les corps des masses fictives égales aux racines carrées de leurs
masses véritables, et & leur centre de gravité une masse ym, égale i la
racine carrée de la masse totale m du systeme, puis de chercher les

n+ 1 centres de gravité de la masse ym combinée successivement avec

chacune des masses yme,. »

Faisant ensuite I’application de ces formules aux problemes des trois
corps et des quatre corps, je montre que 1'on peut obtenir les coeffi-
cients de la transformation générale d’'une maniére tres-simple, en
prenant pour point de départ la transformation spéciale par les centres
de gravité successifs. Les arbitraires de la substitution se présentent
alors sous la forme d’angles auxiliaires.

fo.
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Lorsqu’on veut appliquer I'une de ces transformations au systeme
solaire en général, ou a la théorie de la lune en particulier, on peut
toujours déterminer les coordonnées des masses fictives de maniére
qu’elles s’écartent tres-peu des coordonnées relatives des corps donnés;
en d’autres termes, on peut remplacer ces corps par des corps fictifs
qui occupent des positions tres-voisines des véritables. Cela permet de
considérer les nouvelles coordonnées comme une premiere approxima-
tion des coordonnées cherchées; on obtient I’expression rigoureuse de
ces dernieres en ajoutant & la coordonnée de chaque corps de petites
fractions constantes des coordonnées des autres corps. C’est comme si
chaque orbite était corrigée a 'aide d’une série d’épicycles semblables
aux autres orbites. ‘

En dernier lieu, j'applique encore au probleme réduit la transfor-
mation par les coordonnées polaires, et j’exprime les dérivées des nou-
velles variables par les dérivées partielles de la fonction des forces U.
Faisant Papplication de ces formules au probleme des trois corps, je
montre que ce probleme se réduit tres-simplement a l'intégration d’un
systeme canonique de huit équations du premier ordre, si 'on prend
pour variables les deux rayons wvecieurs, leurs distances au noeud des
orbites, les vitesses radiales et les aires ou vitesses aréolaires. Cela tient
a une circonstance importante, dont Jacobi a tiré un grand parti dans
son Mémoire sur le probleme des trois corps. Les plans des orbites des
denx corps fictifs se coupent toujours dans le plan invariable; la ligne
~des noeuds est done la méme pour les deux orbites, et les longitudes des
neeuds disparaissent aussi bien des intégrales des aires que de la fonc-
tion des forces. Le principe des aires fournit alors deux relations qui
permettent d’exprimer les inclinaisons en fonction des aires, et 1'on
arrive 4 huit équations qui ne renferment que des éléments relatifs aun
mouvement dans les deux orbites, & savoir : les rayons vecteurs, leurs
distances a l'intersection des orbites, les vitesses radiales et les vitesses
aréolaires; le plan invariable a disparu. On pourrait aussi obtenir un
systeme canonique de huit équations en éliminant le nceud du plan des
trois corps; ¢’est ce que Edmond Bour a fait en 1856.

Si des huit équations du premier ordre on élimine encore la diffé-
rentielle du temps, elles se réduisent a sept équations, dont on connait
déja une intégrale, H=~A. On peut donc dire que le probleme a été
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ramené a I'intégration de six équations du premier ordre. Ce résultat
avait été déjh obtenu par Jacobi (quoiqu’il ne I'ait pas dit d’une ma-
nigre explicite), mais ses équations n’ont pas la forme canonique.

1. On appelle substituzion orthogonale une transformation linéaire
qui se renverse par une simple rotation du carré des coefficients autour
de sa diagonale, rotation par laquelle les lignes deviennent colonnes,
et vice versd. La substitution orthogonale est donc représentée par la
formule ,

:

(1) x; —‘22 Cankny Ei 220/15 L

Les coefficients d’une substitution orthogonale doivent satisfaire aux
relations suivantes :

A A
z Chi Chk == 0O, E Chi Chi =1,
(2) ou bien
h A

2 | it Ot == 05 2 Cit Cit == ¥

A chaque combinaison d’une variable ; avec une variable &, corres-
pond un coefficient c;, on a

o — z‘/x; . (i&g

Y=dE T da

La formule de transformation (1) s’applique d’ailleurs, non-seulement
aux variables x et £, mais encore & leurs dérivées dx et d& et aux ca-
ractéristiques D, et Dy; on a, par exemple,

k A
D, :E caDg,, Dy :2 ouD, -

Si la méme substitution orthogonale intervient simultanément entre les
variables x et £, et entre les variables y etyn, on a

i h,k i

Z x; ¥ ———2 & 771:2 Cit Cike
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Or, grice aux relations (2), tous les termes de cette somme pour les-
quels A differe de £ disparaissent; il ne reste donc a droite que les pro-
duits &, 14, et nous pouvons écrire

(2 bis) Z xy :2 En.

Cette équation a une signitication symbolique. A la place des systemes
conjugués x, & et ¥, u, on peut évidemment prendre deux systemes
quelconques, assyjettis aux mémes relations linéaires. On peut donc
remplacer y et » par x et &, ensuite x et £ par dx et @&, et ainsi de
suite, ce qui donne

Zx==2gz, Edaf=—_—2d£2, Exdxzzgdz_, ED;—_—EDg,...,

ou D* signifie une seconde dérivée ou le carré d’une dérivée premiere.
On peut aussi ajouter ou retrancher plusieurs égalités de cette espece,
de sorte que, si la méme substitution a été appliquée a an troisieme
systeme de variables conjuguées z et §, nous aurons

2(“’+J”+Z’) =2(E‘ + 0+ &),
¥ (da 4 dyr + d2) =Y (2 + d? + 23,

N (wdy —yde) =Y (£ dn—ndy)

Si les variables « satisfont & un systeme d’équations différentielles du
d*z; _ dU C oy

type — = 7> les variables £ seront assujetties a satisfaire a un sys-
teme tout semblable. En effet, si dans I'identité {2 bis) nous rempla-
cons xy par d*x.dx + d*y.dy+d*z.0'z, nous avons, en étendant la
somme a toutes les variables,

a3t d*x

T =Y ST =0,

& _du
de* — dE

d’otr il suit que
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Il en est de méme & I'égard des systemes canoniques de la forme

dp _dH_ dp __dn
717_(1[)” dt _Qd‘p )

Si la substitution intervient simultanément entre les variables p et ¢,
p'etq’, on aura, en vertu de (2 bis),

_N'(ap s _dp' s \_\'[49 dq’
SH= Z( 3p ——mép)_2<d—t—6q— 2 aq)

dg dH dy  dH
a’T"Z{?’ dr — dg.

d’olr

Je représenterai par le symbole ((«)) le produit de deux quantités
assujetties & la méme substitution linéaire, ou bien une somme de plu-
sieurs produits de ce genre, de sorte que ((«)) représentera tour a tour
I'une des expressions

zy, x, ¥y, K24y, 2P yr4z, ...,
zdzx, zdy, xzdy—pydz,...,
dz?, dz*+dy*+d=,. ..,
d*xdx, d*zxdx +d'ydy -+ d*z03,...,
zD,, D2, D.D,...,

et ((§)) I'expression correspondante dans les variables &, 4, &, liées
aux premigres par la transformation linéaire dont il s’agit. Le résultat
d’une substitution orthogonale peut alors s’exprimer par I'équation
symbolique

(3) Y==Y.

Si les parentheses renferment les différences x; — x;, & — &, on les
traitera comme les variables x, & elles-mémes, de sorte que ((x; — x,))
représentera le carré (x; — a5)*, ou bien (dx; — dz,)?, ou une autre
expression semblable du second degré.

Nous pouvons maintenant écrire y'7z; z; a 1a place de «;, et Ve Eiala
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place de &;. Les formules de transformation deviennent, dans ce cas,

h A
Vi z; _—_2 caVuitry, Vpiki =z cuNmu zu,

et I'équation symbolique se change en

(4) Nomen=Y, ()

Cette forme est commode lorsque les variables «, y, z représentent les
coordonnées d’un systeme de points matériels. Nous supposerons que
le systeme se compose de n—+ 1 points qui ont les masses mo, m,,. ..,
m, et qui se meuvent librement dans I’espace sous I'influence de leurs
attractions mutuelles. Les &,1, ¢ seront les coordonnées de n + 1 corps
fictifs ayant les masses gy, fys..., ttn. Le symbole ((«)) représente alors
le carré du rayon vecteur, ou le carré de la vitesse, ou le double de
’aire que la projection du rayon vecteur décrit dans un plan quel-
conque, ou le produit de la force accélératrice par la variation d, ou
une autre fonction semblable des coordonnées.

On sait que xdy— ydx est le double de l'aire que la projection
du rayon vecteur sur le plan des ay décrit dans le temps di. Jappel-

zdy —ydz xdy —ydx

7 i le mouvement

lerai la vitesse aréolaire, et m

arcolaire dans le plan des xy <par analogie avec la quantité de mou-

vement m %) La formule (4) nous apprend alors que la substitution
orthogonale reproduit sous leur forme primitive :

La somme des produits des masses par les carrés des distances ; les mo-
ments d’inertie; la force vive du systeme; le mouvernent aréolaire dans
un plan quelconque; la variation de la fonction des forces.

En effet, si on tient compte des équations de mouvement, la for-
mule (4) donne

d:raU=2m<d2xax+ d*y dy + d*z33)

=E i (d2% 8E + don 0 + d*83%),
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Il s’ensuit qu’un systeme d’équations de la forme

m d*x _dU
der T dx
se change par la substitution en un systeme semblable

At dU
b T dE

2. Les massesu sont en général arbitraires, et on pourrait les prendre
égales & l'unité. En effet, ce qui se détermine par la substitution, ce

n’est ni la coordonnée £ ni la masse w, c’est le produit y & ou bien
£%, que I'on peut représenter plus simplement par £.
Nous ferons toutefois une exception pour la masse p,. Nous convien-
drons qu’elle représente la somme m des masses m;,

Huzm:m0+”zl+---+”1m

et nous la supposerons située au centre de gravité du systeme donné.
Soient X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité, nous aurons

Eo:X; ﬂo:Y: =12,
et

to b= mX :Z myZh,
(5) {La'ﬂo:mY ———Emh_}"h.
polo=mZ ngn Z4e

Cette condition détermine les coefficients ¢, dans (1). Il faut prendre

mpy

(6) Chy = H

pour avoir p.o&, =Zm,,xk,.... Il s’ensuit que

o\ b= m: X,

n

et, par conséquent,

1 —. s
(7) Zi— X = — Y iV piba
Vm; -

s

Annales scientifiques de I’ Ecole Normale supérieure. Tome V. 41
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Les formules (2) donnent encore

n

n
Z Chi v’m;. —o0 ou bien ¢y \/mu — ——2 Cri ¥ My,
I

(¢}
n
(8) Vi ki zzch;\/nn,(xﬁ—xo),
I

les sommes devant s’étendre depuis =1 jusqu'a ~=n. Les for-
mules (7) et (8) montrent que les 3~ variables &,, ., &y,.-+5 Ens 1y G
remplacent les 3n + 3 coordonnées x — X,y — Y, z — Z, dont l'ori-
gine est au centre de gravité. Cela tient & 'existence des trois équations

(9) Enzi(xi—X)z o, Zm,-(_r,-— Y);o, Zm,-(zi——Z)zo,

par lesquelles ces 37+ 3 coordonnées se réduisent & 3» variables in-
dépendantes. L’équation symbolique (4) devient & présent

n

(10) Y ) — m(x) =Y @)

o

On peut lui donner une autre forme trés-intéressante. On démontre
sans difficulté I'identité

ik

E memy (2 — 28) (Yi—yu) =E m;. 2 m;z;yi ——-2 m; x; Z m; 5y

que I'on généralise en I'écrivant de cetle maniere

(11) im; 171(,(( Zi— xp)) = mz m;((#;)) — ((2 m; 11) ) >

ol m=2 m;. Nous remplaceronsEm; x; par mX, et comme I'expres-

sion a gauche ne change pas, si on diminue tous les # d’une méme
quantité, par exemple de X, il vient, & cause de (g) et (11),

n

(12) 5 3 moma((we— )= Y mel(e)— m{(X) = Y e (= X)) = Ppu (81)-
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Dans la premigre somme, il faut donner aux indices ¢ et 4 toutes les

n(n—41)

valeurs depuis zéro jusqu’a n; elle se compose done de termes;

la seconde et la troisitme renferment chacune n -1 termes, la der-
niére n’a que n termes. La premitre dépend des differences des
coordonnées, ou bien des coordonnées rapportées & 'un des mo-
biles; la seconde est formée avec les coordonnées absolues ( par rapport
2 un point fixe); dans la troisieme figurent les coordonnées relatives

au centre de gravité; enfin la quatrieme contient les coordonnées des
corps fictifs.

3. Notre substitution orthogonale dans laquelle figurent parmi les
variables nouvelles les coordonnées XYZ du centre de gravité, a done
la vertu de réduire a n termes la somme

S :7!7—1,2"?" my ((2i— 1)) :zm,-(( z;—X)),

qui représente soit la force vive, soit le mouvement aréolaire d’un
systeme de n + 1 corps par rapport au centre de gravité, soit la varia-
tion &U, soit la somme des produits des masses par les carrés de leurs

distances au centre de gravité, soit telle autre fonction semblable des
coordonnées.

Le méme résultat peut aussi s’obtenir directement de plusieurs ma-
niéres. Ainsi, I'équation (12) montre que I’on aura

(13) S=Ym((z)

en prenant pour origine un point mobile défini par la condition
Vm, z,={m X =o.
Si nous choisissons le signe supérieur, nous avons
(Ymm, 4 my) 2o+ m, 2+ my 22+ . .. =o.

Soit A le centre de gravité du systeme, et B le point mobile & partir
duquel nous compterons les coordonnées. Les relations ci-dessus

fr.
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montrent alors que le point B sera situé sur la ligne qui joint m, au
centre de gravité A; on peut le définir le centre de gravité d’une masse
y m, remplacant m,, et d'une masse ym, située en A, ou bien le centre
de gravité du systéme, pris en ajoutanth m, la masse Vmm,, qui est la
moyenne géométrique de m, et de la masse totale m du systeme. SoitS le
lieu de m,, que j'appellerai le corps principal, et P le centre de gravité des
corpsmy,...,m,, quiserontappelésles planctes. Les quatre points S, B, A,
Pseront évidemment en ligne droite, ils partageront la ligne SP suivant
des rapports constants. En prenant m, pour unité des masses, on aura

T T I

SB:SA:BP::

l+\/;]—2 ym m—1

S'il ’agit du systeme solaire, et que m, soit le soleil, ym = 1,00067;
le point B occupe alors le milieu de SA et se trouve toujours compris
entre la surface et le centre du soleil.

Désignons maintenant par xyz les coordonnées rapportées au point
B, afin de les distinguer des wys qui se rapportent a un point fixe. La

. . 1
voordonnee de A par' I’ﬂppOI't a B sera ”‘7——‘-’7{01 et nous aurons
m
Xi— Xy =X;— X,

1
2 — X=X+ —= X,
n

V‘E (20 ~X): (1+ \/I_ﬁ) X, == -Z my, X;.

I

Les coordonnées héliocentriques des planétes deviendront

n

T 2 :
Xp— &y ==Xy — X = X A — Mp Xh,
1+ {m

3

elles se composeront d’un terme principal x; et d’un terme de correc-
tion égal & la coordonnée — x, du pointB; ce terme est de 'ordre des
masses planétaires et pourra étre considéré comme une perturbation.
La formule

(16) S =Y milx)=" wil(z)
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nous dit que les coordonnées xyz dépendent des anciennes par une
substitution orthogonale, comme les £4%. 11 s’ensuit que la force vive et
le mouvement aréolaire des planeétes rapportées au point B sont iden-
tiques & la force vive et au mouvement aréolaire du systeme entier,
rapporté au centre de gravité A. Le plan invariable est le méme pour
les points A et B. Eufin, les équations du mouvement ont la forme
canonique si on fait usage des coordonnées xyz, puisque I'espece d’in-
variant que je désigne par S peut représenter dU ou JoH. Cest pour
celte raison que j’ai appelé le point B le poinz canonique (*).

Comme il est permis de prendre pour 72, I'un quelconque des corps
donnés, nous avons la un théoreme général, dont voici I'énoncé :

« Dans le mouvement d’un systéme libre de n—+ 1 corps qui ne sont
sournis qu’a leurs attractions mutuelles, il existe n + 1 centres qui ont
chacun pour n corps les proprietés que le cenire de gravité posséde pour
le systéme entier. Rapporté a l'un de ces centres, que nous appellerons
les points canoniques, le mouvement de n corps du systéme a liew comme
autour d’un point fixe. Pour trouver les points canoniques, tl sujfit
d’attribuer a tous les corps des masses fictives €gales aux racines carrees
de leurs masses veritables, et a leur centre de gravité une masse \, m, égale
a la racine carrée de la masse totale m du sysieme, puis de chercher les

n - 1 centres de gravité de la masse \m combinée successivement avec cha-

cune des masses \m;. »
On aurait » +1 pointsanalogues en prenant — ym & la place de ym.

4. L’équation (12) est encore susceptible d’une autre transformation
par laquelle la somme S se réduit directement a » termes. On y arrive
a I'aide de I'identité suivante, analogue a (11}, et que I'on vérifie aisé-
ment :

n-1

n
(16) 2 m; p((xi — 2p)) = (m — m,,)E m; ((x; — X)) — mm, ((x. — X)).
(4 o

Je désignerai a présent par M; la somme des masses m,, m,, ..., m,,
et par X; I'une des coordonnées du centre de gravité des mémes masses,

(*) Comptes rendus des séances de I’ Acadénie des Sciences, 22 juin 1868.
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de sorte que ®
I i
Mi_—_-z mg, MEX.‘-‘—‘Z mixs, My=m,, M,=m,
0 o
Xo=2a, X,= X7
— Xt — X X — X 1 M M;:m;.

La formule (16) devient alors

n -1 n

Z nm; ny, (( xX;— x];)) = Bg,,_1 2 m; (( Xy — Xu )) - Mn m,, (( Xp — Xn ))-

o

Or I’équation (12) nous donne, si nous remplagons » parn — 1,

n-—rx

2 i ma (71— 24)) = Mn_lz mi (% — Xues);

o

par conséquent

(17) Z m; (2, — X, )) ——E m; (i — Xom)) = Nll\ii, M (2, — Xa)).

Cette formule étant appliquée plusieurs fois de suite, il vient

C oMo .
D milim—X )—E‘thl = Ra)= D5y il — X
ou bien

(18) S= ZNL‘—m X))

On obtient donc une substitution orthogonale qui réduit § & » ter-
mes, en prenant

Mi—l
(19) ‘U.i“——:mi—m—, E":.Z‘;-—X,'_,.

Les relations linéaires par lesquelles les variables £ dépendent des
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anciennes coordonnées x — X sont trés-simples. Nous avons d’abord
E, =ux, — x,, puis

Xi— Xz’ __Ex_ X[ - Xi-—l
M._, ~ M, m; ?

d’ol, en écrivant de nouveau X pour X,

n -
m; my .,

X = Py XX = N Py,
wo— Xe= £ T8 Xe— X ZM/‘_I.

=+

d’ol1 l'on tire
n
- B my ..
(20) x,-—-X:a;—_S_;\‘—i;j:_/,.

La coordonnée de m, est donc

iy .
v, —X= WE_IA,
4
et celle de m, :
M.,
Typ— X = —— £,

La comparaison avec la formule générale (7) montre que les coefti-
cients de transformation peuvent étre choisis de la maniére suivante :

ca=o0 pour NI, ca=— M%; pour A>i
et
M., M; — m; .
= T :Mx pour h=1.

Sile premier corps m, est le soleil, les autres.étant les planetes, les
M R o .
i Sécartent trés-peu de l'unité, et les masses fictives p,
i
different & peine des masses planétaires mz;. La premiere coordonnée
xz, — X est alors une quantité tres-petite de 'ordre des masses plané-
taires, les autres coordonnées z; — X se composent chacune d’un terme
principal & et d’une série de termes secondaires, de I'ordre des forces

rapports
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perturbatrices :

v - m, £, my &,
T my+m, m,+ m, + M. ?
. m &, . &,
r—X=E - — —
my, + m, my + m, -+ nt,
, ms &,
P S 1N

my + m, —+ m,

my £,
My+m,~+ ... -+m,

On peut encore comprendre dans cet engrenage la terre et la lune.
Il faut, dans ce cas, représenter par m, la terre, par m, la lune, par m.

. m o npy N
lesoleil. La masse w, = m, ——— differe alors trées-peu de la masse
my 4+ m,

lunaire m,, les masses pg, fiy ..., trés-peu des masses planétaires m,
my, .... Enfin, la masse @, du soleil fictif est a tres-peu pres égale &
la masse terrestre m,, puisque

mo

=(my+m)——-
ts ( ° l)m2+ml+nlo

Lorsqu’il ne s'agit que de deux corps (n = 1), on a d’ailleurs

m, my

m, (2o — X)) -+ my (2, — X)) = p ((§)) = P (20— 2))
= TL;o”" m, (2 — X))
= ﬁ;{l—%mo((xo——X)).

.

On peut donc indifféremment considérer, soit le mouvement des
masses accouplées m,, m,, qui pivotent ensemble, aux extrémités de la
ligne r,,, autour de leur centre de gravité commun, soit celui d’une

me m, ‘

————, tournant autour de m,, soit enfin celui d’une
my -+ m,

masse p., =

m, + m, My = m, .
masse 72 — ou 7my ——— remplacant respectivement m, ou m,,
0

et tournant autour du centre de gravité des deux corps. Cela revient &
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des changcuwnts de notation, car nous avons

z2—X_ X—x,  x,—2x
m, | om | lig - Hy

Si nous ajoutons un troisieme corps, nous pouvons introduire la
m. (m, + m,)

masse L, =
My —+ 1y +=m,

quitourneautour du centre de gravité des deux

m,( my =+ —+m:)
Mgy -+ iy
tournant autour du centre de gravité général (£, = =, — X), car nous

avons

premiers corps (&, =, — X,), ou bien la masse p, =

x')‘—x _ xg"_X(

g = 1 My =+ my -+ m,

Si nous adoptons &, = @, — X,, &, = x, — X,, nous avons la com-
binaison indiquée par Jacobi (§II, n® 15 de son Meémoire sur U'élimina-
tion des nceuds); deux planetes p,, p, tournant autour du centre de
gravité du soleil m, et de la premitre planéte 72,. En appelant m, Ia
terre, m, la lune, nous aurions un soleil fictif u, et une lune fictive g,
tournant tous les deux autour du centre de gravité de la ‘terre et de Ia

me -+ ny,
tiey

différerait peu de la masse lunaire m,. Si nous remplacions x, — X,

nym .
———» NIOUS aurions une
g -+ my

lune fictive dont la masse p., serait encore a peu pres égale a m, et qui
tournerait autour de la terre, pendant que le soleil fictif p, tournerait
autour du centre de gravité de la terre et de la lune. C'est la combi-
naison adoptée par M. Weiler en 1866; on voit qu’elle ne se distingue
de la précédente que par un changement de notation.

On pourrait maintenant ajouter un quatrieme corps 7, dont la

lune; p, différerait peu de la masse terrestre m,, et p., = m,

par x, — x, et la valeur ci-dessus de p., par

’ . > 3 m
coordonnée serait &, = x, — X,, et la masse fictive p, = m, (f - ;f) ?

en désignant par m la masse totale du systéme; puis un cinquieme
corps m;, avec la coordonnée £, et la masse fictive 14, et ainsi de suite.
L’avantage de cette transformation consiste dans la forme des équa-
tions (20), qui permet de prendre, en premiére approximation,

xy—X =0, 2, —X=%F,..., &n—X=k-

Annales scientifiques de I’Ecole Normale supérieure. Tome V. 4 2
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5. Je supposerai que la fonction des forces a la forme ordinaire

m; my
U= /rz -
Fip

ol ry, figure la distance mutuelle des masses m;, m,, et & la constante
de Tattraction. Comme U ne dépend pas des différences des coor-
données, nous avons

sz_ dU_\dU_
dx — Lady  Luidz T

d’ol résultent les trois intégrales qui expriment la conservation du
mouvement du centre de gravité,

mX=A -+ B¢,
mY =A"+ B¢,
mZ = A"+ B”t.

En méme temps

X d*Y d'Z

de T de ae

AXe e dYidz v, o
('.ZI} m diz _—IT'L(B + B2+ 1 ):

Si nous nous reportons maintenant i 'identité symbolique
y |

S = £ ¥ momu (@ — wu) = ¥m((@) — m ()

m
:S”Iq‘((xi—x)) ZEM (&),

nous voyons que nous aurons ((X)) = const., lorsque le symbole ((«))
représente la force vive ou le mouvement aréolaire, et ((X)) = o quand
((x)) = d?x dx. Il s’ensuit que les intégrales des forces vives et des
aires ont lieu pour les variables x; — @y, ; — X et &;, avec des con-
stantes qui ne different que par le terme 7 ((X)) des constantes ana-
logues que 'on trouve pour les coordonnées absolues ;.



DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE LA DYNAMIQUE. 33

Si nous désignons, comme a 'ordinaire, par 2T la force vive absolue
des n+1 corps donnés, et par H la différence T— U, le principe des
forces vives donne I'intégrale

H=1,

ol A est une constante. Mais si 2T représente la force vive des masses
m;, estimée autour de leur centre de gravité, ou bien la force vive des

n masses p., on aura
' H = A,

en désignant par 4, la constante £, diminuée de la demi-force vive du
centre de gravité :

hy=1~"~h — _I_.(Bz —+ B 4 B”2).
am

En prenant pour origine I'un des corps du systeme donné, par
exemple mz,, on peut tout exprimer par les différences x; — x,. et
I'intégrale des forces vives se présente sous cette forme:

1 dxi— dag\*  (dyi—dyi\*  [dz— dz)\% _
— Yy mim, [(T) -+ (————(ﬁ———) -+ <—-—~dt \ ]—- U=h.

/

Soint L, M, N les trois constantes du plan invariable qui passe par le
centre de gravité du systeme donné; si on fait L* + M?* + N>=K?, les
rapports L K, M: K, N : K sontles cosinus qui déterminent le pole de ce
plan. L’identité (12) donne alors

;:—Z- mimy [ (@ — xn) d{y.— x8) — (i —yu) d (zi — z4)]

(22) :2 m;[(x;i— X}d(}"i —Y)—(»i—Y)d(z: — X)]
:2 p(dn—ndé)=N

et deux équations analogues pour les plans xz et ys. Le mouvement
aréolaire relatif des n—+ 1 masses m; est donc égal au mouvement
aréolaire des mémes masses autour de leur centre de gravité, et au
mouvement aréolaire absolu des n masses p;. Le plan invariable des
masses p; est parallele & celui des masses m; tournant autour de leur
centre de gravité.

42.
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Si nous prenons ((«)) = d*x da, I'équation (12) montre enfin que

dt*oU —Zm, d’x,&x._zm d*(z;— X)o(x:— ——zu d*%; 0%,

la somme comprenant toutes les variables #, y, z. Il s’ensuit qu'on
aura

pour les 3n coordonnées £, », £, comme on a

,An’i'('z', X) dU
e T dzi—X)

pour les 3n + 3 coordonnées x — X, y — Y, z —Z. Lorsqu’on prend
pour variablesindépendantes les coordonnées @; — %y, ¥; — ¥o» i — 3o,
rapportées a l'un des mobiles (m,), la forme des équations différen—
tielles n’est plus aussi simple. On a, dans ce cas,

d*(xi—z,) 1 du (lU

di? T m; d(xi— ) mo d(zi— z,)

ot 'on peut, dans la somme, omettre les termes de U qui dépendent
des différences @; — @, = »; — x, — (2, — @, ), parce que leurs déri-
vées partielles se détruisent si on les ajoute. )

Voici enfin une derniere application de I'identité (12). Soient r; et g;
les rayons vecteurs des masses m;, p;, et R celui de la masse m (du
centre de gravité); soit r;; la distance de m; & m,, et R; la distance de nz;
a m (au centre de gravité). On aura

n n n
(23) o zm; myri, ::2 mir; —mR*= Y m; R} = pip}.
o o 1

Si on supprime les z, les quantités 7, R, p représentent les  projections
des rayons vecteurs ou distances sur le plan des xzy, et la formule (23)
renferme des théoremes sur les moments d’inertie. Si elles représentent
les distances ou rayons vecteurs mémes, la formule (23), différentiée
deux fois, conduit & une équation différentielle trés-remarquable.
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On a évidemment

jlz-dzz mr: = dmedx _—_—2 m(dx* +xd*x),

en étendant les deux dernikres sommes & toutes les variables x, y, 3,
ou bien, en vertu des équations du mouvement,

e X=X (@) X

Or le principe des forces vives donne

Em (%)2—_— 20U + 24.

D’un autre coté, U étant une fonction homogene du degré — 1, nous

pouvons écrire
SU+Us=o,

en considérant ¢ comme une facteur constant apres avoir développé la
variation ¢U. Il s’ensuit que

I

2 di*

2mr’—zU+2h+ %L—._U—hzh.

On a, d’un autre coté,

m d?
-;L—F?R "_2(/2,—110%

Donc

L & : "—~I£2m-ﬂ’ Z U 2hy="T,+ /
(24.)ﬁm;2’n")'h,iil_";dt= Seh'] 2([t’ yhi'— 21y = Ty + N,

en désignant par 2T, la force vive des masses p., ou la force vive des
corps m;, estimée autour du centre de gravité. On déduit encore de la
cette équation connue

2 302
(25) z m;my, <Cf”';"" — 2Ifm> = 4 mh,,

Fip

qui ne renferme que les distances mutuelles des mobiles. Jacobi en a
tiré des conséquences importantes relatives & la stabilité du systeme
solaire. La stabilité exige que les distances » restent finies. Il faut pour
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cela que %, soit négatif, que les valeurs de U + 24, oscillent autour de
zéro, celles de la force vive 2T, autour de U. Une valeur positive de 4,
correspond au mouvement hyperbolique, une valeur nulle & des para-
boles.

6. En résumé, les équations différentielles du mouvement et les
intégrales connues se présentent sous leur aspect le plus simple lors-
qu’on fait usage des variables &, », §. Le nombre des équations dif-
férentielles & intégrer se réduit alors & 3» comme lorsqu’on prend
paur origine I'un des mobiles, mais sans qu’elles perdent, comme dans
ce dernier cas. leur forme si simple. Les intégrales des forces vives et
des aires ne renferment, comme les équations différentielles, que les
3ninconnues, v, &; le probleme des n+1 corps est donc ramené i
un probleme du mouvement de n corps. Ce résultat a été obtenu par
une élimination & Uaide des trois intégrales du centre de gravité. Mais
il v a une différence essentielle entre le probleme primitif et le pro-
bleme transformé : la fonction U ne dépend plus des différences des va-

riables. Il en résulte que les sommes g—g ne s'annulent pas, et que le

principe de la conservation du mouvement du centre de gravité n’a pas
lieu pour les masses fictives. Cette circonstance établit une étroite ana-
logie entre le probleme transformé et celui du mouvement de n corps
autour d’un centre d’attraction fixe.

Toutefois, & moins de supposer une loi d’attraction compliquée, la
fonction U, transformée par les &, 7, §, n’a pas la méme forme que
dans le cas d’un centre fixe; I'analogie se borne a cette remarque, que,
dans les deux cas, U ne renferme que les distances mutuelles et les
rayons vecteurs des mobiles. Soit p;; la distance des masses p;, P, et oy
le cosinus de I'angle formé par les rayons vecteurs g; et p;, nous avons

pi=E& +ni + ¢,
(26) ¢ piprCik=E: &=+ ninn~+ Ci Gk
Pik=Pi ~+ Px — 2piPiTiks

et si on fait <—fé o > y ux = €, les formules (7) donnent

v, Jmy )
L
xi—m= Y 0,
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d’olt
h

2
(27) = Y eaoual;

formule symbolique ou il faut, apres développement, faive ¢,0, = oy
et 67 = op, = 1. On a d’ailleurs 2p,p,0,,=p7 +p? —pi, ce qui prouve
que les distances r; ne dépendent que des » rayons vecteurs p; et

nin—r1) ,. y .
des 2P —1) distances py. On a d’ailleurs

ik r3
LA IR N LTINS N
5 = " 54 € Gh
dg, ik

7. Il faut maintenant déterminer les coefficients de la transforma-
tion générale, de maniere i satisfaire aux conditions exprimées par les
équations

h=n h=n

(=) Ecnz(mkzo, Eclzwm:l,
h=o h=o

¢t

— h=n
N mp —

(6) Chy == — EC/,,-\/m/, =0,

m
h=o

que unous avons établies plus haut.

M. Cayley a montré que les coefficients d’une substitution orthogo-
nale peuvent s’exprimer d’une maniére générale par un systeme de
quantités arbitraires. Nos coefficients ¢ sont au nombre de (n+ 1)?,
et les équations (2) ci-dessus représentent

n(n-+1) :(n—+—1)(n'+2)
2

n-+i1-+

conditions; il en résulte que le nombre des quantités arbitraires sera

. n(n—+1) n(n+1)

égal & ————> ou bien & n(n+1), s'il existe entre elles rela-

tions. Je fais ici abstraction des conditions spéciales énoncées par les
équations (6), dont il sera question plus tard. Désignons par by les
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coefficients de la transformation simultanée
n
j— g
Vm; z; .—_2 b N my wy,
o

n
Vi & :2 by Vs ws,
o

en supposant que , .
=+ by=o0, bi=r1.

On a d’abord 2u; = @; 4 &;, et la résolution du systeme montre que I’on
peut prendre

2 . 2 s
(28) Cpi=— —@-’ﬁ; Cii= —6—‘—‘—!

B B ’
en désignant par B le déterminant des &, et par 3, le coefficient de b,
dans B. La transformation prend alors cet aspect :

(29) B i+ Vi B) =2 ), fuc Vi s = 2 ) B Vi i

Cette formule représente une substitution orthogonale entre les varia-
bles ym; ; d'une part, et ;5 de 'autre. Pour obtenir que £, soit Ia
coordonnée X du centre de gravité, il faut encore tenir compte des

L . 1 my . .
équations (6), c’est-a-dire prendre ¢;,= \/;n—" Nous ferons désormais

me= 1, en prenant m, pour I'unité des masses, et nous écrirons 2 i la
place de f3,,, de sorte que 3 représentera le déterminant mineur

ﬁ :E(i bH b2'." . -bmr)-
Les équations (6) et (28) donnent alors

' 2 B0 my 2B 1
30) T — = = .
(30) B m’ B ™

Ces relations spécialisent en quelque sorte la substitution orthogonale
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qui convient au probleme des n -1 corps. Elles sont au nombre de
71, mais ne représentent que » conditions distinctes, car on a iden-
tiquement

Zc,fozr ou bien 2(2pbo)v:32_ (28 — B,

W'olr il suit qu’en faisant B"" \/—, on aura nécessairement

2B
B \/g

. o, n(n +1)
Il ne s’ajoute donc que » conditions nouvelles aux nint1)

- relations

qui existaient déja entre les n(n —+1) quantités b,; dont les indices 4,7
sont différents I'un de 'autre. Par conséquent, si 'on tient compte de

n(n—1i)
2

toutes les conditions a remplir, on dispose en réalité de arhi-

traires (d’une seule dans le cas de trois corps). Il est vrai que I’on peut,
en outre, considérer comme arbitraires les » masses w, mais elles n’en-
trent dans les formules que comme facteurs des carrés des coordonnées;
aussi écrirons-nous désormais &; & la place de \/;L—ic’;',;, de sorte que les
formules de transformation (7) et (8) deviennent

h=n
(7 bis) \/E(x:—X)“—*ECMZIu
h=1x .
(8 bis) Ei=201..g/n_11.(x;,——xo)-
h=1x

8. Les équations de condition (30 ) peuvent étre remplacées par des
relations linéaires entre les quantités 6. Nous avons, en vertu des pro-
priétés connues des.déterminants,

h=n h==n
Eblxi Bu=o, zbm‘ B =28,
k=0 h=o
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d’oll, & cause de (28),

h=n
by -i—Z bri e = o,
. h=o
‘3[) h=n
—I—!—z by cri = o.
h=o

On en déduit, en faisant dans la premiere £=o, dans la seconde i =o,
’ n .
(1 + ym) b,,i—a-E Vmiby=o0, pour i>o,
I

n
I———\/)T‘L-—%—E\/E/;b;.o:o.
I

Il est facile de voir que I'une des équations (32) résulte des » autres,
de sorte qu’elles ne représentent que » conditions distinctes. En effet,
sinous ajoutons les équations qui correspondentd t=o,i=1,1=2,...,
apres les avoir respectivement multipliées par 1+ ym, ym,, Vm, ,...,
il vient

n

n n n
1—m -+ (14 yﬁ)z Vmy bpe + (1 + \/;1)2 V'ma b —1-22 Vmimy b= o,

équation identique a cause des relations qui existent entre les b.
Le systeme des formules

bi=bp=1,
bin—+ bri—o,
boi = — by,
h=n
(33) (14 V) bu= —2 V7 b,
B h=n
(1 V) b= 2 fmi— Y, Vi b,

\
\ h=r

ou I'on suppose toujours les indices ¢ et 2 differents de zéro, exprime les
quantités by, et by; par les n(n —1) quantités b, dont U'indice £ differe
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(n—1)

k . o, . . N . . . n . .
de i. Ces quantités sont assujetties 2 satisfaire relations li-

2

(n—r1)

Lal . , n . . .
neaires et ne représentent conséquemment que arbitraires; Je

les appellerai néanmoins les arbitraires, afin de les distinguer des b,;,
bo; et by,.

On peut exprimer les coefficients de la substitution par les arbitraires
seules, en éliminant les b,; et les b;,. '

L’équation (30) nous donne d’abord

| (1+Vm) B =aymg,

(34) _
! (I+ m)ﬁm: v mB.

Le déterminant 8 ne renferme que les arbitraires; il fournirait les
coefficients d’une substitution orthogonale du degré »n. Nous pouvons le
décomposer en déterminants partiels a I'aide de la formule

B 22 bir Biny

ol la somme se prend par rapport & 2 ou par rapport a i. On déduit
Bor de B, et Bi, de B, par les opérations suivantes. D’abord 3 se change

en (1+ m) Bos, si la ligne by, baps... est remplacée par
—(1+ym)be, —(14+ym)bu,...,
ou bién, a cause des formules (33), b,, par

— oVmy 4+ Vm by 4+ Vma bpa . . ..

p
Le terme — 2\m, donne — 22 vm, 8,4, le terme \m, b,, donne

Vm, B, -et les autres termes donnent zéro, en vertu d’un théoreme
connu. Par conséquent

P
(35) (1 + V) Bu= m@_22 Vi i
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