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LES SURFACES SYMETRIQUES

PAR RAPPORT AU CONE DE REVOLUTION,

Piar M. S. MANGEOT.

Je conviens de dire quune figure a la symétric absolue par rapporta
une surface, qui peut dégénérer en courbe, lorsque les symétriques
de chaque point de la figure par rapport & la surface appartiennent tous
a la figure, ou, ce qui revient au méme, lorsque tous les points de la
figure qui sont sur une méme normale quelconque de la surface sont
deux & deux symétriques par rapport au point d’incidence de Ta nor-
male.

Je me propose de déterminer, relativement i trois axes de coor-
données rectangulaires O, Oy, Oz, toutes les figures  qui ont la sy-
métrie absolue par rapport au cone de révolution I' satisfaisant &

I’équation
z? -yt =s%lang®y.

Les points d’une figure ¥ situés dans un plan méridien quelconque
du cone sont deux i deux symétriques par rapport & chacune des deux
génératrices du cone comprises dans ce plan. Je dois supposer’angle 2. v

. . k .
de ces deux droites commensurable avee w. Soit y = —, k etm étant
deux nombres entiers donnés premiers entre eux. Désignant par wet ¢
les deux expressions

54 iatryt, s — a4yt
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ol x, y, %, sont les variables coordonnées, je pose, 81 me est impair,
,‘?.._: (”.’ ,‘.._.: %;, ,L um i“"",

et, si m est pair,

"n "

whoe ot

i

.o up, Y TE X ):\/ .

o, £, ¥ sont trois fonctions ationnelles de 2, v, 2, qui sonl entieres
dans le second cas.

Un point (z,, ¥,, 50) de Pespace, non situé sur Oz ses deux syme
triques par rapport au cone I's les symétriques de ceux-ci par rapport
A ce méme cone, ete., forment un systeme g de points en nombre égal
amou i 2m, selon que m est pair ou impair. Ge systeme peat étre
défini par les trois formules

B

o\ a? 4y

D@y, A AT ’1'/ —— '1’/"7

dont les seconds membres désignent les valeurs que prennent les
premicrs quand on y remplace @, y, 5, par @y, ¥y, g, ¢ enoeflet, Tes
trois surfaces représentées par ces équations ont mz ou 2m points
communs suivant que z est paiv o impair, et ces points, dont un est
le point (xy, y,, z,), sont deux i deux symétriques par rapport au
cone I'.

Une figure 7 est un ensemble de systemes .

Pour que le systeme défini par les trois formules qui précedent se
déplace en engendrant une surface ou une courbe, il faut et il suffit
que les trois parambetres x,, y,, 3, varient en restant assujettis i une
ou i deux conditions. D'apres cela, les surfaces S qui admettent la sy-
métrie absolue par rapport au cone I' peuvent étre représentées par
I'équation, indépendante de £, '

(1) Sy s ) =0,

ot /' (g, 7, ¥) est une fonction arbitraivement choisie de % o by qui
soit définie pour &= o0,y = o0; et les courbes C qui jouissent de la
méme propriété sont les intersections des surfaces S deux i deux, ou
les sections de ces surfaces par les plans méridiens du cone.
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Aucune des surfaces S ne doit passer par I'axe du cdne, & moins
d’étre décomposable. Celles de ces surfaces qui sont algébriques cor-
respondent, si m est impair, aux équations entiéres

m___om 2r
(2) N (uoyp (- omyr (=) Far(@, y) =o,
20\ xt +y? Y

ct, dans le cas contraire, i celles-ci

T 2
(3) D (unyr (*L : F(z, y)=o,
20\ x? 4 y*

en désignant par p, ¢, r trois nombres entiers quelconques positifs ou
nuls, et par Fy (2, y ) un polynome enticr quelconque en « et y, homo-
gene et de degré A, ou une constante quand A est nul.

Je suppose que 'on fasse tourner un polygone régulier convexe P,
de m cotés autour de I'un de ses apothemes, placé sur Oz, le centre du
polygone étant au point O. Le cone I' est 'un des cones de révolu-
tion I, décrits par les rayons da polygone. Les surfaces S et les
courbes C auront la symétrie absolue par rapport a chacun des
cones I,,.

Quand m est pair, les cones I", décrits par les apothemes du poly-
gone sont différents des cones I',, et une surface représentée par
I’équation (1) aura la symétric absolue relativement & chacun des
cones I',, et T', si elle est symétrique par rapport & Oz, el seulement
dans ce cas.

Soit K,, le solide engendré par la rotation du polygone P,,. C’est un
type de corps qui possede, d’'une maniere évidente, la symétrie absolue
par rapport & chacun des cones I',, T",. Il n’admet pas d’autre surface
de symétrie absolue que ces cones. En effet, si un point ayant pour
coordonnées x, y, z se déplace sur une surface de symétrie absolue du
solide K, les deux expressions (%Y - (g—;>2, x E(Z[% + ¥ F(Zl'f' doivent
otre identiques & deux fonctions ayantles formes o + B4, o, -+ B¢, ol £
désigne a* + y* et «, B, o, B,, des fonctions rationnelles de s qui sa-
tisfont, si m est pair, aux conditions § (z* — A*) =1, §,(s*— A*) = =,
et, si mest impair, & cellesci : p=o0,a=a, 28, (s—A)=1,acth
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étant deux constantes différentes de zéro. On en conclut que le
point (x, y, 5) doit vérifier I'équation

2 (o + ) (-‘% + c‘% - 1) = (=P ) (;Z o+ 1:5" 3 4{51) aBt o,
dont le premier membre est une fonction de ¢ et de s qui n'est pas
identiquement nulle, car le coefficient de * ou celui de ¢ ne s’évanonit
pas. La surface doit done &tre de révolution autonr de Oz, et, le poly-
gone P, devant alors avoir la symdétrie absolue par rapport i Ia seetion
de cette surface par son plan, il est nécessaire que cette seetion soit
formée des axes mémes du polygone.

L’équation (2), quand m est impair, et, dansle cas contraive, 'équa-
tion (3), ot rrecoit des valeurs de méme parité, peuvent étre regardees
comme définissant toutes les surfaces algébriques qui admettent les
surfaces de symétrie absolue du solide K, autres que les plans passant
par Paxe de révolution du solide.



