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ANNALES
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

SUR DEUX SYSTÈMES

PEÛUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.
PAR M. DIDON,

D O C T E U R ES S C I E N C E S .

Dans le travail int i tulé Éiude de certaines fonctions analogues aux
fonctions X/, de Legendre, etc., que j 'ai publié récemment dans ce Jour-
nal, j 'ai indiqué pour chacune des fonctions U//^ etV^ un système de
deux équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre, et ré-
solu te premier de ces systèmes. Je me propose ici de donner la solu-
tion complète du second. Chacun de ces systèmes est satisfait par quatre
fonctions distinctes, de sorte que, si l'on donne à m et à n toutes les
valeurs entières et positives possibles, on obtient huit séries de fonc-
tions.

Il était intéressant de chercher pour chacune de ces séries une fonc-
tion génératrice: c'est ce que j'ai fait dans ce qui va suivre. Enfin, j'ai
mis sous forme d'intégrales définies la fonction V,^, et aussi les fonc-
tions "Ç^/, et V,^ qui sont associées aux fonctions de deux variables
analogues aux polynômes sin(^arccos^) et cos(narccos^).



SUR DEUX SYSTÈMES D'ÉQUATIONS

Pour résoudre le système

/ / .̂
( I-^)^

d2^]' d^V . . dV
^^^^^"^^

. rfu.(,n + i)j. — + (m + n) (m + i) U = o,

^U , , dV^U
(ï^r2)-^- .̂y — - ^ tn — 2) r -7-

- Ar r̂ ' "7

-(re+i)^,-+(m,+rt)(/ i+i)U==o,

auquel satisfait la fonction U^, j'ai employé le système

i ( ,_^^_^^+3(,.-^^^r^+3^1 v ' cix1 • ^ ̂ ' - ' dx " ciy
d^f d^ dP rfPi d^f d^ dP dP „f ( i - ^ . ^ ) " —^'-—- 4- 2 ( f f — i j r -/-—^-r- + 2çP ==.P -/ / //ra -/ //.rr/r • " f/r dx ~i —— •— xr -,—-r 4- 2 ( j — ï J r — — oc -j—
//r2 J dxdr i dy dx

tel, qu'en posant ,—-7 „ == U,la fonction U satisfasse an système (i) .
OQ a q == m -h 71. Le système (2) admet pour solutions deux poly-

nômes : Fun d'eux est (^-i-j2— i)9, l'autre peut se représenter par

^ r-1^-^ -2;4l6-lL2i_ 2 ^ - 6 - - - 2 ^ -———[irL1^___, r^ r11^
^{ j ï . 3 . 5 . . . ( 2 / f +.1) i . 3 . Ô . . . . ( 2 A + ï ) / f ! A I ( y - ï — A - - Â " U ' t/ ?

où la somme doit s'étendre à toutes les valeurs entières et positives de À
et de k satisfaisant à la condition h -+- k ̂ q — i.

Si l'on remarque que
TT

2 . ., , 2 .4 .6 . . . 272Pt/O sin^Wa^: ———"—-————,J tjlli V.^^, ——— « », .

0 I .3.5.. . (27l-hï)

on verra que l'expression (3) peut s'écrire
TT 77

Y (—I)?-^-A ^ sin^'aûfa ^ sin^^'jîrfp (g-^)î________l_ï_____1_________ A».2Â+1 ^»2A+1

/ r | / i t (g_r_^- / i ) l " •7 '
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ou bien

^ r2 rt2 f \\
^ - \ \ ^sina^sinISÎ^sin'a^^^in^)^-!^-*-*-/',—---!!^^——dv.d^,
m </ o â/o n \ iî,\ [q — î ~— fi' — l t } \

ou enfin
n. 7r

f j .yr sin a sin (3 (,r2 sin2 a +J- ; !sm2(â— î^dccd^.
v0 v0

La solution correspondante du système ( î ) sera donc

7T 77

.,, f2 f2^w+;^.K•r(^2sm<^o^+r2sin26—•ly/^- l-n- l
(4) ^ ^ ——-L————^^^_J->__1——smasin^a^

La forme de la formule de Lagrange, qui a permis à M. Hermite de
mettre la fonction IL, sous la forme ' ^^r^^^

m ! n î a'"'4-" dx^ dr'1

donnera immédiatement la somme

o^Y^______afb'1______ d^11 xy (^ sin2^ -+-y2 sin2^ — iy"+»~'
ZsA ï . ^ - • ' m . î .2 . . . 7 1 . . . a"24"" '̂" r f v " ' 5

car il suffira de faire dans cette formule

F==^ 2 s in 2 a+^ 'sin2^ — î , $ === —————xy-————...
^sm^+y^sin 2^—!

ÎT -ÎT

/» 2 /» •-î

L'intégrale double ^ J Ss inas in jSr fa r fp sera la fonction géné-

ratrice des polynômes (4). ' 'w:

Pour donner une application de la forme précédente du polynôme (4)
que je désignerai par R, je vais en déduire le système (i) .

Pour cela, je pose

7T 7T

^ r 2 F 2 d1^11 xr\ se2 sin2 oc 4- r2 sin2 6 — z2 )TO+n-l
1 =^ ^ _,__^^———-̂ .̂ _P-_...._L^_ sin a sîn ̂ a ̂ . i i i i

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome VI. 2



10 SUR DEUX SYSTÈMES D'ÉQUATIONS

Par le théorème des fonctions homogènes, on aura

•7T ÏT

rfî , rfT , . , f2 ^2r/OT+»^r(^2sm2a4-r2sin26—22y/^-•2 ., , ,„
:v^ +J^-^-^I).^ ^ ———IM———^^^

^(w1^^)!^

O'n tire de là, après avoir fait z = î ,

( ÎT ÎT 1 ,

- > f m ' » \ f 2 r^^^r^sin^+r'sin^—iy"4-"-2 . . . , ,
(^^"^U Jo —————————^j^^

1 d'R dR ,f =^-,~ 4-r-j-- w-+-7i)R.\ dx v dy '

D'un autre côté, soit

S == ̂ (^sin3^ +72sin2(3 -- i)"^-' ;
on en déduit

dŜ  ^yt^sm^+j^sin2^—!)^»-1

+ 2(m 4-»—I)^2y(^2sm2a+y îsin2p--I)w + n~2

— 2 ( m + n ~ I)^2ycos2a(^2sin2a •^-^sin2?—i^-2.

Mais l'égalité, facile à établir

î î
| sin^-Wa==2/f 1 sin^-'a cos^rfa,

^o ,/o

où X: désigne un nombre entier positif, conduisant à la suivante

^ -1 •1 ' - , '

^ ^^^sin^+A^rf^^^^r.os^sm^^
i/o

où ̂  désigne aussi un nombre entier positif, on voit immédiatement que

• r • ^8-7 r^
i slna dx "a=: 2 (m -+- » -I) ; ^(^sin^ +^sin2(3- i)'"+"-sin .̂

<^ 0
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Par conséquent

/''-' fîï ^CT+/2+2g

1 X ^'"Prfï^^^

7T Z

--..f/,, + n - .). f f\in»sinp ̂ ^^Ï'̂ î Z '̂Ê^^^^ ^^
Jo Jo dx^dy11 r

7!- •7T

/ . . v r3 r2 ^"^"^'rf^sin2^ 4-y'^in2^_îy»+«-2- ^ ( w + ^ ~ i ) ( w +1 ) / f sin GL sin (3 -——^^^—-î^^^^^^^^ ^^ j8.
i/o </o u.y'" (AV"

A cause de l'égalité (5) on a donc

.F dï dR , .,•}^R ^r^'^^^"^^"^______ <y —— „___ " ••J

^2 ' " ————~~rf^—————————————————————

-^^^[^Ê^^^-"^^^11]-^

c'est la première équation du système ( i ) ; on trouverait de même la se-
conde.

Jusqu'ici je n'ai considéré que les deux solutions du système (2 ) , qui
sont des polynômes; mais il y en a deux autres; l 'une de ces dernières
est

p = (i.-. ̂ "-^i - ̂ - a.2)9 r _..̂ .ĵ ,̂ ..
{ 1 { ^ J^ (i-^_ @^4.1

Je fais G = \/i - a?2^, il vient alors

_r_

f ^ 0 1 -^r^2^» ^::r^^
Jo (I- ̂ -:-:'@2Jî-f-l ' • ̂  (i~Z-^2^. ̂  Z.-^ .̂

_,r
^ i ^r-^ ^

(l^^+ïJo (î-'ï^1

Donc
1 J'
^i"—^ ip ̂  (i ̂  ̂ _ ̂ ), / ^ ^^^

•7 'Jo (r-^1
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T ."posant . ^•.-^ == Ç on obtient,
^ î— X*

P=(I_^(,-^)^^^.,
mais • '•-s^T—^r'T^'''''.«/o ^ ï — >s r J—i ç — s

C désignant une certaine constante; Jonc on a, en négligeant cette con-
stante,

p= /^[(i-^Xi^2)]^
/ —y
r — • ; — ^

t/_I \/ I — 3-2

La solution correspondante du système ( i ) sera

*^" ̂ " [('-^)('-^}]'°+"
r _

___\/i—x1 z ,
d x - d y » — — — " z '

La formule de Lagrange permettra de trouver immédiatement la
fonction génératrice des expressions précédentes; il suffira de faire
dans cette formule

F=(i~a"')(i-32), ^=———^_
r _ _ „

V'1—a? 2

et on trouvera la fonction génératrice sous la forme d'une intégrale dé-
finie prise entre les limites — i et + i.

II.

Le système d'équations auquel satisfait la fonction V,̂  définie par
îe développement '

( i — 2 ax — 2 by + a14- fr2 )-' ==V a" 6" V^ '
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est le suivant

. . ,,.^V d^V . .. rfv rfv
^(^^)-^-^^^~(^+3).r^+m^+m(m+

1 ^V û^V ^V dV
{(ï-r•)^-^^^(^+3)r^^^^^n[m..+n+^

On voit que la solution complète de ce système contiendra quatre
constantes arbitraires, et que, par conséquent, il y aura, comme solu-
tions, quatre fonctions distinctes. Pour trouver cette solution complète,
je remplace les variables x etj, par d'autres Ç et Y ] , liées aux premières
par les relations

^=——=JL===5 .„, ̂  ^

^/ i-h^-hyî2 5 ^i -^-i|2•4- y?2

Le système (6) se transforme dans le suivant

(ï+^(,+^^^^^(^^^)^^^^^^,,^

+[(^+I}(I4-7l2)—(/^+I)^]"/î^•-^m(m4-n-4-2)Vr=o.

Je n'écris que Fune des équations de ce système; la seconde s'en
déduira par le changement de Ç, y?, m, n respectivement en Y ] , ' ^ n, m.

Posons ensuite

V^V' f i+^+y? 2 ) 2

on obtiendra

(7)

//tVf r!ï V ^/V/
".+E•^+^^;+(.».+^4)Ï^-

rf V7

4-(m+i)yî -^-4-(7n-t-i)(^^,^4- 2)V /===o,

/ ^ ̂ 'V ^ ^V //v{l+^v+^d^^n+m+^-^
rfV+(/ l -+. î )^^- + ̂  + i j (w^^4_ a jv /^o^



î4 S'UR DEUX SYSTÈMES D'EQUATIONS

En cherchant un système de la forme

<-<^^-<^4i-•-"-•
^-"•'^w^^^''^0-

tel m en posant -rf^:pl- == V, cette fonction V satisfasse au système (7),
' "l l a y1 ûW

on trouvera le système suivant

'•^-^iâ^^-—-
rf2? . ^ 2 P . ^P .^P ?

(^^)——— 4-^ -y .,--4-4 73-j- • - + - $ , -V 4 - 2 P = = 0 ;' / rfy^2 ' d ^ d ' n " a-/î aç

qu'on peut écrire

^^^-^l___.—————^————. - - _ o ,

4[(I+y)')^+&0^4-^p]_,.
- rfvi 0'

ou bien
, „ . d p >. dP ..., , ,
( i 4 - ^ 2 ) - ^ + ^ ^ + 2 ^ P =¥(•/!),

(i + ïi2 ) j- + ̂  ^fc + î-/? P == ̂ ( ̂ )-

Rien de plus facile que de déterminer les fonctions <p et i^.
Le système précédent d'équations est, en effet, équivalent au sui-

vant

( (t+^+yt')^^2^-^1^2)^)-^^)'
(8) ç

1 dVj ( I-,-^-f-„') ̂  + 2-/,p =(I + ̂ ) ^ (^ )_^ (»(./,).

En différentiant la première de ces équations par rapport à •»?, la
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seconde par rapport à Ç et retranchant les résultats, on obtient

{i^^)^^)^3^^^)^(i^^)^a)^3^^(^.

Chacun des membres de cette égalité est donc égal à une constante A,
ce qui donne

o^^-A— r^7T?^g+-i^—,
(ï+^Vo (i+S2)7

^ /•»>? ____ ç

<p(7î)==————^ j ^^.^d'/î-h————-^
(i+^Vo (r+y? 2 ) 2

En substituant ces valeurs dans les équations (8), on tirera de la
première de ces équations

2)-1 7r(-/î)4- .Ai-, ^^14-^^^.
^ VI+TÎ'JO

p^r i+^+y?2 ) -1 ) TT iL, ̂ ^-^^^+-cl
: -{-^ï Jo i/ï -4- '

i fT—ê—^ r^i+^</^rfç-Bïî /:A. rT-i-, r'̂ -^sl̂ -B. r'-^
Jo Lt^?)^0 J ^?)2'/0 J J. (i+?)2

et de la seconde

i A y ) /'S ________

P=(I+^-^)-> ^ ( ^ + A _ _ _ _ _ / ^/,+^rf^

V/l + ̂ Jo
^ A ^ ^ — — — , ̂ +-^

\/i+S2

A^ /"T— rv/^^k-cs r-7^-s rT—!— fv/'+^^l^-cs rJo L.+-.2)7-70 J J./o LCI+-/12)7-70 J Jo (I+-/)')Î

En égalant ces deux valeurs, et divisant par (i -i- §2 + •-i2)"1, on aura

7r(-/i)-A-/î /^r—— î——.'^^~r^^di\d•^--^== C^^J'd^+A^
Jo L(•-^^)2JO J v1-^-^"

=x(^-A^ r —'—j r\/i-r-^)d-n\dv —^L= r'^'+^^+Afa.)-A^ fT—ï1—^ r ̂ T^} d-Adv—^L= r'^rï^yi+Afa.
Jo L'+^r'70 J ^+^0Jo L('+-fl2)2• /o

Mais le premier membre est une simple fonction de »î,.le second une
simple fonction de Ç; donc chacun de ces membres est égal à une
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constante D. Donc finalement, on a

p=:(i^, p^yj^-tj o -^ -J11L, -4- J|̂ L=
f Vï+>r v^-h?

+ ̂  [ îo^^^^ ̂ iog(^v7^)]j*

C'est l'expression (i 4- Ç2 -h ï?2)"^ qui conduit au polynôme V^,/
œnsme solution du système d'équations (6). Je l'avais déjà du reste dé-
montré à priori,

Considérons maintenant la solution

(9) ' f t+^-hTÎ2)-" ——1=
Vï-h ' / r

du système (8), soit

d^^î^'e-^'^}^ -JL==1
__r__ —A^1____^L±:^ ~ n
ï2...mi2...n d ' ^ d ' f î ' 1 '~ —'^/"'"»

on a
[, ̂  ( ̂  a )̂  (^ + b ̂  .̂ ±tl__.. =y a- ̂  Q.,.

V i -b (y î4 -6 ) 2 ^

Bemplaçôns a et 6 respectivement par 0^1+^4-y?2" et 6vT"î^2'"^3,
il vient

(i - ̂ 4^^ +^ éA^-.̂ -.̂ ^^J^
\ V I •+ S2 -+-' y32 : 7 " •V l -r '/î2 + 2 67} ^ i -+- 'E2-^ -n' -4- ~62 ( ̂ ^_'^

'^T^ . m4-«

^ aw 6ra ( I + s2 ̂  7î2)—"+t 0^-

Si l'on substitue maintenant aux variables S et ̂  les variables ^-el y,
liées aux premières par les relations

^ ̂  _,___$__ ^ ^ _ _ y?
/TTÏ^:^9 ^"^ï^'^T^'

!e premier membre de l 'équation précédente devieni

(s + 2€i^ -^ îbj- — a2— 62}-1 •~-= .̂===-=^4^ ,\ ^ ;

, ^i—^—y^^^'ôV , , —:
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Par conséquent, la fonction génératrice des solutions du système (6),
qui correspondent aux solutions (9) du système (8), et que je repré-
senterai par R,n^i est

y. — a
( i — 2 ax — i by -4- a2 4- o2 )~1 ~̂ -====̂ r===::===̂ ^

V i — x2 — j-2 + (j- — b )2

/yi ^___ /y

== ( i — 2 ̂ r — -2 6r -+- a2 4- &2)-1 ————===i======.. '
y i — x'1 — 2 ̂ j' -+- b2

On verra de même que tes fonctions génératrices des deux autres
solutions du système (6) sont

y — h
( i — 2 ax — 2 by- •+• a2-}-^ )~-1 -—-——J.——————-•—-

^i — x1 —y -+- ( x — a)*'

f' —— f)
=== ( i — 2 û^ — a ̂ r + û2 + b2 )-' " • —.

y i — y 2 — 2 <zr-h a2

et

'r ~ a „! - -r— ^ '4" \/ Lz:̂ 2.'"""̂ "̂̂ " (y^^Y
\/1 — ^2 — j'2 -t- (y — b Y \/ î — x^ — y2

}''—b x—<2-4-\/i—x1—^-{-{x—a)2

\/i — .v't—y2•+-{^—a)2 \/ï — x'—j'2

La composition de la fonction By^ra offre de l'intérêt.
On a

(i -— lax — 2 by -^- a2^- ô3)-1 ———x-— ————..-.-. ==y ambnRw.n.
^ i — x 1 — ^by -+- 62 A«^

Or
i î î

^ï — ^2— 2.6j- -4- b2 \Ji — x2 1 b ^ ^ 2 " "
L̂ / T __ 'y —-•"••--• -- _- —-—-—..——„,„ _ , _ _ ________

V ^ / i—x 2 \ \—x^ i—^ ;

vi A"

^(Tî^r15'-'-
(X,;) désignant ce que devient la fonction Xn de Legendre, lorsqu'on y

Annaîes scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome VI, 3
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remplace «r par t)i. Par conséquentV' ? — x2

________ =\ ,« ——————— (X,,) -V ———^(X,.).
/i _.,.._ 2^ + A' ^ (v/t-^')"^' ^(v'i-^

Donc

S———-Œ -t•v-•) [SCT- ̂ -St^ ̂ -'l-
el

B ,̂ = —y— v/,,. ( x» ) + ,. x —, v^ ( x. ) 4-.. .
v ' i—^ 2 1 ( V ï — ^ ) -

^^^__^,(XJ
(v^—^}

—— —_ _ 1 '" --——— y CT_J 71 ( A.O } —— ;—,..„,,, , , '; ., V rit—1, tl—1 \ • A —! / ' " °

^ î — ^ ' t (^/I—^)'

— — 7 ,- - .„„ Vffl—1,0 (Xn),
(Vi-^)^

c'est-à-dire
A==/î

B^=Y.-î ^
^(Vi-^)

Cette formule montre bien clairement que R,^ est de la forme
—————p P étant un polynôme entier et rationnel en x et y, du de-
(l.-.^pT .

gré n en j, et dont les puissances de y ont des indices de même parité
que n. Il est bien facile de former le système d'équations aux dérivées
partielles auquel satisfait le polynôme P; ce système n'offre rien de
simple,

Mais considérons la fonction R^ sous le point de vue exprimé par
l'égalité suivante

__\ Y , ̂ n—îhm,n —— /' -cT^n,—thj 9

où X^^ désigne une fonction de x, qui n'est pas la fonction X^a/, de
Legendre. En substituant dans le système (6) cette valeur de R,^, et
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égalant à zéro les coefficients dej""^ dans les deux équations, on aura

, . a^Xn--^/; / o y \ <2 X/î—2/1(i-^)-^---(^+3-2A)^.^-

+ m ( m -h 2 n — 2 A + 2 ) Xn-sÂ == o?
t 0 )

6?Xra—2À
( /z — 2 h 4- 2 ) ( n — l h 4- i ) Xn--2Â-t-2 "4- 2 hx dx

+ 2 A ( 772 -4- 2 ̂  — 2 A -}- 2 ) Xn-sA =-' <>•+ 2 A ( 772 -4- 2 ̂  — 2 A -I- ;

La première des équations (10) donne

-^•n—Si/t —— An—ïA
j^2«+.^(i __ ^y»+"+T~^

fî /y.OT-+-2 n-1-1 — 2/t

la seconde permettra de trouver une relation entre les constantes A^-a/i
et A,z_2Â4-2-

Par un calcul facile, on trouvera

. . 2 772 + 2 7Z + 3 — 2 A , , . . / , , ,
A/^ÎÀ == An«2Â+2 ———————^———————— ( n — 2 A -r- 2 ) ( H — 2. h -+- 1 ).

Si donc on suppose A^ == i , il viendra

_ (2W-l-272.+l)( 2 m •+ 2 71. — 1 ) „ . ( 2 77Z -h 2 fl^4-J — j2^A)
A^,^ _ 2^ .1 .2 .3 . . .A

X n(n — i ) (7 i —- 2). . .(/i — 2/1 + ï) .

Ces fonctions X^aA jouissent d'une propriété curieuse. On reconnaî-
tra immédiatement, en différentiant m~+-1 fois la première des.équa-
tions (ïo), que

J^X»-^ C
û -̂̂  "" ^_^y"+"-+—A')

de sorte que l'on a
^m+T^' R^.^ _ 7f
dx^ d^ ~~ (ï _ ^y»+^|-5

À étant une constante.
En résumé, on voit que le système (6) n'admet qu'une seule solu-

tion qui soit un polynôme entier et rationnel en x et en^y, c'est la fonc-
. ! ^ 3. . ^
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tion V^ que le système (6) caractérise par conséquent, si l'on ne con-
sidère que les solutions du système qui soient des polynômes. Ce
système permettra même d'en déterminer très-facilement les coefficients,
et Fon trouvera

Y^ . ,, * ^"-^ r"""2^ m ( w — i ) . . . ( w — 2 A 4- i )
1;' —. ^ f » iH-r" '- ^ _^i_j. „.„_„„„„„—.^-,—-———————————,——————————~^"~2j 4^ /A ! >

n ( n — i).. .(^ -- 2/r -i~ i) __________i__________ ^x h~\————— ̂  ^_ ,^_ ^(^ 4- ^ ̂ - A _ /r + 7)<>

II est à remarquer que Pon a

V - dMQ ,mïn'~~'dx-dy^

Q étant un polynôme qui est le même tant que la somme m + n ne
change pas. Cette propriété, qui rapproche les deux fonctions Vm,n
6t V;^, résulte immédiatement de ce que le système d'équations

, d^P âf2? , ., rfP dP ^d — ̂ } —,— — XT—,—T -4- [q — 3) x -— -4- gr — "-h 2^ jL =: 0?1 / ^2 •/ ^dj' v - 1 7 d^ •*v 6?7 7

/ ^dr2p ^P / ^ ^ rip rip ^(^J'î^-^ï^+îg-Sîr^+g^^+agP^o,

où q == 7n -î- /î, différentié TI fois par rapport à x et ^ fois par rapport
v d^"1 Pà y, reproduit le système (6), si Von pose , ^ , = V. On a

0 =:V f- î  x^r^ q(q-^^{q-^h•+'Y)q{q—l}^.(q^fîk^ i ) ,
^ Z^{ f 4^ A ! k\ q [q — i).. .(g — A — /f + ï)

m.
Quand dans le polynôme V^^ on remplace ^ et y par ^ —-

^î-^.^^-rr
et -——-^—-^ ce polynôme se transforme dans l'expression suivante

izL^lf ̂ ^ .^^d^iî+î2^^
-mTnr^^^^^ ——"ï^.r^^ • ,
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Cette propriété va nous permettre de "mettre V/^ sous la forme d 'une
intégrale double. On a, en effet,

V^ {_. T y«+" ( m -L- /7\ t(,+^4,^)-<=:\ L^i——^±^ll^^ .
^ -W 1 ^- î ' " •

Ï V1 , , •2.4.6. . . (2m-4--272. ) ( 2 W 4 - 2 r t ) S
=r —— y 27^ -{- ̂  -+. i) — — ^ — — — v — — — — — — — — — — — — — — — — — /

2 71 ĵ J 1 . 3 . 5 . .. ( 2 772 -h- 2 n + 1 ) ( 9. m ) 1 ( a /Z ) !

/•» 377

X | (f^cosa)^^/-/? sinal^rfa
€/0

1 V^ , , (a/n -h- 2 7 î ) î
==—>(2m+2^+i )——-.-^——-,

2 TT ̂ J ( 2 m} 1 ( 2 7î ) î

7T
/'T» 2 /'»2-ïr

X 1 sin2"'4-2"'4-1 9 rfy ^ ( z ^ cosa)2'"^ sina)2"^^.
i-' 0 ^0

1 /^Tr ' . 1 1 1

Comme l'intégrale f siû^.x'cos72^^ est nulle, si les nombres m
JQ

et n ne sont pas tous deux pairs, on en conclut qu'on peut mettre l'ex-
pression (i -+- Ç2 4- ^2)""1 sous la forme

7T

-t- 1 Ja | s i n c p â f y ^ (p-4-i) [ ? s i n y ( ^ cosa 4-^ sina)]^.
—^i/o ' i/o J—^

Par conséquent, on a
TT

I f*'1^ f* 2

(H) (r 4-^4- "/î2 )- '===— / doc f sin^ û?9 [i — f s i n ^ ( Ç c o s a + T! sina)]-'.
^^Jo Jo

Donc
-̂«(i 4. ̂ ^.^2^»

^^ j^

ÎT

(w -4- 7i + ï ) î z^4-» /'Ï127Î> / l 3 sin"1-4-714-1® coy"1.?' sin"<%3 :̂ ———————————_ i n a I ?———;——————'—————————•—-—.
^TT JQ J^ [ i — ? sino( Çcosa + TÎ sin^)]"1-'-"4-2

Mais

? - __^__, . ̂  . r . , , , ... . . . rt; — - .——=•——-=-==: 9 . /î — --========---=:=: 5 î 4- ^'t "h •/} • == ——.——-^—_. ,
^ 1 — .r2 —— J-2 ^/ ï -.. ̂ 2 __ ̂ 2 ^ î --. ̂  ̂  y2 .
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donc
•7T

(w,-h^.4-i)! r3 7 7 . F • /7 '\ ̂  = - k—• • / ( rfa sin ç rf<?
ml ni 27T Jç, Jç

sin^^ç cossue sin"o;
rv^2 -+• r2 — 1 -4- sin 9 ( ̂  cos a 4- y sin a )jw+"'i"2

Comme vérification, cherchons d'après cette dernière formule
y a^V^,. Cette somme est égale à

7T

• r^r sin0^___, '
^^^Jo Jo [^2-^^2— ï -+" sin<p(^cosa 4-y sin a]2

. .V . T siny(acosa4-6sma) ']m•^tï

X > (m •+- ̂  •+1 ) -7—————'J——————————"———— 9^j ^^.2_^y2—j[^_ sin9(^cosa-4-ysina)J

c'est-à-dire à

- ̂  f2^. r- sin^___,,
^'^Jo Jo (v^3"+"J' ï—1+sin9(^ cosa+ysina)J

[ __ ____sin 9 [ a cos oc ~+- b sin a)___ T5

^2^_^.2—ï + sîn9(^ cosa 4-^sina)J
ou enfin à

— rd. r , si^^—————,.
27î:Jo </o j v^2-^-72—I + sin^ [(^— û^)cosa + {y— b)sma\ \

En vertn de ta formule (n), l'expression précédente se transforme
en la suivante

ï / ^ ^-aY ^ {y^bY \~ 1

^2_^^2__^ ï __ ^.2__y2 ^ j __ ^2__^2y 5

qui est égale à (i — iax — 2&y "+- a2-h-è2)"'1.
Les fonctions V^ et ^^, qui sont associées aux fonctions U^n et

^m,n analogues à cos^arc cosa?) et sin(/zarc cos^) se mettent sous une
forme plus simple que la fonction V^, car on peut les représenter par
une intégrale définie simple.
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On a
i ! '%r̂( i—^^-yâ^- î^ i^a^^^ .a&j- i -^+é 2 ) 2 == > <^"6"V//^,

',-
et on reconnaîtra facilement que par la subtitution x == -—====5

A F ^14-^-hyr

y == —? F,/,^ se transforme en
V'1-f-^+yî '2

(-^V , ^ .^^^^^^(i^g2-^^)^ •
m!7.î ( I+S +/î ) ———dF^i»———^

L'égalité
^^ • i ^ i /"27r_______</a_______
' ^/A2-^ B2 -4- C2 '~ ^^Jo A + z B c o s a + z C s i n o ; 5

devient, quand on y fait A == i , B = <^ C = y?,

__!__=_ r^__^__
^i-+- ̂ ^^2~~' •27T-Jo IH- ;S cosa-4- i'fi sina"

On déduira de cette formule, par un calcul analogue à celui qui a
été fait pour la formule V,.̂ ,

y ^ (m + n}\ Ç^_____cos^sin^^^a
77î'! ^ î 2 7r ^ i — ^ — y 2 J^ (^-î-^2—! -4- x ces a + 7 sin y. ] ' " "fl+ '

Pour transformer de la même manière la fonction ^^, il faudrait
trouver une égalité semblable à ( 1 2 ) et donnant -———I———.

(VI-^+TÎ^3

Or, si l'on différentie par rapport à A cette égalité (12), et qu 'on
remplace ensuite A, B et C respectivement par i, ë, et ^3, on obtiendra

__ ^ i . . __^_ ^re ______do(_____
- . , „ - . „ . „ „ . - „ . _ . . , _ . . . . ^ — ^ j ^" •
(l -h Ç^-^- y ? 2 ) 2 ' / (14-.;^ cosa4- r/? sin a ) 2

Dans le cas où m -f- n est un grand nombre, on peut trouver une
intégrale simple qui représente approximativement la fonction V,^//.



2,4 SUR DEUX SYSTÈMES D'EQUATIONS

Celte Intégrale simple est très-analogue à l'intégrale simple qui repré-
sente F,^; de sorte qu'on aura quelque chose d'équivalent au théorème
de Laplaee qui ramené approximativement, dans le cas où n est grand,
la foîiclion X/a de Legendre à un cosinus.

En appliquant la méthode que Laplace a donnée dans son calcul
des probabilités, on représente d'une manière approchée l'intégrale

j " ^J.,T._^^^, dans iç cas où k est un grand nombre, par

\!r: i
V^ v'A(A -f-B)^

et par conséquent V/^, quand m+n est grand, par

( m -+- n •+• î ) î i i
il nim î î î l 2VW-4-^-+-I ^27T ^2^_ ^__ ^y

r2""______ cosmûcsiï\nfxy*277 cos^asîn"^X î . . . . . . . . . . . .-—————————————————^—_.__^. ̂ /^
Jo (v /^2-^•y2—^ -+- ^cosa -i-.^sm^y"'^4"2(^2-^-y2— ï -{- x cosa •4-^sin^J

J'indiquerai encore un autre rapprochement entre X ^ e t U,^. •Oti
peut se proposer de chercher, parmi tous les polynômes

/( x} == ̂ " + Aï ̂ "-' -h As .r"--2 -h... -4" A,

du degré n, qui ont l 'unité pour coefficient du terme en x11, quel est
/i-t-i

celui qui rend minimum l'intégrale définie j f2^} dx. Ce polynômej—î
pourra être considéré -comme étant celui qui s'approche le plus de zéro
entre les limites — î et + i. Pour en déterminer les coefficients A < ,
Aa, . . . , A^, on égalera à zéro les dérivées de l'intégrale relatives à ces
quantités, ce qui donnera les équations

j /(^).r"-^=o,... f ''/(^)^-^=:o,..., f^^^o.
t! ~-1 ^—i 1 1 J^î ' t

On en conclut immédiatement

f ( , r }——- ^^'-rt^__^ • •1 . . •
t / ' ' (7l-+-l)(7l+2)...27l "•
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Cherchons de même, parmi tous les polynômes o [ x , y ' ) ^ du degré
rn-i-n, ^yant l 'unité pour coefficient du tenue en ^ r " , celui qui rend
minimum Fintégrale f ï ^ { x , y } cîœ-dy, où les variables satisfont à la
condition ^"'-^r2^!. On trouve les équations

j j o ( .y, r ) ̂ m+n dx dy == o,. . , f 1 o ( ,r, ;r) ^m~i~l r^1 ̂  dr == o,. .,,

/'» ;"» /•» ,/î
/ i 9 ( ̂ , ;r ) .r'"'"'1.}7(+ ( dx dr == o , . . . , j f o ( *r, r ) ̂ /' ,)"7 ̂ 'y dr === o,. ..,

d'où l'on tire

/ . ï . a...^?. i. 2... ̂ . a7"4"" ï . a... w. i . 2...^, ..-o ( y •i'"i .̂ ~- —_!_!__-_______________---.-_-_„_,..„_-___ ...-____-.—._-__.-.-.„. | j
' l t t ' '• (W. 4 - - r ) ( m - 4 - • 7 - ) . . . 2 W ( / Î + î ) ( 7 2 . - f - 2 ) . . , 2 7 ? . 1.3...(W 4"^) '"'"*

Annales scieritifi<fifes de l'Ecoîe J^wmaîe supérieure. Tome Vî. 4


