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RECHERCHES
SUR LES

SÉRIES DE FONCTIONS CYLINDRIQUES
DUES A MM. G. NEUMANN ET W. KAPTEYN,

PAU M. NÏELS NÏELSEN.

11 est bien connu que la résolution célèbre, due î> lîcssel (* ) , (le
l 'équation de Kepler donnera la formule reniarqu;ihle (2)

( a ) ——— -= i+ 2 V 3" (/î.r),
ï """•" «'̂ ' ABB

valable pour les valeurs réelles de oo dont le module est plus petit
que i. Or/cette équation intéressante qui présente le premier exemple
d'un développement en série de fonctions cylindriques différente des
séries de Fourier (3), de M. Schlomiieh ( 4) et de M. C. Neumann (5)
semble être restée inaperçue jusqu'à la recherche profonde de
M. W. Kapteyn à Utrecht.

Dans son intéressant Mémoire ( G ) , Recherches sur les fondions de
Fourier'Bessel, M. Kapteyn détermine le champ de convergence du

( 1 ) Âbîuindiwi^cn cuis der Jierlincr Académie aufî dem Jcihre îS'^/i (pul)Iic en 18-26^
Voir aussi lus deux nouvOtlux LivrexS sur les foncLions cylindriques : GuAy et MATTIIIÎWS,
TreatisQ on Be.fsel fanct'io/is, Londres, 1895. — GKAf et CXUIÎLER, EuileUwi^ift die T/icorKî
der jBwel'ffc/ien Fufiktione/i, Borno, ï 898-1 goo.

•C 2 ) TODHUNT.EH, Treatù'e, p. 3/i'^, LondroB, i87.5<
( : î) Théorie analytique de. Ut. chaleur, ehap. VL Paris, i8'26.
(4-) Théorie der Bwel^c/ien Functwncriy Leipzig, 1867; Letpzi^cr-.BerIcfttc, 1869, ou

l>ien MathcmatiscîiG ./îiinalen, t. Il[, 1 8 7 ! *
(^ ) Zeitschrift jur Mathernatik und Plysik, t. II, 1837,
( ( î ) Annales de l'École Normale, 3e série, t. X, r8[)3.
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développement (a) pour les valeurs imaginaires de.r o( en ou t r e i l
démontre qu'une fonction holornorphc aux environs do zéro peut étw
développée en série de la forme

n = ao

(P) ^a,^"(/id7),
n £-. <)

série qui rappelle formel lement en quelque sorte et a u x séries < h *
M'. Sehiômiich et aux séries de première espèce de M* Nmimann sans
être ident ique à aucune de ces deuxca tégor ipsde- t l évo loppe î ï î ^ r ï lH^Jo î î
les fonctions cyl indriques.

La première partie du Mémoire que voici est destinée à génénilis^r
le théorème susdit de M. Kapteyn et à déterminer d'une nî îHl im»
plus détaillée le champ de convergence absolue de la sérb a ins i ob-
tenue :

n s;:-; as

(y) {^YÏ"'^"^-^")^
n s..; o

séné kapteynienne de première espèce, ou v désigne une quantité (înil* mu
ne doit pas .être égale à uo négatif entier, mais étant du rcH(^ nnîipiMi*.
ment arbitraire. En outre, j'introduis inu* série (h la forrîN»
(fî) (^y 2^:UAI^/l:(1^4'y••+"^À^^ \ {MV^

^) 1^'
n •^ 0

série qui semble avoir été inconnue jusqu ' i c i ot pour laquel le j ( * pro
pose la désignation ^me kapleymenm de deuxième espèce.

^Les démonstrat ions que j'ai données dans la théorie1 des sérieH ( ^ ) ,
(o) sont entièrement dif lerentes (le.eelles que M. Kapteyn îi a j ï p l i f j t i é ^^
Or notre méthode nous permet de déduire facllenwiïl des rdalbr^
remarquables entre les développernenfô d'une fonction en wum fw.p»
teynienneîî et en séries neumanniennes de première et de dcux ihm*
espèce, savoir les séries de la fonîte

i ./t

( £ ) 1 1 , (^yi^^^^)-
n-ssQ 1 1 ,

tl .ss as 1 1 1

f y . 1 / 2 \ ̂  ̂
( î ) 1 . 1 1 ^J . ^a^^'H^^)^1^^).
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Ces relations nouvelles nous fourniront un moyen très simple pour
déduire les développements en séries kapteyniennes d'un grand nombre
de fonctions pour lesquelles les séries neumanniennes sont connues.

La seconde partie de ce Mémoire est destinée à montrer comment
il sera possible de déduire immédia t emen t les séries (à) et (*() pour
lesquelles p- -+- v = o ou [x -4- v •== .t, à l 'aide des séries obtenues de ("f)
et de (s) en y posant v === o.

Dans son Mémoire susdit M. Kapteyn d é d u i t , par une méthode fort
ingénieuse, le champ de convergence d'une série neumannienne de
seconde espèce à l'aide de celui, d'une série de première espèce., Le
point essentiel de la démonstrat ion de M'. Kapteyn est une remarquable
formule intégrale qui. un i t les coefficients des développements de la
fonction ——7 en séries des deux catégories indiquées. Or, j 'ai possédé
depuis quelque temps la formule inverse de celle d'e M'. Kapteyn, et
l ' identité obtenue en combinan t ces deux formules m'a suggéré l'idée
fondamentale de Ja démons t r a t ion . Du reste, une telle méthode nous
conduira à quelques autres formules remarquables contenant les fonc-
tions cylindriques et qui. sont nouvelles, je le crois,

PARTIE.

I, — Séries kapteynieimes de première espèce.

1. Supposons tout d'abord qu'il soit possible de développer là puis"
f x\^ .sance ( - ) en série de.la forme,

n == co

(a) ( ̂ V == ̂  », „ y'-^ [( v + 2 n ) „. ],
\ " / ———

«=0

et supposons en outre qu'il soit possible de transformer une telle série
sous forme d'une série de puissances dont le cercle de convergence a
son centre àTorigine; nous aurons, en substituant pour chacune des

Ann.cle l*Éc, Normale. Ï* Série. Tome X VIII, — JAMVIEB 1901. 6
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fonctions cylindriques la série bien connuCy savoir
/ \V4,,t/<

n^» (_r)^p \
^^-V ' ' Wc) W-^ ̂ y.^^^y-ni l (v "+- n 4- ]()

nssQ

ces équations pour déterminer les coefficients a^
yV

(j3) 1=^^,-^-^.^,

et généralement, n étant un positif entier,

(P') -2; _(^-l}''(v•+•9./)y+'s" ^
Çn — p}Tr(v^i^'~+T)as/"

équations qui nous donneront pour les premiers do nos cotîftidcnfs
ces expressions

v2 r(v)
" ""oî 7^î"'os

^ r(y-)- i )
i! ( y - i - a ^ 1 1(') «a = ,-)- /-y-3——m.'i '

y! '^'•'-l'a)t -f-ai (v+;4yv:,-i '

résultats qui nous conduiront à poser généralement

('»). ,•/ - vï -r(v + ">
*""' n'î (v Ï~a/t')vîi

Pour démontrer rigoureusement cette formule générale, appliquonh
la conclusion ordinaire de n - î à n, de sorte qu'il s'agit de démon.
trer la formule

y ti-il7'1'̂  ±^1(2' '+' ̂ /i^""1 /"'^ r(v+-/r-i-/7î-T) —^^(y)

pourvu que l'on sache que les formules analogues mais contenant, des
nombres plus petits que n sont vraies. Pour effectuer une telle dcmon-
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stration désignons par X^ le premier membre de(y}y nous aurons après
un calcul direct

'.'•^ '̂'î'»--)^;)'̂ ^^"^ '̂/-)»--».
7>=o

d'où, en ajoutant cette équation à (y),

X^^+a/Q'Xr' ,

ou bien, après une application répétée de cette même réduction,

X;;==(V+2^"-2X;..

Or, nous avons

x' = v y (-1v'{n''\ r(v+^ _ y / /v \-I\l'(n -'} r(v 4- /' -'- ')2<( ' Wr(v+»-t-^-n) 2 l 2i ( ' ) /^ y, ;r(.+7r^TT)'
/?=o ^.so

ce qui montre, en vertu des éléments du calcul des différences finies,
que X,^ doit être égal à %éro et, par conséquent, qu ' i l en sera de même
pour X^, et voilà la démonstration de la formule générale (r,,).

Il est évident que notre démonstration des formules (i) suppose
nécessairement que v ne soit pas égal à o ou à un négatif entier. Dans
le premier cas, nous obtiendrons

aj;=i, a^,==o, /z>o,

tandis que dans le second cas, les équations ((i), (f^) ne déterminent
pas les coefficients a^.

2. Démontrons maintenant que la série infinie

^ T^i^^^K^-)-]
[-.) '•=0

est absolument convergente pour les valeurs de x dont les valeurs ab-
solues ne surpassent pas une certaine limite. Appliquons à cet égard
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l'inégalité
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\ ^ / • • 1

l^û)/ '€ \ \ ̂  „ ,' '• "/ , . .J 1 » ^ »r) ( ̂ I ^ I T ? ^ 1 4 - 1 ) 1 '

.ce immédia te de la dé(qui est une conséquence immédia te de la d é i i u i l i o u de '^f^). p o u r v u
que la partie réelle de co, â(û>) soit su f f i s an imen i gî ' îunle, î ï o l î s iumms
pour le terme général u^, f igurant sou^ le signe ï <le (oc), eel-le a î i i r e
inégalité

,^i . g//
( » j^- _ _^ J1 ' ' '"/'-i „ , .' , ,
l ' n ' ^ ,̂ t [ "y ̂  n | I ̂  4" ^ -h î |... | ^ -l1-" a ̂  ) \ ^

de sorte que la f o r m u l e de Slirlin^

SI^V^Cr 4•1£K)^8SSI I I '1 '3»

où. S désigne un positif ent ier très grand dest iné à croit-re au delî i de
toute l imi te , tandis que £s t^d v^1^ ^éro avec-5 <lonnera f h i a l e r r î e î î t

Àt lés ignant une q u a n t i t é f i n i e ; e 'esl-a-dire ( ( î l e la série proposée chl
convergente comme une série de puissances, poumi que ),r| < V ( < ) »
où û(t). désigne la racine positive de eetle équadoîi ( r a r î sc îe î idan te

^ ' ^ T ^ ,"••" 6 -„.„„„.„, I ,

ou bien, .d'après1 M. Kapteyn ( < ) ^ ' 1 1 . 1

^ 1 1 .1 1 , a(0== 0,659.,..

Comme corollaire du résultat précédent, noya avons (pie la ^omme
^ 4- 9. ri ^-^n^///— |r(.+/0

V J._1^ ^lp!•n \p\ |(^ -h 2^)v;•ï•TI'j7^1(vl'T^^^
p^Q

( ï ) Loc. cit^ p. iao.
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tend vers zéro avec -» pourvu que \x\ < Û(i ) , résultat qui nous sera/A
1res utile bientôt .

Gela posé, écrivons notre série (a) sous forme (Tirne série à double
entrée dont les lignes horizontales sont formées par les séries de
puissances obtenues pour chacune des fonctions cylindriques ordon-
nées de manière que les termes contenant la même puissance Ae x
forment les séries verticales de la série à double entrée. Or nous
venons de démontrer que les séries formées des lignes horizontales
sont toutes absolument convergentes, pourvu que \oc <û( i ) . Quant
aux séries verticales, elles possèdent, en vertu de (y) au n° 1, la
somme zéro, à l 'exception de la première dont la somme est i , ce qui
montre que nous avons démontré cette proposition fondamentale :

En désignant par v une quantité finie qui ne doit pas cire égale à un
négatif entier, mais étant du reste complètement arbitraires nous aurons
ce développement en sé/ie kapteyrdenne de première espèce :

(3) ^y= ̂ y^±——5-»[(. + ̂ -\,' ' \ 9. / M n \ (y 4" a n ̂ H "' ' "
// =; 0

valable pourvu que x <^Û(J:).
Dans le cas v === o la formule (3) se réduira à l'identité s = ï.
Généralement, un développement de la forme (3) est toujours possible

et ne peut être effectué que d'une seule façon, pourvu que v ne soit pas
égal à un négatif entier.

3. Supposons par t icul ièrement v égal à un positif ent ier et tenons
compte des deux formules

(a) 1-L ^+2^ =: (a /z + 9.p)[(9.n + ̂ )2- 2 ^ ] . . . [(^n + ̂ )2- (ap - a)2],

( y: ) .̂̂ ..l̂ Ç^?.̂ 0 = [( 2 n + zp +1 )2 ~ ï a ] [( a n^ ^p +1 )2- 32 ] . . . [( 2 n + 2p +1 )2- ( ap -1 )2 ],
à. ^ /</ "ï""" l )

notre développementgénéral (3) montrera , par la conclusion ordinaire
de p à p 4-1, que la somme de la série infinie

^ g.^V^^K^^^)^](p) b^^--^^^
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où/? désigne un positif entier, tandis que £ est égal à i ou à 2, doi t être
un polynôme entier de oc. En effet, appliquant les formules (a), on
aura la série infinie obtenue de (3) représentée SOUH forme d'anc
fonction linéaire des séries obtenues de

ce Ce C&
u/^ D?-î » ' ' ' î 1

en y supprimant les premiers termes. Or les formules (a) mont ren t
que l 'adjonction de ces termes supprimés n'a aucune inf luence wv la
fonction l inéaire susdite. Après avoir trouvé la forme de la fonct ion
représentée par la somme 8e on déterminera aisément les coefficieîî ts
inconnus du polynôme en ordonnant selon des puissances aBcerïdmil.cm
de x le second membre de (p), ce qui donnera la formule cherchée

^ .y^[(9.n +s).r] ^"1^,,^ f^Y^(4) ^ _^.^^^^^^^^^^^^^^^^^^ ^ ^• î; '
•n •-;".() ï"^:.{)

où l'on a posé
.,=,. (.-.^Y^^)

^ ^ - (Ï/.-'^) ! I; (Ï7-.À:7^'^^^^^> ^ > /' - 0 -
,V ;;:î (»

de sorte que les nombres b pour lesquels r^p s'évanotiisscrit.
La formule (4) e^t analogue aux formules dén'ionirées pour li»s séries

neumaniennes de première espèce par M* Schlomilcb ( i ) ̂ lk -œllkm <jiic1

j'ai déduites pour les séries neumamennes de âeconde espèce (r). t)îî
reste, la diversité essentielle entre la série kapteymefin-e (4) et1 ICH
séries neumaniennes correspondantes. Bavoir ,que f ex posant (le h
puissance de l'indice maUi pliant l a , fonction cylindrique doit êtr^
négatif ici,1 saute aux yeux. Les séries kapteyyuenne^ po-ur lesqueilcg ^ct
exposant n^est pas négatif n e 1 présentent jamais1 un polynôme (mlier
de^, comme la formule (a) dans l'Introduction le montre clairerimît,

4* Regardons maintenant la série de puissances1

(a) • ^(^)=^+^(^l+a,^yl+^
\ î i } v 2 y \ ^ /

( 1 ) z.o^. ^^ p. ï4 i .
( 2 ) Mctthematische Ànrudcn, t. L'IÎ, p. 584; 1899.



RECHERCHES SUR LES SÉRIES DE FONCTIONS CYLINDRIQUES. 4 7

dont le cercle de convergence a son rayon égal à p. Exprimons ensuite
chaque terme de second membre de (a) à l'aide des formules obtenues
de (3) en y posant v - 4 - ï , v + 2, ... au lieu de v, et écrivons le
résultat sous forme d'une série à double entrée, dont les lignes hori-
zontales sont formées par la série obtenue pour une puissance de .r,
ordonnées de manière que les termes de ces lignes horizontales con-
tenantla même fonction cylindrique forment les lignes verticales de
notre série à double entrée.

Cela posé, il est évident que les séries simples formées des lignes
horizontales sont toutes absolument convergentes, pourvu que l'on a i t
à la fois

|,zr <û(x), l^|<p,

tandis que la somme d'une série verticale sera

< n

^+n ["( v -+- n ) x} ̂  ( v -l- n — 2p Y F ( v -h ri — a p )
{ p ) u / î— ----Y^^^ ——^^.^^ a^,

p ^ Q

série pour laquelle i l s'agit de démontrer la convergence absolue. Pour
cela, il suffit de regarder n pair, le cas n impair se traitant, en effet,
de la même manière. Posons

_ {î^n

82.=;̂ liï̂ ^^^

/^O

nous aurons

(•y -l- ri)(^ •+• n 4 -1) . . . (y -+-/^ -h p— i} n(n — i). * .( / î — p 4"" i)u^,:
(v -4- â^)'2^

Posons encore
=: up±î ̂  î liZ^^ZiK .̂ir̂ }

/ ' ^ p ""*"" ( ^4 " •%^) %

nous aurons, pour les valeurs très grandes mais finies de n, \ç^ égal
à ^ à peu près; en outre, je dis que nous aurons, pour les valeurs
finies mais suffisamment grandes de p , cette inégalité

)ppi>i^HL
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qui se démontrera aisément a l 'aide de cette au t r e inéga l i t é

(y) V 4- ^ 4« ̂  4.. |
> t — • - - • ] - 1 - • • 1 1 1 [ 1 : 1 1 • ] 1 1 1 1 • " 1 1 • 1 1 1 . 1 »

^ — P

évidente, pourvu que? soit suffisamment grand» car ou aura toujours

/a .̂._,.-,,,̂ — <,-1-1-— — !.
^ v ̂  ri 4-« p ••4" 1 / 1 ^ i"•?•ll> p

de sorte que la partie réelle du premier membre* do ('y) ̂ l pl«s grande
que celle du second membre.

Désignons par A. le plus grand des modules ^ » iww verrous, en
vertu, des formules appliquées au u0 2^ que

| .r« j \ Sti.r i^
IS'^I < ̂ A.[y4- »//.[

ce qui montre que la série verticale S/^ est absolument coïmu^îîjo,
pourvu que \x\ soit plus petit que 0(i) et û(p), û(p) dé^igiîîiiil lit
racine positive de cette équation transcendante

a î +
' p»

et nous avons démontré ce théorème général ;

Une série de pïiùsa/wes

^"»-ï<ï)"-
n.S!0 ' , '

dont le rayon de convergence est égal à p, peut être déyelmpée eu wîf
kapteynienne ^ de première espèce saus celle forme

(6)

où l'on a posé
^^=(yv2;(7^^av+/l^-"t-^-l<

,.- ri
;=g

(7) ,v «..,. v ^rt^ "1"1"1"'1 rv^sl^^ "î- ^ — p)^,^ ^•"—•••"^ ^//-?//.<%
p ̂  0

Z/<?1 développement susdit est absolument cowergcnt, pourw; yue ,v
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sou plus petit que les deux nombres positifs û (i) et û(p) ; v désigne une
( f nantit é finie non égale à un négatif entier. Dans le cas v = o le premier
terme de (6) se réduira à a^. Le développement (6) est toujours possible
et ne peut être effectué que d'une seule façon.

M. Kapteyn a démontré son théorème dans le cas particulier v == o,
cependant il ne regarde que les séries de puissances dont le rayon de
convergence est égal à l 'uni té au moins.

Remarquons qu 'une série neumannienne (de première ou de
seconde espèce) est convergente, absolument ou non, où la série de
puissances qu'elle représente l'est, et vice versa. La démonstration
rigoureuse de cette proposition n'est pas encore publ iée, d'après ce
que je sais ; or elle peut être effectuée sans peine. Au contraire, le
champ de convergence absolue d^ne série kcipteynienne semble être
généralement différent du cercle de convergence de la série de puis-
sances qu'elle représente. En outre, il peut arriver que la série susdi te
soit convergente, non absolument, à l 'extérieur du cercle que nous
venons de déterminer.

Regardons, par exemple, la série

————i———— =^-t-â^ '^(/^t),

II = l

mentionnée dans PIntroduct ion, et dont M. Kapteyn (^a déterminé
le champ de convergence qui ne coïncide pas avec le cercle de rayon
û(i) ===0,659....

Or, un approfondissement complet de cette question semble offrir
des diff icul tés assez considérables, qui nous conduiraient en tous cas
beaucoup trop loin ici; je reviendrai peut-être à ce sujet dans une
autre occasion.

( ] ) Loc. cit., p. ïo 3.

Ànn. de l ' È c . Normale. 3» Série. Tome XVÎ ÎL — Fi-îvjtUEft 190». 7
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II. — Séries kapteymênnes de seconde espèce»

5. Quant aux séries kaptcyniennes de seconde espèce» décidons
tout d'abord ce que nous avon^ à entendre par une te l le Hérie. A p p l i -
quant la règle de Cauchy pour la mult ipl icat ion de d e u x séries in i i -
nies, on verra sur-le-champ que le produi t ^ ( ^ ^ J ^ t ^ r ) pétri être
écrit sous forme d'une série de' puissances m u l t i p l i é e par ( ^: ) < Or
les coefficients de cette série ne peuvent être réduite à den qua î i t i t é s
monômes que dans le cas où, a = p, ce qui donnera* en effet»

— (^n.^1"1-^4^^1111^
(^ ^ ( a ^ ^ ( ^ ) = ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^/ ' ) v / ^ r (^+^4 - - ï ) , r ( v -h^ 4- o \ » /

/( :.-: 0

formule que M, G r a f ( 1 ) a t t r ibue à M. Schoniloizer ( ï i ) et cela à j i ig le
ti tre, d'après ce q u e je sais.

Cela posé, la f o r m u l e (a) et le?, résul ta ts ohferuB dana h mNxnide
Partie do ce Mémoire nous condu i ron t à entendre par série Aw^r-
nienne de seconde espèce une série de la f o rme

// ^•ao

^ ^^^^^'^ t'^ 'lli" <y l" l î" ! ^ / / ) < r 1 ^ v l j /' l..̂ - • I I E I ^ - î °^).r].
/? ̂  o

Pour é tabl i r profondément une série de la (orme (|) noun avor^ l»
traiter, par la méthode expliquée au 11° i, ee développemetît lîypotlîé-
tique

y^Atw ^ 1 1 ,
• \ i.) ^^ atï ̂ {'n 1^ 4* "u ̂  t ï n }^ }^ i î t " n ("(> 4- ^ -h a ̂  ) ,r|,

/ï r.,; 0 ! '

ce qui donnera, pour la, détermination des coefficients «^ ce ^thne
d'équations linéaires

,^^ (^4^)tx41v

' & ^ïT4"•ll^)l•l^l(ïTlï)î

(1,) G R A P o t GUBLEB, Einkitwig in die Theorlô der Jfîewî'^hw Fn/tktiwmi fnw î î
p. 85; Dorn.ô, 1900. 1 1 1 1 1 , ^ 1 ' " ' l t l l ; " ' <

( 2 j Ucber die Àuwertun^ hestimmtcr Ïnte^alc mit ÎM/c wm- rcmm^^w ̂  ///,.
tegrcitwnswe^es (Ï^ogramm dor KanUrnssetinto), p. ï 3 ; Bonîo î^^-',
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et, généralement, en suppr imant lesdiviseurs communs r ( p -+n+ ï ) ,
r(v4-^+i),

/? = /i
(y) 0 =2^I)' (^+ v+ 2") ̂ + v + 2/î - ̂ r^^-,.

Or la résolution des premières de ces équations nous conduira à
poser généralement

^ . ~^^(ï±lî)^(^ .
v / rt ""' n 1 F (̂  + v ) ( p. + v + 2 /i î^^-*-1 ?

pour effectuer la conclusion de n à /^+ r , il faut , en vertu de (S),
démontrer cette formule

/?-/î
^ < /y. 4- v +• ri — p — î \ ffJ' •+ v -4- 2 n \ , .

( £ ) l^1)' „ n n (^+V+2^2/^-
.iJHHIMI \ 1 i f/ / \ // /n-p j \ p

^==0

Introduisons maintenant , au lieu des deux coefficients du binôme,
les fonctions T correspondantes, nous verrons sur-le-champ que la
formule (e) n'est autre chose que (à) au 'n° 1, démontrée pour les séries
kapleyniennes de première espèce, résultat qui est bien remarquable, ce
me semble.

Suivant encore pas à pas la marche indiquée au n° 2, on verra que
notre développement ainsi obtenu est abso lument convergent, pourvu
que | ,y |<^û(i ) , c'est-à-dire que nous avons démontré cette aut re
proposition :

En supposant qu aucune des quantités [i 4- v, p., v ne sou égale à un
négatif entier^ nous aurons ce développement en série kapte.ynienne de
seconde espèce

^ / ^ + , ^ . _ A

(8) (^)M"V= (^ + ̂ ro +^r(:r +.) ̂  ̂ ^^^ ̂ [^+, ̂ ^ ̂ ^+, + ̂ ^j,
n = Q

où la série au second membre est absolument convergente^ pourw que
\ x <^ ^ û ( ï ). Dans le cas (JL + v == o, la formule se réduira à l'identité
i == i ; généralement le développement (8) est toujours possible et ne

peut être effectué que d'une seule façon.
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La méthode expliquée au n° 3 donnent (le même eus deux (bt 'mulcs

(o) V 5't^(2rta;•)5'l-!i(2/ta•) '̂  ( '$ / • ) ! h^ / .v \ ' " -
• ^ ~(^fp———— - ̂  r ( /• 4-T'4- (A) l'( r ..1- i .- ^ ) \ a / '

ffl == 1 y, ̂  j

(o ) yî iï̂ Z^ /"^ (^r+O! / / 2?^ /.rV-1^
ll:' ^ (-n+^~^^^^^^^^^^^

entièrement analogues à (4); l^ désigne les nombres définiK h r;mh
de (5) au n0 3.

6. Appliquons encore une méthode analogue à Ct s i i e du n0 ̂  I I O U N
aurons ce théorème général :

Une série de puissances Sa^ (^j"^ ^^ contenant C]!M des [mhmmm

paires de x, peut être développée en série kap^ynimw de smm.(k ^{HW
comme sua :

/l^•a3 ^ ^ fS^.W

( IO) ï^ (^)"1' (y^^yfsl(p•+ ^ 1 ^),rl^-l^ ,-, , ,,,)..|.
" •: <' ' S I)

où l'on a posé

(n) h, •= V (^•.±y +- "//) ï'//^ • ^-: ' '- ^ )r (/' '• ' + ^) /p. i- v i - ,» i- // - i ),
—J (p. 1-y 1 •>,,()!'. • • / i » / ' i l \ ,, , . , J"»/..

^ /.e développement, ()o) ̂  <o;//ou/,î /;o.w///e <»< ne peul être effectué tinr
d'une seule façon, pourvu ^aucune des (juanuivs ;/.-(- v, y., v //," ,<////
e^a/e àun négatif entier. Dans le cas particulier y. + v =; o, À. ̂ ww^/
tër/ne du second membre de ( i o) ,w? rcrfuî'm « a,.

La série kapieynienne de seconde espèce îlinsi obtenue nst absolu-
ment convergente, pourvu que \x \ soit plus petit que [ £ ! ( , ) ci, 4^1 ^
p désignant le rayon de convergence de la série de puissances dormes
Cependant, ce cercle ne coïncide pas généralern en t avec le (•hînnp d<-
convergence (non absolue) de la série kapicymenn^ (.n question.

Pour développer en série kapteymenne de seconde ^pècc une mw de
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puissances impaires de x, il suffît de poser dans (10 ) |x+ î ou v -4- i ait
lieu de [j, et v, ou bien à la fois y. -+- i, v 4- ^ au lieu de y. et v, et multi-
plier ensuite les deux membres par:- '

III. — Connexion intime entre les séries de MM. Neumann et Kapteyn.

7. Les formules (7), ( i ï ) pour le calcul des coefficients d ' u n e
série kapteynienne indique une connexion remarquable entre une t e l l e
série et une série neumannienne de la même espèce et représentant la
même fonct ion. En effet, regardons tout d'abord les séries de première
espèce, la fonction holomorphe aux environs de zéro

/w^^a^y
n ̂  o

peut être développée en série kapteynienne comme suit :

"> /("•> =(!•yîa^^-'-K—"i.
n = 0

où Fon a posé
<»•s'a
•^ (^ •+- n — a/^r (v 4- n — p) „ ,

( y: ) 3^rl ( a ) = j^ -1——————/-1—,--———-..A.J- an^ ^fi-il),
^ = 0

tandis que nous aurons ce développement en série neumannienne
n =", oo

(P) f(ax') ---= f^Y Y. (v + n) A^^(a) -V^(,r),
\ •A' / -a"1"

/î.-sO

ou l'on a posé
^ n

(?') A^W ^ ̂  î̂ 4-?-^ .<„_„ .»-/-.
/,---o ^

Posons v == o, la formule tirée de (^) est duc à M. G. Neumann ( < ) ,

(') Théorie der Kessel'schen Functumen ; Leipzig, 1867.
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tandis que la formule générale a été démontrée, d 'une manicre peu
élégante du reste, par M. Gegenbauer (1 ),

Quant aux séries de seconde espèce,1 nous aurons ces deux déve-
loppements

/ Of \
"^3Û " = » jftiv^ ( __—__ 1
^ A^\2^ /aV-^ ̂  V^+^+'^y ^(A 4 - / ' f (^41 ->y l l l l11•^^)^^^ : I H / ( l (^41 1 1•y- l^ l••>^

W 2A^T7 =^ 2^'^T74-'^^^^^^^^^^^^^^
^=0 n=;o

« == w » = w
v. //y wi\ 2//. / 0 \ P-+V Wî

(0) Z^ — = -) V (^^y+^O^^^a)^^-^^)^'-^^),— \ 3 / Y"1-/ -""1
/ï = 0 /; =- 0

où l'on a posé respectivement
p - n

( Y ) ^^^(a)=^(^+,+3^)^(^41 1- /^4"0^(v4^+Q( ? '+

p ^ o

( W ) ^^V'(a):=y^^±/L:f fF - 1 1 1 { 1 - v ]-'11-1 // -^/^ - ( \ . ̂ ^
A=d u -l- V -f- ^Ï/; \ H ....,« /; / ! •i!'t '

/?:.::-. o

Les développemenis (în séries de s^condiî ^spMH* i^Umw wnîv
une série do puissances impaires de ̂  pouvent é|r(* déduite d^ { 'Y),

(S) en y posant v + ï au l ieu de v et mi i n u l t J p l i a n f , (n îS î . î iù* par^ '^
ce qui conduit à poser

(s) ! ss^^^n1^^) —.a ÎIWM^ (o;)^
(sO 1 ^,V,S/H.-Î (^^ ::::::: a W^4-11^^ («).

Bemarquons {m passant que M- Neumann 1 (r) ne regarde (|iîe s<»s
séries de seconde espèce, pour lesquelles (x= v s= o on jji= a, y r1,,1, i;

1 M. Gegenbauer ( s) a étudié les séries qui corresponderil, à (A ^" v,
tandis que la formule générale peut être trouvée dans un Méîîicmï ( 1 1 4 ?
que j'ai publié récemment.

0) Sitzwi^erichte der Wiener Àkadww, L LXXIV, Âbiîi, îl, |h ï-^O; îg^,.
( î ) MMiematische Annalen, t. îîi; 1 8 7 1 . Lûqm^r Kerichttî, îWn.
(3) Sitzun^shenchîe âer mener Âhtdemi€,\. LXXV, Abih. Il, {.L ^ î < | ^ îSj;,
( h ) Mathematische Ànnalen, t.LIÎ, p, %34; igc^.
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Or, les formules (a'), (^ /), (y') et (S') montrent immédiatement
que les coefficients des séries neumanniennes et kapteyriiennes obtenues
pour la même fonction doivent satisfaire à cette équation différentielle
linéaire du deuxième ordre

( i%) ^î^+^u^^ar'^^r^ï),

où TS) désigne y (a) o^jl^(a); 7: ̂ (a) ou ffi^(a), tandis que œ
doit être égal à v ou à p,+ v respectivement. Les dérivées doivent être prises
par rapport à a.

Le résultat que nous venons d'obtenir peut être expr imé aussi sous
cette forme remarquable :

Supposons données les séries kapteyriiennes (a) ou (y), la fonction

cêf" ( a x ) + ( 2 a.) + ï ) o^f ( OLX ) + (^f{ a ;r )

peut être développée en série neumannienne de la forme (?) ou (ê), où les
fonctions A^'1 (a), /^^(a) sont remplacées par ^'^(a) ou par JH^'1 (a)
respectivement.

8. Les résultats obtenus au n0 7 pour les séries de première espèce
se présentent sous forme très élégante dans le cas par t icul ier où
l'on suppose quey(.r) soit une intégrale convenable de cette équation
linéaire, non homogène

(a) ^+^y+(r-g)j=^^(^),

OÙ

«-̂  / .,y.\v4-/<-
,, / «, "%. 1 / l.A/ l

g"(^)=^a^^j ,
n-=:Q

série qui doit être convergente pour des valeurs suffisamment petites
de ,r.

Pourvu, que v ± ;x ne soit pas égal à zéro ou à un négatif entier, i l
est évident que notre équat ion (a) possède comme intégrale particu-
lière une fonction développable en série de la forme (p). -Soit main-
tenant/^r) une telle solution, on aura ces deux développements en
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séries neumanniennes de première espèce

(y) ^(^) = ̂  ̂  (v 4- ^,) //^(a) ^< "(,r),
/< ̂  o/ < ^ o

a.r) =: ̂  V (v 4- / / ) ./^(^t) ^"'•^(.•r*)
// ^ o

(o) /'(o^) = ̂  ̂  0 4- / / ) ./T^(^) ̂ "^(.r'),

valables tous les deux aux environs de zéro» Les coenîcicnis1 ^t i%) ,
/^'^(a) sont des polynômes entiers de a.

Or, à l'aide de cette équat ion

à^t^ax) ï ()/'^a.r} ( u:^ ï—-L̂ L.,.,̂  4,« — L̂.J...̂ ...̂ ^̂  ..-ï... ( .y 2 . . , . ï . ^ / * v fw ^•t - 1 - 1 1 1 ' 1 1 - -<^( ^ r ï
^2 ' A- .̂r ' V .z-V47 i ; •11- .:r2^ ( lh

déduite de (a), nous aurons, en tenant compte de réquat ion dilicmi"
tielle à laquelle ^^^(.x") doit sa t i s fa i re , savoir

^11^^ ^,.,//.) , . , . „ , , . ^ . . j „,,.,„ . , - . „ . , , . . . , „ . „ . , , , „ ^^ < ï ^ i
//.:y* .r .̂̂  rf,^ " /

cette formule remarquable

(s) ^(^1() :- ̂  ̂  ̂ ±.^[(v.|,.,/;».-. pïj [/^(^ ...,„ ^..(^^( ,,V-.(,r^, Vi v 4-" /^
Z< Y^raî^'^'^^'' ^ l i ^ ^ " ^ ) l i l 1 - 1 1 ' ^^"(.î<J|

/< ̂ ô

On aura de rnêilîio

<)\r(ax) ï cyv(^^) / ^ \ ^ ^ ^ ï ^.^^^^^^^^^^^^ + ̂  .,,.,,..̂  ,,,. ̂  ,.,,,.. ^J-//(^.r) ;-: ̂ (^r)

d'où; en vertu de (y) (§)(£), nous obt iendrons cette équat ion l inéî i i r^
non homogène 1 : 1 . .
/ 3 \ ïf î x û^B^^^a) ûip^^y}(i3) ^{i - a2) —».̂ ^ ...h1^ ,,,.|- ï^(( „... ̂ ^^Ll^^

^a: l' 1 ^^
4. [(,/î,.......,. p,2) 4, ̂ (^ ,̂  ̂ ^rj ̂ v,//(^j,,,, ̂ ^(;%),

d'où l'on peut déduire quelques autres propriétés r<miârqyabieii pmir
les coefficients &^Ç.a), 2^(a) et le coefficiem X^^«) corresponilant
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qui ti^in'c (liins co (ItiVclopjx'UKii)) en série Impieynù'nnc

» r ... y , » ( . a '\

( Ç ) r^.r} -^ (,^' ^"t|:^-^• «).^.
// 0

En premier lieu posons dans (s 3) a — r , ce qui est permis
puisque //^fa), /^(a) MO sont que des |)olynomes entiers de a;
nous aurons

//'s" f ( i( i ^ ) /^»^r)- -^^.—— ^^L.,...,.,,,. ,
• 1 / •! / (^ -4- ^ -h / / } (^ 1 ' • [J. "i-1 / / )

for is iu le < j î î i dormeni iisunedisilenierif. la série r/cn.man/wnneàe /^(.r),
ix.utrvu que eelle di» ^(^'^ soiteonruie. De celle ïï î îu ' î iere nons ohlien"
droîis i î i î t i îediaterî leni l<^s séries ncurnanmcn.ncK de preîrsiere esiïece,
ohfemies |H)iîr les trois ( o î s c i i o î î s IP-1^.^)» ^I^^O-r), Il^^f/r") que fîu
étudiées dans nion Méunure : lù^dîi(iti(^i noiwet.U^ elfî. ( < ) , dévelop"
pemeul^ doî i l le ^r^ma'v donnera, comme cas parliculier la série neu9

irïuff/iu'/fnf oi)J.enne ponr la fonciion

r-f^^ ^
^/ÎT(,1 .

^ ( ,r ) 1 -:•. ... ; l l l [ l l l l l l : l- l l : : i) l l. j si n ( ̂  r(,>s ̂  ) ( HI n 9 )avl'I ̂ 9, ''U.C y ) > --1-1- •i,
' { ^ ITI" y, ) ^"o

série ( j î î i a été trouvée pîîr M* P. Siernon (' la), [)0iirvii ((lie v soit: égal a
im nombre entier non négatif*

La (orinnie ( ï 4 } montrera encore la vérité do cette proposition :

Incurva fine v à:: a ne snit peu (^al à zéro ou à un négatif entier, les
îïêrie^ neumMnnienn.e$ obtenues pour les defw fonctions f^Çx), ^(-^O
ont. le même rayon de convergence, de sorie r / n i l en sera de même pour
le^ $erieff de puùsaneefî (/lu ww de/lniswu eef! dcu.rjonciions aux environs
de séro.

Onant il !a »érie kapteynienne CÇ"), les forr-nnie» ( î 2), ( î3 ) donneront

( î ) //fttwii di M(U(Wifiîlc(i (SOU'À pn*^*^
(r) Uefn'r flic f/uc^redfî cuie^ nicht. hofTw^fferï nijftîrcnllfd^ldchw^ zmîùer Ordnwïg

(Pw^twwn der LtWsn^diKie; Ïlcrihi, 1^90)^ î1)* ï^.
^nti, dt1 l'Êe. Nffrmfih^ ^ Scrii*, ToîiK1' X V n î . 1 1 — ^Évmm î^t. 8
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immédiatement cette expression

(,5) 1 ^(a) = ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^

d'où nous obtiendrons les coefficients de la série kapteyrMnne pour In
fonction/^.r) en y posant s implement a ̂  --^— Dans le cas ^ ^-< i1 ,
le second membre de (i5) se présent sous (brnie indé te rminée .
Di i ïe ren t ian t par rapport à a le numéra t eu r e(, le d é n o m i u a t e u r ^ on
retombe, en vertu de (i3), dans h f o r m u l e (12).

La f o r m u l e (r5) donnera i rnmédiate ineni les devdopp.cm^us 1^1
séries kapteynienrw d ' u n grand nombre de (bî îc tJonH q u i soîil liées
aux, fbnc(: ions cy l indr iques , p l u s ou r n o i u H i n t i m e î n e n t . On wwi i j î î e
les coefficionis de ces développements s 'expr imeul . à l 'aide des méjîws
f o n c t i o n s que ceux f igurant , dao s les séries nmunanmmn^ wm^m^
danles . l^ar excrn|)Io1 , les coeff ic ients ob tenus dans les dévdoppemenis
des deux fo nef , ions

<^S ^^ " ( '%. / • )

se réduiseul aussi à ̂ ^f^ ou a /^(v'T ^-1 ^'Q î-esi^eelivelîlenî, où ̂ ^)
désigne la ^ f o n e l i o n spliét^isK1* géuérale. e^st^dire les {lolynorne^ î le»
tims à Paide du développernenl .

n : . »
O-:-^-?^).;-11!;^-^^).^, l,rj«.

It iw 0

Le pi-eniier de nos exemples susdits montre que réquadon ( t 'î) n',,.
ferme, comme un cas 1res particulier, celle connue pour If polynôme ̂  " (y )

Du reste, la formule (i 5) montre encorequc 1 es séries' kaptww-nf,^
sont plus compliquées que celles de M. Nfum;mn. <.omir«. rc'h ^'n\ h
attendre. En effet, la simplification obtenue pour les cocffîdcnhd,'.
ces dermercs séries, en posant y. = ,, ne peut pan être conserver, pour
les séries kapteyniennes. t 1

(). Étudions maintenant les séries obtenues pour 1;, fui»r(ion ( ,- • j-.,/.
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nous aurons ces d e u x séries de première espèce

( % } r.^'.r (^}/.Se/<^''(.r^v'7t(<r)?

(?) .̂..'...̂  fy ̂  £//îl^ [(•. + n)y-\ y^' (^ ̂  n)^

on les <)i ï î i i j t ( , i tés s^ doivent être égales à 2, à l'exception de £o qui est
é^al h î y et oh l'on a posé respectivement

(.-, ^OT- v ^ • ir(y-^^---^<^ 0-(.,)=^
/ . , - (»

(P/ ) ^v^/rr):1-11-,-.^^^ .-,. V (^-±-.//..-^^^^^^^^
• i ' '1 ; ^ ( y ^- /o^ ̂  pî \y/

^ u

I^^nr les séries de < le i ïx ie ine es|)ece nous aurons de même

n. : ! : 'A
'V / ^ ^ V-' lî v ^^(-/) •^ ̂  { ̂  ^ t,,,î(!'..^°" (.y) Al*. "( , / . ) y " (,,-•),

/? • 1 <»•

(o) .-^^^^^^^^ •1:111;:1:: ( Ï 'f'" y, Ê^WI'-.^^/ [Y^ ...p y 411"1 ^/-')y l ' | AE^- t -^ IY^ "-1- ^ -h 2/Q.z-t ^^-'-^['(^ -+ -y 4" - î n ) a - \ ,
J" —- .-/'" \,^ ,t' / ^tn4 • . . . . .

tt .........;. 0

<HÎ l'on a posé

(y') w^s//^ ̂ . ....„.,...„.., y':t^ ;11+•• ^^ ̂  rr^.-.-h//.-!- 0 T(v ^p ••+• ï ) / ^ -i11-- ^ + /z 4"^ — A /^y7"1"1^
• • 1 " 1 1 1 " 1 - 1 ' 1 ' a À-4 ^ ...411- v - 1 1 1 } 1 - 1 - ^p \1 // — p ) \y )p :,..<»

^ W.,-̂ ,). .^...•.^^-.^(^
^:11;:.<»

Çuf'uU aiî?ê développeffîeîït^ obtenu.B pour la fonction ^^^, ils
peuvent être déduits Jmrnédia tement 'de ( j ) ^ ( S ) en y posant v -4- r au
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l ieu de v et mult ipliant ensuite par^ ce qui nous condu i r a a poser

(6) W,V.2//,4-Î (y) ̂  1 WY-! î , 2 / / ( y ^

(Y) w,v,,a//,-M Q,) ̂  :! WP^411 '2^ y).

Cela posé, les formules ( < % ) , (^') o(:, (7 /), (û') don îKî ron t (^f.!^ t^r"-
mule, analogue à ( 1 2 ) ^

(,6) .r̂  ̂ ^ r7^ (^^ ,r- ^.±-.^^^^^^^^^ ̂
V ) ^ y y2 ^^.

les désignations étant analogues a ce l fos s i p [ ^ î i ( j u é e s d î i n s ( î 2 ) . Ornoiis
avons cette équat ion ( i i i ïerentuï l lc ( i )

f^ir) 4, lr:,...iï î .l̂ .,.̂  4. \- [i:::,..rli.̂ ;,:t..,̂  r)v.^ D
^^,2 y ^y 1 1 j%

,e qui donnera, en vertu de (16)^

07) ^.«^^^(^^^^

..riY ^'\ -» ^1T '^Y ^ '+'" ï \ . •,/^1 v-r - cos2 •1-1— l' ^ -i1- •^--••••--} s i r t ^ - 1 1 1 - 1 1 1 -
\ U / Sî' \ ^ / ^

,7(̂ .)̂ -•7).;y+-^/"+,\(^../,)v r/^ti^v-i../,).
^ -CT /1 1 \ '<1 /

Dans le cas ^== o^ no'us supprinions le premier de^ irKiîceB <îxén aîix
fonctions H, Oy de sorte que nous aurons, erî vertu de ( î^) , ^(*tl(* for-
mule'particulière 1

( ï8) y{ny)^n{^y^)(^{ny)^y€^ ^ 4-siî l î5—/l^ . .^TS:.„..„.- 4,.,. si ï^ "--..",
3 1 . ^

formule que M'* Kapteyn (2) a dômontrée d'une autre mamère.

( 1 ) Ànnali cil Matematica (sôt'is presse)*
( 2 ) hoc, cit^ p. 1 /17 ,
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Les formules (17), (18) montrent que v =; o est la seule va leur de
v pour laquelle le développement en série kapiey/îienne obtenu pour
——•; se présente sous la forme élégante i n d i q u é e dans l ' in t roducl ion .

En outre, la formule ( i ^ ) montre que îir^^y) doi t sa t i s fa i re aussi a
une équat ion l inéaire non homogène de deuxième ordre; on déduit .
sans pe ine cette équa t ion , qui devient beaucoup p lus compliquée que.
celle obtenue pour O^'^^y). Quant à 1lil|^^"(j), on démontre au, n0 13
que, dans les deux cas (J. -+- v =—- o, p. 4-v== i, cette fonct ion doit satis-
f a i r e à une équat ion d i f fé ren t i e l l e l i néa i r e el homogène de qua t r ième
ordre.

"1.0. A v a n t de lerminer cette première Partie de nos reclierches, nous
avons a m e i s l i o n n e r deux déve loppements rcmar(|iiat)l(.*s d 'une fbnc l . ion
pa r t i cu l i è r e . I ^ o u r les ob ten i r , a p p l i q u o n s d'abord la, f o r m u l e ( i C > ) ;
nous aurons immédial .crnent , en vertu de (a) ao n0 9 :

v" ('^•4--l).r 9..^
^ y-=:;, -1- i^^ -•- (,--:z,;y

//.;,;:;; M

-- (^V ̂  e».^ + /O 7 1 ( î"''» (y) ̂  •"(,/•),
H ::::• 0

tb îMnuIe qui se présente SOUÎB forme élégante dans le cas y == o. Posons
encore y = ̂ x, ce q u i est permis; nous ob t iendrons cette f o r m u l e ro-
marq i ' j ab i c

// ::;- î/rf
(^ .4,. \Y ....^. ^ / ;î \^ x^

(n^J \-..^..,.....,.^......_.:. ,,:;: i - ) > Ê,,(V -+- n'y^ W^'1^^}^^^).
; ï ' \:Â' / •^MM

il •^ 0

A|)pl iquons ensui te (-x') au n0 7, nous aurons, en ver tu do h déli-
r ï i t i o n de O^fy), cette autre formule

(.0) ^̂ .--......-....̂ ..L,....,.,,,,.̂1 / -^ ( y ^ - y / J ^ j^'4-1 ~ ' V ^ / ^ (y-h^ )^ ' - 1 " 1 '-A /' r

/a ' . r^O < //:;:"()

Dans îe cas v = o, I C H deux rncml)res de (20) deviendront i n f in i "
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ment grands; soustrayant maintenant ^— de ces deux membres» on
aura, en posant v == o,

, v v jf ••̂ - v ^ ( ^y ) . , / , ^a
(.0.) ^ .̂̂  ̂ ^2^(^)^^,

/( = l /t 1:- î *

Le premier membre de cette formule représente, pouî\y'-". i , la fonc-
tion célèbre pour laquelle Legendre ( 1 ) , Abel ( 2 i ) et Sduidiers ( l l : î )
ont démontré un nombre de propriétés renKirqual) les .

Enfin, l 'hypothèse y ==: 2<y, qui est permise, donnera , en v e r t u d < *
(20), ('20^), ces deux, fo rmules

// SS t?0

/ . 1 "̂  1 î
[ ' i / .î JL (7"+'7Ï")i a7 '̂̂

/y ^ 0

^ (s1) ' 2 (7-̂ 7^7 0>/'" l^'-'- '•- -î - ••< " ) •'• \ y " 1:( '̂  -î- / / ; . / • ) ,
// -1"1" o

fit •^:" ̂
/ ,.. r \ J y 7îly f 1 .* \ V< ^^^ C ^ '̂  ./' ) ^(^) ^ ( „ - , K'̂  - -^ •^ J^(//./.) -- ̂  .

/-; î

On verra sur-Ie-dmnp qu i ) existera des fornuïieH mmii^w^ poiiî-
les séries de seconde espèce. Or, les démonstrations élaîit pî^ à (N^
les^mêmes que celleB que nous venons d'expliquer, elle^ peuvaiFït être
omises ici.

( î ) EwercicG^ d(î Calcul wégredy l. Ï, p. %44.
( a ) OEwres complètes, t. II, p* 189.
( 3 ) youmalde Crelle, t, 30 /
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SECONDE PARTIE.

IV. —- Évaluation nouvelle de certaines séries de seconde espèce.

1.1.. Supposons que la série de puissances y ^ / / ( — ) soit conver-
gente pourvu que [ x << p ; il est évident que les deux fonctions

^(•''^^^^S^^^^^
/ . Y1 .^•r*

^^''^^^Z'^^^y^
// o

sont déf îmes pour les coinimutisons des valeurs de x et de y qui satis-
f o n t a F in égal i té

(a) ^ <p,

et que, cette cond i t ion remplie , les deux fonct ions possèdent les pro-
priétés fondamen ta l e s d 'une série de puissances. Cela posé, appliquons
ces deux fo rmules bien connues

7î

^(cos^// cos^.)^ ::-::: .....l^^^4"1)-..^"V/Tr^,, " ' 1. . / , r( / / , 4 - ï - h ^ ) r ( / / , , 4 - - î ~ y ) '

^JIt^r^sy)^-ll•<cos(^-,l)^
\/ïï J, l f ' 1 r i (n -!-- î •-!1-1 v ') 1 ( //, -+- 2 — v ')

où n désigne un en t i e r non négatif t a n d i s que v est une î j u a n t i t é f i n i e
q u e l c o n q u e , nous a u r o n s i m m é d i a t e m e n t ces deux autres fornrules

^ n .. *
/ . ^ F1 n 1 1 V ^ITi/i+^a^t ^ÎH
(^ j /(....os^,r)cos(.^^ -lr(-^T,^)r(^^^^^^^^

' // :.;;: 0
^ .̂;̂

^ f / ., / , / ^ ^ Î I 1 ( ^ •+ - î ) ^â„4 . l .r2^41'̂̂  ^n ^(-^•^^-.^^-^(^"Q^^-^
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qui gardent leur va l id i t é , pourvu que la condi t ion (a) M)ii rempl ie
On obtiendra deux nouvelles formules analogues à (22)en a p p l i q u a n t
les deux ident i tés

(P) /(^^,r)=;/(-^-^

(^) ^(^^r)-==^(.r,^).

Appl iquons encore ces deux ^litres lonmiles b i en c o n n u e s

- r(sin^r^(tan^r^ „ n,̂
^^ v / v h / ! / / ! 1 ( / / -h-^C-u/ 4. ï )

« /'<a / . ,,.,,,. ,,„ , , T ( / ! -4- î -^ v ) V( n -h' ^ -1- y )— / (^ïiïwY'^^w^^^ dfù ::•:: -li—. -,,-..-- -'.^ ,—^- ^—....- ^ ;
^.4 / / ! K^ - i - ^X , ^ / "h^ )

nous aurons de menu;

- • - » Y )"' n /ty /•/' r ' \ / « "^ / "̂1 ^ / / 1 1 ^ î "i1'1" y) l^^ 1 1 1 1 ' 1 1 ^ t ' " / l ^ " » ^'''"(^) —. —:^y / / ,,r, -;.——— (ni l1 1 !^^»1 )^ ^/r»» ;'.;-..': > --:.--..,- - . . . . ^-./...,,., .̂ .. ... . /. ."-." ,,. . „. ,
l/TT »/« V. ' si n 9- ̂  / ^ 1 ( ̂  1 ̂  ( ) 1 ( ̂ ' i 1 1^- 1 ) ^lt 4 l

' / / • . ( »

2 // ^
/ .* . y n /'^ / y \^ ..„„ , / ^ l ^ / / - 1 1 } • 1 • î - i - 1 1 v ) n// -1-^ -. vj^,,,,.. ^ i : ' l f i s î

^3 _ —:^v | î ^, "—/1--~ ( lïiiw^]^1^ ^1^-::•:: > ,^-.j,^.. -.,... J. ,• . •........^^^,^f.. ^ ' { „.,„,. ^
r̂ U v Hn'i^)^ ^ 1 / 1 1 ^ r( /M• • • l l • l ) ^ ( / / l l l l ;] r ^ ' - 1 ^

rt ,:.1. {)

formules qui sont valables, pourvu que les comli t io ' r iN ( a ) »ûi<m(. reii î-
plies et, qu 'en outre

i>^ l (v )>—^
a>^(v)>"" ï ,

respectivement. Il est évident que les fo rmu le s (|) rioug doî i r îeroî i l
1 deux formules analogues à ( sS), (23,,), En outre , des quatre (orîirîilcs
ainsi, obtenues on pourra déduire quatre for fnubs notw11!!^ en ap j i l i "
quant r ident i té

(y) , , ^y.Dyf^..D,^fy

Cela posé, combinons les formules (22^, (23) et (22^), (2'^), nm^
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obtiendrons ces deux iden t i t é s
TC •7T

9 y r'ï rï / y \
(24) —^Dy i f .y'coso, ——--) cos(2^û?)(tangr,))2vrf<?^)=/(.r, y),

T: " JQ ,,/^ \ Sin 2rj}/
TT TC

^ y /^a r'î / y \
(24a) -— — Dy j j g-{ x coscp, —-— \ cos(2^ — i) ©(langr.))^-1 r/9 dw == ̂ (.y,y),

qui possèdent six formules analogues dédui tes à l 'a ide des transfor-
mat ions ((:!), (y). Il est évident que les deux fonctions générales
/(a?,y), g-Çx, y ) peuvent être rein placées par ~^—^ et -^ ^ respec-
tivement.

i2. Appl iquons main tenant la formule (a) au n°5 pour l ' é v a l u a t i o n
du produi t de deux fonct ions cyl indr iques ; nous aurons, en vertu
de(2ii)

11;
/?_-j-V fl_^ /•.•^

(a) ^ 2 (.z-)^ 2 (^)==^ j 5»(2^cos(p)cos(^cp)^9,
TTj^

ou /-t désigne un nombre entier non négatif, tandis que v est une quan-
tité finie quelconque. Cela posé, les identités (24) nous conduisent à
poser v == o et ^x, ly au lieu de <r, y dans les développements
en séries neumanniennes ou kapteyniennes de première espèce, obtenus
pour les deux fonctions

(P) yn-^^ pr̂ p

ce qui donnera ces deux mêmes fonctions développées en séries
de seconde espèce pour lesquelles [M "+• v = o ou [x 4- v == i respecti-
vement. Ecrivons s implement 1ÉT'"(y) et "^^"(y) au lieu de y"'Y'/^(y),
^^""'''''"(y), nous obtiendrons ces deux formules

•rr

(â5) W1 (y) = - 27 2)y f 2 0^ (^y—\ (tangr,))^ ̂ ,),

ïï
(^5,) W^(y)^^ V^F 02^1 (slli^)(taïl&&J)2v'"lA^

^%. de r^c. Normale. 3" Série. Torne XVÏU .— FÉvntrîR IQOÏ . 9



66 NÏKLS NÏELSEN.

et deux autres obtenues par là en mettant Illl^y) et îl^Cj ) au l i e u
de îir'^j), ^(y) respectivement. Posons v = o^ la fomunk* t irée
de (23) est due à M. Kapteyn (1).

On verra sans peine que la restriction relative à ^(v) exigée par les
intégrales définies vient à disparaître pour les séries de seconde
espèce.

Nos identités (?4) donnen t encore, à l 'aide de (a), cette autre for-
mule

r TC
j /, :r n ••{- v / . \ ii — ̂  / .r î .
| /*2 .'̂ p' /^' si n ̂  r,A ,1:;1^ /^" si î \^ ̂ \ ,-:\^ ^ " ( .—^^^^^^^^^^^^^^ - - - - . ^ - ^ s i n ' ^ o t î . s i n g ^ } ^ ^ , ,
L ^o t'. " / \ *" /

/ ,\ -,/,/ \ n | / .--r^/^'Sin^f1»)^ —— f.v ^\ï\^ff}\ ,(y) ^(^)=:.Z^ x j ^ - ^._,^^^^^^^^ ^ ( - 1 1 - 1 • i - ^ 1 . 1 jsin'^ottsing^))^/^

inverse à (a), de sorte que les développements des Ibnct iong ( h ) <m
séries de première espèce peuvent être d é d u i t s aussi dos nénes d < »
seconde espèce à l'aide de nos identités générales. Celte* métiîodi*
donnera de même ces deux f o r m u l e s nouvelles

TC

W o-'(r)^ ^ f'îî-^/f..^.--7^.^ cos('vt)./^
Trj^ \ ^ c o s 9 / cos^ (

(.0,) n^^(^)^ ^ ( \.^^ ( . ^ \ (>()S1'1^,:::JJ?^,^ ' ^ ^ ( r ) ^ ^ r^^^( ,.r..„,_.l;)
7?^ ^U'OSCy/ ?»

inverses à (25), et deux autres oh lonucs par là m posmil ^/f"•|^
et 111)̂ (7) au lieu, de 0^(j) etiir^^j). 1 1 " /

Cela posé, l'intégrale fondamenta le de Cauehy montre ni iinrii iédiat^1-
ment la vérité de cette assertion ;

Nos séries neumanniennes ou kajîleymenne^ 'de wonde f^pew ^ wr-
sentent, sous ce point de vue, comme une 'conséquence immédut.^ ' d^
mêmes séries de première espèce. I^irwer$e est vrai aum.

Notre déduction des séries de première espèce à Faide de celles de
seconde espèce, et vice versa, montre encore' que les deux catégorie
de séries ont le même champ de convergence et ne peuvent être (or.
rnéesque d'une seulefaçon.

Lesdéveloppementsnouveaux obtenus, des séries ncumMmenws ou

( î ) Loc. cit., p. 1 , 1 1 .
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kapteyniennes en appl iquant la formule (y) au n° H peuvent être
dédu i t s immédiatement d 'une manière directe à l'aide de l ' identi té

x \ dv ïs'- \ . r—^/ 7 j--y

13. On verra sur-le-champ que les identités (24) au n° 11 s'appli-
queront sans peine au développement général

et, où Imposant p do i t être assujet t i à parcourir des valeurs entières
non né^îUives el de nîênifô par i té que //-. Les fonc t ions nouvel les de y
et de ^ a in s i obtenues s 'expriment sans peine à l'aide des formules
analogues à (a) et a (2!^) au n° 12. Prenant encore ces développements
nouveaux pour po in t de dépar t , on obt iendra , en vertu des formules
analogues a (y) et a (26) au n° 12, le développement pr imi t i f (a).

I l est év iden t qu 'une appl ica t ion répétée de ces méthodes nous
donnera , en vertu de (a), un nombre i l l i m i t é de développements nou-
veaux q u i possèdent l.ou.s le même champ de convergence absolue
que (a) et qui ne peuvent cire elicctués que d'une seule façon, pourvu
que (a), oo, un autre des développements nouveaux ainsi obtenus,
possède u n e t e l l e p ropr ié té*

C(îj)enda l i t nous avons préféré nous borner ici à l'étude des séries
neutnannienneïf et kaptey'/'tiennes, parce que ces séries possèdent la pro-
priété nunarquable que les (onctions nouvelles obtenues par les
Ira ri s Ibnn a lion s s*(îxprirnent d'une façon très simple à l 'aide des
(onc t ions cylindriques. Les séries de fonct ions sphériques/ par
exemple, ne possèdent pas une telle propriété.

Quant au dévcdoppemcnt général ( % ) ^ M.. Pincherle (1) a signalé:

( 1 ) HwU1 lïHitu.U) Lomhardo : 'Rendiez/iKî.j '^ sérier vol- XV, p. 5'25: ,î88'2.
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cette formule remarquable :

(P) • 23^"
ï , p = /',
0, /^/*»

qui est fondamentale dans la théorie de tels déve loppements en n o u s
fournissant im moyen, général peut-être, pour dé t e rmine r P u n des
groupes de fonctions ^(/r) et ( ^ ( y ) , p o u r v u que Pau t r e soit d o n n é
et que la formule (a) soit vraie . En effet , ï i o sdô te rmi r î a f . i ons des déve"

/ ̂  \ V / ̂  ^ [),.^

loppements de ( ;- ou de ( '̂  ) en séries k(wl(yruetifi€$ de première\ 3 / \ a /
et de seconde espèce ne sont au t re chose q u ' u n e réso lu l . io î î des
équat ions ([Ï) correspondantes. Kn outre, H e i n e ( 1 ) a d é l e r i n i î i é de hi
même manière Je développetnent d 'une puissance de ^ s { î l o n les (onc-
tions sphériques de première espèce.

Le sens propre des déve loppements n o u v e a u x que nous ven^ms d ' i n -
d iquer saute aux yeux si nous tenons compte de la f o r m u l e de M. P in-
chérie : Les transformations (lesfonciions ^ ( . " v ) at ( i^C'.V} ({l/celu^^ par
les intégrales définies ridilerenf.pd}! Ut for/nu/ff ( & ),

En ef le l? les fo rmules ( 2 2 ) , ( 2 3 ) m o n t r e n t que les coedideî i t^
des (onct ions nouve l l e s p e u v e n t élrc ob tenus en î ' n u U i p l i a î î t X^ j)ar
une q u a n t i t é indépendan te d e / À e ten d i v i s a n t A^ } ) î i r l a mênie q u a n t i t é »
(7est-à-dire que les développements d ' u n e puissance ent ière noiî né-
gative de .x? selon les produits de lieux fonct ions c y l i n d r i q u e s d u n k
Lommel (2) ne sont au fond, sous ce point de vue.» autre chose (lue les
développements analogues selon les fonc t ions cy l indr iques elle^"
mêmes dus à, M.. Schlômiich ( ! t)-

La-recherche générale coiTespôndante1 préHente un intérêt assez
considérable,1 cependant e l l e 'nous conduirait beaucoup trop loin ici.

I l ,est .digne (le remarque que l ' appl ica t ion des intégrales déf in ies
noas épargne de chercher le champ de convergence abaolw des séries
nouvelles et de démontrer qu'elles ne peuvent: être formées que d'ilue

( î ) I-ïatidhuch der Ku^ûlfuficUo/ief^ t. î, p. ̂ (^ é(L;; Berlin, ïB^B.
{ ï ) Suulieii ûb(}r (lie /hsscl'f!chefi Fuitcthiieiiy p. 48.; Lfôi(»xiK, i8G8*
( ; l t) ZeUsckriftfur MeitheffuUik wd Phf.ukf t« 11, IL î / { ï ; 1857,
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seule façon, problèmes qui o f f ren t cer ta inement des d i f f i cu l tés consi-
dérables pris dans toute leur général i té .

V. — Évaluation de certaines formules particulières contenant
les fonctions cylindriques.

14. En t e rminan t la. première Part ie noos avons, au n0 10, déve-
loppé quelques fo rmules par t icu l iè res con t enan t des fondions célèbres
dans la théorie des fondions cy l indr iques . Il nous reste ici à m o n t r e r
comment les tbrmules générales évaluées au n011 nous f o u r n i s s e n t nn
moyen s imple pour la d é d u c t i o n de nombre de fo rmu le s d u menu'
^enre.

lle^ardons t o u t d 'abord les séries ncumaiinic/i/^es de première espèce
obtenues p o u r les f o n d i o n s

hs fo rmules ( 2 ^ ) ' donnen t , en ver tu de (a) au n" 12,

,.;, ^.,. »..(,)...-(.,,»-.(.., -^-s ,-,„ ,„1,(;'|,;„-;,._, (^^ / » » , / . « i / t n / 1 *i, y / < lî ^ H l T ( / i ^-•l) fv., y V"_ t ,
// -. - o
// 11 '/:>

,,-^ ,̂  V ^""h/U»^,/.,;»«r •-(,/.) - -' V - / ' ' r ( / / .^JL -..- „ /^•Y'""1,/"' "^ - 1 / l- / ^ ' / - ,/^^ Y ( i , . \ ^ \ - ^ V [ , i \.:>.~.^ \ Y ) '
// - 1 1 : 1 - : 0 ' // ; •-. () l < 1

J o r m n i e s q n i sonî v a l a l > l e s , p o u r v u q i i î î \2x <'[y[.
l iemai^ jnons on passant que la f o r m u l e fbnda .monta le d(5 M. Pin-

ctner le nous iburn i ra un moyen s i m p l e pou r t rouve r la cond i t ion né-
cessaire et s u f f i s a n t e que les f o n c t i o n s ^ ' ( y ) do iven t r e m p l i r pour
que la. somme de celle série

( -%) .r^^^j)^^1^^)^^--^^)
ft .-.. 1 0

' . / -/»1 ' '. a / T' \ 2//
soif une fonct ion de ( L l ) y savoir S^. ( <tel:: î * lïn c f l e t , ordonnant\y / ' 1 1 ! '" \.?v
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la série (a) selon les puissances négatives d e y » on aura immédiato-
ment, en vertu du développement (y) au n° i),

^(^ - ̂ T(p+^^r(p^^^^^^^^^^^^^^ v) /n ̂ p - »\ /, ̂ \
^w-a.ù pi ' - " \ n-p ) ^ { r ! '

p^o

c'est-à-dire que Jl^ ( y ) peut être formée en m u l t i p l i a n t les (.crmcs d < *
V^Çy) parles cofficients a correspondants. La rnênu1 mét . ) iod<ï ywi
être é tendue- immédiatement à tous les autres développeinenis du
même genre.

Les séries kapteymennea de première espèce donneront de niéni^

(a8) bnn/7r + ̂ y^ir^^a^j)^^4-^^^^)-^'"11 '-^^//.^
/)S •̂:: 1

— J... V . /<t ! ̂ ( /^ "'h î ) /' ^"'^ V^""" j^ ̂  rU^Tî'^Tl^ \ ' " y 1 /
• /( ••;.-; 0

( ̂ a ) ay ̂  W^ [(-^ // 4- y )v] A / / 1 ^ | f.î // 4.,., ( ).y ( ^/ /4.1-v [ (^ ̂  4. i).r1)

// r;- W!,

— 2-. 'V ., ^ /^ T :*^ /^ •'4i> 1 ) A^r'Y^'1^
'"""' i/^ ̂  i(^ "+" î •••-llil" v) r(/i ̂ a •-•: "yj \ " " y " )

n ss; <)

Posons, dans (27),^ = o; nous» obtiendrons ce^ deux fbrmi î IcH r^
rnarquables :

fl' as aç

(%9) Seï^'^.yîEa"^,/;)? :,., - 1 -, ,
^o " ^-/prî
WSSÏtiO

(29^) yo2^"4 '^^)^^^)^^11-^^^1)— , t.-. f̂ .-.....,̂ .....,,,..,..... /^
———— 1 1 ' ^ ^' \ i / y Ï 1 ' 1 ' 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 , 1 " 1 1 1 " " / 1 1 " . , ! / î

w=o ^ ! '•,..V,J '" ' ' ' Id- /

et les formules (28) entonneront deux ,au t res du même genre/
'Posons encore, dans1 (28), j= i $ nous aurons, en vertu do ( î B ) mi:
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n0 4), ces deux formules élégantes :

,„„ ^^^-•("-^•-'"^-^ir^^^-.)'"'"
M = 1 /( ̂  0

/jî ;^«s //•;;:»

(^) •^.---[(./M-,).•:l."--|(..4-o..l=^2^(.-^/r^^
// ;; o V ^^j)

d'où, en mellant v ==: o,

( 3 « ) .-i-^r-v'ta^z')!2---.-...^
±, \/«-4.^

^ • • 1 'A

(^^ ^ ̂ /1^ '// 41- l s ) <'lll'l ̂  ''! 1"( " / / '1-" ï ) (Î711 ̂  ~ f7^ - * ) ;""" >' ̂  \ \/1 — /i .r2 /
// -:• 0 'sv ' ' /

on vf î r ra ([iK'i les quatre dernières (bmwles sont complètement, ana-
logues à la Ibnmile célèbre (a) citée (IÎUIH l ' iniroduclion.

N O Î I H ayons encore îi (lévelo))per rhilé^rale e l l i ( ) t ique de première
espi^îcs en sériea de sm'îoride espèce. A cet égard, posong dans (29),

'a
si ii^

et intégrons par rapport à y de o à y; nous aurons, en écrivante au
l ieu de x^ ces développements en séries neumanniennes de seconde
espèce

(3.) f ' - ,^^^^^^^^^^ - ̂ ^^(/^ f(^ (^ A
,/ </i--/.^Str'^ ^ • /il ../„ Ys iny /s inç
' 1 ( • ) n ; • ' ( »

„ /' = ̂  ^

Ci.,)1 f'^^^^^^^^^^^^^^^ f O^-H(—,)^,
,̂  ^ i — /*-^ s i n 'ï 9 ~ </(, \ bl ri 9 /

oïl i l faut qoe [ k \ <^ ï » Les séries kapleynienneH analogues, obtenues à
l'aide de (28^, sont pliîB coffîpliqilées. Posant, dans (32), 9 s= ^
r j 0 î 3 î 4 a î i r o n f 4 l ' intégrale el l ipt ique complète de première espèce déve-
loppée en série neurnannienne de seconde espèce,
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Dans le cas général, les deux fo rmules (32) se présentcul nous
une forme très remarquable i n d i q u a n t une connexion nouvelle e( f.ri»s
intéressante entre les fonctions cylindriques et les fonct ions ration"
nelles O^Çy) de M. N e u m a n n ; cependant , leur u t i l i t é pour un calcu!
numérique n'est que très médiocre. En effet, la remarque» f a i t e [ IKI r

M. J.-P. Gram (1), que la série neuman/nenne ob lonue pour ̂  n'esl
guère convenable pour uu tel calcul, s 'étend évidcmmcîxi f , à toutes
les séries neumanmennes ; c'esl-a-dire que les séries de w ^errnï î î ( î
présentent qu 'un in té rê t purement mat tHMiat ique .

15. Appliquons encore (aS) au n° •1.1$ noilK mmnis, eu v^ r lu
de (23), ces deux fo rmules

(33) 2£2//w '2//^) ̂ W^^ l F ( t + v , t^^L,^;},^ ^v y \ • ^^^j3,,/

(S3••) •^«-•""(D.-M- ;̂,,,"' ̂  /<,. .. » -,. :•;, ••;, ),
// -•r 0 v 1" " ' i ! ( '»,- ï lf

ou /^désigne 1;» s('irio !ij|>oi^('iOfn('i(>'i(|U(.t ordilmirc des qiiîitrc ^li'-mcnts
a, p, Y, se. Do niénie il (>s(. (•vidcrit. que nous olf(.i(«ti(lron,s (Jeux for-
mules analogues pour les Kmcs knpKynK'nws (•orr<-sj)(nnhui«.s. (»r,
nous nous bornerons y (Icmonffcr (juc les (oncfiotis r;<»i(»)iit(.i l<'s t(
satisfont à une équation diiïïmmi.itîliti Hnéîtirc (•I, îtottiogciic de ((tt;r
trie me ordre.

Regardons tout d'abord IT'2" (.y); noug aurons, en désiffnaut n«r X
le second membre de (33),

(a) ^.-^.p,
O.c sy* '

W . ÇX=-I.-/?"-^.--•rl.F"
.̂î;2 2^!' ' ^yii * '

d'où, en tenant compte de l'équation difÏerentieUe à laqucHe ^ " ( . r }

fTl(lèL?od?eÏS^ /̂t^^>'?T'te w1^ H}ae't' afd<; "t!w{st<: K^^ M^nl,.(inese ao cloeloral), p. 44; Copenhague, i8-y.



^ KRCHKKC1UÎ8 StIIl U,:S SÉRIES 1)K FONCTIONS CYLINDRIQUES. 73

doit satisfaire, savoir

^w"(,»..) , ( ) y " ( , v ) y,,,». ... .̂ ,-.- .-,. ̂  . ..-̂ -J .,. y. ̂  ̂  ̂  ̂ ^

nous ot>tien(lrons, (•11 vertu de (33),
// 'Y,

(p) ^^/^^^^^^y)^^^^)-:: .^1. ̂ ,. 'îl ^/ , •r2 ^
,,.,/o ' ' ^.r' .r' 1 ' ^y" "

De nïftma, noua obtioridroiig

( . , \ t}\ f ,.••*'( / ^ - 1 1 1 , ' - -=..-..,.. .-.-^_,... „•<r:^ ^^ ^s 1 1 ^,,^^

y-1;.----^^^
w- <!"' (JomMT;.. en vertu (h (^ <;(>( ;i,,(,,,, développement,

/? .;/:.1 ^

(.î.l) y E,,, (4^'-...... lîl'C/,'^^) .....?,y ^(.^"(r) ^»^.'"(,y)-j^ .,„ (4 ̂  - . ,5^- (.,) ..... 3.y ̂ 0-) ̂ ^ ̂ ";(Z)1 ^ ,̂̂  _..^ ̂  „^ .. ./ ^ -^ "--^••---J

Or. tiotrc (bnc.Uoïl /.'doit satisfaire « cette équation diffiwntKtIlc

if>) (^•"Ti$0^-(r--!^)^-H---)^---
Aju-es avoir multiplie cette equtition p;.r ̂ , les formules (j), ( y )

siifliscnt pour déterminer la soinmf }

•r^ f) •r.%
- , /'"'. 1- .̂.. /-•y- yî

liindis ((IH! le terme
\ ,î'1
^. (^-1)^

peut être tiré directement de (34), et ht somme

.r'1 ;{ r'1.,:..„, / , ' " . . *•'• /,'/
^' ' y ï - 1 '

?<•(«( être csilcuïée en appliqiumt mr (34) îes fbrniuic» (y), (f).
//?»«, »/<• ^'/;c. /Vo///<rt//.. 3< Srifio. T(»m« X V 1 I 1 , ~ FÉvaiBH ty,,. to
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Cela posé, tenons compte du fait qu'un développement de zéro en
série neujnannienne de ce genre est impossible; pourvu que les cocf'H-
cients ne soient pas tous égaux à zéro, nous obtiendrons f ina l emen t
l'équation cherchée

(35) 7-4- ̂ "-h f4 - î ^-^Wy \ y )
+(16^^^^
\ y y' )

'+fl+tA±lrij0.^^iL)')z-,,,
\yï y: J

où Z désigne la fonction V^Çy)
En traitant de la même manière la formule (33,,), on obtmidr;)

pour la fonction tr'2"4-1 (j) cette autre équation diiïercntielle

(35 J /"+ ^-V + h - ̂ ±.'̂ 4 :̂1.̂  -:61 %.

ÎÊ ( a " + ' î 2 — i » v» -+-1 '>, v -- 4 ".y -t------1-11------1-—--^,- -..-------.. -^
-t-F.8 i l^n+l)î~-^\(^î ^Y „
t [.^"^ ' • 71 - • / 0-

Posons dans ces formules v = o, nous obtiendrons Ic.s équations
différentielles auxquelles doivent satisfaire les deux fonctions ration-
nelles introduites par M. C. Neurniinn, équations qui scmbleut être
restées inaperçues jusqu'ici.

Il est digne d'être remarqué que les deux fonctions HT'3" (y),
yîTM-f ̂  ̂  satisfont pas à des équations de la même forme, dn soct.c
qu'il en sera de même pour les polynômes de M.Neuinann. Or. les for-
mules (35) (35,,) montrent que les fonctions V""^), •K'ï11'" ' ' ̂
satisfont toutes les deux, pour une parité quelconque de n, ;» cfîtc
équation commune

(35.) z.^z^(4- îlr^)^ .̂, ̂ y.^

^..^^^^^^^^
En se rappelant la formule ( r6) au n" 9 qui exprime W^ (,r) a l'aide
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de 1ir^(y), on verra que la fonction rationnelle W^Cj) doit satisfaire
aussi à une équation différentielle linéaire et homogène de quatrième
ordre.

Posons maintenant dans (35^)v=o, nous verrons que, sous ce poin t
de vue, ce développement d 'une série de puissances impaires

(s) Ï.^)2/'+l=Ï^[^'4•^)]2,
p =; 0 n ̂  0

indiqué pour la première fois par feu M. Lommel (1) , deviendra ana-
logue à celui de M. Neumann

p s so n s; oo
•«--< /.y\îp M""̂

(s') i^/'̂ ) ^w'^)]'.
p :=; o 1 n =s 0

En effet, cherchons le développement de la fonction - ——3 nous
aurons s implement

I

y — ^

^ S; do ^
——=V^^(y)[^(.r)J , |yj>
—' n^> jfm^^^'(y)^^^)..!, |yi> .T!

/ ïs;0

où ^ (y), pour une parité quelconque àen, doit satisfaire à Féqualion
tirée de (35^) en y posant v ="= o< Cependant, cette analogie entre les
séries (e), (s7) ne semble être que d'une nature purement formelle.

En effet, posons dans (27^) v ̂  " ï-^ nous verrons que la série parti-
culière a insi obtenue représente une fonction ent ièrement différente
de celle obtenue de (27) en y posent v = o, (Test pourquoi j'ai préféré
suivre, dans ces recherches, la marche indiquée par M. N e u m a n n .

( 1 ) Mathemati$che Âinuilen, t. II, p. 633; 1870.


