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SUR LES

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES
DU

THÉORÈME

PAR M. CH. MICHEL,
PROFESSEUR DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES AU LYCÉE DE Ï)OUAî.

I.

On doit à M. G. Humbert d'importantes recherches sur l'application,
à l'étude des propriétés géométriques des courbes algébriques, du
théorème d'Abel relatif aux intégrales des fonctions algébriques ( < ) .
J'entends ici spécialement par propriété géométrique d'une courbe une
propriété de cette courbe dont la forme n'est pas altérée par une trans-
formation homographique quelconque d'un certain groupe, à l'exclu-
sion de toute autre transformation birationnelle.

Étant données une courbe algébrique fixe F == o, représentée point
par point sur une surface de Riemann, et une intégrale abélienne at-
tachée à cette courbe et qui en soit, au sens que je viens de définir,
une propriété géométrique, le problème général, consiste à calculer
explicitement et à mettre sous une forme susceptible d'une interpré-
tation géométrique la fonction âlgébrico-logarithmique des coefficients
de l'équation d^une courbe algébrique ïariable/= o, qui est égale^ en

( 1 ) G. HUMEBT, Sur le théorème (VÂbel et quekfues-unea de ses applications géomé^
triques (Journal (le Mathématiques ; 1887).
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vertu du théorème d'Âbel, à la somme des variations de l ' intégrale
abélienne donnée, le long des lignes décrites sur la surface de Bie-
mann par les points d'intersection de la courbe proposée et de là courbe
variable.

M. Humbert a obtenu sur cette question de nombreux résultats, en
assujettissant la courbe sécante à varier dans un faisceau ponctuel
linéaire fixe. J'ai étudié le même problème avec une méthode diffé-
rente, dont voici le principe. Le théorème d'Abel pero'uît d 'exprimer
une somme de différentielles uniformes sur une surface de Rierminn
par une di f férent ie l le uniforme sur une variété fermée simplement
connexe. Mais, cette variété étant indépendante de la surface <h* Bic-
mann donnée, il est possible de considérer à la fois plusieurs courbes
fixes, de former, en les coupant par une même courbe variable, une
somme de différentiel les algébriques respectivement un i fo rme» sur les
surfaces de Riemann auxquelles elles sont atfachéiîs, et d^exprimer
cette somme par une différentiel le algébrique u n i f o r m e sur une neuh*
et même variété fermée s implement connexe. La cormaissanco d^s
singularités des différentielles abéliennes sur leurs surfaces de Ri^
mann respectives permet d'étudier les singularités de leur domine mr
la variété simplement connexe précédente»

Je me suis borné à étudier que lques cîis. simples, ou cette soirniM*
n'admet aucune singularité et, par suite, se rédu i t à o. J^ni pu mnm,
par voie élémentaire, établir le théorème cfAbd, lorsque JThîtégralo
n'a, en des points ordinaires de la surface de Bîwîarin, cjiie des aixi-
gularités de la forme A log(^ — a) 4- -^—. qu i 1 sorît celles que l'oîî

*4'' •'"•>1""" ^ '* •

rencontre surtout dans les applications géométriques. De la aorte»1 J'ai
retrouvé divers théorèmes de Liouvil le^ sur les distances ( i ) , de La-
guerre/sur les angles (s), de M. Humbert, sur 1 lea courbes de direc-
tion^ et'démontré de nouveaux théorèmes sor les aires des1 courbes.

Les énoncég qui interprètent géométriquement le théorème d'Abc!
deviennent illusoires lorsque la courbe sécante passe constamment par
une singularité de l'intégrale. Dans les cas les plus importants, faî py,

( î ) Lion VILLE, tournai de Mathànatique/! ; 184 ï,,
( 2 ) .LuîUEinu^ Complu rendus î x8G5.
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par un artifice, lever l ' indétermination de manière à conserver à
chaque théorème une forme géométrique, et étendre ainsi l 'application
des théorèmes généraux à l'étude des courbes algébriques.

La même méthode permet, sans modification essentielle, d'étudier
les propriétés géométriques des points d'intersection d'une courbe
gauche algébrique fixe avec une surface algébrique variable.

Les idées principales de ce travail ont été présentées à l'Académie
des Sciences (séance du 2 avril 1900).

II ,

1. L'équation algébrique ent ière en x

A.o ̂ m 4- A i •r^-1 -+-... -+• A.//, "̂  o,

dont les coefficients sont variables, admet une ou plusieurs racines
augmentant indéfiniment en module, lorsque, A/^ restant f in i , Ao tend
vers o, et une ou plusieurs racines tendant vers o, lorsque, A(» restant
fini , A^ tend vers o. On peut toujours supposer que l'un des coeffi-
cients Ao et Arn reste f in i .

Je dis que, si x^ x^ ..., x^ sont les racines qui augmentent indé-
finiment en module, quand, A^ restant fini, Ao tend vers o, le produit
Ao^'^2- • 9 X ^ ^ un^ limite différente de o.

Pour le démontrer, supposons d'abord que, Ao tendant vers o, A^
ne tende pas vers o. Aucune des racines f inies <r/^i, ..., x,^ ne tend
alors vers o. Le produi t des m racines é tan t é^al à (— 1)^—^ on a1 ° N •' Ay

^_ iV^A
A.o x^x^... x^ == -————i!in- ?

Xfc-\-l • • '^'m.

dont le second membre, et par suite le premier, a une limite non
nul le*

Si Ayn a pour l imi te o, effectuons sur l 'équation la transformation
y == x -+- h, ou h est fixe; elle prend la nouvelle forme

A^y^ + B ̂ //l-1 "4-... •+ BM =- o.

On peut choisir A, de façon que B,^ a i t une limite non nul le ; aucune
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des racines finies de l'équation enyne tend alors verso. On a l 'égalité

(^+ /,) (^4- /,).. .(^4- /O (^,-1 -4- ̂ ' ' .( ̂ + ̂ ) = (- 0^ 11^

qui s'écrit aussi
/ h\( h\ ( , 7/,\ (-0^

Ao^.. .̂ .{i + ̂ )[Î+^)-\^^J -:: (^,^^^

On voit ainsi que Ao^^- • •^ a encore une l imite non nul le .
Si x ' , x.,, ..., ̂  sont les racines qui tendent vers o quand» A(» res-

tant fini, A^ tend vers o, le quotient

^L^^i
Kfn

a une limite non nul le* Pour le montrer, il suffit dupliquer le ré^yl"
tat précédent à l 'équation aux inverses des racines de l 'éqiîatio'n pro-
posée.

2. Cela posé, soient deux courbes algébriques fixes, dû degrés m- <*(
m'\ n 'ayant, comme on peu t toujours le supposer, aiieiiîKî dirwticm
asyï'nptotique parallèle \\ l'axe des y. Leurs équat ions , ordmirîé^ par
rapport àj, sont alors de la forme

F (^,y) =7^ 4- Aîi^^"-1 ]-}^ .. -i1" AM •s- o,
r^y):.^ j^'4" A^^'"^^. -+ A^"=o.

Supposons que ces deux courbes admettent l^origine comme point
simple^ et que la, tangente à chacune déciles y soit distincte de l'axi*
'des y . Les deux polynômes en^ A^ et A^, contiennent alors ^ en
facteur. !

Coupons ces deux courbes par une même courbe variable^ de degré n,
dont l 'équation, ordonnée par rapport à y , est de la forme

f{x, y) = ctQ}^' ".h ai,7^1 + * » . 14'[ a^ -s o,

^o» ^n ..., Op étant des polynômes en ̂  Supposons que la eoiïrbe/sss 0
tende à passer par l'origine 0 ; le terme indépendant de ̂  dans ̂  tmid
alors vers o. Soient <^, ̂  ,.., ̂ ; x\, ̂  .^, ̂  Im absci^eg âm
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points, inf in iment voisins de l 'origine, communs à F = o et à /== o
d'une part, à F'== o et à/= o d'autre part. Je dis que le rapport

^1,^2. . . X i ,

x ^ x ^ . . ..z^

a une l imi te non nul le .
En effet, formons l 'équation aux abscisses des points d ' intersect ion

des deux courbes F = o et/"== o. Siy,,;)^, . . . , y m sont: les racines de
F(.r,r), où l'on regarde x comme un. paramètre, le résultant de
F(;r,y) et de fÇx.y), où x est un paramètre, est un polynôme en x,
R(er), entier par rapport aux coefficients de F et de /, et iden t ique a

/( •^ Vi )/( ̂  ./a ) • - * / ( •:y;? y m ).

L'équation cherchée est Ï\(x) = o.
Le terme indépendan t de x dans R(*r) est la l i m i t e de la va leur de

R(^), quand x tend vers o. Pour x == o, les fonct ions j^, y^, ^ ^ y , n
ont des valeurs toutes finies, j^.o»J';u)» • • • » J / w , o > e^ 1^ courbe F ="= o
passant par l 'origine, l 'une de ces valeurs, par exemple j^, est nul le .
Le terme constant R(o), dans }\{x), est égal au produi t des m fac-
teurs finis

/(o,o)/(o,jsî,o)., ./(o,y^,o).

La courbe /(^, ,y) == o ne passant pas par l 'origine, /'(o, o) n'est pas
n u l . Si. les autres facteurs sont d i f férents de o, le terme constant dans
"R(^) est de la forme A/(o, o), A n 'étant pas nul .

Si l 'un des facteurs/'(o,y^) est n u l , c'est que la courbe sécante
passe par le point (o,j^o) d ' intersect ion de l'axe Oy avec F == o.
Alors \\.(x') admet des racines nul les . Cherchons le terme i n d é p e n d a n t
dans ]{Ç.T), débarrassé de ses racines nul les . Nous pouvons tou jours
supposer que l'axe Oy rencontre la courhe F == o en des po in t s ordi-
naires de la surface de Riemann qui la représente. Alors la. fonc t ion y/
et, par suite, la fonction / ( ' ^ \ y / ) sont holomorphes au voisinage de
.T=O, I I existe a insi une puissance entière et posit ive de a?, telle que
le rapport d(ïf(x\y^) à cette puissance d e v a i t une l imite différente
de o. Le rapport de R(.r) à cette puissance de x ây pour x =2 o» une
l i m i t e non nulles et de Ja forme A/(o, o),

Aiiii< de l ' Kc, Normale. .''Ï1* Série. Torno XV Ï ÎL -"•" t^vmEBt. t , ( ) 0 î , Ï î
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Le raisonnement s'étend au cas où plusieurs des facteurs/(^,j,)
s 'annulent pour *r=== o. En définit ive, le ternie constant, dans H ( ^ j ,
débarrassé, s'il y a l ieu, des racines nulles , est de la tonne A/(o, o),
A n'étant pas nul .

Cela posé, supposons que/="o tende à passer par Forigirw. Le
terme constant, dans R(^), tend vers o, et, R(,y) étant ent ier par rap-
port aux coefficients de/(.T,j), le coef f ic ien t du terme du plus h a u t
degré en x reste f ini . Par sui te , le quot ient < ^,^- . -^^ a u n e l i m i t e non

nul le . De même, le quot ient ̂ i-^^^ a une l i m i t e non nu l le . Donc,

enfin, le rapport •••<yl:y2~L:-^A a lu i -même une l i m i t e difÏerente de o.' i t .^.-^..^
Si le po in t de rencontre de F =; o et de F'ss o n'est pas l 'or igine,

mais un point , de coordonnées a, by s imple et non de rami f i ca t ion su r
chacune d'elles, si, en outre, x^ «Ta, . . ^ ^ h ^ x ^ x^, . . . ,^sonl. Ic^
abscisses des points, i n f i n i m e n t voisins do ("a, h " ) , commune aux
courbes F == o et F'= o et a une courbe sécante/^ o, le quo t i en t .

{ . r ;—^) , ̂ .(.y/i—a)
(1^^7^1111all')TI'77(l^

a une l imi te f inie et non n u l l e .
Supposons enfin que le point commun aux deux COIH'INÎS V ^ n N

F' == ô soit Eï l ' i n f i n i , s imple et non de rami f i ca t ion mr chamîiu* d^ih^.
Alors la direct ion asympto t i ( jue commune c^i disl incto d<* î 'nxc da^r,
et à celte d i rec t ion correspond dans chaque courixî u n e i ï^ymjï l .o te iî
distance finie. Soient ,y^ ^3, , . . , ^5 <^ ï /(» a7^ * - * 1 * ̂ ' l^ îîJ)Sci^Cî4 des
points de rencontre des deux courbes fixes avec uno courho varhthhs
qui s'éloignenfc à l^nf în î dans la direction asymplotique considérée. Si
a est le coefficient angulaire de cette direction, effectuons sur F -^ a»
?===; o la transformation homographique

î Y 4- a
^^T y^-^

filles se transforment en deux courbes, <fr =s o, $' =^ o, admet tan t
l'origine comme point simple, la tangente en ce point étâîit dmt i r i e t p
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de Oy. De plus, si F = o et F'=== o n 'ont pas de point de ramification
à l ' infini , les poin ts de rencontre de $ == o et de ̂  == o avec Oy sont tous
distincts. La courbe /= o se transforme en une courbe o = o, ten-
dant à passer par 0. A tout point de F = o ou de F' == o, s'éloio-nant
dans la direction a, correspond un point de < & = = o o u de <&' == o, infini-
ment voisin de l'origine, et réciproquement. Or, le rapport l^2'"^

Xi Xa . - .X^-
a une l imi t e f inie et non nul le ; il en est de même du quot ient
A-i X^ . . . Xf,

3. Soient les deux courbes F =o et F'^o, de degrés/net/^, passant
par l 'origine 0 qu'elles admet tent comme point simple, la tangente y
étant la même et d i s t inc te de Oy. Si x^ ^, ...., ̂ ; x\, x^ . . . , x^
sont les abscisses des points, in f in iment voisins de 0, communs aux
courbes F = o et F'=o et à une courbe variable /== o, tendant à

=A i==k'

passer par 0, je dis que V -ï- — V -̂ 7 a une l imite .
•'"'i™ OC{ <«™™^H OC f1 Xf, Àuà Xi
i=l i=l

L'équation aux abscisses^, ..., x^ ..., x^ des points de rencontre
de F = o et de /== o est

R(^)==/(^yi)/(^72). ../(^,j^)=:o.

On a les relations
i=:mn i==m

v -L -- R^ -- v f'^'y'^
^ Xi R(0) - ^/(o,y,^)'

t==l fï=l

si f (oc, y,) est la dérivée par rapport à x de/(^,y;), où y, est fonction
de x. La courbe F == o passant par 0 et la tangente en 0 ayant pour
coefficient angulaire P, une détermination y ^ dey s 'annule pour;r==o,
et sa dérivée est égale à [3. L'un des termes J ' 9 y i ^ ) est égal à
/;(o.o)^/;(o,o) f(oîy^

/(0,0)

Supposons qu'aucune des quantités/(o, y^o)» i^ î y ne soit nulle,
Si les points de rencontre de Oy et de F == o sont tous distincts/
aucune des quantités/'(o.y^) n'est infinie. On a ainsi une relation
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de la forme
i=/i
V ± — _ •^(OL^) "t P^0» 0) 4- R
^^- " ~" /(O; 0) '

B étant une quan t i t é finie, quelle que soit la courbe sécante.
Supposons qu'une q u a n t i t é /(o, r;,o), i^ i , soit nul le . La courbe

y== o passe alors par un point c o m m u n à Oy et à F == o; R(.y) admet
des racines nul les , correspondant à des points non i n f i n i m e n t vois ins
deO.

Cherchons la somme des inverses des racines non nul les . La fonc-
tion/(<y,y^), é tant holomorphe au voisinage de ;%;==o el s ' a n n u l a n t .
pour.^^: o, se met sous la forme x^^Çx), ou p est un ent ier pos i t i f (*.<•
y(^) une fonction holomorphe, non n u l l e pour ^=sso; le rap j )or t
^^J^ s'écrit ^ •+- $(.r), $ é t an t régulière pour x = o» La foncliot i

.—--Y — ' reste f in ie pour.r==o, et, par sui te , B(^) ï ï p racines nu l l e s .
La sommat ion s ^ é t e n d a n t a u x racines^non riulles, on a

^ i ., " ÎV(^) p,>— ^bin — .- .v.-,/ + L
À^a-i \\{.V.) ^,.r-:::f)

En répétant alors le ra isonnement précédent on voit encore que
l'on a

V 1 —_ /^°. °) + ̂ /^(o» o) . n^^^ .̂,., ^^
( ;.-.1;11

B restant f in i , pour toute posi t ion de/=== o.
Le raisonnement s 'applique encore au eas où plus ieurs d(^ qiisirh

tités/(o, j^o^sont nulles, et la relation est générale. En l ' app l iquan t ,
à la courbe T -^ o, avec là même1 va leur de ̂  on voi t que la dHÏerencp
i-sh i^fi1

^ ^

.S^ ""'.Sj: reste ^n l e ? 9uan<l /^o passe1 par 0, moyennan t les
i ;= 1 . (' == 1

restrictions faites sur les points de rencontre de Oy avec les courbes
.fixes.

Si le point de contact de F == o et de F' = o n'est pas l 'origine, mais
un p o i n t de coordonnées1 (a, b), simple et non de ramif icat ion sur
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chacune d'elles, si en outre x^ ^, .. . , x^ x\, œ'^ ..., œ^ sont
les abscisses des points, inf in iment voisins du point (a, 6), commiuhs
aux deux courbes fixes et à une courbe variable,

i ^ h i^h'

y J y f
A-d ^•^ — <% Âaà X\ — 0
f = 1 /' =: 1

reste finie, q u a n d /== o passe en Ça, b).
Soient enfin deux courbes F == o et F' == o ayant une direction

asymptotique simple commune, non parallèle à Oy, et l 'asymptote
correspondante commune. Supposons, en outre, que la droite de
l ' i n f i n i rencontre les deux courbes données respectivement en des
points distincts. Si x^ x^ .... x^ et x\, x^ ..., x\. sont les abscisses
des points, à l ' i n f i n i dans la direction considérée, communs aux deux
courbes et à une courbe variable,

i=h i=h'

^ xi —JL xi
Â»À xi ——JL xi

reste finie, quand la courbe variable passe par le point à l ' inf in i
commun. Pour le voir, i l suff i t de se servir de la t ransformation bomo-
graphique déjà définie.

4. Soient deux courbes fixes F == o et F' = o, de degrés m et m\ se
coupant en deux poin ts A(a, b) et K'{a\ //), simples sur chacune
d'elles et ordinaires sur les surfaces deRiemann qui représentent les
deux courbes. Désignons par ̂ (x, y) et ^ ' ( x , y } deux intégrales abé-
Hennés de troisième espèce, respectivement attachées aux deux
courbes, ayant pour seuls points singuliers A et A', les parties princi-
pales étant pour chacune d'elles au voisinage de ces po in t s log(^ — a)
et — log(^ — a').

Une courbe variable/==o, de degré n, rencontrant les deax courbes
en des points d'abscisses x^x^ .... x^ et x^x^ .... .^formons
la différence

U=^^(.,^^)- ̂  ^(.r;.̂ ).
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D'après un raisonnement connu, chacun des termes de la différence.
et par suite la différence elle-môrney est une fonction algébrico-loga"
r i thmique des coefficients de l 'équation de la courbe variable. Je dis
que U est constant, à des mul t ip les des périodes des intégrales près.
Il suffît de montrer que U est f in i , pour toute position de la courbe
sécante. Or U est évidemment f ini tant que /== o no passe ni par A
ni par A'. Supposons que cette courbe tende à passer par A. Soient
(^,ji), .... (^,,7/z); Ç^\,y\), • . . , (^4,j4) les points de rencontre
infiniment voisins de A avec les courbes fixes. U est, au voisinage de A,
égal à la somme d 'une fonct ion V régulière et de l'expression

^ îog(.^- a) -^ log(^~ a),

que l'on peut écrire
^(^i^)-^^^"^)
^l^-a):::(^ay

Mais, la quant i té sous le signe log a une l imi te f in ie et non mille ï
l 'expression elle-même reste donc f i n i e , et aussi la différence U, qui
est par suite constante.

Si le point A est a l ' i n f i n i , i l suIÏit de remplacer dans la démonstra-
tion oc — a par 7- La démonstration n'est valable qu'avec d(^ restric-
tions relatives à l ' intersection des courbes fixes par la droite de lin-
f in i et les parallèles à Oy menées par A et A'. Si ces condi t ions ne son!
pas remplies, on voit, en effectuant une transformation homograpbiqutô
de la figure, que le. théorème est encore vrai.

En particulier, supposons que Fss o soit la droite AA^ Danâ ce ea^
l'expression log^^ est une intégrale ̂ . Ainsi , la diflerenee

U='J".(.,^)-[,og^-....-,^^].

est, aux périodes près, une quantité constante, do la forme nC, C étant
constant et indépendant du degré n de la courbe sécante.

C'est le théorème d'Abc! relatif à l'intégrale normale de troisiènxî
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espèce. Voici comment on peut le mettre sous la forme obtenue par
Clebsch et Gordan. Soient a, (3 les paramètres directeurs d'une demi-
droite portée par AA', et, p^- é tant un point de rencontre de la courbe
f= o avec AA", d'abscisse^., désignons par p^ et p^. les valeurs algé-
briques des segments A^etA'^-. Si (fÇx, y) est l'ensemble des tenttes
du plus hau t degré dans/, on a

p.p....p_(-,)»^. p.p,..^-^^-
9(0, P)' . .^•-•t- / . -^ ' / y^p)

et, par suite,
P ipa - • • p n __ f(a,b)
p\^...^~ f{a',b')'

Q , ^•, ——— ^

Or ^ == -———,• Donc,p;. .r;.—^

Vio- ̂ -=^ - lo-^——-^ - lo- /(^ b} -
2l1^ ̂ - a1 ̂  j% p^p,. . .p. - i% /(a-, Ï7)
/=:t

En définit ive,
/ ̂  rn n

2^(..,y..)=log^^+«C.
1=1

C'est la forme de Clebsch. En particulier, si les points A et A' sont
superposés sur la surface de Riemann, en un po in t double de F =~- o,
Scy se réduit a une q u a n t i t é constante.

5. Soient deux courbes fixes F •=. o et F '^o se touchant en un
point A simple sur chacune d'elles et. ordinai res sur les surfaces
de Riemann qui représentent les deux courbes. Soient I(.r,y) et
VÇx, y) deux intégrales abéliennes respectivement attachées à ces
courbes, ayant comme seule s ingular i té et comme pôle le po in t A (a. 6),
le résidu étant pour chacurie d'elles égal à i . Coupons les deux courbes
par/= o, de degré n, aux points d^ibscisses ^, . , . , x^n et x\, ...,
^M'/»» et formons la différence

', -: mrt i'ss;w/ n

S=^I(^,y..)- 2 f^'"^')-
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Je dis que S est constant, aux périodes des intégrales près. Il suffi t
de montrer que S est fini, pour toute position dc/= o. Or, S est évi-
demment fini tant que /== o ne passe pas par A. Supposons que cette
courbe tende à passer par A. Au voisinage de A, S est la somme d 'une
fonction régulière T et de l'expression

i^h (=•/('

V .̂..,,,.,L._. _ y _,J,,,_.
^ ,y/ — a AI x'i — a7

i = 1 f = 1

les sommations étant étendues aux points de rencontre» in f in imen t
voisins de A. Gomme nous l'avons montré, cette expression est f inie ,
quand/==(;) passe en A, et aussi la différence S, qu i est, par su i te ,
constante.

Si A esta l ' in f in i , il suffit, dans la démons t ra t ion , de remplacera — a
par — Le théorème est i ndépendan t des restrictionsrelativos aux points
de rencontre des courbes fixes avec la droi te de l ' i n f in i et la paral lèle
à Oy menée par A.

En particulier, supposons que F7 = o soit la tangente en A îi F ̂  o.
Dans oc cas, ——— est une intégrale I'. Ainsi la d i f fé rence

Hf "'—' (t

/= r/ifi i . . 1 1 1 ; : //

s=2l(....,,y,)-:S,̂ .,,
^ 1 1^.1 '

est, aux périodes près, constante et de la1 forme nL, L étant indépen-
dant du degré n de la courbe sécante. C'est lo théorème (FAhel re la t i f îi
l 'intégrale normale de seconde espèce» Voici comment on peut l(î mettre
sous la forme connue. Soient a, p les paramètres directeurs d 'une demi-
droite portée par la tangente en A, et, ^ étant un pointdemicootrede
cette droite avec/== o, d'abscisse ̂ , désignons par p^ la valeur algé-
brique du segment A^,. Si y(^,y) est l'ensemble des termes du plus
haut degré dans/(^), p est racine de l 'équation

f(a, b) + p(a/,;+ (3/0 ̂ .,. 4-p^ç (a, (3) = o.
Par suite,

Vl^^î/^P.A-ï^" f^^r^
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T aMais, d 'autre part, — = -——• Donc,F ' p, X i — a

f -;- {J, f
I J ^ ^ J h2 x^ — a f (a, b)

i==i

Or p est le coefficient angulaire de la tangente en A, c'esl-à-dire^.
Le numérateur, dans le second membre, est donc la dérivée de/(^, &),
où b est considéré comme fonction de a déf inie par F (a, &) ==: o. On a
ainsi

'Ï,(,,,̂ -̂ -.„,,.
/' == 1

6. Plus généralement, soient deux intégrales abéliennes, Funo
.1 (^,y), relative à F == o, l 'autre J' (.-r, y), relative à F' === o, ayant mêmes
points singuliers, simples sur chacune des deux courbes et ordinaires
sur chacune des surfaces de Riemann qui représentent les deux courbes.
En chaque point s ingu l i e r , la partie principale est la même pour chaque
intégrale, de la forme Alog( . r— a), si les deux courbes n'ont pas
même tangente, A log( ; r—a) •+- —^—y A pouvant être nu l , si la tan-
gente est la même. Si l 'un des points singuliers est à l ' i n f in i , x — ci
doit être remplacé par^- -

La différence
: in ' ti

^ n^J(^,j/,)-^ J'(^,y,),
= 1 i =- 1

où les sommations s'étendent aux poin ts de rencontre des deux courbes
et d'une courbe variable./== o, de degré n, reste f i n i e pour toute posi-
tion de/== ô, et, par su i t e , est égale, aux périodes près, à une cons-
tante , de la forme ntl, H étant i n d é p e n d a n t de n.

Il n'est pas nécessaire que F' == o soit indécomposable. Par exemple,
s o i e n t A ^ , . . . , A^ les points s ingul iers de J où la par t ie pr incipale con-
tient un terme de la forme A ^ lôg(.r — a^ ) , . . . , A/l.og(<ï — r?/,), et pre-
nons la courbe F'^o rédui te aux droites A< A ^ , . . . ,A/.^A,, et aux
tangentes à F == o, aux points singuliers où la partie pr incipale de J

Ami. de l'Fc. Normale. 3e Série. Tome XV11L — FÉvniER 1900, là
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contient un terme de la forme -—— t II existe des nombres C^ Cy , . -,
.2" — Cli

C,.̂  tels que l'expression
„ , x — a, ^ , .r—€t^ ^ . «"-c" -•••1 • ' c f ' r " - - 1
(, log ̂  + (,lo^ ̂ ^ -,.. ..^ L^ ^——^

devienne inf inie en A^ A ^ , . . . , A ^ , comme A, log(,r — <^ ) , . - »
A/,log(.r — a^). On a les égalités

Cq== Âp €3 —— Cl ̂ ^ Aa» • • • y C/......,. l -— C /.-..-. ̂ "^ A,<.-,.i, •"- L,-..... 1 .̂ 1- A,*,

compatibles, en vertu de la condit ion A( -r Aa 4-... +- A,, .= o. I,es (;
étant ainsi choisis, 1/expression

j^infi i -"-^ // / ..̂  //
^ ^ ,.,, ̂  , ^ "--" fîi \^ .^ ̂  <

^ J(^7')-1^2^ ,:-=„;:.:, ~ î iï--^
/^l r^l / - " 3

se rédu i t à une q u a n t i t é constante, de la ibrme/ iH, aux périodes pr!*s.

7. Au, l ieu de deux courbes f ixes, on peut prendre un c o n t o u r curvi-
l igne formé de courbes algébriques. Par exemple, soient trois courbes
F = o, F =- o, F"^:: o f o r m a n t u n t r i a n g l e A ^ A ' A , ot coupons ce t r iangle
par/"== o, de degré ri. Désignons par î^ uun intégrale abé l i ennc re la t ive
à F=== o, avec les singularités lo^(»y — d ) cl — lo{{(.^ -— (f)^ a'ux points
A^a',^) et A/7 Ça", (f") ; par ^\ une intégrale abélumnc re la t ive à
F/ == o, avec les seules s ingular i tés log(<x? — a") et — l o g ( ^ — ^ ) ^ aux
poin ts A" et A(^ ,&) ; par ^\ une intégrale ahé l ienne relative a
F^ o, avec les seules singularités log(.r — a) et — lo'g (^ "" {t), aux
points A et A/. L^xpression

l = 1 1 1 1 1 /:::::; H t ' 1 1 t :..::: f H" H

^ m(.r;,j.) + ̂  ^'r,^'/,.)';) -1- ^ w" (.:<•';, .y'î)
1 C -^ 1 ^ = î! ! < . • t

est constante, aux périodes près. Si, en part iculier , les courbes fixes
sont 'des droites, "on peut prendre,, pour ^y m' 'et m\ 'bg ^.^.^

Iog—~-, lo^— ——, On obtient ainsi le théorème dos1 transversales,
(,// ••"•"-" Ct, '" »^ —~ (.1 • , 1 '

dû à Carnet.



SUR LES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DU THÉORÈME î) ABEL. 91

8. Reprenons le théorème d'Abel relat i f à l ' intégrale normale de
troisième espèce. Soit, sur la droite AA' q u i jo in t les points loga-
rithmiques, une origine fixe co, d'abscisse c. Si p^ est un po in t de ren-
contre de AA' avec/== o, d'abscisse^., soi t /^ le rapport anharmonique
des quatre points pi/, œ, A et A\ On a

, , x'. — a , c — a^ë'-^^s^z-^-^s^-^;

la relation d'Abel devient a ins i

1 CT ( X,, fi ) =--1 og TT /•/ -h //- ( G ~ 1 og: (-—(~
Jl- -A- \ C. '-•"1"" Cf.

Pareille modif icat ion s 'appl ique à l ' intégrale J(;r, y), précédemment
définie.

On voit ainsi s ' in t roduire le produit des rapports anharmoniques
d'un ensemble de points d 'une droite avec une origine fixe et. deux
points fixes de cette droite. M. Humber t a é tabl i , sous une forme mé-
trique, un théorème ayant une s igni f ica t ion projective où in t e rv i en t une
telle expression :

Soil une courbe algébrique variable, de degré n, dépendant rationnel-
lement et entièrement cF un paramètre '\. Le produit II R/ des n rapports
anharmoniques des points de rencontre M^ de la courbe et d'une droite
fixe, avec une origine co fixe et deux autres points fixes A et A! de cette
droite est constant, si, toutes les fois que la courbe passe par A, avec un
certain degré de multiplicité, elle passe aussi par A/, avec le même degré
de multiplicité.

Soit, en effet,
/ (.r,y, z ) "= ?/V,,, (x, y, z) + }^-1///^ {x, y, z) 4- .. .

-+-1 j\ ( x, y, z ) +• /, ( x, y, s ) r= o

l 'équat ion de la courbe variable.
Soient, dans une représentat ion propre de la droite, 0, a, a/ et Y les

paramètres d'un p o i n t M, des points A et A' et du poin t a). Si l'on rem-
place, dans/*(^,j, ^), x^ y, s par leurs expressions en 0 sur la droite,
/(^*,j,^)se change en un polynôme de degré/?, F(0), et l 'équation
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aux 0 des points de rencontre de la courbe et de la droite es tF(0}
Posons 0 == a 4- ^. L'équation en 0 devient l 'équation on t

F(^) ̂  ̂ / (a) 4"... 4- j^ F^ (^) ̂  o.

Par suite,

n^--^-^-^''^)'/' .= i
et, de même,

ïl^-^^-'r^y

Or, F'^a) ̂  F("»(a'). Donc,

r ï °L - a - .^^ ,, M li.-- (y..~:y!}" .F(a)-.
1.1 Ô,-":"^ "- i''(«') .1.1 ' " (y - a}" !-'( s(' j

( ̂  1 / .-•--:- (

Soieni ( a , b, c ) et (a\ //', c') les coordonnées des points A et A'. On u

F(a):::::/(r^ ^, c)^.^/^, 1>, (^^.^^f^, b, / • ) ,
F^) -/(^/, ^S ̂ ) -: ̂ //^ (a', //, c ' ) -^ . . . 4-/.( r/^ ///, r'7).

Par hypothèse, les deux équa t ions en À,

/ ( a , b, c ) ^ n et, / ( a ' . b ^ c 1 ) - ^ ^ ,

ont mêmes racines avec le même ordre de mul t ip l i c i t é ; !e rapport de
f(a, h, c) et de/(a^ b\ c1} est par suite indépendan t de X, et 1111^ (^1
constant.

Plus1 généralernent, Bupposons que la courbe variable passe cons-
tamment par l'un ou l 'autre dos points A et A', ayant en chacun d'eux
un contact d'un ordre donné avec la droite AA^ Le produi t IIB^ étendu
aux 1 points variables, est encore constant si toutes les fo i s que la
courbe variable passe, avec un certairrordro de rruilliplicité, en un point
de plus confondu avec A sur la droite AA^ elle pas^e aussi, avec la
même mult ipl ic i té , en un point de plus de AA/, c o n f o n d u avec À/<

En'particulier, supposons que A et A' soient les points cycliques.
Appelons, avec Laguerre, orientation du système d(*s directions des
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points à l 'infini M/, la somme des angles de ces direct ions avec une
direction fixe. On a ainsi le théorème de M. Ilumbert :

Si une courbe algébrique dépend entièrement d'un paramètre X, l'orien-
tation du système de ses directions asymptotiques est constante si, toutes les
fois que la courbe passe par un point cyclique, elle passe par l'autre ({).

Corrélativement, si l'équation tangentielle d'une courbe algébrique
dépend entièrement d'un paramètre À, l'orientation du système des tan-
gentes menées d'un point 0 à cette courbe est constante si, toutes les fois
que la courbe touche une droite isotrope du point 0, elle touche l'autre,

En particulier, l 'orientation des tangentes menées à une courbe va-
riable d 'un faisceau tangentiel l inéaire par un foyer d 'une courbe de ce
faisceau est constante (2).

9. Reprenons de même le théorème d'Abel relatif à l ' intégrale nor-
male de seconde espèce et donnons une signification projective au
second membre de la relat ion.

Etant donnés sur une droite et, plus généralement, sur une courbe
unicursale, n points M^, M 'a , . . . , M,^, de paramètres O i , ô ^ , . . . , 0^, et un
point A, de paramètre a, soit le point M, dont le paramètre 6 est défini
par la relation ; == //,

n _^i r
(T^x ~2^o';-^@ — a ^^•—a/.=:i,

La relation entre les paramètres 6 et 0' d ' un même point M, dans deux
représentations propres différentes, étant homographique, on voit ai-
sément que la dé f in i t ion de M. est indépendante de la représentation
choisie. Il est clair en outre qu'elle n'est pas altérée par une transfor-
mation homographique. Modifiant une dénomination ancienne, nous
appellerons le po in t M le pôle-harmonique de A par rapport auoc points
M ^ , M a , . . . , M,,. Le pôle harmonique du po in t à l ' inf ini d 'une droite par
rapport à plusieurs points de cette droite est le centre des moyennes
distances de ces points ( ; {) .

( 1 ) HUMÎÎEBT, Sur forie/iUltion de.y ^f sternes de droites ( Àmcricwi Journal; 1888).
( 2 ) HuMiijERT, Jour/ial de Matlicmatiques ; 1887.
( 3 ) PONGELET, Traité des propriétés projectives des figurer.
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Corrélativement:, é tant données, autour d'un point ou t angon t ie l l e -
ment à une courbe unicursale, plusieurs droites de paramètres 0 , ,
Oa , ..., 9n ̂  w^ droi te de paramètre a, nous appe l le rons polaire har-
monique de cette droite, par rapport aux premières, la dro i te d o n t le
paramètre 0 est défini par la re la t ion

i ::'; fi11 ^.......... v , î .
0 — a ~ ̂  Ûi — a

i,.:::" 1

La déf ini t ion est encore indépendante de la représentat ion choisie
et se conserve dans une t ransformation l iomogra j ) l i ique-

Je rappelle ici une proposition de Poncclet: (loc. cil.) :
Soient dans un plein un systên'Kî da points A( , A,^, » » », A^ <^ K^C

droite A. If an point M variable de A, on mêrw les droite MA,, » . * ,
MA^; la polaire harmonique de A par rapport a a ^ysiêm^ de CCK droites
passe par an point fixe, que nous appellerons pôle fiamionùfue di* A par
rapport aux points A. El corrélativement*

Cela posé, la somme des va leu r s de F in t é^ ra l e normale de seconde
espèce re la t ive à F=^ o, p o u r les po in t s dinlerseclion avec/^ o, ne
dépend que de la posi t ion du pôle h a r m o n i q u e du p o i n t s ingul ie r A
de rintégralo par rapport a u x points de rencontre de /^•o avec la
tangente on A à F ==s o,

Voici un cas général où un tel point est fixe 2
.Etant donnée âne aoarbe algéhrù/ae dont l^^aailon ponciacile dépend

entièrement d'an paramétrer, le pôle harmonie/ne d'un point A d'anc
droite, naj)partenaM pas à l'ewehppe de lu coarhe, par rapport aax
points de rencontre delà courbe et de lai droite, est fixe A^ loale^ /cff /w
que la courbe passe en A, elle est langenîe en ce point à la droite.

Soit, en effet, la courbe

f(x, y, z) = ̂ %, {x, y, z) 4- ^t-•iiiï f^, (.̂  y, s " ) 4-. . . 4- ).î/, 4-1"/, :;:-111;:: -

Soient 9 le paramètre d ^ u n poin t M1 de la droite, a le pararïïfcire
de A. L'équation aux 0 des points de rencontre de la courba et de la
droi te est de la forme ! ! !

F ( 0) ̂  7^ F,, ( 0) +,.. 4- ï Pi ( 0 ) 4-- F, ( ù ) -~ o.
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La condition de l'énoncé exprime que, si F(0) admet comme ra-
cine a, P(9) admet aussi comme racine a. On a

pce^^F/^e)^-...-^^?^^^?^^.
Le po in t A n'étant pas sur l'enveloppe de la courbe, l 'équation

en À, F(a) == o, admet m racines dis t inctes , qui sont aussi racines de
l 'équation en \, F'(a) == o. Par suite, le rapport des deux quanti tés
F(a) et F'(a) est i n d é p e n d a n t de X. Or

F(a )_ i i
F(a) "~" ^ — a • • • ^—a

O i , 6^ ..., Qn é tant les racines de F(9), c'est-à-dire les paramètres des
points de rencontre de la courbe avec la droite. Le pôle harmonique du
point A par rapport à ces points est, par suite, fixe.

Plus généralement, supposons que la courbe variable ait en A un
contact d'ordre donné avec AA'. Le pôle harmonique de A par rapport
aux points variables d'intersection de la droite et de la courbe est
fixe si, toutes les fois qu ' un de ces points vient en A, un second vient
aussi en A.

En particulier, supposons que le point A soit à l ' in f in i .
Le centre des moyennes distances des points de rencontre d'une droite

et d'une courbe algébrique dont l'équation ponctuelle dépend entièrement
d'un paramètre est fixe si, toutes les fois que la courbe a une direction
asymptotique parallèle à la droite, elle est asymptote à cette droite, à la
condit ion que l 'enveloppe de la courbe n 'a i t pas de direction asymp-
totique parallèle à la droite.

Enonçons le théorème corrélatif en supposant que la droite corréla-
tive de A soit à l ' in f in i :

Le centre des moyennes distances des points de contact des tangentes à
une courbe dont Inéquation tangentielle dépend entièrement d ' u n para-
mètre, qui sont parallèles à une direction donnée, décrit une droite paral-
lèle à cette direction si, toutes les fois que la courbe est asymptotique à
celte direction, l'asymptote correspondante est la droite de V infini, à la
condit ion que l'enveloppe de la courbe ne soit pas tangente à la droite
de l ' in f in i .
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iO. La relation d'Abel est i l l u so i r e si la courbe variable/^ o passe
cons tamment par un point s ingu l i e r commun aux deux intégrales q u i
y entrent. D 'une manière générale, on p e u t en lever l ' i n d é t e r n i i n a l i o n
sans en altérer la forme, en restreignant la va r ia t ion do la courbo sé-
cante a u t o u r du po in t s i ngu l i e r .

Reprenons, avec les mêmes notat ions , l 'égal i té re la t ive a r in tégra le
x s ( x ^ y ) . Imaginons que la courbe va r i ab le a i t une branche s imple ,
i n f i n i m e n t vois ine de A, et qu'à la l i m i t e , q u a n d celte brandu1 passe
en A, la tangente y soit d i s t inc te à la fo i s de la d ro i t e AA/ et. de la
tangente en A à F===,o . Dans u n e pos i t ion i n f i n i m e n t , vois ine de A,
cette branche rencontre AA' en un seul p o i n t ;x, et F-= o en u n seul
point M ^ . La droite p^ M^ rencontre a nouveau F ^= o en m •—• î po in t s M',
de coordonnées x\ y " . On a a la fois

; ̂  in n y .;- : p
, . V / \ ï "r/! """" n X^ ( ^i ' : a ^^ ( ^ ' ^ y i ) ̂  ̂  ̂ 7('ro y i ) ̂  ̂ '^ï^-'a7 >i4" 2dlog ï''''-'./^ " 1 1 1 ? 1 1 " 1 // "

/ -- 2 / ̂  V,

i ni

^^^y^ 4"1' ̂  w(•r^ y ' ^ 1 1 ' 1 " - j 0 ^ ̂ l::i:'̂  ""j"""{^

et, en re t ranchant membre à m e m b r e »

/ :::— Htti i £;- // / 1 ///

^ ̂ {^i. yn-- ̂  io^ ̂ ;1-1^ "= {n - i) c 4-- ̂  ̂ (.r;, ^r;)*
/ .̂; 2 / ..̂  2 " l ! ! 3

A la l im i t e , la droite a ^ M ^ est la tangento en A. hf^- (^ c t l î i r e la t ion
conserve un sens. Si 'ta tange.nte en A h cette courbe est f ixe, le second.
membre de la relation/ et par suite le premier» est invambic» La relfi"
tîoira ainsi une forme analogue à celle de la relat ion générale» Ccst
en ce sens que nom dirons que le t lié or!-; me d'AIx»! rappl ique au cas
ou, la courbe sécante passant .par un poin t s i n g u l i e r ^ la tangcmlc eu
ce p o i n t est fixe.

Toutefois , si AA/ est tangent en A à F ̂  o, la cond i t ion que la tan-
gente en A à /=- o soit fixe est inu t i l e . Que l l e que soit la direciiou de
cette tangente, non c o n f o n d u e avecAA7 , le premier îm*mbre de la re-
lat ion précédente a une valeur constante. I I su f f i t de montrer que, si
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M^, . . .» M^ sont les points d'intersection d 'une droite passant par A
avec F = = o , S^(;r^yJ) a une valeur constante . Soit, d'îlbord, une
droite rencontrant AA7 et F == o en deux points p^ et M,, inf in iment
voisins de A. On a

i=m

^(^^ ̂ ) + 2 CT(^^) = ̂ S-S^-r-C.

Au voisinage de A, ^(a?^ y^) a pour partie principale log(^ — a), et
le second membre de l'égalité, pour partie principale log(^ — a). Or
le rapport x}, __€ a pour limite i, quant i té indépendante de la direc-
tion de la droite au tour de A. Par suite, à la l imi te , îi^Çso"^ y.) est in-
dépendant de cette direction.

Les résultats précédents subsistent si la courbe présente en A un
point d'une multiplicité quelconque.

Supposons que la branche de la courbe/=== o soit tangente à AA'.
Dans une position infiniment voisine, elle rencontre F === o en un
point MI et AA' en deux points p^ et ̂ . Soit une courbe de degré n,
ç = o, passant par Mi, p, et pis, rencontrant en outre F=o en
mn — i points M'(^ Y]), et AA' en n — 2 points (J-(^, Y]'). On a

i'==.mH is=: fi t^=Mrt it=:n

^ -(^^)-l;log^ = ̂  ̂ ,,,)-̂ |̂ .
^'=2 • 1 i==ï • ^==2 i^3 ' l

A la l imite, la relation conserve un sens et les deux courbes/=== o et
ç == o ont un contact du second ordre en A. Par suite, la droite AA'
n'étant pas tangente en A à F = o, si/== o a une branche qui touche
AA' en A, le théorème d'Abel s'applique à cette courbe, si cette
branche varie en conservant avec elle-même un contact du second
ordre.

Même résultat, si/== o touche, en A, F = o. Une simplification se
présente si A est d'inflexion sur/= o. Une courbe de degré n ayant
avec/= o en A un contact du second ordre est formée de la tangente
en A à F = o et d'une courbe quelconque de degré n — i. Si ^ et y
sont les coordonnées d'un point de rencontre de la tangente en A

Ann. de l'Éc, Normale. 3e Série. Tome X VU I. — MAKS 1900. l3
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avec F = o, on a
ï^wn i^n i^m.

2 ̂ 'y ̂  - 2]0^ If̂  ̂  .SÎÎJ(<^ ̂ )4" ̂  ̂ I)(L
^'=3 (=â ^ " ' 1=3

Les considérat ions précédentes s 'appl iquent encore an cas où les
points A et A' sont superposés, dans deux f e u i l l e t s de la surface de
R i e m a n n , en un p o i n t doub le de F = o.

De même, si/= o passe c o n s t a m m e n t par le po in t singulier A de
l'intégrale normale de seconde espèce 1 (a?, j), la difÏerence

i'̂ ''-̂ ,-
où les sommations s'étendent ;nix points de rencontre v;iri;iî)le.s avec
V == o et avec la tangente en A à F == o, est consfînite si les (.intentes
à/== o en A, distinctes de la tangente en A à F == o, sont fixes.

Toutefois, la restriction est inutile si F ^ . o admet avec sa (.'intente
en A un contact d'ordre supérieur an premier. Tout revient à démon-
trer que, si une droite passant par A rencontre F .=0 en m - » autres
points M'(,ï/", y), la somme

i :=î m

ï1^'^)
{, ̂  S

a une valeur indépendante de la direction de cette droite. Dans une
position infiniment voisine de A, la droite rencontre la tangente en A
en ̂ , et la courbe F == o en M,, et l'on a

/ -.•:
I (^i, J> ) -h ̂  ï (,»•;, y", ) -, -,-1-,.. .+. (;.

...-.t ./•,--rt

MaisI^.^) a pour partie principale ̂  ̂ . îl suffit d'étnhiirquc

^=a ~ ̂ --o a unc limitc indépendante de la sécante. Je dis que,
si le contact deF==o avec sa tangente en A est d'ordre supérieur.iu'
premier, cette limite est o. Au voisinage de A, sur F == o, oii a

y — & = A ( , y — a ) - ( - (.ï--a)îy(a» __ ̂
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A étant le coefficient angulaire de la tangente, y une fonction régu-
lière au voisinage de^ ==== a. L'équation de la sécante étant

y — b=l(^—a) 4-^,

a tendant vers o, l'abscisse sc^ du point de rencontre de F = o et de
la droite, voisin de A, satisfait à Fégalité

À^i—^+^-^A^i—^+^i—a) 3 ^ .^ - - -^ ) .

L'abscisse x\ du point de rencontre de la sécante et de la tangente
en A est solution de l'équation

À (.2/1 — a ) 4- y- ̂  A. ( x\ — a).
Par suite,

/ - , . . / i i \ (^i —a) 2 , .(À — A) —7——— — ———— •==. -—7———- Q3(A*i"- a).
\ ̂  i — a œ^ — <2 / x i — a ' ' '

.y ___ /y

Oj^ '_——ayant pour limite i, le second membre a pour l imi te o.ce. — <z -
Si X n'a pas pour l imi te A, la différence considérée a bien pour
l imite o.

Le résultat s 'applique au cas où F' = o est d'un degré quelconque
et a un contact en A avec F = o d'ordre supérieur à ï .

III.

11. Application aux aires. — L'aire décrite par le rayon qui va de
l'origine 0 au point M de F == o a pour expression

xy-=\jxdy---ydx=xz -fydx.A == - f x dy — y dx •==- —/- — f y dx.

C'est une intégrale abélienne relative à F == o.
Si la courbe n'a pas de point de ramification à l 'infini, y a, au voi-

sinage d'un des m points à l'infini, un développement de la forme

y==C^+^4-—- -t-"'^-}--...,ce x^
Donc,

A== k — d x — aalog^ -+- — ' • -+-....
' • „. , , yÇ
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A admet donc chaque point à l ' infini de F = o comme point s ingu l i e r ,
la partie principale étant — doc •— 20 log«r» Comme elle n'a pas de poin t
singulier à dis tance finie, c'est une intégrale J(^,j).

Soil une seconde courbe F' =o, ayant mêmes points a l ' i n f i n i que
F^o, et ayant avec F == o en chacun de ces points on contact dd
second ordre. L'intégrale A/, relative à F^= o, a, en chaque poin t sin-
gulier, même partie pr incipale que A. Donc,

Etant données deux courbes de même de^re, ayant mêmes points à
l'infini, supposés distincts, et ayant en chacun de ces points un contact du
second ordre. Ici différence entre les sommes des aires décrites parles rayons
lecteurs qui vont d'un point fixe aux points de rencontre de chacune déclics
wec une courbe variable f^== o, de degré Uy est constante !

2A^- iA^=/ tC.

Supposons que /= o passe constamment par un point a P i n f i n i
commun à F == o et à F'^o, mais que les asymptotes de la courbe
variable soient distinctes de l 'asymptote c o m m u n e des courbes fixes.
Dans u n e pos i t ion i n f i n i m e n t voisine, une brancb.e de /== o rencontre
les courbes fixes en deux points d'abscisses ̂  et x^ et les termes A,
et A", sont i n f i n i m e n t grands. Or, les courbes fixes é t an t tangentes,
— a pour l imi te x , et? comme elles ont un contact du second ordre*,
^ i
x^ — x\ a pour l imi te o. Donc, la différence entre les part ies prh ic ipahîH
de Ai et de A\ a pour l i m i t e o, quant i té indépendante de la posi t ion
de l'asymptote à la branche de /==o. Par suite, le théorème précédera
s'applique aux points de rencontre à distance finie, à la condition y {^au-
cune asymptote de f^ o ne coïncide ayec une asymptote-de F = o et de
F=:o.

En particulier, si lea points à l ' in f in i de F = = o sont d i s t inc t s ' e t
-d'inflexion, on peut prendre comme courbe F^o l'ensemble des
asymptotes1 de 'F = o; SA,— £Â^ est constant . Or, la somme des aires
décrites1 par les rayons qui vont d'un po in t fixe à des points variabbg
d'une droite est constante, si. le1 contre des moyerintôB distances de
ces points est fixe. Donc, si le centre des mo-yennes distances des
points de rencontre de /== o avec chacune des asymptotes de F'ss o
est fixe, SA^, et, par suite, aussi SA/, est constant. C'est co qui arrive
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si, chaque fois que/=o, dépendant entièrement d 'un paramètre, a
une direction asymptotique commune avec F == o, elle a aussi l'asymp-
tote commune, à la condition que l'enveloppe de/'==o n'ait pas de
points à l'infini communs avec F === o. Ainsi :

Soient ï = o une courbefioce dont les points à l'infini sont distincts et
d'inflexion, etf= o une courbe variable, de de gré constant, dont V équa-
tion dépend entièrement d'un paramètre et dont l'enveloppe n'a pas de
points à l'infini communs avec F == o. La somme des aires décrites par les
rayons vecteurs qui joignent un point fixe aux points de rencontre des deux
courbes est constante si, toutes les fois que la courbe variable a une direc-
tion asymptotique commune avec la courbe fixe, elle a aussi l'asymptote
commune.

Lorsque/= o passe constamment par un point à l ' infini de F == o,
la somme précédente étendue aux points de rencontre à distance finie
est constante, si, toutes les fois que la courbe a une asymptote com-
mune avec F= o, elle admet cette droite comme asymptote d'inflexion.

On peut supposer que/== o fasse partie d 'un faisceau ponctuel li-
néaire, et même qu'une courbe de ce faisceau soit formée de la droite
double de l ' infini et d 'une courbe de degré n — û. Les courbes du
faisceau ont alors mêmes asymptotes. On obtient ainsi un cas particu-
lier d'un théorème de M. Humbert (1).

12. Application aux arcs des courbes de direction. — U n e courbe de
direction est telle que l'arc de la courbe soit une intégrale abélienne.
L'arc a pour expression

s = ^ \/i 4- y2 cix^

V/i-t-y2 étant rationnel en x ety, liés par F(^,y) =o. L'intégrale
n'a pas d'autres points singuliers qu'à l ' infini.

Sur une branche simple, ayant une asymptote, on a, au voisinage
du point à l ' infini,

y==c.r+J-^-a.4-- l;-^-.... • 1 1
x x2

(1) HUMBERT, Journal de Mathe'matiques ; 1887.
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Si la branche n'est pas isotrope, on a
cy.cS = \/i -1- c^x 4- -7===—— 4- . . . »

\/l4-(^r

et la part ie principale, \j' i -4-' ^^r, ne dépend que de c. Donc :
Si deux courbes (le direction non circulaires ont mêmes point}} à l'infini

distincts, la différence entre les sommes des arcs décrits sur l'une et sur
l'autre par les points de rencontre wec une courbe variable, de degré n,
est constante :

2S,-;SS^/^L,

En par t i cu l i e ry on peut prendre comme courbe de direct ion F^so»
rensemble des asymptotes de F == o. Par su i t e :

Si une courbe de direction non circulaire, de degré m, a m asymptotes
distinctes, la différence entre la somme des arcs décrits sur la courbe et la
somme des segments décrits sur l'ensemble de ses asymptotes parles points
de rencontre avec une courbe variable est constante ( * ).

Si la brandie simple est cyclique, on a.

S ̂  y""- a ac log'.r 4-. .,,

en supposant a^o. Si F = = o a, sur chaque branclu^ aux polutH ey-
cliques, un contact du, second ordre avec F ̂  ôy le^ parties principales
de S et de S' sont les mômes. Donc :

Si deux courbes de direction ont mêmes asymptotes^ distinctes entre
elles, et si les branches cycliques ont un contact du second ordre, ta diffé-
rence entre les sommes des arcs décrits sur l'une et sur l'autre par les
points de rencontre avec une courbe variable, de de gré n, est constante.

Si a ==o, l'intégrale S est régulière au point cyclique, et la branche
de courbe est d ' inf lexion. Il n'est plus nécessaire de supposer que les
^rancbes cycliques de F=o aient un contact du second ordre avec
celles de F'== o; i l suffit que ces branches soient d'inflexion.

( 1 ) IIUMBEïlT, lûC. CÙ.
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Si toutes les branches cycliques de F== o sont d ' inf lexion, on peut
choisir comme courbe F'==o l 'ensemble des asymptotes de F == o.
Comme la somme des segments décrits sur u n e droi te isotrope par les
points de rencontre avec/== o est nu l l e , on a le théorème suivant :

Si une courbe de direction a toutes ses asymptotes distinctes et si ses
asymptotes isotropes sont d^ inflexion, la différence entre la somme des arcs
décrits sur la courbe et la somme des segments décrits sur l'ensemble des
asymptotes non isotropes par les points de rencontre avec une courbe va-
riable, de degré n, est constante.

Si/== o passe constamment par un point s ingul ier non cyclique, la
différence entre les sommes des arcs de F == o et de F"== o l imi tés aux
points de rencontre à distance f inie avec f =. o est constante , quand
les tangentes au point s ingul ier ày===- o sont fixes, ou quand F== o et
ï^=o ont en ce p o i n t un contact du second ordre. S i /===o passe
constamment par un poin t singulier cyclique, ce po in t étant loga-
ri thmique et les courbes F == o et V === o y é tant tangentes, la courbe
y= o peut s'y comporter d 'une manière quelconque, sans que la diffé-
rence précédente cesse d'être constante.

Supposons que F'=o soit formée des asymptotes de F==o. La
somme des segments décrits sur une asymptote non isotrope par les
points de rencontre avec/== o est constante, si leur centre des
moyennes distances est fixe. C'est ce qui arrive si, chaque fois que

y== o, dépendant entièrement d'un paramètre, admet une direction
asymptotique commune avec F == o, elle admet aussi l 'asymptote com-
mune , à condit ion que l 'enveloppe de/"== o n'ait pas de direct ion
asympto t ique commune avec F = = o . La somme des arcs décrits sur
F .== o par les points de rencontre avecf= o est constante.

13. Application aux angles. — Soient trois droi tes OA, OB, OC, pas-
sant par l 'origine, de coefficients angulaires a, b.c. M, (^j), étant
un po in t de la courbe F == o, qu i ne passe pas par 0, soit R le rapport
anharmonique des quatre droites OM, OC, OA et OB.

LogRestuneintégraleabél ienne, a d m e t t a n t c o m m e p o i n t s singuliers
les points de rencontre de F == o avec OA et OB. Supposons que cha-
cune de ces droites rencontre F == o en des points simples, en chacun
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desquels ' la1 tangente soit dis t incte de la' droite et non paral lè le a Or.
En un point s ingulier (^Vo) a distance f in ie sur OA^ la part ie ' prin-
cipale de l ' intégrale est log(^ — .z'o). En effet,

lo^R = log(y—^) — log(y — ^j?) — log ̂ "1^

II suffit de prendre la partie principale du terme log(y — ^»^)» qu i peut
s'écrire

]0g(^ — ^o) 4" log f yllll-r••(rlo — ^.).
\tv — ^0 /

Avec les hypothèses fai tes , le second terme de cette somme est f i n i »
quand M tend vers (x\^y^).

De même, en un point (<r^j,) s ingul ier nur OB, la parlie principale
est -— log(^ — x ^ ) . Si le po in t s ingu l ie r est à l ' i n f i n i su rOA, la partie
principale est — log^; s ^ i l est a P i n f i n î sur OB, el le est log.r»

Soil une seconde courbe F^s o rencontrant, avec les mfiîm^ n*H|.rio
f i o n s , les droi tes OA et Olî aux mêmes points que F ̂  o, et coupons
ces deux courbes pary^ o, variable. Si M' est un point de F' ̂ ; o et si
IV est le rapport a n h a r m o n i q u c des droites OM^ OC, OA et OB,

MogH.-JSlogir,

bu les sommes s'étendent aux points de rencontre der courbes fixes (*t
de la courbe variable^ est constant.1

Au lieu, d 'une courbe ind.écomposal)le^on peut prendre^ poixr F'^s i^
lïn ensemble de droites jo ignant deux à deux les1 points singuliers
situés sur OÂ et les points singuliers situés sur OB; par t fxernpicy M
OA e t ^ O B sont imaginaires conjuguées^ o n ^ j o i n d r a , par des droites
réelles, les points singuliers imaginaires conjugués»

Par raison ,de continuités on peut s'afirancinr de toute restriction
sur les points de rencontre de OA et de OU avec F sss o. H guf î i t de
joindre un point singulier sur OA à un nombre de pointa singuliers
sur OB égal à l'ordre de mult ipl ic i té du point daM rintersectiaîî (le OA
avec F === o, et inversement. Plus généralement» on peut prendre deux
courbes de degré w, F == o et F'= o, pourvu qu'elles rencontrent les
deux droites OA et OB aux mêmes points, avec le môme ordre de ffîul-
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t ipl ic i té , dans l'intersection de ces droites avec chacune d'elles.
S logR^— SlogR^ est constant. En coupant par une courbe f= o
formée de droites passant par 0, on voit que la différence est nulle .

Supposons que F = o passe par 0, avec une multiplicité quelconque.
Si OA et OB ne sont pas tangentes à F === o en 0, le point 0 n'est pas
un point singulier de l 'intégrale et n ' in tervient pas. Plus généralement,
il n'intervient pas, comme on le voit par cont inui té , même lorsqu' i l
est singulier, si les droites OA. et OB rencontrent F === o chacune en
un même nombre de points confondus avec 0.

Si /== o passe constamment par un ou plusieurs points singuliers,
la différence SlogR;—SlogR^- , où les sommes sont étendues aux,
points de rencontre variables, est constante, si les tangentes à y== o
en chaque point singulier sont fixes ou si les doux courbes fixes se
touchent.

Supposons que F'^: o soit formée de droites jo ignant un po in t sin-
gulier sur OA à un po in t singulier sur OB. Soit f ̂  o dépendant entiè-
rement d'un paramètre. Si toutes les fois qu'elle passe, avec un certain
ordre de multiplicité, par un point singulier sur OA, elle passe, avec
la même mult ipl ic i té , par le point singulier correspondant sur OB',
SlogB^ est constant et, par suite, aussi 2 logB,/.

Supposons que OA et OB soient les droites isotropes du point 0.
On a les résultats suivants :

^ ! !»
Etant données deux courbes F === o et V = o, rencontrant les droites

isotropes de 0 aux mêmes points, avec Ici même multiplicité, la différence
des orientations des systèmes de droites (fui joignent 0 aux points de ren-
contre avec chacune des deux courbes d^ une courbe variable, de degré
donné, est constante.

L'orientation du système des droites qui joignent 0 aux points de ren-
contre d'une courbe fixe et d'une courbe variable dépendant entièrement
d'un paramètre est constante, si, toutes les fou que la courbe variable
passe par un point commun à la courbe fixe et à une droite isotrope du
point 0, elle passe par le point imaginaire conjugué, avec le même degré
de multiplicité.

En particulier, si la courbe variable appartient à un faisceau linéaire
et s'il existe une courbe du faisceau passant par les points de rencontre,

Ànn. de l'Éc. Normale. 3^ Série. Tome XVHL — MARS igox. T4
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autres que 0, des droites isotropes de 0 avec la courbe fixe, on retrouve
un théorème de M. Humbert (1 ).

14.. Supposons que F == o soit un cercle, que 0 soit sur ce cercle,
OA et OB étant isotropes. Prenons pour OC la tangente en 0 au cercle,
On peut former F = o avec la droi te de l ' i n f i n i . Donc ;

L'orientation du système des droites (pu Joignent un poi/it 0 d'an cercle
clux points (le rencontre de ce cercle wec une courbe vurîuld.e 'non circu^
lettre est égcde à r orientation du yysiê/ne des directions aymptol/^/ue^ de
la courbe variable, les deux on'enl-alions étunt prince par ra-pport ù la
tangente en 0 au carda ( 2 ).

Si, la courbe variable, de degré n, a/> brarH;bes cycliques imaginaires
conjuguées, la différence entre l'orientation du ^y^teme dey droitefî (pu
joignent unpoini 0 d'un cercle auîv points de rencontre à distance ,/inie
du cercle avec la courbe et roriefilation du système de^ direction',v a^Ymp»
lotiquef! non circulaire est constante, si (e^ lanynie^àùi cour/^ mmalde
aux points cycliques soni fîxe^.

Soieni o,) le cenirc du cercle, M. un point, dy ccrdc, V cf. W lc*4
angles, avec la tangente en O, des droites OM et oM* A un nHîliipU1

de TC près, W == 2V -h w ï Par suit(11, ^ F (m coupe une courbe elmdaire

par'un cercle, l'orientation du système des draùcïs (fui joignent te centre
du cercle aux points d'inter$eeti0fz à distance fwe est ég(d.e à la double
somme des orientations des systèmes des directhnîî asy/npla!iqueK non
cycliques el des droites y ul Joignent le centre du cercle au^ foyers singu-
liers réels de la courbe.

En particulier, soit un cerele de centre «) tangent en deux point» M'»
et Ma à une quar t îque bicirculaire» Si. Ï^ etF^om les foyers singu-
liers réels de la qoartique, l'orientation du système des droites à)M^
et û>Mâ est égale à celle du système des droites ûjî^ etc^Fg; les deui
systèmes ont mêmes bissectrices et la perpendicylaire menée par û) sur
la corde des contacts est bissectrice des droites ca)l^ et ci^Fs. Oïvsi Von

( 1 ) HUMBJEÏIT, lûC. cit.
( 2) H'UMBBRT, IOC. Cit.
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regarde la quarfcique comme l'enveloppe des cercles qui lui sont bitan-
gents, cette droite est la tangente en (o au l ieu des centres de ces
cercles. Donc, le lieu de oo est une conique ayant pour foyers F, et Fo.

Soient deux cercles de la même famille, de centres œ et o/, b i tan-
gents à la quartique en M\, Ma et M, , M^. Si I est le point de rencontre
des tangentes à la conique précédente, l 'orientation du système des
quatre droites IMi , 1M^, ÎM\ et IM^ est égale au double de celle du
système des droites IF, et IFa. Donc, si N et PiT sont les points de
rencontre avec la quar t ique du cercle de centre 1 qu i passe par M',,
et Ma, NN7 est parallèle à M ^ M ^ . Quand, le cercle o/ é t a n t fixe, le
cercle œ varie, NN' est fixe, s inon la quar t ique aura i t un axe de symétrie.
De plus, NN' coïncide avec M\'M^ Donc les quatre po in t s M ^ , ML, W.\
et M^ sont sur un même cercle. Par suite, le cercle qui a pour centre
le po in t de rencontre des cordes de contact des cercles co et o/ et qui
est orthogonal, à ces deux cercles est orthogonal à un cercle de la
f a m i l l e i n f i n i m e n t voisin de chacun d'eux, et par conséquent à tout
cercle de la f a m i l l e . Ainsi , les cercles bitangents à la quctrtique sont
orthogonaux à un cercle fixe.

L'orientat ion du système des droites qui joignent le centre d'un
cercle aux quat re points de rencontre avec une cubique circulaire
•est égale au double de l 'orientation du système formé par la (lirection
asympfcot ique réelle et la droite qui joint le centre du cercle au, foyer
singulier . Il en résulte que le lieu des centres des cercles b i tangents
à la cubique , d'une même famil le , est une parabole ayant pour foyer
le foyer s ingul ie r et dont l'axe est parallèle à la direction asympto*-
t ique réelle, et que les cercles sont orthogonaux à un cercle fixe.

Supposons que F = o s o i t une cubique circulaire ayant un point
double û. On peut prendre pour F'== ola droite de l ' in f in i . Par suite :

La différence entre l'orientation du système des droites qui joignent le
point double aux points de rencontre de la cubique et d'une courbe va-
riable non circulaire et ^orientation du système des directions asympto-
tiques de cette courbe est constante,

L'orientation du système des droites qui joignent le point double aux
wints de rencontre de la cubique et d'un cercle variable de centre fixe est
constante,
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Supposons que F = = o soit une cubique circulaire passant par son
foyer singulier 0; F'= o peu t être formée de la droite de l ' in f in i . Par
suite :

La différence entre l'orientation du système des droites y ui joigne/il le
foyer singulier aux points de rencontre de la cubique avec une courbe
variable et le double de F orientation du système des directions a^ympto-
tiques de cette courbe variable est constante.

Si la courbe sécante est âne droite, on voit que si l'on prend trois
points d'inflexion en ligne droite d^une cubique circulaire qui pusfic pur
son foyer singulier, la somme des angles que/ont les tangentes auoa points
d'inflexion avec la droite qui les porte est nulle»

Ce théorème s'applique à la stropboïde.
Supposons que F=o soit une q 'uar t ique, adme t t an t le» poiri ls

cycliques comme points doubles d ' inf lexion et que 0 soit. un loyer
singulier. On peut former F^ o avec la droite de l ' i n f i n i prise qua î re
fois. Par suite :

IJ orientation du système des droites qui joignent un foyer Kinguticr
aux points de rencontre de la quartique et d'une courbe wrwbic et le
quadruple de l'orientation du système des directions asyrnptotiqu^ ont
une différé-née constante»

Ce théorème s'applique à la lemniscate.
Supposons que F == o soit imo cubique ayant no point double (h len

tangentes en ce poin t étant isotropes»
L'orientation du système des droites qui joignent le point double aux

points de rencontre de la cubique avec une courbe quelconque^ de degré n^
' eyt constante^ et de la forme nC, à un multiple de iî près.

Ce théorème donne la condition nécessaire et suffisante pour que
3n points de la cubique'soient sur nne courbe de degré n. Par 3n — î
points delà cubique, on peuty en effet, 'toujoiirB faire passer tine
courbe de degré n; autrement dit, une courbe de degré n qui passe par
3n — î points de1 la cubique w se décompose pas néeessâirenient erî
cette cubique et une courbe de degré n — 3,
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Voici une démonstration différente de celle de MM. Âppell et
Goursat (^) :

Soit N == /2^--^—)- le nombre des points qui déterminent une courbe
de degré n. Prenons N — Ç3n — i) points P arbitraires dans le plan
et 3n — î points M sur la cubique. Par les points P et M on peut faire
passer au moins une courbe de degré n. Si une telle courbe se décom-
posait en la cubique et une courbe de degré n — 3, on pourrait faire
passer une courbe de degré n — 3 par les'points P. Or le nombre des
points P est égal a 't——- -4- î, et ainsi supérieur d'une unité au
nombre des points qui déterminent une courbe de degré n — 3. C'est
donc impossible.

Si f= o passe par le point double 0 de la cubique, l'orientation du
système des droites qui joignent le poin t 0 aux points de rencontre de
la courbe et de la cubique, autres que 0, est constante, si les tan-
gentes en 0 à/.== o sont fixes et non isotropes.

Si f=== o admet 0 comme point double, les droites isotropes de 0
étant tangentes d'inflexion, l'orientation du système des droites qui
joignent 0 aux 3n— 6 points de rencontre variables avec la cubique
est constante et égale a n — a fois l 'orientation du système des droites
qui vont de 0 aux points de rencontre de la cubique avec une droite
quelconque. Par ces points, on peut faire passer, par suite, une courbe
de degré n — 2.

15. En transformant les théorèmes généraux précédents par po-
laires réciproques, par rapport à un cercle de centre 0, on obtient
divers théorèmes énoncés parLaguerre sans démonstration (2), établis
et complétés par M. Humbert. Je les énoncerai sous une forme un peu
plus générale.

Les deux systèmes de tangentes respectivement communes à deux
courbes homofocales et à une courbe algébrique quelconque ont même
orientation (Laguerre).

( 1 ) ÂPPELL et GOUBSAT, Théorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales.
(2) LAGUEBRE, Comptes rendus•; i865. —Société philomathique ; 1870.
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En particulier, l'orientation du système des tan^enics commu/u^ à
deux courbes est égale à F orientation du système des ian^enteîî 'n'wuccs
à Vune par les foyers de l'autre.

L'orientation du. système des tangentes communes à une courbe /m.' et,
à une courbe variable dont V équation tan.o.cntlelle dépend endêremenf.
d'un paramètre, de classe donnée n, est constante si, toutes les/ois que ht
courbe variable touche une tangente isotrope à la courbe fixe^ elle touche
la tangente isotrope imaginaire conjuguée, cwc le même di^ré de mulu^
plicité.

En particulier, l'orientation du système des tangentes communes à
une courbe fixe et à une courbe variable d'unfaùceau tan.yentici linéaire
est constante, si chaque foyer de la courbe fixe est foyer d'une courbe du
faisceau.

Plus particulièrement encore, les deux systèmes de iangentcîî rcs/m^
twement communes à deux courbes algébriques de rnfime ckwc cl à une
courbe algébrique quelconque orU même ori-c/uaiion s ï , /nirmi /r.v courbf.^
du faisceau tangenuel déterminé par I€H deux première^ il m (^l u/ie ^(H
admette pour foyers tous les foy en de la dernière (M. Hmrîlwrl )*

Supposons qsie la courbe fixe soil dï î clsiss(* m ^t ^âimil^ h droilo
de l'infini coeime tangente doohie aux |H.)inls cycliqlît^, I<1 ' (xmtâct
étant, en cliaque point» d'ordre m — î . (:;c <;;i^ n été étudié mr
M.. Hum.hertC1). ' : 1

L\)rientation du système des (angcute^ commune à la cow'hc /lw cl à
une courbe mriable, de classe n, est constante.

Si m == 3, la courbe fixe est Illypocycloidc k troig rcbîWîmmum^.
Le théorème donne alors la condition néa;ssîiire cl ^iifïimutc poîir
que 3n tangentes à l/hypocycloïde soient tangontes k une courbe d^
classe n.

En particulier, si n ̂  ï , l: orientaUon du ^ême dc^ langml^ m^
nées d'un point quelconque à une /ypocycloïde à iroù rebîwmêments est
constante.

Ce théorème permet d^ablir, par une voie différente de celle de
Cremona (â), les propriétés élémentaires deillypocycloîde. On voit, m

( 1 ) ÏÏUMBERT, Ârnerican Journal; 1888.
(2} GREMONA, Journal de Crtôlie, 1864,



SUR LES APPLICATIONS GÉÛMÉTÎUQUES DU TtïÉOBÈME D'AlîEL. - l i t

particulier , que la développée d'une hypocycloïde est u n e bypocy-
cloïde. Par su i t e , on peut mener d'un point trois normales à une hy-
pocycloïde, et l 'orientation du système de ces normales est constante .
Or, les tangentes de rebroussement sont concourantes et normales à la
courbe. Donc, les orientations, par rapport à une même droite A, de
trois tangentes concourantes et de trois normales concourantes sont.
égales. Soit L leur valeur commune, à un m u l t i p l e do -n: près.

L'orientation du système des quatre tangentes a d is tance f in ie com-
munes à une parabole et à la courbe est cons tan te , si Faxo de la para-
bole est parallèle à une direct ion fixe. Si V esî: l 'angle d ' u n e tangente
commune avec la direct ion A et W l 'angle de Faxo de la parabole
avec A, on a

V .̂.!- Va 4- V,4- V, - W1 ^-:,L.

Or les tangentes à FbypocycloÏde aux quatre points (Finterscction
d e l à courbe avec u n e droi te D sont tangentes à. une parabole dont
Faxe est pe rpend icu la i re à D. Soit U l'angle de D avec la droite-
origine A. On a

V, 4-V, 4-¥3 •+-¥4 = U-h L .4-7r"
2 .

Si, U est constant, lô premier membre est constant. Donc :
L'orientation du système 'des tangentes à V hypocycloïde OMX points de

rencontre avec une droite I) est constante, si D se déplace parallèlement à
elle-même.

Si D est normale à la courbe, une des quatre tangentes est perpen-
diculaire à la droite; par exemple, V/, == ^ + U. Donc :

V^-V^V^L.

Ainsi, les tangentes à l'hypocycloïde aux points de rencontre avec une
normale à la courbe, autres que le pied de la normale, sont concou-
rantes.

Ce théorème est connu* Voici, d'autres résultats :
Si six tangentes à une hypocycloïde sont tangentes à une même co-

nique,, les six normales aux points de contact sont tangentes à une même
conique.
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Si l'on considère quatre tangentes à la courbe et les quatre normales
aux points de contact, les axes des paraboles tangentes respectivement
aux quatre tangentes et aux quatre normales sont parallèles.

Les six tangentes communes à une hypocycloïde à trois rebroussemenis
et à une hypocycloïde à quatre rebroussements sont tangentes à une
même conique.

-16. Application aux distances. — Soit OA une droite passant par
l'origine 0, de coefficient angulaire a, rencontrant la courbe F:.— o^
de degré m, qui ne passe pas par 0, en m points d i s t inc t s et non do
ramification. Si m est le coefÏicienfc angu la i r e de la droite q u i jo in t 0
au point M(.r, y ) de la courbe, "-•---—^^ est une intégrale abé l i enne^
dont les seules singularités sont les points de rencontre de OA avec la
courbe.

Soit (^o, y ^ ) un point singulier. On a y^ s:s a^^ et, par sui te ,
ï tV y,! =": -..—-.— = ».„-——...,„.,,-,.,,,.....:,„.,..,..., ..._,.,.,..,..,..,.^., cfo^ ( ^ ..... ,yV I ̂  ...„ , , . . . ;^._,..^ ,

fn — a Y — jo — a ( x — .Ty ) s' ' y -.^-.. y,
a1 — .̂ o

Ainsi , ( .y—^)I a p o u r l i m i t e --r-'-^^^^^^^^^^ pour.r.^^^. Le pomt(.r^;>^)

est un pôle simple de I, la partie prirwipale étant de la ("orme -111-111- -•••—9i A " * i 1 a' — «r^ '

où B ne dépend que de la direction de la tangente au point s ingul ie r ,
Si le point est à l / infinî , on a- == —L^. par miite, -a uiw l imite*1 ' ^ y — a<r ! ! ' ' ,r ! " ! 1 ' 1 " " • • l ' " 1 1 1 ' 7

e'fcl a pour partie principale B^y B ne dépendant 1 que de la posi t ion do
l'asymptote.

Soit une seconde courbe F/ == o, de degré rn^ reneoritrarit OA î'iiîx
imêmes poin ts .que F=o, et admettant en chacun de ces points la
même tangente. Si m'est le coefficient angulaire de la droite (pli j o in t ( )
à M\ surF'^ Oy y1—-1-'11;; — V—J—, oà leg gomrnaliorî» N'étenderîl-*— m, ""•-•" et ^sassa /fi <«.>.-„.« ^

aux points de1 rencontre des déni, coarbes avec 'une coorix» va-
riable/=o, de degré n, est constant* En coupant paruri système de
n droites passant par 0, on voit que celle quant i té wi nulle.

Il en résulte que la polaire harmonique de OA, par rapport aux
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droites qui joignent 0 aux points de rencontre de F=== o et de/= o,
ne change pas quand on remplace F == o par une courbe qui touche
F = o en chacun de ses points de rencontre avec OA. Le résul tat est
indépendant de la position de 0 sur OA< Par suite :

Le pôle harmonique d'une droite qui rencontre une courbe de degré m
en m points disfincts par rapport aux points de rencontre de 'cette courbe
avec une courbe de degré n ne change pas quand on remplace la première
courbe par une autre qui la touche en ses points de rencorUre avec la
droite.

Par raison de continuité, le théorème subsiste lorsque OA rencontre
F==o en des points mul t ip les , ouïes tangentes sont d is t inc tes et diffé-
rentes de OA.

Si, OA est la droite de l ' i n f i n i , on a un théorème de Liouvil le :
Le centre des moyennes dùlances des points communs à deiw courbes

algébriques reste fixe si l'une d'entre elles varie en restant asymptote
à elle-même.

En particulier, on peut prendre comme courbe "W == o Fensemble
des asymptotes de F = o. Supposons quey== o1 dépende entièrement
d'un paramètre et que^ toutes les fois qu'elle admet une direction
asymptotique commune avec F == ûy elle admette aussi l 'asymptote
commune. Si l'enveloppe de la courbe/*=••= o n'a pas de direction
asymptotique commune avec F==o, le centre des moyennes distances
des po in t s de rencontre de/'==(") avec une asymptote de F==o est fixe.
Par suile :

Le centre des moyennes distances des points de rencontre d'une courbe
fixe et d'une courbe dépendant entièrement d'un paramétre, et dont F en-
veloppe n'a pas de direction asymptotique commune avec la courbe fixe,
est un point fixe, si, toutes les fols que la courbe variable admet une
direction asymptotique commune a^ec la courbe fixe, elle admet l9 asymp-
tote commune.

En supposant que la courbe fasse partie d'un faisceau ponctuel
linéaire, on obtient un théorème de M. Hurnbert.

Siy==o passe constamment par un point à l/infini commun à F ̂  o
et à y ==. o, de façon à n'avoir en ce point aucune asymptote commune

Aun. de î'Éc, Normale, 3e Série*, Tome XVlîï. — MARS 1901. l5
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avec chacune de ces deux courbes, la différence entre les sommes des
abscisses des points de rencontre à dis tance f in ie est constante, si les
tangentes à /*== o en ce point sont fixes ou si F === o et F' == o ont im
contact du second ordre. Par suite, le segment qui . j o i n t les centres des
moyennes distances des points de rencontre à. d i s l ance f i n i e de
f= o avec les courbes fixes est constant en grandeur et en d i r e c t i o n , et
même ces deux points coïncident si/==o ne passe que par des points
à l ' in f in i où les deux courbes fixes a i en t un contact du second ordre,

Voici des applications aux cubiques circulaires et aux qua/ r t iques
bicirculaires ;

Le centre des moyennes dislances des quatre points de reuco/itre d'une
cubique circulaire (ou d'une quartique Incirculair^ wec un cercle qui reste
concentrique à lui-même décrit une droite.

Le centre des moyennes distances des quatre points de rencontre
à distance finie d'une quartique admettant les points cycliques comme
points doubles d'inflexion et d'un cercle passant par les deuv foyen H/I»
gulierf; réels de la qcwrtique est le milieu du segment qui joint ̂  deu^
foyers.

17. Supposons que 0 soit sur F ̂  o. Si OA n'est pas tangente en ce
point à la courbe, le point 0 n'est pas s ingul ier et î i l u to rv i en t pas. Si
OA touche la courbe au po in t 0 supposé s imple , le point, Oest u n pôle
simple de l 'intégrale, et les parties princi pales de - l . et de - 1

* m - ! a ' ' " ' fn1 — a
sont les mêmes, si F^:o et F^û ont en 0 un contact du second

ordre. La difÏerencc ̂  ̂ ^ ̂  ̂  ̂ ^ est encore égale à o.

^ Supposons que 0 soit de rebroussement et que OA soit lu tangente
C'est la dégénérescence du cas où les droites OA et OB qui portnit
les points singuliers de l'intégrale ï^ii soufc les tangentes h h (-ourbe
au point double 0. Le point 0, singulier pour lintégrale, n ïntervient
pas»

En particulier, supposons que, F ̂  o étant de degré m, k point 0
soi t 'de rebroussement et que la tangente rencontre la'courbe en
m points confondus en 0. La polaire harmonique de la tangente de
rebroussement par rapport au système des droites qui joignent le point 0
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aux points de rencontre de la courbe fixe avec une courbe variable
est fixe.

Ce théorème s'applique, en particulier, à la cubique à rebroussement.
Corrélativement, le pôle harmonique du point d'inflexion d^une cubique
à rebroussement par rapport au système des points de rencontre avec la
tangente d'inflexion des tangentes communes à la cubique et à une courbe
quelconque est fixe, à l7 intersection de la tangente d^ in flexion et de la
tangente de rebroussement.

18. Application aux courbes unicursales. — Soient , sur u n e courbe
unicursale F= o, de degré m, t le paramètre d 'un po in t M, a et a' les
paramètres des points A(a, &) et A! Ça\ //). L'expression log"—^
est une intégrale abél ienne, s ingul iè re aux seuls poin ts A et AS comme
log(.-r — a) et — l o g ^ — a ^ ) . De même, soient, sur la droi te AA",
u le paramètre d 'un point m, (ï et (^ les paramètres de A et de A^
}ogu-^- est une intégrale abélienne, singulière aux seuls points A
et A7, comme log(.r — a) et •— log(.a? — a^.

Par suite, si Pon coupe F =•-- o et AA^ par une courbe /*=== o en des
points M et m, on a

î=zmn i?=:/î
vi, t — a x^, u — (3 ^S^T-r^-I;1^^-^.
i =. 1 t^ï

Soient une origine C su rF==o et une origine c surAA' et désignons
par R le rapport anharmonique des quatre points M, C, A, A" sur
la courbe, par r celui des quatre points w, c, A et A'. On a la relation

i-^zmn i-=»n

tl^-^îl'''
t^l t^sl

U étant constant,
Si A et A' sont confondus en un point double de F == o, la relat ion

se réduit à 1ÏR == U^. C'est un résultat dû à Clebsch.
Supposons que F=o soit une conique. Si c est le point de rencontre

avec AA' de la tangente en C à la conique, U = = ï , et la relation
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devient /' == a n i == /^nR=nr
Si /= o est elle-même une conique, on a ï^RJLJ^ == r^; la

relation donne alors la condition nécessaire et suffisante pour que
quatre points de F == o et deux points de AA/ soient sur une conique,

Supposons que la conique F === o soit une ell ipse et que AA/ soit la
droite de l ' inf ini . Prenons pour origine C le sommet si tué sur la par t ie
positive de l'axe focal et posons R == e^; ^ est l ' anomal ie excentrique
du point M. Si © i , ç^ 935 9/< ^^t les anomal ies des quat re points de
rencontre de l 'ellipse avec une conique variable dont les points à rin-
fini sont fixes, ^ + (p^ + 93 "4-ç/< est constant. Si ces points sont
à l'infini sur les axes de l'cllipsCy la somme est égale a (2/*+ î)Te.
Ainsi, la somme clos anomalies des pieds des quatre normales menées
d'un point à une ellipse est égale à (2Â4" Ï:)TC. Do mémo» la somme
des anomalies de qua t r e points d 'une ell ipse s i t ué s sur un cercle est
égale à 2^77.

Considérons un t r iangle var iable A'BC, inscr i t dans F "-^ n, cir-
conscrit à une conique fixe et, par su i t e , conjugué par rapport à u n o
autre conique f ixe F. Soient apy uûe pos i t ion du triai^h mobile,
1 et J les points de rencontre de F avec py, <o le p o i n t ou la langcnle
en a à F=== o rencontre py. 11 existe une conique passant, par A» B y . C » a
et touchant [Sy en I. Soient Ï{^ B.^, 1{^ les rapports anhaj^m)niqnes
(A, a, ^, y), (B, a, p, y), (Cy a, ^ y) et r celui des qua t re poin ts m,
oj, p, y. On a RiR^Il^^ r2^^ constante. On obt ient une seconde rela-
tion en choisissant un autre côté du triangle apy,

Soient a^ 6, c, u^ u.^, u^ les paramètres des points A> B, C, a, p, y*
Om'a 'ainsi 1 .

1 ! î .rî ilî ẑ L̂  ^}//•A
==. ̂ ri.ifil̂ r:̂  :::Ĵ ,?

n

— ̂ Ĵ̂ lî :̂",,̂
,P

m, n etp étant constants. Par suite, si a ' , l / , d sont les paramètres des
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sommets A/, B', (7 d'un autre triangle, on a

(a — / / i ) ( ^ — Ui)(c — i^)
{ a ' ^ u , ) { b'-u,){ c'-u,)

( a — / /a ) ( b — //g ) ( c — if^ )
^ (^cr-^)1^^/-^^

(a — u.^(b— u^)(e— u^)
•-'--( a^rr^^^-^^zr.-^^y^

Posons

^ ( ̂  ) 11^: ( //, — a ) ( u — b ) ( H — c ), h ( u ) ̂  ( u — a^ ) ( //, — b ' ) ( u — </ ).

Les cluantilés u^, r^, /^ .yo/^ racines d'une é(f (..talion de Ici forme
ff(u) — ÀÂ(^) ".--.,: o, où "X varie quand, ABC et A'B'C' restant fixes,
a[Ï'Y varie.

Duîis le raisonnement précédent, supposons que [il et y soient les
points cycliques* On a le théorème suivant :

On condd^rc les irw/i^le^ ABC cinîonsariis à une parabole et imcr'Us
dans 'un cen'fc passant par le foyer de la parabole. L'orien'Ultion du
systwia des droites c/ui joignent le foyer aux sommets de chacun de ces
triangles est constante.

Voici (les a p p l i c a t i o n s à rhypocycloîde à trois rehroussements, qui
est une courbe unicursa le . So ien t I et J les points cycliques. Comme
(Fun point de la dro i te de l ' i n f i n i on ne peut mener qu 'une tangente à
la courbe, le rapport a n b a r m o n î q u e des quatre points M', C, I, J sur la
courbe est égal à ce lu i des points m, c, où les tangentes en M et G
rencontrent la d ro i te de l ' i n f i n i , et des points 1 e t J . Par sui te :

Si Von coupe une /'lypocyeloÏde a trois rebroussements par une courbe
de degré n, la différence entre l'orientation du système des tangentes à
l'hypocycloïde aux points d^ intersection et l'orientation du système des
directions asymploliques de la courbe sécante est constante.

La droite de l'infini, étant tangente à la courbe aux points 1 et J, le
théorème subsiste^ relativement aux points à distance finie et aux di-
rections asymptotiques non isotropes, lorsque là courbe variable passe
par î et J. Par exemple, l'orientation du système des tangentes à l'hy-
pocycloïde aiw w points de rencontre à distance finie de l9 hypocycloïde
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avec un cercle est constante. En coupant par le cercle des rebrousse"
ments, on voit que cette or ien ta t ion est le double de celle de trois tan-
gentes concourantes. Par suite, les sioc tangentes {et aussi les six nor-
mâles) à l'hypocycloïde aux points de rencontre à distance finù wac un
cercle sont tangentes à une conique.

19. Soient, sur une courbe unicursale F == o, de degré m, t le pa-
ramètre d'un point M, a celui du point A(a,&). L'expression —!--111-

{f ' • • •••* Çf,

est une intégrale abé l icnne , admet tan t le point A comme pôle simple,
De même, soient, sur la tangente en A, u le paramètre d'un p o i n t m.,
P celui du point A; —^ est une intégrale abé l icnne , a d m e t t a n t le

U — (J

point A comme pôle s imple*
Par suite, si l'on coupe F == o et la tangente en A par u n e courbe

/== o en des points M et m, on a
h=mn b^n

^ ̂ --\^1 ^-:.nL,
<=1 /:;-î

A étant le rapport des résidus des deux intégrales au po in t A.
. Si A. est un point de rebroussement de F:==0y la tangente en ce
point doit être regardée comme indé te rminée , et A est n u l . On obtient
ainsi un résultat de Clebsch.

S'il existe des droites variables rencontrant F =s o en un seul p o î n f c
mobile M et, par suite, en un seul poin t fixe 0, on peut prendre comme
paramètres celui de la droite ÛM et comme paramètre u ce lu i de la
droite Om. Alors A a même paramètre sur la courbe et sur la hun^nte,
et les résidus des deux intégrales en A sont égaux ; 'A est égal à ï. On
obtient une forme particulièred'unïésultat précédemment établi .

Supposons que F == o soit une conique. On peut prendre comme pa-
ramètre ^ celui de la droite AM autour de A. Si l'on suppose que ' l a
tangente en A soit la droite de l ' inf ini , on voit que le centre des moyennes
distances des points de rencontre d'une parabole fwe a9ec une courbe va-
riable dont les directions asymptoti gués sont fixes décru une droùe pa-
rallèle à Vaxe de la parabole.

Si la courbe variable passe par le point à l ' infini de la parabole, le'
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théorème subsiste, à condi t ion que les asymptotes en ce point soient
fixes et dist inctes de la droite de l ' infini.

Si les d i rec t ions asyo'iplotiques de/:^ o sont tontes isotropes, par
symétr ie , la d r o i t e précédente est l 'axe de la parabole. Par exemple,
le centre des moyennes distances des points de rencontre d'une parabole
a^ec un cercle, une ()uarti(]ue bicirculaire, une hypocycloïde à trois
rel^roussements est sur l'axe de la parabole.

De même, les pieds des normales menées d 'un p o i n i à une parabole
é tan t sur une hyperbole équ i l a l è re a d m e t t a n t l'axe comme asymptote,
leur centre des moyennes dislances est sur l'axe.

Soit 9 le paramètre du, pohi tN de contact de la tangente a la conique
menée par le po in t ni s i tué sur la tangente en A, On a

^.1^ ,, ̂ 1.^.^^
r — <% u --"••" y,

Par su i le , la courbe/:— o r encon t r an t la conique et la tangenle en des
po in t s M et m y on a

t. :.:::.. 'A/f, i ,:r- //

^0 l ^ 1y „,-...-.-.-...,.,.„.- ;,:,:, ^ y ^..........^.
wi i — a Arf t» — a
1 ^ : 1 i-=l

Ains i , le pôle harrnonùfue du point A par rapport ai.i système des poinisM
coÏ/icide wea celui du point A. par rapport au. système dea poifits N.

Si/'^-o admet le po in t A comme p o i n t m u l t i p l e d'ordre [x, les (x
tangentes en ce po in t étant dist inctes de la tangente en A. à la conique
et rencontrant cette con ique en [M p o i n t s V, le pôle harmonique du
point A par rapport au système dea pointu^i coïncide avec celui du point A
par rapport au système des poinis N, comptés deux fois, et des points P»

Ces théorèmes a d m e t t e n t des énoncés corrélat i fs . En par t icu l ie r , le
centre des moyennes distances des poinis de contact avec une parabole des
tangentes cornmu/ies à cette parabole et à une tïypocycloïde à irais rebrous'
sernents est à égale distance de l^axe de la parabole et de la tangente à
F hypocycloïde (fui est parallèle à cet axe^

Le centre de granité du triangle formé par les trois tangentes communes
à deux paraboles coïncide avec le centre de granité du triangle formé par
les deunff tangentes à ces paraboles parallèles à leurs axes et la droite qui
joint les points de contact.
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Reprenons, avec les mêmes notat ions, un triangle var iable ABC
inscrit dans F== o et circonscrit à une conique fixe. Supposons que a
soit un point commun à ces deux coniques; le t r i ang le apy s'aplatit,
et les points ? et y se confondent avec le po in t ou la tangente en a à la
seconde conique rencontre F = o. Ce point l est sur la conique F, con-
juguée aux triangles ABC. Le troisième côté du t r i ang le a[3y est la
tangente en 1 à F == o, laquel le rencontre F en J. il existe une con ique
passant par A, B, C, a et tangente en J à 1J. Si u^ u^, u^ sont les para-
mètres de A, B, C sur F == o, a le paramètre de I, a celui de a, b celui
du point de contact de la seconde tangente menée de J à F - o,

ï 4., _.l.̂  .,,„. _.L......... + l . . ^
u^ — a ii^— a /./;, •-"••- a a -1-- a ~"^' b — a

Ainsi, le pôle harmonique d'un point commun à deux coniques par rap-
port au système des trou sommets d^un triangle inscrit dam la première
et conjugué à la seconde est fixe.

Soit A le point d ' inf lexion d'une cubique à rebroussemenL On peut
prendre, comme paramètre i d ' û p o i n t M. de la courbe, celui du poinl./^
où la tangente en M.rencont re la tangente d ' i ndex io rL Le point A a
a ins i même paramètre a sur la courbe et sur la t angen te . Proposons-
nous de calculer le rapport des rés idus de l ' in tégra le —l11'_ sur la cu-
bique et sur la tangente,

Prenons le point A comme origine, la tangente en A. comme axe
des x, pour paramètre du point m son abscisses La partie pr incipale
de r^a au voiismaglel lde l^igiî'ie sur la tangente est^ L'équation do
la cubique au voisinage de Porigine ̂ ty == Kx\ A étant une fonction
finie et non nulle à Forigine. L'abscisse ^du point m oii la tangente
en M, d'abscisse œ, rencontre Faxe des x est égale à ^y^^ et Finie-"

Ï /

grale ;—— sur la cubique est —^—. On a
€ — a ! *• ^y' ....... y

x. _ ^y' , 3 A ̂  + A / (^^ """ ^ll"r:ll'lj — ̂ ^^.^^

Ainsi, la partie principale de —— sur la cubique est ̂ ./, -"— a, i ^ ̂
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La relat ion entre les points de rencontre de la cubique et de la tan-
gente d'inflexion avec/= o devient

<:„; y,n i :̂ - rt
^i î 3 'c-i ï yy .,._̂ ,.... -:, ^ y _.._ 4. ,̂
ÂUÀ t — a a ^n-J //- — fx
i-^i t—.l

3SI ^ est le paramètre du point de rebroussement, L === ^ . ^ — - .
Soient I le p o i n t de rencont re des tangentes d ' i n f l e x i o n et de re"

broussement;, M, le pôle l i a r r n o n i q u e de A par rapport aux po in t s de
rencontre de la cub ique et d e / = = o , m. celui do A, par rapport aux
po in t s de rencontre de la courbe et de la tangente d ' in f lex ion . Les
points ! el m sont con/n^ués harmoniques par rapport au point A et au
point où la (angente en M rencontre la tangente (F inflexion,

20. Application au^ courbes franches. — Soient deux courbes pas-
sant par un p o i n t s imple A ( ^ , ^ , < " ) , avec une tangente non parallèle
au plan YOZ. Si x^ ̂  ..., ̂  et^, x^ .. -, ̂  sont les abscisses des
points , vois ins de A, de rencontre dos doux courbes fixes avec une
surlace var iable t e n d a n t à passtrr par A, le rapport

(^i— âî) , . ,( ,%•//— ̂ a)
[^Y—i'a')'l".'17'<ll('II^AI'ï-l^l)

a une l imi te non nul le . En ef Ïc ty par les deux courbes on peut f a i r e
passer une sur face algébrique fixe, rencontrant la surface en une courbe
variable, l aque l l e passe par les points de rencontre de cette surface
avec les deux courbes données. Si l'on projette ensuite les deux courbes
fixes et la courbe variable, sur XOY, paral lèlement à OZ, on est ra-
mené a une proposit ion déjà é tab l i e .

Si les deux courbes fixes ont, même tangente en A, non parallèle à
•::::/l i.:... h'

^ Ï '€1YOZ, la dif îerence ¥-.--...-^ — V^.—— a nne l imi te , quand la surface
^sssssa, / '̂ ....—>. » (,f, ^ssw ,</ --•"1- 14,
i. :.;.1:. î i -;:-- 1

variable tend à passer par A-
Si le poin t A est à l ' inf in i et non de ramification, on remplace oc— a

par—" ^
Soient J(^j, z) et ' ^ { x . y y s) deux intégrales abéliennes respecti-

ï6^rm.dtî l'Ée. Normale, 3e Série* Tome 'XVJUÎ. — MAKB ï9<)x*
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vement attachées à deux courbes gauches ayant, en leurs points de
rencontre, des singularités de la forme A log (< r—a) , si les courhesne
se touchent pas, et de la forme Alog(^— a) -+- •^-^ si ces courbes
se touchent, les parties principales en chaque point ayant mêmes
coefficients. La différence

i-=.mn i=m'n

^ J (.̂ , j,, ̂ •) — ̂  J (.r,-, ,/;• ,z'i ),^.y J t.î ^i é

où les sommations sont étendues aux points de rencontre des deux
courbes avec une surface de degré n, est constante et de la forme r^C,
aux périodes près.

Si la surface passe cons tamment par u n point singulier , la d i f férence
des sommes précédentes, é tendues aux points de rencontre var iables ,
est constante, si le plan tangent à la surface au point s ingu l i e r passe
par une droite fixe et, en part iculier , s'il est fixe. La restriction est
inut i le , lorsqu'on un point s ingul ier ou la par t ie pr incipale cgt: de la
forme Alog(»r — a), les deux courbes sont tangentes, et lorsqu'en un
point s ingu l ie r où elle est de la forme Alog(.T — a) -h -1^1:11111111]'1-~•-? les deux
courbes ont un contact du second, ordre,

Soit, sur une courbe gaucho, une intégrale m Ç x . y ^ ^ ' ) HÎngulHw
aux seuls points A et A' comme bg(;r — a) oî: — log(«y — a'). Si
/'(a?,y, .s) = o est l'équation do la surface variable, on a

:s m its^^^^1^^'":10^^11^^^^ { ^ i , y h ^ i ) ̂
i-ssi

Soit Ï(^,y,5) une intégrale singulière au seul point A co'mme
„_. on a
y — a

t :••-;• m n
•^ „ , , / '(a, b, C) y^I(^,y.,..)--=y^^y-^L.
is;i

21. Soit une courbe gauche de direction. L'intégrale

. ' • S == ̂ j^y^^rî ̂
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est abélienne, n'ayant de points s ingul iers qu'à l ' infini. Si M s'éloigne
sur une branche simple, ayant une asymptote, on a

, a , ,. a'
y = ex "4- a -1- — -h ... ? s == c x 4- a 4- — -h. . * , "

iZ* UD

et, si la branche n'est pas isotrope, la partie pr incipale de S est

\f { 4- 6^4- C'^X.

Donc :
Si deux courbes gauches de direction non circulaires ont mêmes points

à l^ infini distincts, la différence entre les sommes des cires décrits par les
points de rencontre a^ec une sur/cice vctruible est constante et proportion-
nelle au de^ré de la surface.

Si. la brandie est isotrope, la par t ie principale de S est

\/— a ( a c -4- a' c ' ) lo^ , ' L '

et ne change pas si la courbe varie on conservant avec elle-même un
contact du s(Xîond, ordre. Donc :

Si deux courbes de direction ont les mêmes asymptotes et si les branches
isotropes ont un contact du second ordre, la différence précédente est
cônstanle.

22. Je n ' ins is te pas sur l ' appl ica t ion à l ' intégrale logR, où R est le
rapport anharnionique de quatre plans passant par une même droite
dont un seul mobile passe par un po in t variable de la courbe, et à
l'intégrale —'l—', où m est le' paramètre du plan qu i jo in t une droite
fixe à u n point de la courbe.

En part icul ier , on obtient un théorème, énoncé d i f fé remment par
Liouv i l l e (loc. au.} : Le centre des moyennes distances des points de
rencontre d'une courbe gauche wec une surface variable coïncide ayec le
centre des moyennes distances des points de rencontre de cette surface
cwec les asymptotes de la courbe.

Le centre des moyennes distances des points de rencontre d'une sphère
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de centre fixe açec une cubique circulaire ou wec une qucirtique do/il
deux ou quatre points à ̂ infini sont cycllcfues décru une droite.

23. Soient une cub ique gauche F et une droi te A s 'appuyant en
deux points A et A' sur la courbe. Prenons sur F une or ig ine G et
sur la droite, comme or ig ine c, le poin t ou le p lan oscil lateur en C
rencontre A. Soient R le rapport a n h a r m o n i q u e (M.QAA/) sur la c u b i q u e ,
r i e rapport a n h a r m o n i q u e (mcAA') sur la d ro i t e . Si une surface S,
de degré n, rencontre F et A en des points M et m,

t,:::: m ii {s:,: nn'^n
/=-! i=:î

Proposons-nous de trouver les relations qui. exis tent entre les para-
mètres des qua t re sommets d'un tétraèdre var iab le insc r i t dans F et
conjugué à une quadr ique (Q).

Soit AA'A/'A/" u n e p o s i t i o n , de ce tétraèdre. Désignons par (y ) la
conique d ' intersect ion du plan AA'A" el d e ( Q ) , par 1 et J les poin ts
d ' intersect ion de AA7 et de (y). Soit M ^ M . M . M , une poni t ion d u
tétraèdre mobile . Les q u a d r î q u e s q u i passcnl par les six points M , ,
M ^ M ^ M ^ A " et A^ rencon t ren t AA/ s u i v a n t des c o u p l e s ' d e poin ts
variant dans une invo lu fc ion , dont les points doubles sont l el J. Par
suite, il existe une quadr ique S passant par ces six points et t angen te
en 1 à AA'. Soient p et p' les rapports anharmoniques (A^CAA') et
(A^CAA'), r le rapport anhannonique ( teAA') . On a

d'où
iUUUWp^^

BJVKj{4:=con^t

Si u^u^ u^ u^ sont les paramètres des quatre points M, ce sont
les racines d'une équation de la forme

g{u)—ïh{u)—o,
où X est arbitraire.

Il existe une quadrique 2, passant par {q) et par les quatre points M $
elle rencontre F en deux autres points M et ftt. Si M et W sont les
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rapports anharmoniques (MCAA^ et (M'GAA') , on a

RiBJUUW==—r2 ,
d^ou

•RR^—pp^

Donc, si B est con jugue h a r m o n i q u e de A" par rapport à A et A/, les
couples (M, M'), (A, A ' ) cl (B, A"') sont en i n v o l u t i o n ; de même, si
B' est c o n j u g u é h a r m o n i q u e de A " ' pu r rappor t a A' et A", les couples
(M, M/), (A/, A/') et (A, B') sont en i n v o l u t i o n . A ins i , M cl M'sont fixes.

Par exemple , étant donnée une sphère ayant son centre sur une
cubùfue éauilatére, d existe une infinité de tétraèdres inscrits à la cubique
et confugués à la sphère. Les sp/iêres circonscrites à ces tétraèdres passent
par deux points fixes de la cubique {^Nouvelles Annales de Mathématiques,
1897).

24. Soient une cubique T et u n e droi te A, tangente en A à A. Si t
est le paramètre du plan q u i passe par une sécante d o u b l e fîxe et par
le po in t M de î\ et u, c e l u i d u plan qui passe par celte droi te et le
po in t m de A, entre les points de rencontre M et m de la cubique et
de la droite avec une s u r f a c e S do degré n, on a

( ,;.::;: ?{ /(, i ;^. {ï.
^t f X^ ï y

^Ï^^l^^^^'1 '
i ^ i i.^i

a étant le paramètre de A.
Si ^ est le paramètre du po in t N de contact du plan oscula teurà la

cubique passant par m, on a

3 ^ _ _ T
(,» — ^ ^ »,«-. y,

et, par suite,
/ r;': 8 il i " " • rt

^ ,,,j_ .,.,„. 3 y _!_.
^ ^ — y. " ' i " i i " " " ' ̂  Vi '— a
i ̂  i ' i .= î

Ains i , le pôle harmonique de A par rapport au système des points M coïn-
cide avec celui de A par rapport au système des points N. Et corrélati-
vement.
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Reprenons, avec les mêmes notations, le tétraèdre variable inscr i t
dans F et conjugué à (Q). Si A est un point commun à F et à (Q), le
tétraèdre AA'A^A^ s 'apla t i t ; A" se confond avec A, et A" et A!" sont à
l ' intersection de F et du plan tangent en A à (Q). Le plan qu i passe
par la tangente en A à F et le point A" rencontre (Q) suivant la
conique (y), qu i coupe la tangente en A a F en I, confondu avec A, cl
en J. 11 existe des quadr iques passant par M ^ , Ma, M^, M/., A" et A"' et.
tangentes en J à IJ. Soient u^ u^, U y , u^, ç\ ^ les paramètres de ces
six points, a celui de A, b celui de J sur IJ. On A

r i i i ï i _ a
//.i — a u^— a <a;i— a ' u^— ci. ^ -— a (J> /— a ""*"" b '— a '' ''"î

L étant la constante précédemment définie. Par suite, le pôle harmo"
nique (F un point commun à (Q) et à F par rapport au système deis îforn-
mets d'un tétraèdre inscrit à F et conjugue a (Q) est fixe,


