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SUR LES

APPLICATIONS GEOMETRIQUES

DU

THEOREME D’ABEL,

Pax M. Cu. MICHEL,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES SPECIALES AU LYCEE DE DOUAI.

et L ) B

I.

On doit 3 M. G. Humbert d’importantes recherches sur ’application,
a I'étude des propriétés géométriques des courbes algébriques, du
théoreme d’Abel relatif aux intégrales des fonctions algébriques (*).
Jentends ici spécialement par propriété géométrique d’une courbe une
propriété de cette courbe dont la forme n’est pas altérée par une trans-
formation homographique quelconque d’un certain groupe, 4 I'exclu-
sion de toute autre transformation birationnelle.

Etant données une courbe algébrique fixe F = o, représentée point
par point sur une surface de Riemann, et une intégrale abélienne at-
tachée a cette courbe et qui en soit, au sens que je viens de définir,
une propriété géométrique, le probleme général consiste a calculer
explicitement et & mettre sous une forme susceptible d’une interpré-
tation géométrique la fonction algébrico-logarithmique des coefficients
de I’équation d’une courbe algébrique variable /= o, qui est égale, en

(1) G. Humprrr, Sur le théoréme d’Abel et quelques~unes de ses applications géome-
triques (Journal de Mathématiques; 1887).
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vertu du théoreme d’Abel, & la somme des variations de Pintégrale
abélienne donnée, le long des lignes décrites sur la surface de Rie-
mann par les points d’intersection de la courbe proposée et de la courbe
variable.

M. Humbert a obtenu sur cette question de nombreux résultats, en
assujettissant la courbe sécante a varier dans un faisceau ponctuel
linéaire fixe. J'ai étudié le méme probleme avec une méthode diffé-
rente, dont voici le principe. Le théortme d’Abel permet d’exprimer
une somme de différentielles uniformes sur une surface de Riemann
par une différentielle uniforme sur une varié¢té fermée simplement
connexe. Mais, cette variété étant indépendante de la surface de Rie-
mann donnée, il est possible de considérer i la fois plusieurs courbes
fixes, de former, en les coupant par une méme courbe variable, une
somme de différenticlles algébriques respectivement uniformes sur les
surfaces de Riemann auxquelles elles sont attachées, et d’exprimer
cette somme par une différentielle algébrique uniforme sur une seale
et méme variété fermée simplement connexe. La connaissance des
singularités des différenticlles abéliennes sur leurs surfaces de Rie-
mann respectives permet d’étudier les singularités de leur somme sur
la variété simplement connexe précédente.

Je me suis borné a étudier quelques cas simples, ol cette somme
n’admet aucune singularité et, par suite, se réduit & o. Jai pu ainsi,
par voie élémentaire, élablir Ie théoreme d’Abel, lorsque Iintégrale
n’a, en des points ordinaires de la surface de Riemann, que des sin-

< s . B .
gularités de la forme Alog(x — a) +- -~ -+ qui sont celles que I'on

rencontre surtout dans les applications géométriques. De la sorte, j'ai
retrouvé divers théoremes de Liouville, sur les distances ('), de La-
guerre, sur les angles (*), de M. Humbert, sur les courbes de dircc-
tion, et démontré de nouveaux théoremes sur les aires des courbes.
Les énoncés qui interprétent géométriquement le théoreme d’Abel
deviennent illusoires lorsque la courbe sécante passe constamment par
une singularité de Uintégrale. Dans les cas les plus importants, j"ai pu,

(1) LiouviLLe, Journal de Mathdmatiques; 1841.
(2) Lacuenre, Comptes rendus ; 1865.
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par un artifice, lever I'indétermination de maniere a conserver i
chaque théoreme une forme géométrique, et étendre ainsi I'application
des théoremes généraux a I’étude des courbes algébriques.

La méme méthode permef, sans modification essentielle, d’é¢tudier
les propriétés géométriques des points d’intersection d’une courbe
gauche algébrique fixe avec une surface algébrique variable.

Les idées principales de ce travail ont été présentées a I'’Académic
des Sciences (séance du 2 avril 1900).

II.
1. L’équation algébrique entiére en x
Apx—+ Ayt .4 A, =0,

dont les coefficients sont variables, admet une ou plusicurs racines
augmentant indéfiniment en module, lorsque, A, restant fini, A, tend
vers o, et une ou plusieurs racines tendant vers o, lorsque, A, restant
fini, A,, tend vers o. On peut toujours supposer que l'un des coefti-
cients A, et A, reste fini.

Je dis que, si z,, @,, ..., 24 sont les racines qui augmentent indé-
finiment en module, quand, A, restant fini, A, tend vers o, le produit
A,z,x,...2; aune limite différente de o.

Pour le démontrer, supposons d’abord que, A, tendant vers o, A,
ne tende pas vers o. Aucune des racines finies a4, ..., @, ne tend

. < , \ A
alors vers o. Le produit des 7 racines étant ¢gal & (— )™ 3, on a
0

= (=" A

Aoy &y == -
Llgeye o Uy

dont le second membre, et par suite le premier, a une limite non
nulle.

Si A,, a pour limite o, effectuons sur I'équation la transformation
y =a - /L, ou h est fixc; elle prend la nouvelle forme

'AO‘}"I" e I; l)/lll—-l et e nl ”lll =E0.

On peut choisir %, de fagon que B, ait une limite non nulle; aucune
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des racines finies de I'équation en y ne tend alors verso. Ona Iégalite

nm
(.Z',—l— Il) (x2+ /l) . -(‘Z‘/:‘f‘ /1) (;Z‘/; 1 b*) . '('7'.111 “+ o) == (- )I" A""”

D

qui s’écrit aussi

/ h L [ _/L ( .‘,l)f," Bm N .
Aoa‘,xﬂ_,...x,b.((—i—;; I+7‘: Tr — (0 g - ). .., /)

On voit ainsi que Ay, @,. ..z a encore une limite non nulle.
Sia,, @, ..., x, sont les racines qui tendent vers o quand, A, res-
tant fini, A,, tend vers o, le quotient
@y ..y

A "

a une limite non nulle. Pour le montrer, il suffit d’appliquer le résul-
tat précédent b I'équation aux inverses des racines de I'équation pro-
posée.

2. Cela posé, soient deux courbes algébriques fixes, de degrés m et
m/, n’ayant, comme on peut toujours le supposer, aucune direction
asymptotique parallele i I'axe des y. Leurs équations, ordonnées par

rapport &y, sont alors de la forme

B (2,0) =y 4+ Ayt bt Ay s 0
F/(xy p) o y™ e Ay =t el o ob Ay 0

Supposons que ces deux courbes admettent I'origine comme point
simple, et que la tangente & chacune d’elles y soit distinete de 'axe
des y. Les deux polynomes en a, A, et A,;, contiennent alors « en
facteur.

Coupons ces deux courbes par une méme courbe variable, de degré n,
dont I’équation, ordonnée par rapport i y, est de la forme

(2, y) = coy? 4 ayyr=t=...+ Ay 0,

@y, @y; - .., @ élant des polynomes en 2. Supposons que la courbe /== o
tende a passer par origine O; le terme indépendant de 2 dans «,, tend

€ » rOPQ M i . » ] 4 ,-I ! H
alors vers o. Soient x,, @,, ..., x,; X, %, ..., 2, les abscisses des
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points, infiniment voisins de I'origine, communs 2 F=o0 ¢t & f=
d’une part, 2 F'=o et & /= o d’autre part. Je dis que le rapport

Xy Tge . Xy
a une limite non nulle.

En effet, formons I'équation aux abscisses des points d’intersection
des deux courbes ¥ = o et f=o0. Siy,, V., ..., ¥m sont les racines de
F(x,y), ou l'on regarde « comme un parametre, le résultant de
F(a,y) et de f(@,y), ol a est un parametre, est un polynome en x,
R(x), entier par rapport aux coefficients de F et de /; el identique i

S,y (@ y2)e - S (2, Y )-

[équation cherchée est R(x) = o.

Le terme indépendant de « dans R(z) est la limite de la valeur de
R(z), quand x tend vers o. Pour a == o, les fonctions y,, ¥., -1y Yu
ont des valeurs toutes finies, ¥, .0, Yuor - s Ymos €L, la courbe F=o
passant par I’origine, I'une de ces valeurs, par exemple y, ,, est nulle.
Le terme constant R(o), dans R(x), est égal au produit des m fac-
teurs finis

f(O, O)f(O,.J’z,o)- . 'f(o’ym,o)'

L.a courbe /(,y) = o ne passant pas par l'origine, /(o0, 0) n’esl pas
nul. Siles autres facteurs sont différents de o, le terme constant dans
R(x) estde la forme A f(0,0), A n’é¢tant pas nul.

Si 'un des facteurs f'(0,y:,) est nul, ¢’est que la courbe sécante
passe par le point (o,y;,) d’intersection de 'axe Oy avec I = o.
Alors R(2) admet des racines nulles. Cherchons le teerme indépendant
dans R(«), débarrassé de ses racines nulles. Nous pouvons toujours
supposer que 'axe Oy rencontre la courbe F == o0 en des points ordi-
naires de la surface de Riemann qui la représente. Alors la fonction y;
et, par suite, la fonction (2, y;) sont holomorphes au voisinage de
2 = o. Il existe ainsi une puissance enti¢re et positive de x, telle que
le rapport de /(x,y,) & cette puissance de @ ail une limite différente
de o. Le rapport de R(x) a cette puissance de x a, pour x == o, une
limite non nulle, et de la forme A/(0,0).

Ann.de U Fic. Normale. 3* Série. Tome XVII. — FeyRiEr 1gor. I
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Le raisonnement s'étend au cas ou plusicurs des facteurs /(a, yi)
s'annulent pour @ = o. En définitive, le terme constant, dans R(w),
débarrassé, s’il y a lieu, des racines nulles, est de la forme A /(0,0),
A n’étant pas nul.

Cela posé, supposons que /= o tende & passer par l'origine. Le
terme constant, dans R(z), tend vers o, et, R(x) étant entier par rap-
port aux coefficients de /(x,y), le coellicient du terme du plus haut

, v . . Ly g Ay -
. Par suite, le ont =2 acune lumite non
degré en « reste fini. Par suite, le quotient Yooy &
R . Xy aly. ..y .
nulle. De méme, le quotlent»--‘).-(—:;-»(-)——)»v—-’ﬁ a une limite non nulle. Done,
o 14

XXy . X . N . . o
enfin, le rapport ~'=2% g Jui-méme une limite dilférente de o.
XXy XYy

Si le point de rencontre de ¥ == o et de == o n’est pas Porigine,
mais un point, de coordonnées a, b, simple el non de ramification sur
chacune d'elles, si, en outre, a,, @y, ..., 245 &, @), ..., &, sont les
abscisses des points, infiniment voisins de (e, b), communs aux
courbes F == o el F' = o et & une courbe séeante /== o, le quotient

(ey—a)... (rp--na)
() —a) . . (ap a)

a une limite finie et non nulle.

Supposons enfin que le point commun aux denx courbes F - o of
F' = o soit & l'infini, simple et non de ramification sur chacune d'elles,
Alors la divection asymplotique commune est distinete de 'axe des v,
et cette direction correspond dans chaque courbe une asymptote i
distance finie. Soientx,, x,, ..., 2,5 &, @, ..., 2, )es abscisses des
points de rencontre des deux courbes fixes avee une courbe variable,
qui s’¢loignent & U'infini dans la direction asymptotique considérée. Si
« est le coefficient angulaire de cette direction, effectuons sur ¥ .- o,
F'= o la transformation homographique

Elles se transforment en deux courbes, ® == o, ¢ == o, admettant
I'origine comme point simple, la tangente en ce point étant distinefo
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de Oy. De plus, si F =o0 et F"=o0 n’ont pas de point de ramification
4 l'infini, les points de rencontre de ® = o et de @' == o avec Oy sont tous
distincts. La courbe /= o se transforme en une courbe ¢ = o, ten-
dant & passer par O. A tout point de F =o ou de F"=o, s’éloignant
dansla direction a, correspond un pointde ® =o ou de & = o, infini-
X X,... X,
X, X,. . X,
a une limite finie et non nulle; il en est de méme du quotient
€y xg....r;i

T Tt
Ly X .o Xy

ment voisin de 'origine, et réciproquement. Or, le rapport

3. Soientles deux courbes F=o et F'=o0, de degrésm et m’, passant
par l'origine O qu’elles admettent comme point simple, la tangente y
étantla méme et distincte de Oy. Si @, xy, .... 2,3 &, 2}, ..., Ty
sont les abscisses des points, infiniment voisins de O, communs aux
courbes F=o0 et F'=o0 et & une courbe variable f=o, tendant

i=h i=h
. » [ oY I . .
passer par O, je dis que ZZ — Z;Z a une limite.
i=1 i=1
L’équation aux abscisses «,, ..., @4, ..., @,, des points de rencontre
deF=oetde f=o0 est

R('T):f(xryi)f(xs }’2)"'f(x7yrﬂ):O'
On a les relations
i=mn ; . R, O) (O, 'y: 0)
E z; — R() E J©, yio)

si f'(x, y;)estladérivée parrapport & « de f(z, y;), ol y; est fonction
de 2. La courbe F = o passant par O et la tangente en O ayant pour

coefficient angulaire B, une détermination y, deys annule pour z =o,
et sa dérivée est égale & B. L’un des termes {;é ;’i’ °)) est égal a
0, »0

Jz(0, 0) + B fy(0, 0)
J(0, 0)
Supposons qu’aucune des quantités (o, ¥;,), 5 1, ne soit nulle.
Si les points de rencontre de Oy et de F =o sont tous distincts,
aucune des quantités /”(o, y;,) n’est infinie. On a ainsi une relation




84 CH. MICHEL.

de la forme

El:b:ﬂ&®+ﬁMmq+m
imt Zg J(0, 0)
B étant une quantité finie, quelle que soit la courbe sécante.

Supposons qu’une quantité f(o, y;,), L5~ 1, soit nulle. La courbe
/= o passe alors par un point commun a Oy et & F = o; R(x) admet
des racines nulles, correspondant i des points non infiniment voisins
de O.

Cherchons la somme des inverses des racines non nulles. La fone-
tion /(x, y;), étant holomorphe au voisinage de @ == o ¢t s"annulant
pour x = o, se met sous la forme x”¢(x), ol p est un entier positif et
o() une fonction holomorphe, non nulle pour x == o; le rapport

L& ) ogonip £ O (), ® étant régulicre pour x == o. La fonction
Sz, yi) Z ;

We) =
La sommation s’étendant aux racines,non nulles, on a

2T ) n’(-’{) I
ZE““¢WMd3uM

En répétant alors le raisonnement précédent, on voit encore que
I'on a

reste finie pour @ =o, et, par suite, R(x) a pracines nulles.

2=y
o ! [+:(0, 0) 4 B [y (0, 0)
z — e N ) A B,
£ S0, 0)
1

B restant fini, pour toute position de /= o.
Le raisonnement s’applique encore au cas o plusieurs des quan-
tités f(o, y:,) sont nulles, et la relation est générale. En Pappliquant

ala courbe ¥ = o, avec la méme valeur de §, on voit que la différence
i=h =34

' \ ! 1 g i anaen oy M ) ‘ 1T
ZE ~—-zz_, reste finie, quand /= o passe par O, moyennant les
i=1 ==t
restrictions faites sur les points de rencontre de Oy avee les courbes
fixes.

St le point de contact de F = o ¢t de F’ = o n’est pas I'origine, mais

un point de coordonnées (a, &), simple et non de ramification sur
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chacune d’elles, si en outre x,, @, ..., T4 &, Z,, ..., X sont
les abscisses des points, infiniment voisins du point (&, b), communs
aux deux courbes fixes et & une courbe variable,

i=h i=h

P i
z;i—a x;—a

i=1 i=1

reste finie, quand /= o passe en (a, b).

Soient enfin deux courbes F=o0 et F'=o0 ayant une direction
asymptotique simple commune, non parallele & Oy, et asymptote
correspondante commune. Supposons, en outre, que la droite de
I'infini rencontre les deux courbes données respectivement en des
points distincts. Si @,, @, ..., @, et &, &,, ..., z, sout les abscisses
des points, & I'infini dans la direction considérée, communs aux deux
courbes et & une courbe variable,

i=h =l
N ’
E Z’i—-s x;
i=1 i=1

reste finie, quand la courbe variable passe par le point & I'infini
commun. Pour le voir, il suffit de se servir de la transformation homo-
graphique déja définie.

4. Soient deux courbes fixes F = o et ' =0, de degrés m et m’, se
coupant en deux points A(a, b) et A’(a’, b"), simples sur chacune
d’elles et ordinaires sur les surfaces de Riemann qui représentent les
deux courbes. Désignons par @ (z, y) et &'(z, ¥) deux intégrales abé-
liennes de troisieme espece, respectivement attachées aux deux
courbes, ayant pour seuls points singuliers A et A’, les parties princi-
pales étant pour chacune d’elles au voisinage de ces points log(x — a)
et —log(x —a’).

Une courbe variable /=0, de degré 2, rencontrant les deux courbes
en des points d’abscisses x,, @,, ..., x,, et &, 2, ..., 2,,.,, formons
la différence

i=mn f=zm'n

U= Z w(x, yi) — Z @' (xi, ¥i)-
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D’apres un raisonnement connu, chacun des termes de la différence,
et par suite la différence clle-méme, est une fonction algébrico-loga-
rithmique des cocfficients de I'équation de la courbe variable. Je dis
que U est constant, & des multiples des périodes des intégrales pres.
1l suffit de montrer que U est fini, pour toute position de la courbe
sécante. Or U est ¢videmment fini tant que /= o nc passe ni par A
ni par A’. Supposons que cette courbe tende & passer par A. Soient
(1, ¥1)s v (@ y0)s (205, ) ooy (3 yie) les points de rencontre
infiniment voisins de A avee les courbes fixes. U est, au voisinage de A,
¢gal & la somme d’une fonction V réguliere et de I'expression

iz=h
Z log(z;— a) — 2‘ log(z;— a),
iz iz

que V'on peut écrire
(#—a).. (xp—-a)

o8 =) T —a)

Mais, la quantité sous le signe log a une limite finie et non nulle;
I'expression elle-méme reste done finie, et aussi la différence U, qui
est par suite conslante.

Sile point A est & I'infini, il suffit de remplacer dans la démonstra-
tion @ — a par } La démonstration n’est valable qu’avee des restrie-
tions relatives a 'intersection des courbes fixes par la droite de Iin-
fini et les paralleles & Oy mendes par A et A'. Si ces conditions ne sont
pas remplies, on voit, en effectuant une transformation homographique
de la figure, que le théortme est encore vrai.

En partlcullf*r' supposons que ' = o soit la droite AA’. Dans ce cas,

I'expression log;:_-z; est une intégrale o'. Ainsi, la différence

l-’llll
—— a —a
U= Z w(xy, ¥i) - l-lom e ey b JOg S
IE=T —a gy a’,‘

est, aux périodes pres, une quantité constante, de la forme nC, C étant
constant et indépendant du degré  de la courbe sécante.
C'est le théoreme d’Abel relatif i Uintégrale normale de troisieme



SUR LES APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU THEOREME D ABEL. 87

espece. Voici comment on peul le mettre sous la forme obtenue par
Clebsch et Gordan. Soient «, 3 les parametres directeurs d’une demi-
droite portée par AA’, et, u, étant un point de rencontre de la courbe
[=o0avec AA’, d’abscisse x;, désignons par p; et p; les valeurs algé-
briques des segments Ay et A’y Sig(a, v) estl’ensemble des termes
du plus haut degré dans /, on a
pipz---pn=(—1)" ﬁz,ﬁ) PLPy - pn=(—1)" {D((i g“)”)

el, par suite,

Pip2---Pn S(a, b)

Pipy--pn S, 0)

Zyg—a PPy --Pa g JS(a, b)
210g$;_ a/ —-loopruo;'..P;L ——IOO f(a/’ b/)

En définitive,

Y Sla b)

ZU(xi, yi) = log L~ 4 nC.
o'

i=1 f(a )

C’est la forme de Clebsch. En particulier, si les points A et A" sont
superposés sur la surface de Riemann, en un point double de F==o,
Tor se réduit & une quantité constante.

Soient deux courbes fixes F =o0 et F'=o0 se touchant en un
point A simple sur chacune d’elles et ordinaires sur les surfaces
de Riemann qui représentent les deux courbes. Soient 1(z, y) et
I'(z, y) deux intégrales abéliennes respectivement attachées a ces
courbes, ayant comme seule singularité et comme pole le point A(a. b),
le résidu étant pour chacune d’elles égal & 1. Coupons les deux courbes
par f=o, de degré n, aux points d’abscisses z, ..., x,, et x|, ...,
@0 et formons la différence

i=mn iz=m'n

= 2 I(x,-, }’z’) _ E [r(xti, .7:)
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Je dis que S est constant, aux périodes des intégrales pres. Il suffit
de montrer que S est fini, pour toute position de /= o. Or, S est évi-
demment fini tant que /= o ne passe pas par A. Supposons que cette
courbe tende & passer par A. Au voisinage de A, S est la somme d’une
fonction réguliere T ct de I'expression

i=h i=h

S\
e 2 —— s
« Zp—a

i=1

les sommations étant étendues aux points de rencontre, infiniment
voisins de A. Comme nous l’avons montré, cette expression est finie,
quand /= o passe en A, et aussi la différence S, qui est, par suite,
constante.

SiAestal'infini, il suffit, dans la démonstration, de remplacerx — «
par % Le théoreme estindépendant des restrictionsrelatives aux points
de rencontre des courbes fixes avec la droite de Uinfini et la parallile
4 Oy menée par A.

En particulier, supposons que ' == o soit la tangente en A & - 0.

Dans ce cas, est uno intégrale 1. Ainsi la différence

X -
i=mn ‘oo
- QU al I
S= X My =X,
il i1

est, aux périodes pres, constante et de la forme nL, I 6tant indépen-
dant du degré 2 de la courbe sécante. Cest le théoreme d’Abel relatif i
P'intégrale normale de seconde espeee. Voici comment on peut le mettre
sous la forme connue. Soient a, f les paramitres directeurs ’une demi-
droite portée par la tangente en A, et, p, étant un point de rencontre de
cette droite avec /= o, d’abscisse ;, désignons par g, la valeur algé-
hrique du segment Ap.;. Si¢(,y) est Uensemble des termes du plus
haut degré dans f (z, y), p est racine de I'équation

J(a, b) +p(df,¢'-l- ﬁf/,’) oo pte (o, B) = o.
Par suite,

E Lot Bf
— Pi ./(.a7b)
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. T o
Mais, d’autre part, P = ———- Done,
i LT
”
i=n / i ’
2 1 . fa+ af/)
z;—a S(a, b)
i=1

B . : T
Or 2 est le coefficient angulaire de la tangente en A, ¢’est-a-dire &/,.

Le numérateur, dans le second membre, est doncla dérivéede /(a, b),
ou & est considéré comme fonction de a définie parF («, b) = o. On a
ainsi

i=mn

‘ "(a, !
2 (2 y:) = — —‘:];—EZ: ;3 “+ nl.

i=1

6. Plus généralement, soient deux intégrales abéliennes, I'une
2 ’ 8
J(2,y), relative d F = o, Vautre J' (x, y), relative i F' = o, ayant mémes
points singuliers, simples sur chacune des deux courbes et ordinaires
sur chacune des surfaces de Riemann qui représententles deux courbes.
En chaque point singulier, la partie principale estla méme pour chaque
intégrale, de la forme Alog(x — a), si les deux courbes n’ont pas
N 3 . .
méme tangente, A log(x — a) + ——: A pouvant étre nul, si la tan-
r—a
gente est la méme. Si ’'un des points singuliers est & I'infini, x — a
. ” . I
doit étre remplacé par —-
@&
La différence

i=mn i=m'n

D W@y — 2 V(@ s

[=1 1= 1

ol les sommations s’étendent aux points de rencontre des deux courbes
et d’une courbe variable /' = o, de degré n, reste finie pour toute posi-
tion de /= o, et, par suite est ¢gale, aux périodes pres, & une cons-
tante, de la forme nH, H étant indépendant de n.

Il n’est pas nécessaire que F' = o soit indécomposable. Par exemple,
soientA,,..., A, les points singuliers de J ot la partic principale con-
tient un terme de la forme A, log(z — a,),..., A log(x — a,), el pre-
nons la courbe F' = o réduite aux droites A, A,,...,A,_ A, et aux
tangentes & F = o, aux points singuliers ot la partic principale de J

Ann. de UFe, Normale, 3¢ Série. Tome X VI — Février 1900. 12
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. B; . N
contient un terme de la forme I—:’-(T Il existe des nombres G, Guy.nty

13

C,_, tels que I'expression

x — a, . & — (1, . A e
C;log 1+ Cylog 2 e 4G log =
O e — o, PR — S e u,

devienne infinie en A,, A.,..., A, comme A, log(x—a,), ...,
A log(x — a.). On ales égalités

C=A, C=CiAy ooy Coy=Cow= Ay, Gy A

compatibles, en vertu de la condition A, - Ay +4-... 4 A, = o. Les C
étant ainsi choisis, I'expression

i==mn i Lon
N ! 3 R (] 1 ~ !

J(x; g ) — (;'zlq)ﬂ' RIS, S “\ [
2oy = X Gy log o B B Y
153 =1 o1

se réduit & une quantité constante, de la forme nH, aux périodes pris.

7. Aulicu de deux courbes fixes, on peut prendre un contour curvi-
ligne formé de courbes algébriques. Par exemple, soient trois courbes
F =0, = o0, "= oformantun triangle A”A"A, et coupons ce triangle
par /= o, de degré n. Désignons par & une intégrale abélienne relative
aF = o, avec les singularités log (@ — a' ) et - log (& — a”), aux points
A(a, ) et A"(a’,0"); par ', une intégrale abélienne relative i
F" = o, avec les seules singularités log(x — «”) et —log(x — a), anx
points A" et A(a,b); par ©”, une intégrale abélienne relative &
F” = o, avec les seules singularités log(x — «) et — log (x — a'), aux
points A et A", L expression

i==mn Pem'n i n

“1 «‘ ! 1y 1 U "

Diolrny) b 2wy b X w ()

I3 (=1 A
est constante, anx périodes pres. Si, en particulier, les courbes fixes
. . Iy A 43
sont des droites, on peut prendre, pour w, @ et o, log o
I P r—rL x—a . . L
08 ———» log———". On obtient ainsi le théoreme des transversales,

da i Carnot.
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8. Reprenons le théoreme d’Abel relatif & I'intégrale normale de
troisieme espece. Soit, sur la droite AA’ qui joint les points loga-
rithmiques, une origine fixe w, d’abscisse c. Si p; est un point de ren-
contre de AA’ avec f = o, d’abscisse 2, soit r; le rapport anharmonique
des quatre points p;, w, ActA’. On a

xp—a Le—a

logr;=log —lo
o’ 5.1;_._ al

Cc__“/)

la relation d’Abel devient ainsi

i=mn i=n

- , ¢c—a
Y w(@ny)=log ] [ri+ n<t —log —— a,>-

i1 i=1

Pareille modification s’applique & 'intégrale J(z, y), précédemment
définie.

On voit ainsi s’introduire le produit des rapports anharmoniques
d’'un ensemble de points d’une droite avec une origine fixe ct deux
points fixes de cette droite. M. Humbert a établi, sous une forme mé-
trique, un théoreme ayant une signification projective ot intervient une
telle expression :

Soit une courbe algébrigue variable, de degre n, dependant rationnel-
lement et enticrement d’un parameétre \. Le produit IIR; des n rapports
anharmoniques des pownts de rencontre M; de la courbe et d’une droite
Jixe, avec une origine o fixe et deux autres points fixes A et A’ de cetle
droite est constant, si, toutes les fois que la courbe passe par A, avec un
certain degré de multplicité, elle passe aussi par A', avec le méme degré
de multiplicité.

Soit, en effet,

S(xyy,5)=0m"f, (2, y,5)+ M= [, (2, y,5)+...
+2fi(x,y,5) + folz,y,53)=0
I'équation de la courbe variable.

Soient, dans une représentation propre de la droite, 0, «, o’ ety les
parametres d’un point M, des points A et A’ et du point w. Si I’on rem-
place, dans f(x, y, ), z, y, = par leurs expressions en 0 surla droite,
S(x, y, s) se change en un polynome de degré n, F(0), et 'équation
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aux 0 des points de rencontre de la courbe et de la droite est F(0) o
Posons 0 = « + ¢. L’¢quation en 0 devient I'é¢quation en ¢

S
F(Cl)—i— lF/(DC)*(*‘. o ;;-" l"(”)(ﬁ)m?i 0.
Par suite,

i=n e
]_ l ( f)i - a) = n! (-— ,)u F'(_”)( 'a“) ,

=1

et, de méme,

l] (0= a"y== nl(—1)", Tee)

4/1 r])

Or, F)(a) = F* (o). Don,

fwn

- I (o) : A ()
I[Olwa - ((:’) et .ll"‘ : (/ -«lJ))" l'(:)

(£ 4
Soient («, b, ¢) et (a', ', ¢") les coordonnées des points A et A" Ona

[(o ) [y by o) o S (1t /'7 ¢ ) = Julat, by o),
F(a)y = f{c, by y=am [, (a0 ¢" ). {‘./t'.”v o, el

Par hypothese, les deux équations en A,
J (e, b,e) =0 el S ey =0,

ont mémes racines avee le méme ordre do multiplicités le rapport de
S(a,b,c)yetdef(a’, b, ¢ est par suite indépendant de A, et TR, est
conslant.

Plus généralement, supposons que la courbe variable passe cons-
tamment par 'un on autre des points A el A’, ayant en chacun d'enx
un contact d'an ordre donn¢é avee la droite AN, Le produit IR, étendu
aux points variables, est encore constant si toutes les fois que la
courbe variable passe, avec un certain ordre de multiplicité, en un point
de plus confondu avee A sur la droite AA’, clle passe aussi, avee la
méme multiplicite, en un point de plus de AA’, confondu avee A’

En particulier, supposons que A et A" soient les points cyeligues.
Appelons, avee Laguerre, orientation du systeme des directions des
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points a 'infini M;, la somme des angles de ces directions avec une
direction fixe. On a ainsi le théoreme de M. Humbert :

St une courbe algébrique depend enticrement d’un paraméire \, l'orien-
tation du systéme de ses directions asymplotiques est constante si, toules les
Jois que la courbe passe par un point cyclique, elle passe par I'autre (*).

Corrélativement, si ’équation tangentielle d’une courbe algebrigue
dépend entierement d’un paramélre \, {’orientation du systéme des tan-
gentes menées d'un point O a cette courbe est constante st toutes les fois
que la courbe touche une droite isotrope du point O, elle touche I’autre.

En particulier, 'orientation des tangentes menées & une courbe va-
riable d’un faisceau tangentiel linéaire par un foyer d’une courbe de ce
faisceau est constante (*).

9. Reprenons de méme le théoreme d’Abel relatif & I'intégrale nor-
male de seconde espece ct donnons une signification projective au
second membre de la relation.

Etant donnés sur une droite et, plus généralement, sur une courbe
unicursale, n points M,, M,,..., M,, de paramétres 0,, 0,,...,0,, etun
point A, de paramétre «, soit le point M, dont le paramétre 0 est défini
par la relation _

n l:j.‘: I
I —a &dl,—o
i=1,

La relation entre les parametres 0 et 0’ d’un méme point M, dans deux
représentations propres diflérentes, étant homographique, on voit ai-
sément que la définition de M est indépendante de la représentation
choisie. Il est clair en outre qu’elle n’est pas altérée par une transfor-
mation homographique. Modifiant une dénomination ancienne, nous
appellerons le point M le pdle harmonique de A par rapport aux points
M, M,,..., M,. Le pole harmonique du point & I'infini d’une droite par
rapport & plusiceurs points de cette droite est le centre des moyennes
distances de ces points (*).

(1) HumBrRrT, Sur {oricntation des sysiémes de droites ( dmerican Journal; 1888).
(%) HumserT, Journal de Mathematiques; 1887.
(%) PoncrLET, Traité des propriétés projectives des figures.



94 Cll. MICHEL.

Corrélativement, étant données, autour d’un point ou tangentielle-
ment & une courbe unicursale, plusicurs droites de parametres 0,
0,, ..., 0, et une droite de parametre «, nous appellerons poluire har-
monique de cette droite, par rapport aux premitres, la droite dont le
parametre 0 est défini par la relation

==

La définition est encore indépendante de la représentation choisie
et se conserve dans une transformation homographique.

Je rappelle ici une proposition de Poncelet (loc. cit.) :

Sotent dans un plan un systéme de points Ay, Ay, ..., A, et wne
droite A. D'un point M variable de A, on méne les droies MA, ...,
MA,; la polaire harmonique de A par rapport aw systéme de ces drodes
passe par un point fize, que nous appellerons pdle harmonique de A par
apport aux points A, EC corrélativement.

Cela posé, la somme des valeurs de Pintégrale normale de seconde
espece relative 4 F == o, pour les points d’intersection avee /- o, ne
dépend que de la position du pole harmonique du point singulier A
de I'intégrale par rapport aux points de rencontre de /o avee la
tangente en A & IF == o,

Voici un cas général ol un tel point est fixe :

Etant donnée une courbe algébrique dont égquation ponctuelle dépend
enticrement d'un paramétre '\, le pole harmonique d’un point A d’une
droue, n’appartenant pas @ U'enveloppe de la courbe, par rapport awr
points de rencontre de la courbe et de la droite, est fixe si, toutes les fois
que la courbe passe en A, elle est tangente en ce point @ lu droite.

Soit, en effet, la courbe
S@y yy s)= M fy (2, y, 5) 4 W L (¥, 8) b My S Sy o,

Soient § le paramétre d'un point M de la droite, o le paramitre
de A. L’équation aux 0 des points de rencontre de la courbe et de la
droite est de la forme

F(0) =278, (9) 4o 20 (0) 4 Folh) 0.
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La condition de I'énoncé exprime que, si F(0) admet comme ra-
cine a, F'(0) admet aussi comme racine «. On a

F'(6) =M Fp (0) . ..+ AF, (8) + F, (9).

Le point A n’étant pas sur 'enveloppe de la courbe, I’équation
en A, F(a) = o, admet m racines distinctes, qui sont aussi racines de
I'équation en A, F'(«) = o. Par suite, le rapport des deux quantités
F(a) et F'(a) est indépendant de A. Or

Flla) 1 ’
Fla) Oh—a T —a

)

0,,0,, ..., 0, étant les racines de F(0), c’est-a-dire les paramétres des
points de rencontre de la courbe avec la droite. Le pole harmonique du
point A par rapport i ces points est, par suite, fixe.

Plus généralement, supposons que la courbe variable ait en A un
contact d’ordre donné avec AA’. Le pole harmonique de A par rapport
aux points variables d’intersection de la droite et de la courbe est
fixe si, toutes les fois qu'un de ces points vient en A, un second vient
aussi en A.

En parcticulier, supposons que le point A soit a 'infini.

Le centre des moyennes distances des points de rencontre d’une droite
et d’une courbe algeébrique dont I’équation ponctuelle depend entiérement
d’un paramétre est fixe si, toutes les fois que la courbe a une direction
asymptotique parallele a la droite, elle est asympiote a cette droite, a la
condition que I’enveloppe de la courbe n’ail pas de direction asymp-
totique parallele a la droite.

Enoncons le théoreme corrélatif en supposant que la droite corréla-
tive de A soit & I'infini :

Le centre des moyennes distances des points de contact des tangentes a
une courbe dont I'équation tangentielle dépend entiérement d’un para-
métre, qui sont paralleles a une direction donnée, decrit une droute paral-
léle a cette direction si, toutes les fois que la courbe est asymptotique a
celte direction, 'asymptote correspondante est la droite de Uinfini, a la
condition que I’enveloppe de la courbe ne soit pas tangente i la droite
de 'infini.
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10. La relation ’Abel est illusoire sila courbe variable /== o passe
constamment par un point singulier commun aux deux intégrales qui
y entrent. D’une maniere générale, on peut en lever Iindétermination
sans en altérer la forme, en restreignant la variation de la courbe sé-
cante autour du point singulier.

Reprenons, avec les mémes notations, Iégalitérelative i Pintégrale
@ (2. y). Imaginons que la courbe variable ait une branche simple,
infiniment voisine de A, ¢t qu’a Ia limite, quand cette branche passe
en A, la tangente y soit distincte & Ta fois de la droite AA” et de la
tangente en A & F == o0. Dans ane position infiniment voisine de A,
cette branche rencontre AA” en un seul point p, et == o en un seul
point M,. La droite ., M, rencontre i nouveau F==o en m — 1 points M’,
de coordonnées a”, y”. On a i la fois

f=mn P

’ ’
. ~ N AN P o ,
oy (g, ¥i) - w(a, vi) oo log < e ¥ oo n i,
(ay, y1) Z (i, yi) Ol e Byt !
(02 [
ioom ,
A " " ".| s Al .
m('/"u.? l) b z 777(.1,., .',Vl) ' l(),‘,—‘; .I»’l‘ NI b ‘l»
i
et, en retranchant membre & membre,
fusmn fnen , [
\ " ’ 3 . 'l'l' o - 1 Al " "
2‘ w (L Vi)~ 2‘ log I; e (rn 1)+ }_‘ (20 ¥
2 o 2 1] El

A la limite, la droite gy M estla tangente en A i /- o, etla relation
conserve un sens. Si la tangente en A i cette courbe est fixe, le second
membre de la relation, et par suite le premier, est invariable. La rela-
tion a ainsi une forme analogue & celle de la relation générale. (Vest
en ce sens que nous dirons que le théoreme d’Abel s’applique au cas
olt, la courbe sécante passant par un point singulier, la tangente en
ce point est fixe.

Toutefois, si AA” est tangent en A 4 F - o, la condition que la tan-
gente en A i /= o soit fixe est inutile. Quelle que soit la direction de
cette tangente, non confondue avee AA’, le premier membre de la re-
lation précédente a une valeur constante. 11 suffit de montrer que, si
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M,, ..., M, sont les points d’intersection d’une droite passant par A
avec F =o, Zw (2}, y;) a une valeur constante. Soit, d’abord, une
droite rencontrant AA’ et F=o0 en deux points g, et M,, infiniment
voisins de A. On a
i=m
z — .
(xi,yi)—i—Zw(wl,y “":z_,i—_——(;; -+ C.

i=2

Au voisinage de A, = (@,, y,) a pour partie principale log(x, — a), ot
le second membre de I’égalité, pour partie principale lob(w, —a). Or

— .« . « . . , -
le rapport =——= a pour limite 1, quantité indépendante de la direc-
xzy—a

tion de la droite autour de A. Par suite, & la limite, 2w (2}, ;) est in-
dépendant de cette direction.

Les résultats précédents subsistent si la courbe présente en A un
point d’une multiplicité quelconque.

Supposons que la branche de la courbe /= o soit tangente & AA’.
Dans une position infiniment voisine, elle rencontre F=o0 ¢n un
point M, et AA" en deux points p, et (. Soit une courbe de degré n,
¢ = o, passant par M,, %, et (., rencontrant en outre F=o0 en
mn — 1 points M'(§, n), et AA" en n — 2 points (&, ). On a

i=mn i=n i=mn i=n
D ol 7)) — Xlog Z— = ¥ w(k n,)——Z‘loo
i=2 i=3 i=2 i=3

A la limite, la relation conserve un sens ct les deux courbes /= o et
¢ = o ont un contact du second ordre en A. Par suite, la droite AA’
n’étant pas tangente en A A F = o, si f = o a une branche qui touche
AA’ en A, le théoreme d’Abel s’applique & cette courbe, si cette
branche varie en conservant avec elle-méme un contact du second
ordre.

Méme résultat, si /= o touche, en A, F = o. Une simplification se
présente si A est d’inflexion sur /= o. Une courbe de degré n ayant
avec f=oen A un contact du second ordre est formée de la tangente
en A & F=o et d’une courbe quelconque de degré n — 1. Si 2” et y”
sont les coordonnées d’un point de rencontre de Ja tangente en A

Ann. de I’Ec, Normale. 3° Série. Tome XVIII. — MARs 1900. .13
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avec F =o0, on a

i=mn i=n

2 w(x, ¥i) — 2 log —;’——-— ——Em(z,, ¥+ (n—1)C.

i=3 i=2 i=3

Les considérations précédentes s’appliquent encore au cas ou les
points A et A’ sont superposés, dans deux feuillets de Ta surface de
Riemann, en un point double de F = o.

De méme, si /= o passe constamment par le point singulier A de
I'intégrale normale de seconde espece I (2, y), la différence

ZI 1”‘)/)*24&':#-(1

ol les sommations s’étendent aux points de rencontre variables avee
F = o et avec la tangente en A & F == o, est constante si les tangentes
a/=ocnA, distinctes de la tangente en A & F == o, sont fixes.

Toutefois, Ia restriction est inutile si F = o admet avee sa tangente
en A un contact d’ordre supérieur au premier. Tout revient & démon-
trer que, si une droite passant par A rencontre I <= 0 en m - 1 autres
points M’ (2", "), la somme

i=m

~ o
pRICATD
=4 ]

a une valeur indépendante de la direction de cette droite. Dans une
position infiniment voisine de A, la droite rencontre la tangente en A
en (4, et lacourbe F=o0en M, et 'on a

! )
(24, y,) -4-2! R ey}

"l e (L

Mais I(z,, y,) a pour partie principale o - - Tsuffit détablir que
I
r—a  z,—a
sile contact de F == o avec sa tangente en A est d’ordre supérieur au
premier, cette limite est 0. Au voisinage de A, sur F =0, on a

aune limite indépendante de la sécante. Je dis que,

y—b=Aax—a)4 (x—a) ¢(z — a),
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A étant e coefficient angulaire de la tangente, ¢ une fonction régu-
liere au voisinage de « = a. L'équation de la sécante étant

y—b=Mz—a)+p

u tendant vers o, I'abscisse «, du point de rencontre de F=oetde
la droite, voisin de A, satisfait a 1'égalité

Mxy—a)+p=A(x,—a)+ (z,—a)Po(x,— a).

L’abscisse o du point de rencontre de la sécante et de la tangente
en A est solution de I'équation

Mz, —a)+p=A(x,—a).

Par suite,
1 (% —a)*
(A —A) <x1-—a~xl-——a> zi—a ¢(21— a).
or, 2—2 —ayant pour limite 1, le second membre a pour limite o.
.Z'

Si A na pas pour limite A, la différence considérée a bien pour
limite o.

Le résultat s’applique au cas ot F/ = o est d’'un degré quelconque
et a un contact en A avec F = o d’ordre supérieur i 1.

I1I.

11. Application aux aires. — L’aire décrite par le rayon qui va de
I’origcine O au point M de F = o a pour expression
8 p I

A:ifxdy——ydx:%z—fydx.

C’est une intégrale abélienne relative 2 F = o.
Si la courbe n’a pas de point de ramification & l'infini, y a, au voi-
sinage d’un des 2 points a I'infini, un développement de la forme

e

:cx—-l—-d—i—-o—c——i———-;-
Y z Rk ERR
Done,
— 3B
‘A__k——dx——zalogx_*_;._*____
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A admet donc chaque point & I'infini de F = o comme point singulicer,
la partie principale étant — do — 2 loga. Gomme elle n’a pas de point
singulier A distance finie, ¢’est une intégrale J(=, y).

Soit une seconde courbe F'= o, ayant mémes points & U'infini que
F =", et ayant avec F = o en chacun de ces points un contact du
second ordre. L'intégrale A’, relative & F'=o, a, en chaque point sin-
gulier, méme partie principale que A. Done,

Etant donncées deux courbes de méme degré, ayant mémes points @
Uinfini, supposés distinets, et ayant en chacurn de ces points un contact du
second ordre, la différence entre les sommes des aires déerites parles rayons
vecteurs quivont d’un point fixe aux points de rencontre de chacune d’clles
avec une courbe variable [= o, de degré n, est constante :

A — XA =nC.

Supposons que /=0 passe constamment par un point i infini

commun & F=o0 et & F'= o, mais que les asymptotes de la courbe
variable soient distinctes de Pasymptote commune des courbes fixes.
Dans une position infiniment voisine, une branche de /= o rencontre
les courbes fixes en deux points d"abscisses ay et 2, et les termes A,
et A, sont infiniment grands. Or, les courbes fixes étant tangentes,
24 .
—rapour limite 1, ct, comme clles ont un contact du second ordre,
a, — &, a pourlimite o. Done, la différence entre les parties principales
de A, et de A’ a pour limite o, quantité indépendante de la position
de I'asymptote & la branche de /= o. Par suite, le théoréme précédent
s applique aux points de rencontre ¢ distance finie, ala condition qi’au-
cune asymptote de [== o ne coincide avec une asympiote de ¥ = o et de
F'=o.

En particulier, si les points 4 I'infini de F = o0 sont distincts et
d’inflexion, on peut prendre comme courbe 1= o 'ensemble des
asymptotes de F = o0; ZA;— XA} est constant. Or, la somme des aires
décrites par les rayons qui vont d’un point fixe & des points variables
d’une droite est constante, si le centre des moyennes distances de
ces points est fixe. Done, si le centre des moyennes distances des
points de rencontre de /= o avec chacune des asymptotes de F = o
est fixe, ZA;, et, par suite, aussi £A;, est constant. Cest ce qui arrive
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si, chaque fois que f= o, dépendant entierement d’un parametre, a
une direction asymptotique commune avec F = o, elle a aussi 'asymp-
tote commune, & la condition que I’enveloppe de /= o n’ait pas de
points & I'infini communs avec F = o. Ainsi :

Sotent F = o une courbe fize dont les points a l'infini sont distincts et
d’inflexion, et f= o une courbe variable, de degré constant, dont l'équa-
-tton dépend entiérement d’un parameélre et dont I'enveloppe n’a pas de
points a l’'infint communs avec F = o. La somme des aires décrites par les
rayons vecteurs qui joignent un point fixe aux points de rencontre des deux
courbes est constante st, toutes les fois que la courbe variable a une direc-
tion asymptotique commune avec la courbe fixe, elle a aussi I’asymptote
comrmune.

Lorsque /= o passe constamment par un point & 'infini de F = o,
la somme précédente étendue aux points de rencontre a distance finie
est constante, si, toutes les fois que la courbe a une asymptote com-
mune avec F = o, elleadmet cette droite comme asymptote d’inflexion.

On peut supposer que /= o fasse partie d’un faisceau ponctuel li-
néaire, et méme qu’une courbe de ce faisceau soit formée de la droite
double de l'infini et d’'une courbe de degré n — 2. Les courbes du
faisceau ont alors mémes asymptotes. On obtient ainsi un cas particu-
lier d’un théoreme de M. Humbert (*).

12. Application aux arcs des courbes de direction. — Une courbe de
direction est telle que I'arc de la courbe soit une intégrale abélienne.
L’arc a pour expression

S:f\/r—i—y’?dx,

V1 y* étant rationnel en et y, liés par F(x,y) = o. L’intégrale
n’a pas d’autres points singuliers qu’a U'infini.

Sur une branche simple, ayant une asymptote, on a, au voisinage
du point & I'infini,

p

o :
y=cxr4+d+ —+ 5 +...
X Vi

(1) Humsert, Jourral de Mathematiques ; 1887.
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Si la branche n’est pas isotrope, on a

e L,

— o
S = B Sl A
‘/l \/1 ¢t

et la partie principale, 't + ¢*«, ne dépend que de ¢. Done

Si deuz courbes de direction non circulaires ont mémes points & U infini
distincts, la différence entre les sommes des arcs décrits sur Uune et sur
Uautre par les points de rencontre ayvec une courbe variable, de degre n,

est constante :
ES;"— ZS;‘I"" 4 L-

En particulier, on peut prendre comme courbe de direction F == o,
I pren
’ensemble des asymptotes de F == o. Par suite :

St une courbe de direction non circulaire, de degré m, a m asymptotes
distinctes, la différence entre la somme des ares déerits sur la courbe et la
somme des segments décrits sur I'ensemble de ses asymptotes parles points
de rencontre avee une courbe variable est constante ().

Si la branche simple est cyelique, on a
S = nacloga ...,

en supposant o =£ 0. Si F==0 a, sur chaque branche, aux points ey
cliques, un contact du second ordre avec F == o, les parties principales
de S et de S sont les mémes. Done :

Si deux courbes de direction ont mémes asymptotes, distinctes entre
elles, et siles branches cycliques ont un contact du second ordre, la diffé-
rence entre les sommes des arcs déerits sur Uune et sur Uautre par les
points de rencontre avee une courbe variable, de degre n, est constante.

Si = o, Iintégrale S est régulitre au point cyclique, et la branche
1. 9. . ’ .
de courbe est d’inflexion. II n’est plus nécessaire de supposer que les
branches cycliques de F = o aient un contact du second ordre avee
celles de F'= o il suffit que ces branches soient d’inflexion.

(1) HomsgRT, loc. cit.



SUR LES APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU THEOREME D ABEL. 103

Si toutes les branches cycliques de F = o sont d’inflexion, on peut
choisir comme courbe F'= o I’ensemble des asymptotes de F = o.
Comme la somme des segments décrits sur une droite isotrope par les
points de rencontre avec /= o est nulle, on a le théoreme suivant :

St une courbe de direction a toutes ses asymplotes distinctes et si ses
asymptotes isotropes sont d’inflexion, la différence entre la somme des arcs
décrits sur la courbe et la somme des segments decrits sur I’ensemble des
asymptoles non isolropes par les points de rencontre avec une courbe va-
riable, de degré n, est constante.

Si /= o passc constamment par un point singulicr non cyclique, la
différence entre les sommes des arcs de F = o et de F'= o limités aux
points de rencontre & distance finie avec /= o est constante, quand
les tangentes au point singulier a4 /= o sont fixes, ou quand F = o et
F'=o0 ont en ce point un contact du second ordre. Si /= o passe
constamment par un point singulier cyclique, ce point étant loga-
rithmique et les courbes F = o et "= o y étant tangentes, la courbe
J/=opeut s’y comporter d’'une maniére quelconque, sans que la diffé-
rence précédente cesse d’étre constante.

Supposons que F'=o soit formée des asymptotes de F=o0. La
somme des segments décrits sur une asymptote non isotrope par les
points de rencontre avec f=o est constante, si leur centre des
moyennes distances est fixe. C’est ce qui arrive si, chaque fois que
J/=o, dépendant entiercment d’un parametre, admet une direction
asymptotique commune avec F = o, clle admet aussi 'asymptote com-
mune, a4 condition que I'enveloppe de /= o n’ait pas de direction
asymptotique commune avec F = o. La somme des arcs decrits sur
F = o par les points de rencontre avec f = o est constante.

13. Application aux angles. — Soient trois droites OA, OB, OC, pas-
sant par P'origine, de coefficients angulaires a, b, c. M, (@, y), étant
un point de la courbe F = o, qui ne passe pas par O, soit R le rapport
anharmonique des quatre droites OM, OC, OA et OB.

LogRestuneintégrale abélienne, admettant comme points singuliers
les points de rencontre de F = o avec OA et OB. Supposons que cha-
cune de ces droites rencontre F = o en des points simples, en chacun
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desquels la tangente soit distinete de la droite et non parallele & 0.
En un point singulier (z,,y,) 4 distance finie sur OA, la partic prin-
cipale de 'intégrale est log(z — «,). En effet,

4

logR = log(y — az) — log(y — bz) — log %m:[)‘.

Il suffit de prendre la partic principale du terme log(y — ax), qui peut
s'¢éerire

log(z — ) -+ log (3/: 1’: —_ a>.
Avec les hypothises faites, le second terme de cette somme est fini,
quand M tend vers (2, ¥,).

De méme, en un point (x,, y,) singulicr sur OB, la partic principale
est — log(@ — ). Si le point singulicr est & I'infini sur OA, La partie
principale est — loga; s'il est a Uinfini sur OB, elle est log.r.

Soit une seconde courbe F == o rencontrant, avee les mémes restric-
tions, les droites OA et OB aux mémes points que F== o0, et coupons
ces deux courbes par /== o, vaviable. St M" est un point de |-~ o el si
R’ est le vapport anharmonique des droites OM’, OC, OA et OB,

2logR — X log R/,

ol les sommes 8’6tendent aux points de rencontre des courbes fixes et
de la courbe variable, est constant.

Au lieu d’une courbe indécomposable, on peut prendre, pour I:== o,
un ensemble de droites joignant deux & deux les points singuliers
situés sur OA et les points singuliers situés sur OB; par exemple, si
OA et OB sont imaginaires conjuguées, on joindra, par des droites
réelles, les points singuliers imaginaires conjugués.

Par raison de continuité, on peut s’affranchir de toute restriction
sur les points de rencontre de OA ¢t de OB avec F = o. Il suffit de
joindre un point singulier sur OA & un nombre de points singuliers
sur OB égal & Pordre de multiplicité du point dans Uintersection de OA
avee F = o, et inversement. Plus généralement, on peut prendre deux
courbes de degré m, I == o0 et [ = o, pourvu qu'elles rencontrent les
deux droites OA et OB aux mémes points, avec le méme ordre de mul-
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tiplicité, dans Dintersection de ces droites avec chacune d’elles.
ZlogR;— ZlogR; est constant. En coupant par une courbe /=o
formée de droites passant par O, on voit que la différence est nulle.

Supposons que F = o passe par O, avec une multiplicité quelconque.
Si OA et OB ne sont pas tangentes 2 F = o en O, le point O n’est pas
un point singulier de 'intégrale et n’intervient pas. Plus généralement,
il n’intervient pas, comme on le voit par continuité, méme lorsqu’il
est singulier, si les droites OA et OB rencontrent F=o chacune en
un méme nombre de points confondus avec O.

Si f= o passe constamment par un ou plusicurs points singuliers,
la différence XlogR;— ZlogR;, ou les sommes sont étendues aux
points de rencontre variables, est constante, si les tangentes & /= o
en chaque point singulier sont fixes ou si les deux courbes fixes se
touchent.

Supposons que F' = o soit formée de droites joignant un point sin-
gulier sur OA & un point singulier sur OB. Soit / == o dépendan( entie-
rement d’un paramétre. Si toutes les fois qu’elle passe, avec un certain
ordre de multiplicité, par un point singulier sur OA, clle passe, avec
la méme multiplicité, par le point singulier correspondant sur OB,
ZlogR; est constant et, par suite, aussi ZlogR,.

Supposons que OA et OB soient les droites isotropes du point O.
On a les résultats suivants :

Etant données deux courbes F = o0 et F'= o, rencontrant les droites
wsotropes de O aux mémes points, avec la méme mulliplicite, la différence
des orientations des systémes de droites qui joignent O aux points de ren-
contre avec chacune des deux courbes d’une courbe variable, de degré
donné, est constante.

L’orientation du sysiéme des droites qui jorgnent O aux points de ren-
conlre d’une courbe fizxce et d’une courbe variable dépendant enticrement
d’un paramétre est constante, si, toules les fois que la courbe variable
passe par un point commun & la courbe fixe et a une droite isotrope du
point O, elle passe par le point vmaginaire conjugué, avec le méme degré
de multiplicité.

En particulier, si la courbe variable appartient & un faisceau linéaire
et s’il existe une courbe du faisceau passant par les points de rencontre,
Ann. de I’ Ee. Normale. 3¢Série. Tome XVIII. — Mrs 19o1. 14
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autres que O, des droites isotropes de O avec la courbe fixe, on retrouve
un théoreme de M. Humbert (').

14. Supposons que F = o soit un cercle, que O soit sur ce cercle,
OA et OB étant isotropes. Prenons pour OC la tangente ¢n O au cercle.
On peut former F' = o avee la droite de infini. Done :

L’ orwentation du systéme des droites qui joignent un point O o un cerele
aux points de rencontre de ce cercle avee une courbe variable non cireu-
laire est égale & Uorientation du sysiéme des directions asymptoliques de
la courbe variable, les deux orientations étant priscs par rapport a la
tangente en O au cercle (*).

Si la courbe variable, de degré r, a p branches cycliques imaginaires
conjuguées, la différence entre Uoricntation duw systéme des drotes g
Jotgnent un point O d'un cercle aux: points de rencontre a distance finie
du cercle avee la courbe et Uorientation du systéme des directions asymp-
totiques non circulaires est constante, si les tangentes ala courbe variable
aux points cycliques sont fixes.

Soient o le centre du cercle, M un point du cevele, Vet W les
angles, avee la tangente en O, des droites OM et oM. A un multiple

de © pres, W== 2V - , - Pav suite, s¢ Con coupe une courbe cireuduire

par un cerele, Uorientation du systéme des droites qui joignent le centre
du cercle aux points d'intersection a distance finie est égale a la double
somme des oricntations des systémes des directions asymplotiques non
cycliques et des drottes qui joignent le centre du cerele aux foyers singu-
liers réels de la courbe.

En particulier, soit un cercle de centre o tangent en deux points M,
et M, & une quartique bicirculaire. Si ¥, et I, sont les foyers singu-
liers réels de la quartique, Vorientation du systeme des droites oM,
et wM, est égale i celle du systeme des droites oF, etwF,; les deux
systemes ont mémes bissectrices et la perpendiculaire menée par w sur
la corde des contacts est bissectrice des droites wF, et wF,. Or, si on

(1) Humserr, loc. cit.
(*) HumsenT, loc. cit.
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regarde la quartique comme I'enveloppe des cercles qui lui sont bitan-
gents, cette droite est la tangente en o au licu des centres de ces
cercles. Donc, le liew de o est une conique ayant pour foyers ¥, et F,.

Soient deux cercles de la méme famille, de centres o et o', bitan-
gentsd la quartique en M,, M, et M|, M,. Si I estle point de rencontre
des tangentes & la conique précédente, I'orientation du systeme des
quatre droites IM,, IM,, IM| et IM] est égale au double de celle du
systeme des droites IF, et IF,. Donc, si N et N” sont les points de
rencontre avec la quartique du cercle de centre I qui passe par M,
et M,, NN’ est parallele & M) M,. Quand, le cercle o étant fixe, le
cercle wvarie, NN estfixe, sinon la quartique aurait un axe de symétrie.
De plus, NN’ coincide aveec M, M;. Done les quatre points M,, M,, M’
et M}, sont sur un méme cerele. Par suite, le cercle qui a pour centre
le point de rencontre des cordes de contact des cercles o et »” et qui
est orthogonal & ces deux cercles est orthogonal & un cercle de Ia
famille infiniment voisin de chacun d’eux, et par conséquent & tout
cercle de la famille. Ainsi, les cercles bitangents @ la quartique sont
orthogonaux @ un cercle five.

Iorvientation du systeme des droites qui joignent le centre d’un
cercle aux quatre points de rencontre avec une cubique circulaire
est ¢gale au double de lorientation du systeme formé par la dircction
asymptotique réelle et la droite qui joint le centre du cercle au foyer
singulier. Il en résulte que le lieu des centres des cercles bitangents
a la cubique, d’'une méme famille, est une parabole ayant pour foyer
le foyer singulier et dont I'axe est parallele & la direction asympto-
tique réelle, et que les cereles sont orthogonaux & un cercle fixe.

Supposons que F == o soit une cubique circulaire ayant un point
double O. On peut prendre pour F'==ola droite de 'infini. Par suite :

La différence entre Uorientation du systéme des droites qui jotgnent le
point double aux points de rencontre de la cubique et d’unce courbe va-
riable non circulaire et U orientation du systéme des directions asympto-
tiques de cette courbe est conslante.

L'orientation du systéme des droites qui joignent le point double aux
voints de rencontre de la cubique et d’un cercle variable de centre fixe est

constante.
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Supposons que F = o soit une cubique circulaire passant par son
foyer singulier O; F'= o peut étre formée de la droite de Uinfini. Par
suite :

La différence entre I’ orientation du systéme des drottes qui joignent le
Jfoyer singulier aux points de rencontre de la cubique ayec une courbe
variable et le double de lorientation du systéme des directions asymplo-
tiques de cette courbe variable est constante.

Si la courbe sécante est une droite, on voit que si l'on prend trois
points d’inflexion en ligne droite d’une cubique circulaire qui passe par
son foyer singulier, lu somme des angles que font les tangentes awx points
d’inflecion avec la drotte qui les porte est nulle.

Ce théoreme s’applique & la strophoide.

Supposons que F=o0 soit une quartique, admettant les points
cycliques comme points doubles d’inflexion et que O soit un foyer
singulier. On peut former F' == o avee la droite de I'infini prise quatre
fois. Par suite :

Lorientation du systéme des drodes qui joignent un foyer singulicr
aux points de rencontre de la quartique et d’une courbe varwdle et le
quadruple de Uoricntation du systéme des directions asymptotigues ont
une différence constante.

- Ce théoreme s’applique & la lemniscate.
Supposons que F == o soit une cubique ayant un point double 0, les
tangentes en ce point étant isotropes.

L’orientation du systéme des droites qui joignent le point double aux
points de rencontre de la cubique avec une courbe quelconque, de degré n,
est constante, et de la forme nC, & un multiple de = pris.

Ce théortme donne la condition nécessaire et suffisante pour que
3n points de la cubique soient sur une courbe de degré r. Par 372 - 1
points de la cubique, on peut, en effet, toujours faire passer une
courbe de degré s autrement dit, une courbe de degré n qui passe par
3n —1 points de la cubique ne se décompose pas nécessairement en
cette cubique et une courbe de degré n — 3.
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Voici une démonstration différente de celle de MM. Appell et
Goursat (') :

Soit N = 'i@-:'ﬁ le nombre des points qui déterminent une courbe

de degré n. Prenons N — (37 — 1) points P arbitraires dans le plan
et 3n — 1 points M sur la cubique. Par les points P et M on peut faire
passer au moins une courbe de degré n. Si une telle courbe se décom-
posait en la cubique et une courbe de degré n — 3, on pourrait faire

passer une courbe de degré » — 3 par les points P. Or le nombre des
n(n—3)

points P est égal a -+ 1, et ainsi supérieur d’une unité au

nombre des points qui déterminent une courbe de degré » — 3. Clest
donc impossible.

Si /= o passe par le point double O de la cubique, I'orientation du
systeme des droites qui joignent le point O aux points de rencontre de
la courbe et de la cubique, autres que O, est constante, si les tan-
gentes en O & /= o sont fixes et non isotropes.

Si /= o admet O comme point double, les droites isotropes de O
étant tangentes d’inflexion, lorientation du systeme des droites qui
joignent O aux 3n — 6 points de rencontre variables avec la cubique
est constante et égale & n — 2 fois 'orientation du systeme des droites
qui vont de O aux points de rencontre de la cubique avec une droite
quelconque. Par ces points, on peut faire passer, par suite, une courbe
de degré » — 2.

15. En transformant les théorémes généraux précédents par po-
laires réciproques, par rapport a un cercle de centre O, on obtient
divers théoremes énoncés par Laguerre sansdémonstration (*), établis
et complétés par M. Humbert. Je les énoncerai sous une forme un peu
plus générale.

Les deux systémes de tangentes respectivement communes & deux
courbes homofocales et a une courbe algébrique quelconque ont méme
ortentation (Laguerre).

(1) ArpeLL et GOURrsSAT, 7%éorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales.
(2) LAGUERRE, Comptes rendus; 1865. — Société philomathique; 187o0.
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En particulier, {orientation du systéme des tangenles comumamncs «
deux courbes est égale a U'ortentation du systéme (/c's langentes mences
@ lune par les foyers de Uautre.

L'orientation du systéme des tangenles communes @ une cous e fixe ot
a une courbe variable dont ['équation tangenticlle depend enticrement
d’un paramétre, de classe donnée n, est constanic st, toutes les fois que la
courbe variable touche une tangente isotrope a la courbe fixe, celle touche
la tangente isotrope tmaginaire conjuguce, asec le méme degré de multi-
plicité.

En partlcuher, Uorientation du c)’sz('me des tan rf('nlr's communes
une courbe _/LT(‘ et & une courbe variable d’un fuisceau tangenticl lincuire
est constante, si chaque foyer de la courbe fixe est foyer rl wune courbe du
Jausceau.

Plus particulierement encore, les deux systémes de tangenics respee-
tivement communcs a dewx courbes algcbriques de méme classe et & une
courbe algébrique quelconque ont méme oricntation si, parmi les courbes
du faisceau tangentiel détermind par les dewx premicres, i en est une qui
admette pour foyers tous les foyers de la derniére (M. Humbert ),

Supposons que la courbe fixe soit de elasse m et admette la droite
de Pinfini comme tangente double aux points eyeliques, fe contact
étant, en chaque point, d’ordre m - 1. Ce cas o 6té étudic par
M. Humbert (*).

Lorieriation du systcme des tangentes communes & la courbe five et o
une courbe variable, de classe n, est constante.

Sim ==3, la courhe fixe est 'hypocycloide & trois rebroussements.
Le théoreme donne alors la condition néeessaire ef suffisante pour
que 3 tangentes & 'hypocycloide soient tangentes 4 une courbe de
classe n.

En particulier, si 7z == 1, lorientation du s _)'s/('ll’t(’ des tangentes me-
nées d’un point quc/(:onqu(' a une hypocycloide a trois rc/)/-om'.s('rm'nl.s est
conslanlte.

Ce théortme permet d’ctabliv, par une voie différente de celle de
Cremona (*), les propriétés élémentaires de 'hypoceycloide. On voit, en

(1) IlumBerT, dmerican Journal; 1888,
(2) Cnrmona, Journal de Crelle; 1864,
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particulier, que la développée d’une hypoeycloide est une hypocy-
cloide. Par suite, on peut mener d’un point trois normales & une hy-
pocycloide, et 'orientation du systeme de ces normales est constante.
Or, les tangentes de rebroussement sont concourantes ¢t normales i la
courbe. Donc, les orientations, par rapport & une méme droite A, de
trois tangentes concourantes ¢t de trois normales concourantes sont
égales. Soit L leur valeur commune, & un multiple de = pres.

L’orientation du systeme des quatre tangentes a distance finie com-
munes & une parabole et & la courbe est constante, si 'axe de la para-
bole est parallele & une direction fixe. Si 'V est Pangle d’une tangente
commune avec la direction A et W Pangle de Paxe de la parabole
avec A, on a

Vi Vy- Vb V- W L

Or les tangentes & I’hypocycloide aux quatre points d’intersection
de la courbe avec une droite D sont tangentes & une parabole dont
Paxe est perpendiculaire & D. Soit U Pangle de D avee la droite-
origine A. On a

V3 e .Vig e v3 -t V[, == J ) I e

ol

Si U est constant, le premier membre est constant. Done :

L’orientation du systéme des langentes « U hypocycloide aux points de
rencontre avec une droite D est constanie, si 1) se deplace parallélement a
elle-méme.

Si D est normale & la courbe, une des quatre tangentes est perpen-

.
q

. . . | T .
diculaire & la droite; par exemple, V, = >+ U. Done :
V1 - V.l-lr- V;, = L.

Ainsi, les tangentes a U hypocycloide auz points de rencontre avec une
normale & la courbe, autres que le pied de la normale, sont concou-
rantes.

Ce théoreme est connu. Voici d’autres résultats :

Si six tangentes a une hypocycloide sont tangentes a une méme co-
nigue, les siz normales aux poinis de contact sont tangentes & une méme
conique.
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St I’on considére quatre tangentes & la courbe et les quatre normales
aux poinis de contact, les axes des paraboles tangentes respectivement
aux quatre tangentes et aux quatre normales sont paralleles.
Les six tangentes communes & une lypocycloide a trots rebroussements
et & une hypocycloide & quatre rebroussements sont tangentes « unc
méme conigue.

16. Application aux distances. — Soit OA une droite passant par
l'origine O, de cocfficient angulaire «, rencontrant la courbe I o,
de degré m, qui ne passe pas par O, en m points distinets et non de
ramification. Si m est le coefficient angulaire de la droite qui joint O

. I . / iy
au point M(z, y) de la courbe, .~ est unc intégrale abélienne,

dont les seules singularités sont les points de rencontre de OA avee la
courbe. ’
Soit (2, ¥,) un point singulicr. On a y, == ax, et, par suite,

! x \ &
[= -- = A d’ol (-, P .
n—a Vo Yo (0 =y Yo Y
) ' 1<
A Yy

. . v . P "
Ainsi, (x —2,) I a pourlimite ¥ __y__,”., pour.x .. Le point (i, v,)

est un pole simple de I, la partie principale ¢tant de la forme - ",
J

.l'ﬂ
olt B ne dépend que de la direction de la tangente au point singulier.
Si le point est a I'infini, on a_/l, = 5,[’“ ar suite, : a une limite,
et I'a pour partie principale Ba, B ne dépendant que de la position de
asymptote.

Soit une seconde courbe F' = o, de¢ degré m, rencontrant OA aux
mémes points que F==o, ¢t admettant e¢n chacun de ces points Ia
méme tangente. Sim’ est le coefficient angulaire de la droite qui joint O
R 1 w I \ ) . 'y

Frp i s Ol les sommations s'étendent
aux points de rencontre des deux courbes fixes avee une courbe va-
riable /= o, de degré n, est constant. En coupant par un systeme de
n droites passant par O, on voit que cette quantité est nulle.

Il en résulte que la polaire harmonique de OA, par rapport aux

AM, surF'=o,
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droites qui joignent O aux points de rencontre de F=o etde f=o,
ne change pas quand on remplace F = o par une courbe qui touche
F = o en chacun de ses points de rencontre avec OA. Le résultat est
indépendant de la position de O sur OA. Par suite :

Le pole harmonique d’une droite qui rencontre une courbe de degré m
en m points disrincts par rapport awx points de rencontre de celle courbe
avec une courbe de degre n ne change pas quand on remplace la premicre
courbe par une autre qui la louche en ses points de rencontre avec la
droile.

Par raison de continuité, le théortme subsiste lorsque OA rencontre
F=o en des points multiples, ot les tangentes sont distinctes et diffé-
rentes de OA.

Si OA est la droite de linfini, on a un théoreme de Liouville :

Le centre des moyennes distances des points communs a deux courbes
algcébriques reste fixze si U'une d’entre clles varie en restant asymplote
a clle-méme.

En particulier, on peut prendre comme courbe F' == o I'ensemble
des asymptotes de F = o. Supposons que /== o dépende entibrement
d’'un paramétre et que, toutes les fois qu’elle admet une direction
asymptotique commune avec F=o, elle admette aussi asymptote
commune. Si U'enveloppe de la courbe /=0 n’a pas de dircction
asymptotique communc avec F==o, le centre des moyennes distances
des points de rencontre de /== o avec une asymptote de F=o est fixe.
Par suite :

Le centre des moyennes distances des points de rencontre d’une courbe
Jixe et d’une courbe deépendant enticrement d’un paramétre, et dont Ien-
veloppe n’a pas de direction asymplotique commune avec la courbe fize,
est un pownt fixe, si, toules les [ois que la courbe variable admet une
direction asymplotique commune avec la courbe fize, elle admet Uasymp-
lote commune.

En supposant que la courbe fasse partie d’un faisceau ponctuel
linéaire, on obtient un théoreme de M. Humbert.

Si /=0 passe constamment par un point & 'infini commun i F == o
et 2 I'=o, de fagon & n’avoir en ce point aucune asymptote commune

Ann, de UEe. Normale. 3¢ Série, Tome XVII, — Mans 1901. 15
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avee chacune de ces deux courbes, la diflérence entre les sommes des
abscisses des points de rencontre 4 distance finie est constante, si les
tangentes & f= o en ce point sont fixes ou si I==0 ¢t "= o ont un
contact du second ordre. Par suite, le segment qui joint les centres des
moyennes distances des points de rencontre i distance finie de
/= o avecles courbes fixes est constant en g andeur et en direction, et
méme ces deux points coincident si /= o ne passe que par des points
a2 Pinfini ou les deux courbes fixes aient un contact du second ordre.

Voici des applications aux cubiques circulaives et aux quartiques
bicirculaires :

Le centre des moyennes distances des qualre points de rencontre d’une
cubtgue cireulaire (ou d’une quartique bicirculaire) ayee un cercle qui reste
concentrigue a lui-méme déerit une droite.

Le centre des moyennes distances des qualre poirls de rencontre
a distance finie d’une quartique admetlant les points cyeligues comme
points doubles d’inflexion et d’un cercle passant par les dewr: foyers sin-
guliers réels de la quartique est le miiew du segment qui joint ces dewa

Joyers.

17. Supposons que O soit sur F - 0. Si OA n’est pas tangente en ce
point & la courbe, e point O 0’est pas singulier et n’intervient pas. Si
OA touche Ia courbe au point O supposé simple, Te point O est un pole

simple de Uintégrale, et les parties principales de e Yoet de-
» ) s n

Ve
sont les mémes, si '==0 el = 0 ont en O un contact du second
P Y [ Y 1
wilpp ‘ AP O (Y () . I e ‘ Vel O Seran ) o
ordre. La différence z L 2‘ - estencore égaleio.

Supposons que O soit de rebroussement et que OA soit la tangente.
Jest la dégénérescence du cas oit les droites OA et OB qui portent
g i ‘. 1 ) 4 » Y (l e 3 y () J :

les points singuliers de U'intégrale logR sout les tangentes i la courbe
au point double 0. Le point O, singulicr pour Uintégrale, n’intervient
pas.

En particulier, supposons que, I == o étant de degré m, le point O
solt QG x‘e])l'ogssement et que la tangente rencontre la courbe en
m points confondus en O. La polaire harmonique de la tangente de
rebroussement par rapport au sysiéme des droites qui Joignent le point O
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aux points de rencontre de la courbe fixe avec une courbe variable
est fixe.

Ce théoreme s’applique, en particulier, i 1a cubiquea rebroussement.
Corrélativement, le pdle harmonique du point d’inflexion d’une cubique
a rebroussement par rapport au systéme des poinis de rencontre avec la
tangente d’inflexion des tangenies communes & la cubique et & une courbe
quelconque est fixe, & Uintersection de la tangente d’inflexion et de la
tangente de rebroussement.

18. Application aux courbes unicursales. — Soient, sur une courbe
unicursale F = o, de degré m, ¢ le parametre d’un point M, « et o’ les
l—

parametres des points A(a, b) et A’'(«/, b'). L'expression log-—

est une intégrale abélienne, singuliere aux seuls points A et A’, comme
log(x —a) et —log(x — a’). De méme, soient, sur la droite AA/,
u le parametre d’un point m, B et B’ les paramétres de A et de A’;
w—f
w—
et A’, comme log(x — a) et — log(x — a’).

Par suite, si I’on coupe F == o et AA’ par une courbe /'=o en des
points M et 7z, on a

log est unc intégrale abélienne, singuliere aux seuls points A

r=mn i=n

{— uw—
Zlogt__:c, ——Zlogu—_——g—, =nC.

i=1 i=1

Soient une origine G sur F=o ct une origine ¢ sur AA’ et désignons
g g g

par R le rapport anharmonique des quatre points M, C, A, A" sur

la courbe, par rcelui des quatre points m, ¢, Act A’.On a la relation

i=mn i=n
I IR:UnI I,.,
i=1 i=1

U étant constant.

Si A et A’ sont confondus en un point double de F = o, la relation
se réduit A IR = U”. C’est un résultat di a Clebsch.

Supposons que F= o soit une conique. Si ¢ est le point de rencontre
avec AA’ de la tangente en C a la conique, U=1, et la relation
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devient
i=2n i=n
I I R= I I r.
i=1 i=1

Si f=o est clleeméme une conique, on a R, R,RyR,=rry; la
relation donne alors la condition nécessaire et suffisante pour que
quatre points de F = o et deux points de AA’ soient sur une conique.

Supposons que la conique F = o soit une ellipse et que AA” soit la
droite de U'infini. Prenons pour origine C le sommet situé sur la partie
positive de I'axe focal et posons R == ¢%; o ¢st Panomalie excentrique
du point M. Si g,, ¢s, @4, 7, sont les anomalies des quatre points de
rencontre de 'cllipse avee une conique variable dont les points a I'in-
fini sont fixes, ¢, + ¢, @, -+ 9, est constant. Si ces points sont
a linfini sur les axes de Uellipse, la somme est ¢gale v (24 -1 1),
Ainsi, la somme des anomalies des pieds des quatre normales mences
d’un point & une cllipse est ¢égale & (24 -4 )=, De méme, la somme
des anomalies de quatre points d'une ellipse situés sur un cercle est
égale & 2/kw.

Considérons un (riangle variable ABCG, inserit dans F - o, cir-
conscrit & une conique fixe el, par suile, conjugué par rapport i une
autre conique fixe I'. Soient efy une position du triangle mobile,
IetJles points de rencontre de I'avee By, o le point ol la tangente
en o« i F==o vencontre By. Il existe une conique passant par A, B, €, z
et touchant By en I. Soient R,, Ry, Ry les rapports anharmoniques
(A, o, 8.7), (B, B,v), (G, o, 85 v) et reelui des quatre points m,
o, B, v. On a Ry R, Ry = r*==constante. On obtient une seconde rela-
tion en choisissant un autre coté du triangle afy.

Soient a, b, ¢, uy, u,, uy les parametres des points A, B, , o, B, v.
On a ainsi

(@= w) (b= w)(e—=w)

m
_(a—uy) (b~ y) (e uy)
P bl
. ‘(ft — 1y) (b~ wy) (¢ — uy)
== » R L

m, n et p étant constants. Par suite, si «’, &', ¢’ sont les paramitres des
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A

sommels A, B’, / d’un autre triangle, on a

(@ —u) (b —w)(e—u)

(' — g ) (b =ty ("= uy)

(a— Hg)(/)——-ul.l.l)((:—-— uy)

T wy) (B — 1)) (¢ — 1)
e —uy) (b ) (¢ — uy)
(' — wy) (0 — 1/;,)((:":723'5 ’

Posons
glu) = (w—a)(u—0)y(u-—c¢), Au) = (u—a)(w— b (u-—c).

Les quantiteés w,, wy, w, sont racines d’une équation de la forme
g(w) — Mh(w) -0, ot & varie quand, ABC et A’B’( restant fixes,
af3y varie.

Dans le raisonnement précédent, supposons que B et v soient les
points cycliques. On a le théoreme suivant :

On considére les (riangles ABG circonscrits @ une parabole et inscrits
dans un cercle passant par le foyer de la parabole. L’orientation du
systéme des droites qui joignent le foyer aux sommets de chacun de ces
triangles est constante.

Voici des applications & 'hypoeyeloide i trois rebroussements, qui
est une courbe unicursale. Soient I et J les points eycliques. Comme
d'un point de la droite de Vinfini on ne peut mener qu’une tangente &
la courbe, le rapport anharmonique des quatre points M, G, I, J sur la
courbe est égal & celui des points m, ¢, ou les tangentes en M et C
rencontrent la droite de U'infini, et des points I et J. Par suite :

S¢ Uon coupe une hypocycloide d trois rebroussements par une courbe
de degré n, la différence entre Uorientation du systéme des tangentes a
Uhypocycloide aux points d’intersection et Uorientation du sysiéme des
directions asymplotiques de la courbe sécante est constante.

La droite de I'infini étant tangente a la courbe aux points I et J, le
théoreme subsiste, relativement aux points & distance finie et aux di-
rections asymptotiques non isotropes, lorsque la courbe variable passe
par 1 etJ. Par ¢xemple, Lorientation du sysiéme des tangentes a ['hy-
pocycloide aux six points de rencontre a distance finie de U'lypocycloide
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avec un cercle est constante. Bn coupant par le cercle des rebrousse-
ments, on voit que cette orientation est le double de celle de trois tan-
gentes concourantes. Par suite, les siz tangentes (et ausst les six nor-
males) a I’hypocycloide aux points de rencontre & distance finie agec un
cercle sont tangentes & une conique.

19. Soient, sur une courbe unicursale F = o, de degré m, ¢ le pa-
By . . . . 1
rametre d'un point M, « celui du point A(a,b). L'expression

est une intégrale abélicnne, admetlant le point A comme pole simple.
De méme, soient, sur la tangente en A, « le paramétre d’un point m,

. . . T . ’ % B4
B celui du point A; VB est une intégrale abélienne, admettant le
point A comme pole simple.
Par suite, si I'on coupe F = o et la tangente en A par une courbe

J=oendes points M et m, on a

i==mn = n
- I 1
2‘ A E - Y P
- [
i=1 (B

A étant Ie rapport des résidus des deux intégrales au point A.

St A est un point de rebroussement de F==o, la tangente en ce
point doit étre regardée comme indéterminde, et A est nul. On obtient
ainsi un résultat de Clebsch.

S'il existe des droites variables rencontrant F == o en un seul point
mobile M et, par suite, en un seul point fixe O, on peut prendre comme
parametre ¢ celui de la droite OM et comme paramitre « celui de la
droite Om. Alors A a méme paramétre surla courbe et surla tangente,
et les résidus des deux intégrales en A sont égaux; A est égal 1. On
obtient une forme particuliere d’un résultat précédemment établi.

Supposons que F = o soit une conique. On peut prendre comme pa-
rametre ¢ celui de la droite AM autour de A. Si 'on suppose que la
tangentc en A soit la droite de I'infini, on voit que le centre des moyennes
distances des poinis de rencontre d’une parabole fixe avec une courbe va-
riable dont les directions asymptotiques sont fizes décrit une droite pa-
rallele & Uaxe de la parabole.

Si la courbe variable passe par le point & Uinfini de la parabole, le
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théortme subsiste, & condition que les asymptotes en ce point soient
fixes et distinctes de la droite de Uinfini.

Si les directions asymplotiques de /== o sont toutes isotropes, par
symétrie, la droite précédente est 'axe de la parabole. Par exemple,
le centre des moyennes distances des points de rencontre &’ une parabole
avec un cercle, une quartique bicirculaire, une hypocycloide a trots
rebroussements est sur i axe de la parabole.

De méme, les pieds des normales menées d’un point & une parabole
¢tant sur une hyperbole équilatére admettant 'axe comme asymptote,
leur centre des moyennes distances est sur 'axe.

Soit ¢ le parametre du point N de contact de la tangente i la conique
menée par le point z situé sur la tangente en A, On a

g I
Par suite, la courbe /= o rencontrant la conique et la tangente en des
points M el n, on a

(R =
Wl I l f
: . e DL : s
Lo - oL
[ i1

Ainsi, le pole harmonigue du point A par rapport aw sysiéme des points M
coincide avec celui dupornt A par rapport aw systéme des points N.

Si /== 0 admet le point A comme point multiple d'ordre ., les
tangentes en ce point élant distinctes de la tangente en A d la conique
et rencontrant cette conique en p points P, le pdle harmonique du
point A par rapport aw systéme des points M coincide avee celui dupoint A
par rapport aw systéme des potnts N, comptes deuzx Jois, el des points P,

Ces théortmes admettent des énoncés corrélatifs. En particulier, l
centre des moyennes distances des points de contact avec une parabole des
Langentes communes  celle parabole et @ une hypocycloide & trois rebrous-
sements est a égale distance de Uaxe de la parabole et de la tangente @
Uhypocycloide qui est paralléle a cet azxe.

Le centre de gravité dutriangle formd par les trois tangentes communces
& deux paraboles coincide avee le centre de gravité du triangle forme par
les deur tangentes & ces paraboles paralléles a leurs axes et la droite qui
Joint les points de contact.
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Reprenons, avec les mémes notations, un triangle variable ABC
inserit dans F == o et circonscrit & une conique fixe. Supposons que o
soit un point commun a ces deux coniques; le triangle afy s’aplatit,
et les points P ety se confondent avee le point ol fa tangente en o i la
seconde conique rencontre F = o. Ce point I est sur la conique I', con-
juguée aux triangles ABC. Le troisieme coté du triangle ofy est la
tangente en I & F = o, laquelle rencontre I"en J. Il existe une conique
passant par A, B, C, @ et tangente en J & 1J. Si «,, uy, w, sont les para-
metres de A, B, Csur F = o, «le parametree de I, « celui dee, b celui
du point de contact de la seconde tangente menée de J i I o,

1 I I | 4

' ' e
[ W PORUUSRINONIIT, EPp U o ——— [

i i fm e T
Uy—— & Uy— (&  Uy—=o G-t bO=—u

Ainsi, le pdle harmonique d’un point commun @ dewx coniques par rap-
port aw systéme des trois sommets d’un triangle inscrit dans la premicre
et conjugud & la seconde est fixe.

Soit A le point d’inflexion d’une cubique & rebroussement. On peut
prendre, comme paramétre £ du point M de Ta courbe, celui du pointm
ot la tangente en M rencontre la tangente d’inflexion. Le point A a
ainsi méme paramefre o sur la courbe et sur la tangente. Proposons-
nous de calculer le rapport des résidus de Uintégrale }jié.}? sur Ta eu-
bique et sur la tangente.

Prenons le point A comme origine, la tangente en A comme axe
des 2, pour paramétre du point 7 son abscisse . La partie principale
de 7{5 au voisinage de U'origine sur la tangente est —1— I équation de
la cubique au voisinage de Porigine est y = Aa®, A étant une fonction
finie et non nulle & Porigine. L'abscisse £ du point m oir la tangente

sl

en M, d’abscisse @, rencontre axe des a0 est cgale & . et Pinté-
Y

grale -——— sur la cubi st (
g 7— sur la cubique es P p—y Jn a

z __ xy' A2 At
ET wy' —y T oAt - Nt

.. . . ! . 3
Ainsi, la partie principale de 7o sur la cubique est S
T P
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La relation entre les points de rencontre de la cubique et de la tan-
gente d’inflexion avec /= o devient

L= 3n i==n

N 1 3«
2 = e = L.
l— 2 o~
FE=1 i==1
Si (,» est e parametre du point de rebroussement, L = —~—.
2(f—a)

Soient I le point de rencontre des tangentes d’inflexion et de re-
broussement, M le pole harmonique de A par rapport aux points de
rencontre de la cubique et de /= o0, m cclui de A par rapport aux
points de rencontre de la courbe et de la tangente d’inflexion. Les
points Uel m sont conjugucs harmoniques par rapport auw point A et au
point ot la tangente en M rencontre la tangente d’inflexion.

20. Application aux courbes gauches. — Soient deux courbes pas-
sant par un point simple A(a, b, ¢), avee une tangente non parallele
au plan YOZ. Si ey, 2y, ..., 2, et 2, ..., 2, sont les abscisses des
points, voisins de A, de rencontre des deux courbes fixes avee une
surface variable tendant a passer par A, le rapport

(.’Ii’i (l). .".<"In'/,—‘—' (t)

(@ ). (&h— )
a une limite non nulle. En effet, par les deux courbes on peut faire
passerune surface algébrique fixe, rencontrant la surface en une courbe
variable, laquelle passe par les points de rencontre de cette surface
avec les deux courbes données. Si'on projette ensuite les deux courbes
fixes ¢t la courbe variable, sur XOY, parallelement 2 OZ, on est ra-
mené i une proposition déja établie.

Si les deux courbes fixes ont méme tangente en A, non parallele a

=k il

YOZ, la dilférence 211‘; "'.;‘;4 e 2

v

—=aune limite, quand la surface

P, | I |
variable tend a passer par A.
Si le point A est i I'infini et non de ramification, on remplace x — a
X
par -

Soient J(x,y, z) et J'(a,y, 5) deux intégrales abéliennes respecti-
Ann.de ULe. Normale. 3° S$érie. Tome XVIIL ~ Mans 1goz. 16
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“

vement attachées & deux courbes gauches ayant, en leurs points de
rencontre, des singularités de la forme A log(x --a), si les courbesne

B .
se touchent pas, et de la forme Alog(@ — a) + ———> si ces courbes
g T —a

se touchent, les parties principales en chaque point ayant mémes
coefficients. La différence

i=mn i=m'n
2 J(‘Z‘h,)'i; 31‘) - Z J (‘7"1"‘)';‘7 3;’)a
i=1 i=1

ol les sommations sont étendues aux points de rencontre des deux
courbes avec une surface de degré n, est constante et de la forme n(,
aux périodes pres.

Sila surface passe constamment par un pointsingulier, la différence
des sommes précédentes, é¢tendues aux points de rencontre variables,
est constante, si le plan tangent & la surface au point singulier passe
par une droite fixe et, en particulier, s’il est fixe. La restriction est
inutile, lorsqu’en un point singulier ou la partie principale est de Ia
forme Alog(x — a), les deux courbes sont tangentes, et lorsqu’en un
point singulicr o clle est de la forme Alog(x — a) -+ ‘”_ ., les deux
courbes ont un contact du second ordre.

Soit, sur une courbe gauche, une intégrale » (2, y, z) singuliere
aux seuls points A et A’ comme log(x — a) et —log(x -~ a'). Si
S (z,y,5)=o0est 'équation de la surface variable, on a

i==mn

\! N et S (600D .
Z 'GT(-’I—'[,}’I» -1) l()b;/,(“/’ /},’ (,") - n (.,

iz==1
Soit I(x, y,s) une intégrale singulitre au seul point A comme

-1 . Ona
tz==mn
" d4 l ,’
E (2 yiy 5) = T[f(ﬁ%{»)l ~- nl.

i=1

21. Soit une courbe gauche de direction. L’intégrale
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est abélienne, n’ayant de points singuliers qu’a infini. Si M s’éloigne
sur une branche simple, ayant une asymptote, on a

o o
y=cx+d-- g + e, sm=c'a A-d - -

et, si la branche n’est pas isotrope, la partie principale de S est

Vit e,

Done :

Si devwx courbes gauches de direction non circulaires ont mémes points
a Uinfini distinets, la dyférence entre les sommes des arcs déerds par les
points de rencontre avec une surface variable est constante et proportion-
nelle awdegré de la surface.

Si la branche est isotrope, la partie principale de S est
V-u(ac-t-a'e)loge

et ne change pas si la courbe varie en conservant avec elle-méme un
contact du second ordre. Done :

St deux courbes de direction ont les mémes asymptotes et si les branches
sotropes ont un contact du second ordre, la différence precédente est
constarnle.

22. Je n’insiste pas sur Uapplication & I'intégrale logR, ou R est le
rapport anharmonique de quatre plans passant par une méme droite
dont un scul mobile passe par un point variable de la courbe, et &

co 1 \ \ . .
Pintégrale ———, ot m est le paramétre du plan qui joint une droite
o I —

fixe & un point de la courbe.

En particulier, on obtient un théoreme, énoncé différemment par
Liouville (loc. cit.y : Le centre des moyennes distances des points de
rencontre d’une courbe gauche avec une surface variable coincide agec le
centre des moyennes distances des points de rencontre de celte surface
avec les asymplotes de la courbe.

Le centre des moyennes distances des points de rencontre d’une sphere
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de centre fixe avec une cubique circulaire ou avec une quartique dont
deux ou quatre points & ’infini sont cycliques décrit une drotte.

23. Soient une cubique gauche I' et une droite A s’appuyant en
deux points A ¢t A’ sur la courbe. Prenons sur 1" une origine G et
sur la droite, comme ovigine ¢, le point ou le plan osculateur en ©
rencontre A. Soient R le rapport anharmonique (MCAA”) sur la cubique,
r le rapport anharmonique (mcAA’) sur la droile. Si une surface S,
de degré », rencontre I" et A en des points M et rz,

i==mn i=:n

1 =11

Proposons-nous de trouver les relations qui existent entre les para-
métres des quatre sommets d'un (étraddre variable inserit dans 1" et
conjugu¢ a une quadrique (Q).

Soit AA’A”A” une position de ce tétracdre. Désignons par (g) la
conique d’intersection du plan AA’A” et de (Q), par I etJ les points
d’intersection de AA” et de (¢). Soit M,M,M, M, une position du
tétracdre mobile. Les quadriques qui passent par les six points M,
M,, M;, M, A” et A” rencontrent AA” suivant des couples de points
variant dans une involution, dont les points doubles sont 1 et J. Par
suite, il existe une quadrique S passant par ces six points et tangente
en I & AA’. Soient p et o’ les rapports anharmoniques (A”CAA”) ef
(A"CAA’), rlervapport anharmonique (I¢AA"). On a

RiRu Ry Ry pp’ === 02,
d’out
Ry R, R, R, == const.,
Siug, u,, uy, u, sont les parametres des quatre points M, ce sonl
les racines d’une équation de la forme

glu) —rh(u) = o,

ol A cst arbitraire.
Il existe une quadrique E, passantpar (¢) et par les quatre points M;
elle rencontre I' en deux autres points M et M'. Si R ¢t R’ sont les
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rapports anharmoniques (MCAA") et (M'CAA’), on a

R, Ra Ry Ry RV = — 72,
d’ol
RR/=—pp'.

Done, si B est conjugué harmonique de A” par rapport & A et A’ les
couples (M, M), (A, A") et (B, A”) sont en involution; de méme, si
B’ est conjugué harmonique de A” par rapport & A" et A”, les couples
(M, M), (A', A”) et (A, B") sont en involution. Ainsi, M et M’ sont fixes.

Par exemple, ctant donnée une sphere ayant son centre sur une
cubique équilatire, il existe une infinité de teétracdres inscrits @ la cubique
et conjugucs a la sphere. Les spheres circonscriles a ces letracdres passent
par deux poinis fixes de la cubigue (Nouvelles Annales de Mathématiques,

1897 )-

24. Soient une cubique I' et une droite A, tangente en A d A, Si¢
est le paraméetre du plan qui passe par une séeante double fixe et par
le point M de I, el «, celui du plan qui passe par celte droite et le
point m de A, entre les points de rencontre M el m de la cubique et
de la droite avee une surface S de degré n, on a

icgn iz n
oY 1 ~ I ,
Z e Z [ l_"
b U= C
[ 2R i1

e étant le paramotre de A.
Si ¢ est le paramétre du point N de contact du plan osculateur a la
cubique passant par m, on a

3 T
. N ()
o U~
et, par suite,
[z 8n i=n
L !
L gz .
by— 0. g
=S =1

Ainsi, le pole harmonigue de A par rapport au systéme des points M coin-
cide avec celui de A par rapport aw systéme des points N. Et corrélati-
vement.
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Reprenons, avec les mémes notations, le tétraedre variable inscrit
dans T" et conjugué & (Q). Si A est un point commun a I' et & (Q), le
tétratdre AA’A” A" s’aplatit; A’ se confond avee A, et A” et A” sont &
Iintersection de I' ¢t du plan tangent en A 4 (Q). Le plan qui passe
par la tangente en A & I" et le point A” rencontre (Q) suivant Ia
conique (¢), qui coupe la tangente en A a I en I, confondu avec A, ¢l
en J. Il existe des quadriques passant par M,, M,, M, M,, A" et A” et
tangentes en J & IJ. Soient w,, w,, u,, u,, ¢, ¢ les paramétres de ces
six points, e celui de A, 6 celui de J sur 1J. On a

I 1 I 1 1 T 2

-+ -+ 4= ~p- ey == - a L.,
U — a Uy — & Uy — u,— a e o — « b — «a

L étant la constante précédemment définie. Par suite, le pdle harmo-
nique d’un point commun a (Q) et a I' par rapport aw sysiéme des som-
mets d’un tétracdre inscrit a I' et conjuguc ¢ (Q) est fixe.



