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SUR L’EQUILIBRE

DES

PLAQUES ELASTIQUES CIRCULAIRES

LIBRES OU APPUYEES

LT CELUI

DE LA SPHERE ISOTROPE,

Par M. HADAMARD.

Les principaux problemes relatifs & 1'équilibre des plaques circu-
laires ont été résolus par le moyen des séries dans le Mémoire de
M. Mathieu (') (cas des plaques encastrées) et dans celui de M. Mau-
rice Lévy (*).

M. Almansi et M. Lauricella (*) ont ensuite exprimé la solution sous
forme ’intégrale définie dans le cas de la plaque encastrée. Je me
propose d’obtenir le méme résultat pour le probleme de la plaque
simplement appuyée et pour celui de la plaque lLbre.

1. On sait que les méthodes de MM. Almansi et Lauricella reposent
sur cette remarque que toute solution de I'équation

2 2 2
(1) AA[&:(-(}%—!-{——()(—).}—/-;) u=o

(V) Sur le mouvement vibratoire des plaques (Journal de Liouyille, o¢ série, t. XIV,
p. 241; 1869).

(2) Mémoire sur la Théoric des plagques élastiques planes (Journal de Liouville,
3¢sério, t. I, p.2ar1g; 1877).

(%) Aumaxsy, Sull’ integrasione dell’ equazione differensiale A*A*=o (Atti dc. Sc.
Torino, t. XXXI, p. 881; 1896 ). — LAURICELLA, Integrazione dell’ equazione A*(A%u) =o
inun campo di forma circolare (1bid., p. 1010),
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peut se mettre sous la forme

(2) u=U(z*+y'— R+ V,

U et V étant des fonctions harmoniques. Dans le cas de la plaque en-
castrée, les conditions données font connaitre les valeurs que prennent
U et V sur la circonférence, de sorte qu'on est ramené au probleme
de Dirichlet. Dans le cas de la plaque libre ou simplement appuyce,
les données semblent au premier abord beaucoup plus compliquées.
On va voir cependant que, pour étre encore ramené au probleme de
Dirichlet et & des quadratures, il suffit d’utiliser ce fait [lequel inter-
vient aussi, comme on sait, dans I'établissement de la formule (2)],

que I'équation A(x) = o admet la transformation infinitésimale

z du . Jdu
oz dy’
autrement dit, que si « est une intégrale de cette équation,
» du — Jdu
oz Y dy
en est unc autre.

Considérons d’abord le cas ot la plaque est appuyée. Alors on

cherche une fonction « pour laquelle on donne :
@) Alintérieur du cercle donné, soit du cercle

(3) 22+ y? —R¥=o,
les valeurs de Adu; autrement dit ’¢quation
) AAu =.f,

Jétant une fonction donnée de & et de y;
b) Sur la circonférence, les valcurs de «;
¢) Sur la circonférence également, les valeurs de la quantité

e
(A—oap)Au+ 2p a—é;-’

ou p. et A — p sont deux constantes positives. Nous désignerons, pour

abréger, cette quantité par D («).
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Supposons tout d’abord que la fonction f qui constitue le second
membre de I'équation (4) soit identiquement nulle. Nous pouvons
alors prendre u sous la forme (2); la condition b fait alors connaitre
les valeurs de V sur la circonférence ct, par conséquent, on a cette
fonction elle-méme en résolvant une premitre fois le probleme de
Dirichlet.

L’expression D (u) s’écrit, d’autre part (en tcnant compte de ce que
U est une fonction harmonique),

oU oU
5 =4 () — @r o . -
(5) D(w)y=4(—2p) <.v iz + ¥ 3y +U>
oU ot av
-+ A Ly — ) 4 —_— .
e ['(” oz Y ())f) >U dn’]

Cest ict qu’intervient Ia remarque & laquelle nous faisions allusion
tout & I'heure : cette remarque nous montre que la fonction

oU U 228 JUu N

b(h—2p) <x()7 “"‘3’553; +U>,+ 2p [4 <r :f; +y D}) +2UJ
_ 0U U T
——"/l[k<zl*d—l‘+ya‘y*> (7\.-[L)UJ_-L1

est une fonction harmonique en méme temps que U. Les valeurs de
cette fonction étant connues sur la circonférence, nous aurons U, par
une seconde résolution du probleme de Dirichlet.

Enfin, U, étant obtenu, et en désignant par p, 0 les coordonnées
polaires, I'équation
—'i—‘ =2p %LPJ +(A—p)U
nous donnera

v ] '
(6) U:mfp“’Uldp,

en posant

k= A —; .
La seule difficulté qui reste 2 examiner concerne le choix de la limite
inférieure d’intégration. Or ce choix est imposé par la condition que U
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soit une fonction réguliere & I'origine. Cest ce qui aura lieu si I'inté-
grale est prise entre les limites o et p, et dans ce cas seulement.

La fonction U ainsi déterminée est, d’ailleurs, harmonique en méme
temps que U, : car on a, en général,

A 92—&— f)ﬁ —(r—()—+v—()—+?>Azz
Por TV oy) T\ Fox TV oy 7 ?

ét, par conséquent,
Jd

)
o__AUI_[1<x(-ﬁ+y5)—/>+37\—1{|AU,

de sorte que, si AU n’était pas nul, il devrait étre une fonction homo-

N : 31— . R .
géne de degré — — £, ce qui ne peut étre, puisque U est une fonc-

tion réguliere.

2. Passons maintenant au cas de la plaque libre, en écrivant les
conditions au contour & la facon de Kirchhoff ¢t de M. Boussinesq.
Ces conditions ne font plus connaitre les valeurs de w, mais donnent :

¢) Les valeurs de 'expression D(«) précédemment éerite, et

d) Celles de la nouvelle expression différentielle

_5 4 ” d [ u
® (1) =12 T (Aw) -2 7 (-(7[()’;),

dans laquelle s désigne I'arc du contour, pendant que I'expression
Pu , , s, ) . , ’ \
——— représente une dérivée seconde formée en rapportant la figure i
Jton o

deux axes auxiliaires, 'un M¢ dirigé suivant la tangente au contour
dans le sens des s croissants, I'autre M~ normal & ce méme contour, et
nommant ¢ et nles coordonnées cartésiennes obtenues dans ces condi-
tions. On a, d’ailleurs, aisément

() Qw4 day 1 da
/ dedn " ds \ dn R ds’

R étant le rayon de courbure du contour, compté comme positif ou
comme négatif, suivant qu’il aou non le méme sens que la normale 7.
Les données précédentes ne sont d’ailleurs pas compatibles en
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général : il y a trois conditions de possibilité. Si, d’autre part, ces
conditions sont vérifiées, la solution n’est déterminée qu’a un poly-
nome linéaire quelconque pres.

Reprenons encore la fonction cherchée sous la forme (2) : la quan-
tité D(u) continuera & étre donnée par la formule (5), que l'on peut
encore écrire

2p ,0V

oU
K7 — g — 27 ',
(5") Du=4 [7.p P -+ (A p.)U] +pr P s
Pour » (), on aura [ en supposant que ~ soit la direction de la nor-
male extérieure, et utilisant la formule (7)]

0 [ U 2 O oV oV
(D(ll)-— |)\—-—-<(D-()—P' -+ U> —i—l—{g‘ 3*0—2(2RU+'0—9' -—-—R—>-

r)V
T ox
temps que V, ¢t que, ¢ (\tant une fonction quelconque, la quantité

. av ov . .
En remarquant que P = +y() est harmonique e¢n méme

1 ()W Jd\*? o, ) .
— === est ¢gale A Ap — — (p-=) @, on peut mettre cette expression de
PP\ dp)

ua(u) sous la forme

i /J, J ()U oW J\? I oV
! fu— - st o) o — — .
(7)) d(w) == ’)(< +U> R <p ; > IMU—f—Rﬁ(p o V>|

Considérons alors la fonction ®(z) comme définie, non seulement sur
Ja circonférence, mais dans tout I'intérieur du cercle, par la formule
précédente, nous voyons que cette fonction est harmonique. Connais-
sant (d’apres I'hypothese) les valeurs de @ () sur le contour, nous
pourrons calculer cette fonction dans tout le cercle, par la résolution
du probleme de Dirichlet.

Il en sera de méme pour lafonction D(u) définie par la formule (5)
et dont la propriété harmonique apparaitra si l’on tient compte de
Videntité

A Jd\? v
e =(r3) v '

Les fonctions D(u) et ®(w) étant ainsi connues, il s’agit de re-
monter aux fonctions U et V elles-mémes. A cet effet, on éliminera V
en différentiant par rapport 2 p I'équation (5") et combinant avec (7’),
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ce qui donne, toutes réductions faites,
(8 p-d%l)(u)+R®(z¢);(87;—4y)pa%<p%—i-U)-

Il vient done

, JU D(u) 1 /PE
(8 955+U_87‘~414—87\—4H,0 p@(u)dp—i—const,.

Mais p‘z)—U + U doit étre une fonction réguliere : il est, pour cela,
nécessaire et suffisant que @ (u) soit nul & l'origine.

Cette condition étant supposée vérifice, la valeur de p ()U + U fera
connaitre celle de U, savoir

(9) U——-—————{———-fp Do+ /Pgm(u)d) dp + consl.,
' — Br=4ped, Jy p rree

0

le choix de la limite inférieure o sous le nouveau signe d’intégration
étant imposé par la condition que U soit une fonctmn 103111101(,, et
la constante arbitraire additive provenant de celle qui figure dans la
formule (8").

U étant ainsi trouvé, la formule (5) fera connaitre V, qui sera une
, : onlihen of Pevnpacd . _ou
fonction réguliere si l'expression D(u) —4 [7\r % T (A — [x)U]
manque : 1° de terme constant; 2° de termes du premier degré.

La premiere de ces deux conditions détermine la constante arbi-
traire que contient la formule (). Quant i la seconde, si I’'on remarque

oU
que les termes du premier degré de p 5= o sont identiques & ceux de U,

elle se réduit aisément & celle-ci que Du— Ro(u) doit cg‘ll(‘ment
manquer de termes du premier degré. Il est d'ailleurs aisé de voir
que 'ensemble de cette condition et de celle que nous avons précé-
demment trouvée [d’apres laquelle ®(u) doit manquer de terme con-
stant] équivaut aux conditions de possibilité qui s’¢erivent a priori.

3. Si maintenant on veut passer au cas ou la fonction f, second
membre de I'équation (4), est différente de zéro, on sait que le moyen
Ie plus commode consiste 2 former des expressions analogues & la
fonction de Green pour I'équation de Laplace. L’identité fondamen-
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tale étant

(10) lff(uAAv—vAAu)da

= g [u@(v) —v®(u)— %D(v) —+ %D(ZL)J ds,
ol u et ¢ sont deux fonctions régulieres dans I'aire X, limitée par le
contour (s) (ici 'aire du cercle donné), on prendra pour ¢ une fonc-
tion qui soit irréguliere, & la facon de r*logr, au seul point P (x,, y,)
de cette aire. La formule précédente sera alors complétée par le terme
2w Au(x,,y,) et donnera la valeur de ce terme si tous les autres sont
connus. C’est ce qui arrivera, pour le cas de la plaque appuyée,
si ¢ satisfait & Péquation AAy = o et est nul ainsi que D(v¢) au con-
tour.

4. La fonction ¢ a d’ailleurs une interprétation physique simple.
Elle représente la flexion produite par effet d’une force normale
unique appliquée an point P. C’est ce que 'on voit immédiatement en
remplacant, dans I'équation (10), AAu par /, f élant nul dans toute
I"aire de la plaque, sauf dans une tres petite région entourant P, mais
devenant tres grande dans cette région, de manitre qu’on ne cesse pas

Lavoir
fffclcr::x.

5. Pour le cas de la plaque libre, on sait que les choses se pas-
sent d’une fagon un peu moins simple. Pour une intégrale ¢ de I’équa-
tion AAy = o, irréguliere 4 la facon indiquée au point (2, y,) et
en ce point seul, on ne peut pas avoir, tout le long du contour,
D(¢)=wm(¢) = o, la distribution des quantités D(¢) et ®(v) devant
étre telle que Ion ait

f [.z'd)(c') — j—%l)(v)J ds == 27 0,
(8)

(r1) f [Jzu;)(v)——%‘%])(v):l ds = amhy,,

(s)

[. () ds =T
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La forme la plus simple que puissent prendre D (¢) et ®(¢) de
maniere & vérifier les équations (r1) est celle ou D(¢) est nul,
®(¢) étant égal & une fonction linéaire de z et de y. Sil’on désigne
par ¢ la forme quadratique définie

(12) 100 = [ oy 02,
($)

par Q(z, y,¢) laforme adjointe de ¢, divisée par le discriminant de ¢,
on pourra prendre

00 IQ 00\ _, [/ 00 __2Q  0Q
69 o=t (e 5y g+ ) =i (G i+ )

(¢t = ty=1 étant des variables d’homogénéité).

6. Dans le cas de la plaque appuyée, comme dans le cas de la
plaque encastrée, la fonction auxiliaire ¢ est symétrique par rapport
aux coordonnées x, y; a,, y, des deux points dont elle dépend, ainsi
quon le montre par un raisonnement tout semblable & celui qu’on
emploie, dans un but analogue, & propos du probleme de Dirichlet.

1l semble, au premier abord, que I'on ne puisse arriver au méme
résultat pour le probleme de la plaque libre, ol se présente une diffi-
culté analogue a celle que I'on rencontre & propos du second pro-
bleme aux limites de la théorie des fonctions harmoniques (probleme
hydrodynamique). Dans ce dernier cas, on sait que, pour obvier & la
difficulté en question, M. Klein (*) a été condaith compliquer an peu la
fonction primitivement considérée par Fr. Neumann, en y introduisant
quatre points du plan au lieu de deux. J'ai montré, dans mon ensei-
gnement de 'année scolaire 1898-1899, au College de France, qu’une
telle complication étaitinutile et qu’il suffisait, pour arriver i la symé-
tric voulue, de disposer convenablement de I'arbitraire qui reste
encore dans la fonction de Neumann. '

Il en est tout & fait de méme ici. Si, dans la formule (10), on rem-
place ¢ par la fonetion ¢(z, y; 2, y,) qui vient d’étre considérée, et «
par la fonction analogue ¢, = ¢(x, y; 2,, y,) formée en remplacant

(') I PockELs, Differentialgleichung Au -+ k2w = o. Leipzig, p. 253 ; 18g1.
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le point P(xq, y,) par un autre point quelconque P, (x,, y,), on con-
state, & la maniere ordinaire, quela différence

v (2, Yos £1, Y1) — ¢ (24, Y13 2oy ¥o)

s’exprime [D(¢) et D(¢, ) étant nuls] par 'intégrale
(14) f[s’l(D(())—-cf(D(m)]cls

étendue au contour donné.

Or les propriétés par lesquelles nous avons défini la fonction ¢ ne
déterminent cette fonction qu’a une quantité pres de la forme
max —~+ ny - p; m, n, p é¢tant indépendants de «, y, mais pouvant
dépendre d’une facon tout a fait quelconque de x,, y,.

Soit alors f(, y, ¢) une forme quadratique quelconque, laquelle
peut d’ailleurs étre identiquement nulle. Déterminons les coefficients
m, n, p de maniere que l’on ait

X 00 , 1 Jdf
2 ), " 0x BT 5 0y
1 0Q , 1 9f
(15) E\/(;)‘ 7}—3;'([.5——;-()——”7
I 0Q , 1 df
gﬂ)"“az ds=3 o0

et cela pour toute position du point P, de sorte qu’en particulier on
ait aussi

v, 0Q 1 Of
1 a0 1 df
(15" 5[,,”97"“—5oy,’
1,9, _1If
2L‘1()td5—§dt,

Les coefficients m, 7, p étant ainsi choisis, on aura bien
p(P,M)=v¢(M,P);
car, si ’on remplace ® (o) par sa valeur (13), et ® (¢,) par une valeur

analogue, 'expression (14) disparait.
Ann. de P’Be. Normale, 3¢ Série, Tome XVIJI. — SEPTEMBRE 190T. 41
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Quant & larésolution des équations (15) par rapport aux arbitraires
m, n, p; elle estassurément possible. En effet, dans ces équations, les
termes qui dépendent de m, n, p sont respectivement

ﬁ)(mx-i— ny-+p) —3—;—) ds,

SR

[C

90
(16) L (ma—+ny—+p) }):)7 ds,

(&N

20
f(m.x—}— ny-p) I ds;

()

ils peuvent s’écrire respectivement — 90 1 10Q 100, posant
2 0X" 2 dY 2 JZ4

X:fx(mx—i—ny—%—p)ds,
(s)

Y :/ y (mz -+ ny -~ p)ds,
(s)

7 :/ (ma~-ny + p)ds.
(8)

Mais, ainsi que nous I'avons remarqué plus haut, X, Y, Z sonl res-
pectivement égaux i é ;}Zz, f (;),’;’, —i »Z/’f Done les quantités (16) ne
sont autres que les coefficients m, n, p cux-mémes.

Des considérations toutes semblables s’appliquent, d’ailleurs, &
Péquilibre du solide élastique de dimensions finies, en partant, par
exemple, de la solution donnée de ce probleme par M. Fredholm (*).

La fonction ¢, calculée pour le cas de la plaque libre, représentera
encore I’effet d’une force normale unique appliquée au point z,, y,,
celte force étantcontre-balancée par des forces ¢galement normales au
plan de la plaque, appliquées aux différents points de son contour et
proportionnelles aux distances de ces pointsd une droite convenable-
ment choisie.

I faut toutefois interpréter les équations (15), qui achévent de
déterminer ¢. Cest ce que I'on fait aisément lorsque / est nul. Les
intégrales/w ds, [ @ ds, /yv ds représentent, en effet, la projection

(1) dcta Mathematica, t. XXIII,
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sur I'axe des = et les moments par rapport aux axes des z et des y du
systeme des (uantités de mouvement du contour de la plaque, sup-
posé matériel et homogene, lorsqu’on considere les déplacements que
subissent ses différents points comme des vitesses communiquées a
ces points. Les équations (15) expriment donc (pourf=o0) que si,
les points du contour étantanimés des vitesses en question, on rendait
ce contour rigide, il resterait en repos. Il devient alors évident qu’on
peut satisfaire & ces équations en disposant convenablement du dépla-
cement infinitésimal arbitraire qu’on peut adjoindre & la déformation
cherchée. '

7. Proposons-nous donc d’appliquer la méthode développée tout &
I’heure au calcul de la fonction auxiliaire ¢, singulitre au point P,
pour les deux problemes dont nous avons eu & nous occuper.

Conformément aux notations de M. Lauricella (*), » représentant
toujours la distance du point P & un point quelconque M dua plan,
nous désignerons : ,

Par ¢/, 0’ les coordonnées polaires du point P, rapportées au centre O
du cercle;

Par P, I'image du point P par rapport au cercle ;

Par ¢” la distance OP, = ;—{,: et par r, la distance MP,.

Enfin, v=0— 0" représentera P'angle des rayons vecteurs OM,

N
OP, ¢t g I'angle OMP.
La fonction

r2 !
v =rtlogr— i—{; rilog (% 1'1)

satisfait & Péquation AAy, = o. Elle possede au point P la singularité
voulue. Enfin, clle s’annule sur la circonférence. Il suffira donc, pour
obtenir 'expression cherchée, d’adjoindre & 7 un produit de la forme
U(p* — R*), ot U sera une fonction harmonique choisie de facon
a réaliser, sur la circonférence, la seconde condition

D[y -+ U(p*— R*)]=o.

(1) Loc. cit.
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On trouve aisément, en un point quelconque du cercle,

L, oy P o2 !
Ay =14 {1+ logs l'i2[1+10°<li”>l$

et, en un point quelconque de la circonférence,

dy, _ R2—p™
(—/(; (1+zloaz) i

Si I'on tient compte de ce que, sur la circonférence, r est ¢gal

l{ r,, on voit que la fonction harmonique

(17) <x 1{”){41-—0#-{-40 H)lw(f{ >J

prend, sur le contour, les mémes valeurs queD(y) D’apres les consi-
dérations précédentes, c’est cette fonction qu'on devra égaler &

— 4 [7\9 0“-{—(7\ [J.)U]. L’application de la formule (6) donne

alors

_ _p: i ah—p. ) h— | P fomt 1o ‘__'AA-—(J. )
U= (' m) [2(1-—#) s foetes ()| (k=T

Il est aisé de mettre en évidence la symétrie du second membre de

. ’ Iz
la formule précédente (pnvc du facteur 1 — i%) par rapport aux deux
points M et P. Si I'on tient compte, en effet, de I’équation

2
()P ""0 == 1571
P

qui donne

p'rs = YR+ pp — 2 R¥pp  cos 7,
il vient

— RN [ 2h — IR Sl LN AN
e v==(=f) a0 ()|
en posant

L e
(18) ¢ (¢, "/)——“—‘—————I ¢ Mogy/tt—2tcosy -+ 1dt.
1

_F
t Y
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La fonction ¢ (z,v) n’est, d’ailleurs, elle-méme autre que la partie
réelle de la fonction ¢ (ze’), dans laquelle

1 ¢ e
C‘Q([):—T"f t *log(r—¢) de,
0

11—

AR

I'intégrale étant supposée prise suivant le chemin rectiligne.
La fonction ¢ cherchée se présente bien alors d’une maniére symé-
trique par rapport aux deux points dont elle dépend : on a

! 2 !
(19) ¢=rlogr— <%"1> log (% >

(o———|{2)(o *R)I:"“' — pp . 7
o DU 08 R 2TFy ey J

¢ ¢tant ainsi caleulé, une intégrale quelconque « de 1’équation
(4) AL =[]

sera déterminée, en fonction de ses valeurs et de celles de D(u) sur
la circonférence, par la formule

87 up= [[1:(0(0)—{—])(1&) %;—;_I d.s*—}—)\ffc’fdr:,

ds désignant 1’¢1ément d’aire du cercle.
¢ étant nul au contour, on a

g U 7Y ?_Eiz_ ..(.)_‘{
@y =2 5; (A9)+ 15 om(op)‘

Nous supposerons que la distribution donnée des valeurs de w sur le
contour ait, par rapport i 9, une dérivée continue et une dérivée
seconde continuc, sauf en des points isolés. On peut alors écrirve,
moyennant une intégration par parties relative a 9,

. ’ 0 ) o2 d?u Jv
(20) 8ﬁxu,.::xffa/da+/%MZE(M)+[D(u) -r{aw]a;f s,
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ou, toutes réductions faites,

R*—p"
o) = [ [orans Bl
1R ! __cos¢ (A—m) ro M /h—p\ (o >‘|
X%f[ﬁ"{'”(ﬁ". ’ )’"”‘ s r) Yo )] e
R - ! am d*u
im0 (o) oo 52

8. Dans le Mémoire cité, M. Lauricella, apres avoir établila formule
qui fait connaitre la valeur de wau point P en fonction des valeurs

dewet de 2% PE “au contour, et que I'on peut éerire

—pl2 2 . pl2)2
(21) 2T Up == "?R‘Q‘,PJ) Ju ds /LR Pm—)_m«)?r‘o wds,

. Ry

a démontré que la fonction ainsi définie satisfait bien aux conditions
du probleme. Toutefois, en ce qui regarde la condition relative & la
dérivée normale, il n’arvive au résultat qu'en supposant que la série
de valeurs données de « admet, par "l[)p()!" t & 0, une dérivée et une
dérivée seconde. On peut montrer qu’il suffit de supposer & « une dé-

du du
rivée premitre — <l¢1 série des valeurs de 0 étant, bien entendu,
()

continue) et qu'on peut méme, dans ces conditions, donner h la dé-

monstration une forme plus simple que celle qui a été indiquée par
M. Lauricella.
Si, en effet, on différentic la formule (21) par rapport a ¢, il vient

s 4

du _ (du 9 (R2—p) ) (R”‘—-p”)”cosq:m
Jp’ Op op  alr “op TR 5

(21") 27 =

Si I'on tient compte de ce fait que R — ¢’ est toujours plus petit
que r et, par conséquent, R* — " plus petit que 2Rr, on voit sans
difficulté que les quantités

J (R*—p'2)2 d (R*—p2)2cos0

dg TaREE 9’ R*ré
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[N
N
N

sont respectivement de la forme

~(R2—p") , (R2—p'2)
Kigm— KMoym

2

K et K restant finis, méme lorsque 7 est infiniment petit.
Supposons alors qu’au point Q, vers lequel nous allons faire tendre
le point P, la fonction donnée «(9) soit égale & u, et admette une dé-

., Jdu . . .
rivée u;, pendant que -~ est continu et prend, au méme point, la va-
dp

) 8 )
leur <()-—P- )0- On aura

=y~ (uy-+=n)sin(0—10),

du (0N
()p ()p 0 T

7, 7’ tendant vers zéro avee ) — ¢'.

Si 'on tient compte des évaluations précédemment obtenues et de
Pinégalité évidente Rsin(0—0)Zr, on voit que la formule (21")
s’éerit (7" tendant encore vers zéro avee 0 — 0)

du __ [du 0 (RP—=p™)2 "0 (R*—p")%coso
g <‘ar‘5> / gp ales B | Sa TR
RN (R”-——p“)’(‘OS@ g (BE—p™)
w0 / sin(0 — 0 W RA ds + B Ty ds.

Jdu
dp
le voit immédiatement en appliquant la formule (2r1) aux deux fone-
tions w == ¢* — R* et w == 1; le troisieme est aussi nul, puisque la quan-
tité sous le signe / est unc fonction impaire de § — 0

La dernitre in(égrale tendant vers zéro avec R — o, ainsi qu’il est
bien connu, la conclusion demandée est établie.

Le premier terme est égal & ( > et le second & zéro, ainsi qu’on

9. Un traitement tout semblable s’applique & la formule (20"), en
supposant que »(0) ait une dérivée et une dérivée seconde continues.
Il n’y a, tout d’abord, pas lieu d’insister sur le premier terme

I o
g—%ff‘fda,

lequel s’étudie par les méthodes classiques de la théorie du potentiel.
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< . " du d*u .
Soient maintenant u,, u,, u; les valeurs de u, —5’ i aupoint Qde

la circonférence; D,(u) la valeur donnée de D(u) au méme point,
cette valeur de D(w) étant d’ailleurs supposée fonction continue de la
position du point Q.

Le fait que u, tend vers u, résulte immédiatement de ce que le terme

R? AR / R?— p"? »(‘ISV
2)1[{2 7T T R

est celui méme qui figure dansla solution classique du probleme de
Dirichlet pour la circonférence et que les autres termes du second
membre de (20”) sont infiniment petits par mpport a celui-la, pour r
infiniment petit.

Désignons, d’autre part, par A’ Popération A relative non aux coor-
données du point M, mais & celles du point P; par D', I'opération

()2
(A—2p) A" 2 })'{_;’3'

L’expression D’(¢) s’annule toujours pour o’ = R [puisque D(¢) s’an-
nule pour p.= R] ; il enest de méme des quantités

,Q(R”—-—p") R (»g___cosqo p()\ ) ”1 Ao o\
S () et (L ()]

A0 "
o Z D——Al) ((),

AR =T 2 toel —a 2w (2 N = — L
D e e tes g =2 5 B () || == 05

On s’assure aisément que ces dernitres sont respectivement de la
forme

o (RE—p'2) ,uv—ym
K [V K TR

K et K’ restant finis, méme pour r infiniment petit.
Or, moyennant les notations indiquées ci-dessus, on a

i u(,-+—~n

w(0) == wy~wysin (9 — 0) - sin*(0 — 0'),

D(u)=D,(u) 4+,
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et, par conséquent, en négligeant, dans la formule (20"), I'intégrale
double,

, o o uy . J .
D (up) = g2 ()P AD!(0) ds + 42 fsm(ﬁ—O’)F)EAD’(‘)ds

"

"Wfsm (0-—0’)-AD’(V)({S

l) (c))([s—k—fn Eir‘,—ds.

Le terme en w, disparait évidemment. Il en est de méme des termes
en u, et en o [comme on le voit en appliquant la formule (20") aux
fonctions w=1 ct w=R —pcos(0 —0")]. Le terme en D,(u) subsiste
donc scul ¢t fournit la conclusion demandée.

-+ & g [I)o(u

10. Pour trouver la fonction ¢ dans le cas de la plaque libre, nous
prendrons encore cette fonction sous la forme

Uet Vétant des fonctions harmoniques. Pour déterminer la fonction U,
il faudra, d’apres Ie n® 2, trouver tout d’abord une fonction harmo-
nique prenant au contour Ies mémes valeurs que D(y) et une fonction
harmonique prenant les mémes valeurs que ® (7).

La premiere de ces fonctions est donnée par la formule (17). La
seconde est, manifestement, la fonction

VAl e\ 9 pl R*—p 02
(22) -R._;—-<1—i— ]f{g)p%-lob it ) = G~ o % loonz,)

La fonction Usecra alors déterminée par la condition que 'expression

Jd/ JoU ,
-—4(9/—(J)pDF<p Jp +U)

=~

soit ¢gale, & un polynome linéaire pres,

‘/; (h— ) (; — ?{J) — /;Z(x -~ f{z)} e )_lo Il-}—-/|[.l<1-—- E{_1> .;_ logr;.

Ann.de UEe. Normale., 5° Série. Tome XVIIL — bm'i'x-;nmm-: 1901. 42
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Comme logr, est une fonction harmonique et que, par conséquent,

0? d\? )
0,,10”11... p%) logry,

on voit que 'on aura, & un polynome linéaire pres,

(7‘~21¢)<09%+U>
= 4(7——.L) l—il—->——) ey <I —+—u£lo“‘ al
- i ' F k2 R P Pp )r =] P”
_ PN\[, 2 ¢ O o (1)
__p.(x—l >[( 7 lo,,(r )-}-ln <( )]-}— /.wl() <( )

- R?. . .
la quantité p" = 7 introduite dans cette formule étant la valeur de r,
2

pour g =o.
Le calcul de U lui-méme est simplifié par Uintroduction des variables
imaginaires. Soient, comme plus haut, = la variable imaginaire qui

R i , ,
est représentée par le point My - celle qui est représentée par

l)

le point P,. La fonction U pourra étre considérée comme la partie
oU
o

sera alors la partic réelle de '?Z" GComme I(»ﬂ( > est la partie réelle

~

réelle d’'une fonction w de la v:u'mhlc imaginaire z; la fonction g=-

/
de log(; — ”—r;;l), on voit que 'on aura

53 o' o 535
(03) (ph—p)U= p< f{ >mw< — ﬁ‘”‘)“"‘)"’;ﬁ :né/ l()g(x~-l—i-:fl>r/: 0D
0 \

12 P /2 ~ 9 N _3/ -
:[J.(l — %) <N lob( ]:‘U) — 2l S—ﬁl 14 R (_I—E, - 1) lug(x — 31-4) I 4+ C4P,
) - N}

(. désignant une constante; P, un polynome homogene du premier
degré par rapport aux coordonnées cartésienncs du point M; ag, I
partic réelle de w.

On devra ensuite déterminer V par la condition que

20,V U s
0 5 + 4| 2p 77 - (h—p)U

soit égal et de signe contraire i la quantité (17).
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Soit encore v, la fonction de la variable imacrinair(, = qui a pour
2V

0t T
ol o (AP0, , ‘
réclle de =*——% et que w, sera dclermme par la condmon

ap . d¥wy ()l ] '_ :"
8 .([.I.-—;.)‘ . 3, :’,7./1. ( P\, d ;:’0\
=g ‘“"’o(‘ - "R“) o\ 1@)'“*&“%(' - %)
S g2 AN -
— :/—T:_[,Z T{* A —log (lm TV)~..(2/. — {J.)<I—-— ]—{)

../,(7.-«,J,)< £ >lo~n ;’_”( %«— (0= ) C— (20— p) P,

partic réelle V, de sorte que ¢ < ) V— p—— sera la partic

—

La constante C el le polynome P doivent étre déterminés par la
condition que le second membre soit divisible par g*. On trouve ainsi

‘C-.:-<|—§‘) e+ - ),_{J ]a
(

2(h—p)
( P 7._ po cosy

(24)

valeurs qu'il faudra substituer dans la formule (23). Puis il vient

_AREL( w) i Icw (1— 1) dt

J(’/ !) oA ¢

2k~ [ s:{)) [ R/

-t
0d loo( 1 — 220
-4 2 loh<1 i ) ]

On en tive, moyennant les formules (23) et (24) et en rendant
symétrique par I'addition (permise) d’un polynome du premier degré
en p,

/ !
= tog ;- (£ g (B
v=rtlog i <n>' n)

LB =R "‘:Ii)l 2l —p

—Pyp-f(p -+ %) cosy —2pp' ]

_
I
N
N
=1
=3
a3
TN
=
>
S
-
X
~

IR 2 (1 —p

s.nu(/—[,) it log(1 —¢)de  [22R? __gig') 2)  plp ( “1‘2>'J1 ( _
+‘i( {(')/——{J)l ¢ } o e + 27——[1 RE\' 53, 08\ !

—l L
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Si I'on tient compte des identités

o (2T _ (B R )
/)T I

on voit ¢u’on pourra encore écrire

r—r2[log( ” o ()] 2h = (=B (2= RY)
(25) w=7 []Ot’(ﬁ)—k:ﬁ—plo (T{"' )}+)(/~[J) R:

A ,
Ry w— W b Lo+ ) cosy — 2¢']

/

4RR* )(?\w—p.) [“' log(1—-1¢)dt z§:~,> ol 330
b i (_1(0)- J') <R J ’ ~={ 1 TE l() I “.

La fonction

1 , n
log(r—1¢ l A A |
/ ) h'(z'—m)‘”:“ (Tz R TR > =F(e)
J h

~est évidemment analogue & la fonction Fi(¢) considérée plus haut. De
plus, les dérivées suceessives de la fonetion

ol o —
f Jv‘?*’._(ll ~ O (1 — 0 log (1— ¢)
0

nesontinfinies, au point £ =1, que comme celles de (1 — ¢)* log(1 — 1),
ainsi qu’on le constate, soit en développant Pexpression précédente en
une série entiere dont les coefticients diminuent comme les valeurs

Ih
H

. 1 . , ., ..
successives de —;; soit en remarquant que la dérivée premiere est

lOg‘(I — ) — ]()g(] e el = .(:l) l'(;g:(*l_:—;//)'

&S| o=

Une fois ¢ obtenu, on a (h un polynome linéaire pres)

8. up--7\ff"félo‘+ f[()i D(u)— V(),)(u)] ds.
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Quant a ce fait que la formule ainsi éerite donne bien une fonction
répondant aux conditions du probleme, il résulte de ce que, en raison
des remarques qui viennent d’étre faites, les dérivées d'ordre (uel-

_conque de ¢ ne sont jamais infinies que comme les dérivées correspon-
dantes de 72 logr ou de »3 logr,. Si, en effet, on pose, comme précé-
demment,

Di(e)y=(h—ap)Ay+4oapn o
dp'’
puis '

HeoN —— 3 2. /" _ l" ().7 f)ﬁ()‘ _ »_)‘[J_ ()2‘,
(D(‘)“'«J"A‘H PV dp’> ‘

onvoit que les quantités D' (v), w’(v), a()r; [D"(¢)], ;)%[(D’(v)], lesquelles

sannulent avec o’ — R, sont toutes de la forme

K étant fini. On en déduit, comme tout & 'heure, que si les valeurs
données D () el w(w) sont continues, on a, en désignant par D, (u)
et @, («) les valeurs en question au point Q,

Hm D/ () == ADy () -+ B®,(«),

(2 ¥
lim 0 (w) == CDy (1) +D Dy (u),
PR
en posant
A= nm/m’l DY () ds, —— lim fD’ (0) ds,
pre=t.) Op =R

C == lim jA-{{u;)’(v) ds, D=—lim f(ic)/(o)cls.
p'=R ()P p=R

D’ailleurs, il est clair que ces limites existent et sont égales, les
unes (A et D) & 1, les autres (B et C)a zéro : il sulfit, pour le voir,
de remarquer qu’il existe évidemment des fonctions w telles que
Dy (u) et w,(w)aientdes valeurs quelconques données, — parexemple
Do(u)=1, ®,(u)=0; ou D,(u) =0, ®,(u) =1, — et dappliquer
a de telles fonctions Ia formule (25).

11. Apris avoir résolu le probleme de la plague circulaire encas-
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trée, M. Almansi (') a appliqué des considérations toutes semblables
a Uéquilibre de la sphere isotrope, en se placant successivement dans
le cas oit 'on donne les déplacements i la surface et dans celui ot I'on
donne les tensions & la surface. 4

[l est un troisieme probleme que 'on peut encore se poser relati-
vement & I'équilibre de la sphere isotrope; ¢’est eelui ou, sans se
donner ni les déplacements, ni les tensions, on assujettit la sphire
i rester en contact sur toute sa surface avee des corps de forme et de
position données, le contact ayantlicu sans frottement. Les conditions
aux limites sont alors: 1 que la pression (de grandeur inconnue) soit
normale; 2° que la composante normale du déplacement ait en chaque
point une valeur donnée. Le probleme ainsi posé se rapproche done
de celui qui a été trait¢ par M. Marcolongo (*) et ot 'on se donne
une composante de la tension et deux du déplacement, ou inverse-
ment, a ceci pres que les données actuelles ont, comme on vient de
le voir, une signification physique tres simple.

Soient (u, v, w) le déplacement du point (x, y, 2);

R due
Ly =2 0T == 0 [ o

. Jav
Lyy =z o~ o ( )'}‘,
T PR
e UG ‘,(.():7

Jv ow
boa =2 by =2 | e e e ]
ye 72 by = <(): " ())’)

bow "= g =2 ( f)‘_‘_' - Jdu >,

o Js

Qu ov ‘)

Lpy == bygp =z | Vi e e
ay == bye == |/ (@, iy

les composantes de Ueflort;

X=alpr +y Loy - Slps,
Y =2l + yiyy + 5ty
Lozl = Yy -+ Sl

5

(V) Sulla deformazione della sfera elastica (Memorie Ac. Se. Torino,
L. XLVIL, p. 103; 1897,

(*) dnnali di Matematica, »* série, t. XXIII.

2¢ série,
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les composantes de la pression sur une dircction de plan normale au
rayon vecteur qui va de l'origine au point a, y, z, multipliées par la
Popération de Laplace considérée, cette fois, dans I'espace i trois
. . . 02 0? J?
dimensions, soit A= 5 + —— + -
dx? Jdy* Js?

La recherche de I’équilibre de la sphere élastique de rayon R, ayant
son centre A 'origine, revient d la recherche des fonctions u, ¢, s,
connaissant & la surface :

1° La valeur de la quantité ux + oy + ws;

2 Les conditions

Désignons par % la valeur commune (inconnue) des trois rapports
précédentss par K la fonction harmonique qui prend, a la surlace de
la sphere, les valeurs £ La fonction X salisfaisant, ainsi que le
remarque M. Almansi ('), & 'équation
('.26) AAYV == 0,

il en est de méme de la dilférence X — K @ celle-ci, s’annulant avee
p* —R?, est des lors le produit de p* —R* par une fonclion harmo-
nique 0,5 ¢t, de méme, on a
Y — Ky=(p*—R?*)0,; 7Kz = (p*— R?)0,.
Les ¢quations

Jd [ do do  do
AX = —_— (7 = [J.) (-)-'z (.L I_)ﬂ;,‘ -+ (’); -+ 5 ;)“; - O'>

17 Jo
TUD e 2()\ +[J.) ;'); <P ;‘)"r; n—— Q'>,

JX | 0Y  JL

ol Il = (3% -+ 2u)a,
Jx Jr~f))’ +()s (344 2p)

traitées comme il est indiqué dans le Mémoire de M. Almansi,
monftrent :
1° Que 0,, 0,, 0, sont les dérivées partielles d'une méme fonction

(1) Sulla deformazione, cle., p. 120.
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harmonique 0, de sorle qu'on a

7 = (p*—R?) gi +Ks;

2° Qu’entre les fonctions 0, 5, K existent les relations

9 . L4 o
| oG Z"‘“‘;‘“Goo“*)’
(28) ‘ )lO K
9z 9B g -
{2P09+P0p +3K = (3 +2p)o.

Enfin, la quantité ua + ¢y -+ wz satisfait, comme les précédentes,
a I'équation (20), ctTon peut écrire

(29) ux -y - ws==(p*—R*) G+ 1L
ou G et I sont deux fonctions harmoniques. L'expression de X en
fonction de wu, ¢, w s’¢erit alors
X2 )/‘ ~f= ¢ i)_.. LY ()‘{_{ e !)‘_,_ —}m ()(L e ()(1'
- o) T dy Js O
=&+ du w) -+ J~() (wx 4+ ¢y +ws)
= A [ P (){) ['(),L' & y S

:7.xcr+p.<p3—g )—!—[J D)_ [(p%+ R®) G-+ 11],

de sorte que I'on a

[ i, JG Ju ol
X=(p* ——I(i)w-t—l{.x—x()\o’—l- p) 4 p(p - R’)()~_+[J.<p0—P~-——u)—t—p.air’

(30) = (p* -—R’)»-— +Ky=y (o +opbG)+p(p® {’)Q('- ~ [ (p QY—-(’)-F[J.Q{!;
dy ’ dp Jdy

/ Y K= s p 1 Rp2y 2* 0% _ oY O
Z=(*—R )0 +Ks=z(o+2pG)+p(p*—R )(): “+ p()p W) -

Ajoutons membre 4 membre ces trois équations, respectivement
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e
o
p ]

multipliées par «, y, =, et tenons compte de identité

du v iy 0
px Je +py s +ps PR =p Py (x4 oy +wsz) —(ur + 0y +ws).
Iy i i i

Il vient une ¢quation dont les deux membres sont de la forme
(p* — R*) O -7,

© et© ¢tant des fonctions harmoniques. Or une expression de cette
forme ne peut étre identiquement nulle que pour © = ¢ = o. Nous
avons done

> s . - G 0 -
(31) ) = o <(. +p (()}:) -— 0 :j; — K=o,
fc’t.lf( L > A hp G K =
(39) e \p e ) 427+ 4pG —K=o.

Si PPon donne la composante normale du déplacement & la surface,
la fonction Il est connue par la résolution du probleme de Dirichlet.
Les équations (28), (31), (32), font alors connaitre les fonctions =,
G, 0, K5 apres quoi les équations (30) donnent u, ¢, w.

12. Lorsqu’un corps élastique est déformé par action de corps
rigides qui doivent rester en contact avec lui, le contact ayant lieu
sans frottement, la déformation qu’il subit ne peut pas étre quel-
conque, quels que soient les corps déformants, puisque la tension a la
surface doit ¢tre normale. On peut se proposer de trouver la déforma-
tion la plus générale qui puisse étre oblenue dans ces conditions.

Pour résoudre cetle question dans le cas de la sphére, nous aurons
a déterminer la forme la plus générale des fonctions o, G, 0, K satis-
faisant aux équations (28) et (31).

La recherche de la forme générale de n fonctions lices entre elles
par des ¢quations différentielles en nombre inférieur i n, se rattache i
une série de questions traitées par Monge.

Dans le cas ol les ¢quations sont linéaires, cetle recherche est
extrémement simple et le devient encore plus lorsqu’elles sont & coef-
ficients constants.

Soient, en effet, D un symbole de dérivation; F,,, F,, ... des opé-

Ann. de L' Ec. Normale, 3¢ Série. Tome XVIIL. — SEPTEMBRE 1901, 43
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rations différentielles de la forme
(33) -AU l)‘) -+ jkl I)V—] e I nd ;\y,

oti les A sont des constantes : de pareils symboles peuvent, on le sait,
se traiter comme si D était un nombre. Soient les n — t équations
différenticlles

(3!‘) Fil(v)’l)—i'FiQ(.)’:?)—*"--+l"in(}’n):o (E==1,2, ...,n—1)
aux n fonctions inconnues v,, ¥u. .-, ¥, Il est clair que les fonctions

{ Y= (1’1 (";)7
Y2 =0, (),

Yn= (Dn (6)?

ot ®,, @y, ..., ®, sont de nouveaux symboles de la forme (33) et &
une fonction arbitraire, satisfont & ces équations, si les symboles ©
vérifient les conditions

(36) Fi® - Foy®y 4= o= B @y =0 (d=1y2, 000, n—1),

ce qui aura lieu si 'on prend pour les @ les déterminants déduits du
Tableau rectangulaire

] ({==1,9, cooyn-—15 kz==1,09,...,n).

Par contre, il n’est pas ¢évident que 'on obtienne ainsi la solution
Ja plus générale du probleme. Aussi convient-il de rechercher celle-ci
par une méthode directe qui s’applique également au cas ot, dans les
expressions (33) des Fy, les A sont des fonctions quelconques de la
variable indépendante et non plus des constantes.

Supposons que toutes les expressions différentielles ¥y soient du
premier ordre, ce que 'on peut toujours faire moyennant l'introduc-
tion d’inconnues auxiliaires. Les équations (34) s’écriront

n n

Q Y ‘
(34) Z(ll,ﬂ)",.,»r— th/,lyk:: ) (f=21,2,...,n—1).

Tt
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. CL . o - . ,
Si les polynomes linéaires Z @ Y S @y Yk .-, NE SONE pas indé-

e

k k
pendants, on pourra éliminer tous les y* entre les ¢quations précédentes
¢t en déduire au moins une relation en termes finis entre les y. Sil'on
se sert de cette relation pour exprimer une de ces inconnues en fone-
tion des autres, on aura remplacé le systeme (34’) par un autre ana-
logue, mais ot le nombre n est diminué¢ d’une unité.

-l . ,
Supposons donc les polynomes Za,‘,fy,; indépendants les uns des
k
autres. On pourraalors prendre ces polynomes pour nouvelles variables
¢t donner aux équations (34) la forme

noe-1

o ~ .
(34" S~ Z birsp= Uiz, =0 (t=1,2,...,n—1).
foz=21

En général, tous les b;, ne seront pas nuls. Alors, en éliminant z,,
on aura un systeme analogue & (34"), mais ol 2 est diminué¢ d’une
unité. Poursuivant ainsi, on parviendra & une seule équation de la
forme

w4 by - byuy=—=o0

laquelle fera connaitre la fonction w,, une fois u, choisi arbitraire-
ment. Remontant alors la série des calculs précédemment effectués, on

arrivera i exprimery,, ys, ..., y, a'aide de la fonction arbitraire £ =u,

et de ses dérivées jusqu’d l'ordre n — 1. Dans le cas ou les équations

données sont 4 cocfficients constants, ces expressions ne peuvent

évidemment étre autres que les expressions (35) précédemment

obtenues ().

Seulement, il est un cas ou les calculs précédents tombent en dé-
faut : ¢’est celui ou, dans le systeme (34”), b;, est nul pour chaque
valeur de ¢.

Dans ce cas, le systéme proposé s’intégre en termes finis, a I'aide
de constantes arbitraires.

(1) On suppose que la solution du systéme (36) est unique. Mais il est aisé de voir
que le conlraire ne peut se produire que lorsqu'il existe une relation en termes finis
(sans constantes arbitraires) cntre les y.
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Alors méme que cette circonstance ne se présenterait pas pour le
systeme (34, elle pourrait se présenter pour P'un des systemes sui-
vants : ¢'est ce qui aurait licu si le systeme donné admettait des inté-
grales premitres (en nombre inféricura n —1).

En résumé, la solution geéncrale du systéme (34) peut, en géncral.
s‘exprimer par les formules (35); mais, il y a un cas d’eaception, celud o
les équations (34) adinettent une ou plusieurs intégrales premicres : dans
ce cas, U'intervention de constantes arbitraires est nécessaire ().

13. Appliquons les généralités qui précedent aux équations (28) et
(31). Ces trois équations admettent une combinaison intégrable. Si,
en effet, on les ajoute apres avoir multiplicé Ia premiere ¢quation (28)
par — 2, il vient '

Jd . } .
<p 5+ l>[vfl(.l. G (A+p)o-—0- K= 0.
f

La fonction 2 G - (A + )5 — 0 4+ K doit done étre inversement
proportionnelle & g. Cette fonction devant étre réguliere & origine,
il vient nécessairement

(577 apls o (h 4= p)og— 0 4= K = o.

L’équation (37) est dailleurs, ainsi qu'il est facile de s’en assurer,
Ia seule intégrale premitre admise par le systeme considéré.
En tenant compte de I'équation (37") et désignant par 1) Popéra-

tion p-')- =, Papplication de la méthode précédemmentindiquée
op Jdlogp
donnera
o= (Da-1) (2D - 3)E,
b (D (AP )z
(38) \ pGo==— (D = l)< ; D p.)g,
? K=[3%+ap-+a(2h-+p)D+a(d-+p) D2,
O=[p—o(h+4p)D — (h~p)D?]E,

ott £ est une fonction harmonique arbitraire; et 'on aura ainsi la solu-

(1) Gomparez Darsouvx, Sur la résolution de Ucquation da? -+ dy*+ dz?= ds* et de
quelques équations analogues (Journal de Liouville, 1° série, t. 11, p. 311; 1887).
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tion la plus générale des équations (28) et (31), puisque celles-ci
n’ont pas d’autre combinaison intégrable que (37).
H étant connu, Ja fonetion £ sera déterminée par I'équation (32),
soit
T L .
I{E(D '—l) ": (/\ +’)[J)D -+ :;D — g,

Le premier membre manque de termes du premier degré en o, de
sorte qu'il en est de méme de la fonction £. Nous pourrons done poser

(39) o= (D —1)L,

C étant déterminé par I'équation

(40) (h2p )D'-i ! l] —

Les déplacements cherchés u, ¢, w sevont donnés par les équa-
tions (30, dont la premitre s'écriva [en verta des formules (38),

(39), (4o)]
(D 1) gt i:(ow pG) =2 +pli - K) + l;;)( (i — F;:})
< E [0 )04 82 5l 2D+ 30D
" 'jf’ D’L(D_,)L(M- ) D2+ (314 5)D —[(h+3p)D + p]L

Si T'on tient compte des identités

, 0 , ]
p‘-();l)@:\l)—r)p’bg;

zDo=(D—r1)zo,

J . do
w0 —2e=0=ng,

il vient, a un polynome linéaire pres,

ot R* a9 .

ptt = (._.1.,.1.{.2 _[()+ D 3% +5p)(D—1)¢+2[(A4+3p)D +p](D— )"—t——?‘- (—)(‘—lg(jl‘—kf”x—zpl))t,
ot R* 9 R* 9

pp = . (y[(M D 43+ Sp)(D =1+ y[(A+3p) D+ pu](D — )§+—93/(37+4J.——-r[.1l))

. R: 0 ,
H“'—“—I——T«j =[O p)D 4+ 3%+ 5p](D—=1)8+ 3 [1+3p)0+11-](l)—1)§+2—(,—:-(3).+qy—2p-l>)t-
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Comme les valeurs ainsi écrites satisfont & I'équation (29), elles
donnent bien la solution du probleme, € étant déterminé par I'équa-
tion (40). Les polynomes linéaires qu’il y aura lieu d’ajouter h «, ¢, v,
pour avoir la solution la plus générale, seront alors les .composantes
d’une rotation infinitésimale.



