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SUR LES

PERIODES D'UNE INTEGRALE DOUBLE

DE FONCTION RATIONNELLE;

Par M. Emie PICARD.

M. Poincaré a considéré le premier les résidus des intégrales
doubles de fonctions rationnelles (Acta mathematica, t. 1X); dans ma
Théorie des fonctions algébriques de deux variables, j'ai présenlé cette
théorie sous une autre forme, et je 'ai complétée en montrant (t. 1,
p- 52) que tous les résidus élaient bien fournis par les régles énoncées
par M. Poincaré. La question se pose de savoir si une intégrale double
d’une fonction rationnelle de deux variables peut avoir d autres périodes
que des résidus. 11 est bien certain (voir loc. cit., p. 58) que les périodes
provenant d’un cycle & deux dimensions situe a distance finie et ne ren-
contrant pas la ligne singulicre de la fonction se ramenent & des rési-
dus, mais en est-il nécessairement de méme pour un eycle ne remplis-
sant pas ces conditions? Je me propose précisément de donner un
exemple montrant qu’une intégrale de fonction rationnelle peut avoir
des périodes qui ne soient pas des résidus, exemple que j’ai signalé
dans les Comptes rendus (22 avril 1go1) (*).

Considérons la surface du troisieme ordre

x15+y3+53.._:1

(1) Une errcur avait 61¢ faite dans la transeription des polynomes désignés ci-dessous
par A, B, Cet D,
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et Uintégrale double relative & cette surface

. [[rexer.

On peut établir d’abord que cette intégrale rentre dans la catégorie
de ce que j'appelle les intégrales doubles de seconde espéce (loc. cit.,
t. IT, p. 159), mais je ne m’y arréte pas, car ceci résultera de ce que
nous dirons plus loin. D’autre part, la surface étant unicursale, nous
pouvons exprimer z, y et s en fonctions rationnelles de deax para-
motres u et ¢; soit, par exemple,

» — A B ) y
S A | LA 1
ou

Az g e 4wt
B 0 — ug - ,(L"".’.’
Gzt e (e 4= uet),

D=t e (0ed4 we),

e élant une racine cubique imaginaire de 'unité.
En substituant dans I'intégrale (1), on trouve que celle-ci se trans-
forme en l'intégrale double de fonction rationnelle de « et ¢

(2) e(:——e)ff%dadr.

Cette intégrale double de fonction rationnelle #’admet pas derésidu,
mais nous devons la regarder comme possédant des périodes. Celles-ci
s’obtiennent de la maniére suivante. En posant

y= Vl —az% L, Z= (/x — 2 {/1127

I'intégrale (1) devient

/ V= e d i
VI -} ’

et 'on trouve immédiatement des périodes de cette intégrale double.
Si, en effet, w et we sont les périodes de Iintégrale simple



SUR LES PERIODES D'UNE INTEGRALE DOUBLE, ETC. 77
et que, pareillement, Q et Q= désignent les périodes de I'intégrale

simple
/ Lt
Vi —8

il est clair que U'intégrale double (1) admelttra les périodes

w2 et ol

et le produit » Q serait méme facile & calculer explicitement.

L'intégrale double (2) admet done les deux périodes précédentes.
D’ mlleur.s, cette intégrale n’ayant pas de résidus sera nécessairement
(loc. cut., . 11, p. 205) de la forme

o 00
//(()u ()(ﬂ’") dudy,
P et Q é¢tant rationnelles en « ete. On peut le vérifier indirectement

¢n remal’quunt que
xyt
4 ’l) dax dy,

(3) //)My """" //m( — 35 -<n—~y> (

s Gtant, bien entendu, la fonction de @ et y, détinie par I'équation
éerite au début.

La circonstance que nous venons de mentionner peut d’abord pa-
raitre singuliere. En fait, dans Pespace («, ¢), les cycles donnant
les périodes de 'intégrale (2) rencontrent la ligne :mguln'ro de I"in-
tégrale. Ceci montre gu’on doit élargir la notion c/e cycle a deux dimen-
sions, quand on passe d’une surface & une aufre, extension nécessaire
pour conserver aux périodes un caractére invariant; je m’occuperai
ailleurs de cette question, ol les points fondamentaux et les courbes
exceptionnelles jouent nécessairement un role.

A un tout autre point de vue, Pidentité (3) appelle I'attention sur
une circonstance intéressante : ¢’est que, pour une surface, une inté-
grale double de la forme

(4) /f (g{\ ;-)B>dm(lly,

olt A ct B sont des fonctions rationnelles de z, y et z, peut avoir des




78 . PICARD. — SUR LES PERIODES D'ONE INTEGKALE DOUBLE, ETC.

periodes. Te rappelle exemple que j'ai déja donné de celte circon-
stance (Comptes rendus, 10 oclobre 18gg). Soit P(a) un polynome
quelconque ayant ses racines distinetes ; formons Uidentité fondamen-
tale dansla théorie desintégrales hyperelliptiques dapris Weterstrass :

Of W) |0 WPy | Uley)
Ly =2 WP ] rLa=yWPo)] VPP
ot U(a, y) est un polynome en @ et y défini par cette identité méme.
Envisageons alors la surface

=D (2)P(y)

et 'intégrale double relative & cette surface

/" / U, y)dedy

Gette intégrale est égale &

elle est bien de la forme (4), et elle a une période égale i i,

D'une manitre générale, le caleul des périodes d'une intégrale de
laforme (4) présente des particularités intéressantes, mais ceci nous
entrainerait trop loin de 'objet de cette courte Note.



