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REMARQUES
Sun

QUELQUES PROPOSITIONS DUES A M. HERMITE,

P A n M. STOUFF.

I.

L'objet de ce Travail est de démontrer deux théorèmes donnés par
M. Ilermile; l'un d'eux, énoncé dans une lettre a r i thmé t ique a J a c o b i
(Journal de Crelle, t. 40), consiste en ce que dans u n e forme quadra-
t ique dé f in ie r édu i t e à coef ï i c i en t s que lconques , le p rodu i t des coef-
f i c i e n t s des carrés des i ndé t e rminées est i n f é r i e u r au dé t e rm i nan t de
la forme mul t i p l i é par un coet ï ic ient numér ique d é p e n d a n t seu lement ,
du nombre des indéterminées . Ï.^wirQ (Journal de Crelle, t. 47) se rap-
porte à la réduc t ion des formes quadra t iques i n d é f i n i e s à coef ï ic ients
ent iers . Les propriétés des réduites d'Hermile que l'on rencontre dans
la démonstration du premier théorème jouen t un rôle essentiel dans
la démonstrat ion du second (1) .

I I .
Soit

/(,ri, .r^, . .., x,, ) =.̂  a f j X i ^ j ( a/j = a j i )

une forme quadra t ique a n indéterminées, à coefïicients quelconques

( 1 ) 1 Comparer KoHKiKili; cl ZOLOTAÏUOT, Suï9 le.9 formes' quadratiques (MathematÎKc/ic
Ânncileîij t. VI). —MINKOWSKI, Zur TfiGorie der p0.n£U>enquadmtùc//€n Farmen (Journal
' j i l r die reine u/ul aH^ewafîdte Mûtficmatlky vol. 101).

Afin. Èc. Nurm^ ( 3 ) , XIX. ï ̂
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et essentiel lement posi t ive. Nous dirons que cette forme est une ré-
d u i t e d'Hermite si elle satisfait aux cond i t ions suivantes.

Dans toutes les formes équiva len tes à/, le coeff ic ient de x] a une
valeur au moins égale a celle qu ' i l a dans /. Dans toutes les formes
équiva len tes à/et ou le coeff ic ient de x\ est a , , , le c o e f f i c i e n t do ,r^ a
u n e valeur au moins égale à a^» ot a ins i de suite. Afin d ' ob t en i r u n e
réduite u n i q u e , M. Hermite, dans la lettre citée, pose encore d'autres
condi t ions , mais il n'est pas nécessaire de les f a i r e i n t e r v e n i r pour les
propriétés que nous avons en vue.

THÉORÈME I. — Dans une réduite (Vîlerrnile le coefficient a ̂  ne peut sur-
passer le coefficient c i j j si i est moindre quej.

En effet, si l'on avait
au> c i j j , i<,/\

on pour ra i t soumet t re la forme a la s u b s t i t u t i o n de d é t e r m i n a n t u n
q u i consis te à remplacer a'/ par;!*/ et ;r/ par — ,2:7 sans toucher aux
autres indé te rminées , et l 'on o b t i e n d r a i t u n e forme é q u i v a l e n t e à la
pr imi t ive ou les coefficients de a92, «r;, ..., a^^ au ra ien t conservé les
mêmes valeurs, mais où le coefficient do ,^J serait d i m i n u é , ce qui est
contre l'hypothèse*

THÉORÈME II. -"— SifÇx^ .Ta, ..., ^,) est une réduite d 1 Hermite, les
formes obtenues en égalant à zéro dans f un nombre quelconque des va-
riables x^ ûff^y .... x^ sont encore des réduites d'Herrnite.

En effet, soiento^, x^^ , . , , x , celles des variables qui n 'on tpasé té
annulées

<7i<<7â<- "<q,^
et F(.r^, x^, . , . , ^,) ce que devient/^, .^, ..., .r^). Dans F le coef-
f i c i e n t de x^ est a^^. S'il existait une substitution S de détermi-
nant un transformant F en une forme F' où. le coefficient de a^ eût
u n e valeur a^^ moindre que a^,, on pourrai t fa i re ' subir à la tonne
f{oc^ x^, ..., x.^) la subst i tut ion qui consiste ; 1° à ne pas changer les
variables autres que x,^, ̂ , ..., x^, 2° à, effectuer,sur le .groupe 'des
variables a^,^, . ..,,0?^, la substitution S, Les^coefficients des carrés
des variables autres1 que x,^,x^^...., x ne.sont pas altérés, mais le
coeiBcientde^^devienta^^. De deux choses l 'une : ou a^ .n'est, infé-1
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r ieur à aucun des coeff icients des carrés des variables dont les indices
sont i n f é r i e u r s à y , ; dans ce cas, / n'est pas une rédu i t e d ' I Iermite ,
parce que le coeff ic ient de x2 n'est pas le m o i n d r e possible pour les
formes équivalentes à /'et où les y, — r premiers coefficients des carrés
sont les mêmes que ceux de/. Ou bien a^^ est in fé r ieur à l 'un des
y , — i premiers c o e f f i c i e n t s des carrés, à a^^ par exemple; alors la
s u b s t i t u t i o n cons i s tan t à changer ̂  en x , x en — ,r^ donne une
forme équ iva len te à / o ù le coefficient de x^ est d i m i n u é , sans que les
coefficients des carrés précédents soient al térés. Dans ce cas, / ru1

serait pas non p l u s une r é d u i t e d'Hermite.
On r a i sonne ra i t d ' une m a n i è r e analogue en se plaçant dans l'hypo-

thèse su ivan t l aque l l e F aura i t une équiva len te F' où le coefficient
de .r" serai t le même que dans F, mais où le coeff ic ient de a ' " a u r a i t
une va leur a... i n f é r i e u r e à ̂ ^- 11 est clair que l 'on a r r i ve ra i t a in s i de
proche en proche à prouver que/ ne peu t être u n e rédui te d'Hcnnite
sans que F en soit une . c. Q. F. o.

Supposons u n e rédui te dTIermite décomposée en carrés de fonc-
t ions l inéaires et homogènes, la, première con tenan t les n variables
.r,, ,z^, . . . , x^, la seconde s e u l e m e n t les n — i dernières <ry, x^, . . . »
^, ».., la /^(>In<i la variable ;r^ s e u l e m e n t

/ l : : • i • ii , " j ST // 111.. y

( « ) /( .^i, .̂  • . - . ̂  ) =^ ( ̂  os/y ̂ / j <
i^\ ^ i - ^ i j

Aucun des coefficients a^/ par lesquels commencent respect ivement
ces fonc t ions l inéaires n'est nu l et l'on a

1 y / ^ n \ à

(.) • (IF")-0'
I) é tan t le dé te rminan t de/1

N o u s a v o n s le droit, poursimplif ier , de supposer que les quant i tés a/^
sont posit ives; car on. peut, sans altérer f^ changer a rb i t r a i r emen t les
signes des fonctions linéairesdont les carrés cons t i tuen t cette forme.

THEOREME IIL "— / étant un entier au moins é^al à i 4- ï » on ci ioujourîi
h^i, 1 fi.^l 1 1 1 1

( 3 ) ^^•^1;^;
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en efïet, faisons dans/ la subs t i t u t i on suivante de dé t e rminan t u n
x^ -=. ̂  4" )̂ 2"} pour !i •==. i, 2, .. ., /,
Xf^^i, pour h -= i i - ^ r \ , ^"-1-2, ..., //.

Parmi les coefficients des carrés des variables, le coeff icient a , ; est seul
altéré. Dans la nouvel le forme, le coef f ic ien t de ocj- est

(^ l^ l l4-A2a^2+.. .+} . /a^,+aly)â -+- (?^2â+ ̂ 3 + • • .-{-^^/"-h a^/)2 4". . .
4-(^^la/_l.^l-^À,a,„l.^^a^,.y)24-(X,a,/+a/y)^4-aj,,^+

On peut disposer du nombre en t ie r A, de te l l e sorte que A / 0 ^ 4 - a / -
soit en valeur absolue au plus égal à ^ a,,; on p e u t ensui te disposer de
l 'en t ier \^ de façon que À^a/^.^ + X,a^^4- a, ...,.,,̂  soit en v a l e u r
absolue au plus égal à ^a^,.^, et ainsi do sui te . F ina lement le coef-
f i c i e n t de *rj sera au plus égal à

h^i / /=•/

ili^4" 2 <î
^ "'.-1.1 h :.=- i -4-1

or, dans la forme primitive, le coefficient de x] est
hs=i h-s/

2;<'+ I; ̂ .
/'=! A = 2 / + l

Si cette dernière q u a n t i t é é ta i t supérieuro ;» la précédcitte, / i t u r a i f
une équivalente où le coefficient de sr'f aurai t une va leur m o i n d r e
que a,-j, sans que les autres coefficients des carrés soient altérés, /ne
serait donc pas une réduite d'Hermite. L'inégalité (3) a donc ïicu
nécessairement.

ÏHÉonÈME IV. - Dans une réduite d'Hermile décomposée comme on l'a
indiqué plus haut [identité^')] en une somme de carrés, on a toujours

^ a•ii< 0<a/+i./+i U =•: i, a, , .., n — i),

9; étant un coefficient numérique ne dépendant que de son indice /.
Cette propriété a lieu pour n == 2 ; soit, en ef fe t

/(^, x^ = a.nx\ -+- la^sc^x^ a^x\ = (ai,a;, + a^v^-^. c(|,,;cj,
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on a, d'après le théorème III,
^ < ^î
'—T'

et comme

et a /or lion
"- 1 1 ^ ^ 1 2 "^ ^ 2 2 » -

^ <•' .̂il »l- y 2
1 1 — / ' 2 à ?

^ 1 1 ——^-
\/0

Nous al lons prouver main tenan t que si le théorème est vrai pour les
rédui tes d'ordre i n f é r i e u r ou égal. à n — î , il. est vrai pour les réduites
d'ordre //.

D'après le (héorèrne I I , la forme obtenue en fa isant , dans
/'('^, x^, ..., x,^, ^==0 est une rédui te d'Hermite. Si donc le
théorème que nous avons en vue a été démontré pour les réduites
d'ordre n — ï , n o u s avons déjà,
( À ) ^i i < Oi a.^ a^ < ̂  a.-j:}, . < . , a//, ..-.̂ -.2 < ^n.-.l^•,^^.^.n,-\ ;

il. ne reste donc p lus qu 'à prouver la dernière inégalité
Cf.,/,.»-1 .n -. i <^. (///.. i Ot,n ,n ;

/ é t a n t un ent ier inoindre que n, envisageons la forme cons t i tuée par
la somme des carrés des n — l dernières fonctions l inéaires

i^n / /==/< - . , 2

y(/r^y,'x'/+^ . . . ,^)= ^ ^ ^(xirxJ ) •
i^f+l\/=i /

Soit ^(^.p ^,,.,» - * . » ̂ ) une rédui te d'Hermite équivalente à ç, et

^ ( ^/+1. ^/+ 2 > • * - ? ̂  ):r" ̂  ̂ 7 '̂ ' '̂
(/,y=-./4- ï^4" 9-, - . . ,^).

Il existe im'e substitution S de déterminant un !

,-y;/..,n -= ^/4..i./4.,i ^•7,^^ + . . . 4- ^/4.i./t.^,/,,î
.r/4,,.â = ^/4^./+i ̂ +1 •+-. - ̂ - ^/4-â./^^

.r,, == ^/.H ^'/+1 4- . . . + ^n«. .^/^



(}4 sTom-T.
te l le que l'on a i t i d e n t i q u e m e n t

©(.^4-1, .'r/.,̂ , . . ., .r//) =• 4'(.^,,i, .̂ ,̂ , . . ., .z^).

On a d'ail leurs
/• -r. l / j .:= // ^ 2

( 5 ) /(^,^ ...,^):=^ ^E^/y^ ) ^^(^ / • • i» '^ .^ . . .^ / / ) .
/^i - /•=:/ /

Faisons dans/*la sabs t i tu t ion de ( l é t e n n i n a n t u n

^= •̂ ^1" ^/./-M-'^-i-î ( / :r:: ^ ^, ^, . . • , Q,
7 = //

•r/ :rr .S ̂  'r^ ^ '= / ""i" ! 9 l 4'" 2 ' - • " 9 n^
7,• l l l•:/+î

l.es coeflicients v/y, ou i ely varicnt,de7+ ï inclusiveincul u // inclu-
sivement, sont les coojdlcionis de la subst i tut ion S déjà définie. Les
coeiïicients v^-i pour les valeurs de /do i inclusivement à / inclusi-
venient sont des entiers dont nous nous réservons de disposer, lin
tenant compte de (5), on voit que h* coeiïicient de,r/;, dans la nou-
velle forme sera :

(^ll^l./4••r"^^^ t2^.^/.i.•l4•"•. . .4- ^l^//,/-.!..,..!)2

•+• (^ï^sî./4-i -+- ^2;î^î./+i •••+"•. . ."-h ^î,i^n.f-}-\ f -4-< < .

-h (^/-i./-l ^/~ï./..-i + ^/-.... i./V/./..,i î 4- * . , 4- ^/»î./ /V,/. / , , i ̂

+ (^/•y/./.+.l -t" ^/./M^/4-l./4..1 + . - . 4- a/./, V//./..,.. i );Î4•" ^/..M./,,.i-

,0n peut disposer de l 'entier v ,̂,,, de sorle que la dernière paren-
thèse soit moindre en valeur absolue q u e ^ a / / : on pourra ensu i te dis-
poser de l 'entier v/...^,,., de manière que l 'avant-dernière parenthèse
soit moindre en valeur absolue que ̂ ,^,, et a insi de sui te . Alors
le coefficient de x^^ sera moindre que

^(a^4-aj,4"...4"-^)4-r>,,F,,,,, , , - ^

Dans/(^, x^ ..., x ^ ) et dans sa transformée, les coefÏ îc ients 'des
carrés des /p remiè res variables sont les mêmes ; donc, dans la nou-
velleforme, le coefficient de ̂  ne saurai t avoir une valcnir i n f é r i e u r e
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à celle de x]^ dans/; on a donc

^. /+l•+" a l . /M-^-•• •+ a ? . /4- l -^- a ^l . / •M 5 ^( a L-^- a j2 - ( - • • • -+ ^7) +^-i-l./+n

et a fortiori

(6) ^./-M5 ̂ îl + ̂ ^J^- • •-4- ^7) -+- ^-H-/..H.

Or, on dédui t des inéga l i t és (A)
^i./..i< QI-^K, a/-2./-2< O i ^ ^ Q / ^ v . j i , . . ., ^ i i< Q / ^ i Ô / - - î . . .Mi^//»

et, par sui te ,
i / , . ., i+^ i -4-^ ̂ ,. -+-... 4-^i^,... ̂ ^f ,^(a^ -}- a^-l-. . .^ 07,) < ———^———^l^L.—^————LJ__-———L^ ^^,

Soit T]^ un nombre pos i t i f dé f in i par l 'égalité

„„?____ _^^ ,,„ ̂ ...̂ ^̂ .̂  ^ ^^ ̂ ^^'1.. Jp"| '

II est c la i r que si l 'on a

( 7 ) a / /^/^/4•ï•/-(•l»

i l en résul tera
/

ï Y ^2 <- ^-i.^-i^Z^/^-ï"^^
/=!

et, par suite, d'après l ' inégal i té (6),
(8) ^^.^t<86>/+l./+l•

Nous d i s t inguons ma in t enan t les deux cas suivants :

Premier cas. — 0 n a
(9) a//> y}/a/4.i./4,.i pour < = r - i , 2, . . . , n — '2 ;

on en dédu i t aisément
(10) a i i > r ] i « â â » ^i i> ' O i ' Q î ^ y ï f ' - ' y ^i i > ^ i ^ h - • - ^ / / " â ^ ^ - î . ^ - î

et, par suite^
( î i ) aï-^^Yî^2^?-^., .^i-.;^/,-,2a2^3:}. ..^,.i.,,»ï.
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Or, M. Hermite a démontré que l'on peut toujours a t t r ibuer dans
une forme quadra t ique posi t ive aux i n d é t e r m i n é e s des va leurs en-

^>^
tières telles que la valeur de la forme ne surpasse pas ( ^ ) y.!).
On peut supposer ces valeurs ent ières des i n d é t e r m i n é e s premières
entre elles : car, si elles avaient un facteur c o m m u n autre que l 'uni té ,
on pourrait les diviser par ce fac teur et la valeur que p r e n d r a i t a lors
la forme serait encore plus petite. On sait aussi, d'après "M.. I I e r m i î e ,
que si n nombres entiers n 'ont pas de d i v i s e u r commun autre q u e
l 'un i té , on peut former un dé t e rminan t ayant ses é léments en t i e r s ,
ayant pour valeur l ' un i t é et d o n t la première l ïgne est c o n s t i t u é e par
ces nombres. On peut, par suite, t rouver toujours une forme quadra-
t ique é q u i v a l e n t e à la forme considérée et où le coedic ient de la pro-

,^ ^-t»
mi ère i n d é t e r m i n é e est m o i n d r e que ( r 1 ) \/i). Le coefl icient ^ , ,
dans/, qui égale c^,, ne peu t donc surpasser la va leur précédente

/ / x l ' " - " 1 '
:̂;(|} V^;

en élevant les deux membres de cette inéga l i t é à la puissance n et, en
remplaçant D par sa valeur (2), il vient

En remarquant que a^ == a^\af , et en u t i l i s an t l ' inégalité (n),
il v i e n t

{/^^
^r^ï-3.•^s..^^^lS(|i ^;

en faisant encore intervenir la dernière des inégalité^(ïo), on obtient
f i n a l e m e n t .̂..,.

-—J3/
-"-./.->-. • '̂•-••riJ-^——^^- :̂;' a'"-
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Deuxième cas. — Les inégal i tés (9) n'ont pas toutes l i e u . S o i t Z la
plus haute valeur pour laquelle on ait

Nous aurons alors
a / /=^ /^ / -H . /4 - r

^/41 . /4- i <I °- C/+1. /.,l- l ,

d'après (8), et comme c^.^,.., est le premier coefficient d 'une réduite
d 'Hermite à n ••— / 'var iables ,

, l(/,»/^
^^M<(iy 'W

où D/désigne le dé terminant de y (voir théorème IV). On a évidemment
( î 2 ) Ï ) / -::": ( a,, i./.,i, i a/..{,2./.^ . . . a/,.,, )\

d'où

( ' 3 ) ^^,./,i<^]|)'' ""̂;t)- •w.
/?. — /et en é levan t les deux membres de (ï3) à la puissance —^i- et en uti-

l isant ( î ? - )
/,..../ ^ - / < ( / / - ...-i.

( ̂  ) ^^/./.r 1 < ̂  ' ^) ^/..M./->.1 ^/.i^./-. - • • ̂ •n'

Or on a, d'après l 'hypothèse,
^ i ^ i . /.,)„./> •r//.,,(a/.4../.,i i . / . . ,+/ .4-i , ï>our /=;: ï , ^, . . ., n — l--• 2,

d'où
OC/4-1./..41 .> *^/..^i ^/..,|,..,.2./-)-.2, ^/^.4./4..i >-"/j/^.1 r^/4.^ 0;/4..3./4...-j, ...,^ 1 J ;

«/...i,.., i./ 4.i:> •nf^i'fïf+î - - - r^^a^.-.i./^.i;

en m u l t i p l i a n t ces inégalités membre à membre , on en dédu i t

( î 6 ) ^'tjli > ̂ T^ ï ̂ i :( — • ^rt-2^/"t.2./-t^^/+3./-+;{ • t • ^/^.-î.^-l,

et par la combinaison des inégal i tés ( ï4) <"t (iti)?

' 1 1 1 ^r"7 / / \ '?.1 ^^•"".^'^"-^•"•'^ 1 1

./,// - / - a v,^-7-;î ./, /., ^ ,.'"^'"' [ 4 \ .
^/•H ^ /4â " " ' ^ /^ . " •2Û : /4• •1. / •^• 1 <-•••ï ^ 1' f ^ft.n^ 1

en combinan t encore cette inégalité avec la dernière des inégalités (r5)
J/m. Kf. Korm.f (.T), K!X. — MA&» 1902. î3
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?/-/ / / \ T ( /?- /^"- /~-1-

/"I©'__^/;--l .n -1 <; ,/, ..,/„,, i ^ ...../̂ a ,ir y'u n.
/)/+! ^-(.2 . . . ̂  ..g

-II résulte de cette discussion que, dans les différents cas possibles,
le rapport ar^1-^-1 reste respectivement i n f é r i eu r à des q u a n t i t é s détcr-^•iiii
minées. Désignons par 9^_, la plus grande do ces q u a n t i t é s ; on aura
dans tous les cas

a,^i./,^.i< f)^\^nn, ( Î .Q .F . I ï .

COROLLAIRE. — En vertu de l ' inégal i té (3), on a a fortiori

.>..- i v .^j^^z^^n
h ;,= 1

où j est un nombre supérieur à i; d'après le théorème IV, chaque quan-
tité a^ où h est moindre que i est in fé r i eure à a / , m u l t i p l i é e par u n
nombre fixe. Donc o^y (il s'agit des valeurs absolues) est i n f e r i o l m »
a an multipliée par un nombre fixe. On sait, d'après le théorème I V ,
que a,, est inférieure à a^ multipliée par un nombre fixe. Nous en
concluons que, si /est supérieur ou égal à i, on a.
^7) l a /y l^a / / ,

tu étant un nombre fixe qui ne dépend que de i et de L

THÉORÈME V. — Dans une réduite d^îlermile, on a toujours

, , . , ! a^a^.. .a^t<^ï),

a étant un Goeffident fixe qui ne dépend que de l'ordre n de la réduite.
En cffet^

/•^t j = i " ~ ï

a,/=:̂  aj,=^ ̂ 4-^;
/^i /=i

mais, d'après l'inégalité (3),
/=^1 / s < — 1

2^i2^
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et, par suite, en u t i l i sant les inégalités (4)»
/ s? o j . . . oi^ +... + ̂ ^.,,-h-^ \<^/ /< i ——————/—————— -+• ï ^ ^^,

en représentant , dans le second membre, le mul t ip l ica teur de a^. par ^,
nous aurons

au<^i^i'

£^ est un coeff icient numér ique déterminé par son indice i; on en
d é d u i t

^11^22 * • •• ^////.<^ £'1^2 • ' * ^ft^l 1 ^22 • • ' ^nn^

a^ a^ . . < a,//^ < £1 £ 3 . . . ̂  I), c. ̂ . F . D.

111.

Soient V ( x ^ x ^ , . . . , ̂ ) u û e forme quadratique indéf in ie à coeffi-
cients entiers, et .1) la valeur absolue du déterminant de cette forme.
Nous supposons que 1) n'est pas nul . On dit que cette forme appar t ient
au type quadrat ique d'indice p quand elle peu t se décomposer on
fi — p carrés posi t i fs et p carrés négatifs

F(^,, ̂  . .,, xn) =Uî+ UJ+...4-" U^- V^- Vjj-.. .-V^.

U^ (J^ - • - î U^-^-» "V^ . . . , ' V ^ sont des f o n c t i o n s l inéa i res des va-
riables, mais les coefficients de x^ . * . , x^ dans ces fonct ions ne sont
pas en général, entiers, ni môme rationnels, 1) est égal au carré du dé-
t e r m i n a n t des coefficients de x^ ..., x^ dans U i , . . . » Vr^p-, V ^ , . . -, V"^
L'étude (.les formes d'indice p se ramène évidemment à celle des
formes d' indice n.—p, de sorte qu'il est permis de supposer / ^ < ^"

Considérons la forme quadra t ique dé f in i e
/( x,, x^ . . . , ̂  ) == ÏJ î 4- U| +, . . + V^+ Vî + V| -^. . . -4- V^

d o n t le déterminant pris en valeur absoluc'a aussi pour valeur D. Soit

, u n e substitution S à coefficients entiers et de déterminant i , qu i
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transforme /(^., .^, . . . , ̂ ) en une rédui te dMiermite é q u i v a -
lente /, (^ <, . . ., ^). Soient U;, U,, . . ., (J,,^ V , , K, .. .,J;,,
F^/,,^, . » . ,^/ /) ce que deviennent respect ivement U , , LL, . . . , IL-^
V,, V, ,^ . ,V^ F(,^,^, ..., ̂ ) par la subs t i tu t ion S. F< a encore ses
coefficients ent iers . On aura

A (^p ̂ , ..., ̂  ) = u? + o^ +. • . + ";2-// + v-,2 ^- v,2 +... + v;2,
F, {x\ ,<,..., ̂  ) = U^ + U,2 -h. .. 4- U;2^ - V^ ~ V^ ...~... - V^,

et par conséquent
j\ ( ̂ , ̂ , ..., ̂  ) = F, ( .r^, ̂  . . ., .̂ , ) + 2 V^ + ̂  V? ^-}....... .. 4- ^ V;? ;

i l s'agit de démontrer que tous les coefficients de F.) (x^ x^ . . . » ^}
ont des l imites qui ne dépendent que de I) ,

Dans les formes / Op x^ ...,^), F,(^, x^ . , . , ^), , , . sup-
pr imons , pour s impl i f i e r l 'écriture, les accents et les i n d i c e s des
lettres /'et F. La ques t ion revient alors à colle-ci. !1 s'agit de démon-
trer q u e , s i

F(^ x,, ..., ̂ )^ Uî+ U^...+ Ut.,,- Vî-. . .- V^

est une forme à coefficients entiers et de dé t e rminan t 1), et si
/(^, ̂  . . . , ̂  ) ̂  U?4- U| 4"... "h U!.^,,, -h V ï - i - . . , ̂  V ^

est une réduite d'Hermite, tous les coefficients de F ont des l imi tes q u i
ne dépendent que de ï).

Supposons la réduite d 'Hermite /(^n ̂  • • ' » '̂) mlse sloui4 ^
forme (i) et posons

/==n

Ki=^^ijXj {i^ ï , %, ..., n).
j ^ i

Parmi les quant i tés a,,, nous aurons par t icul ièrement à considérer
celles où le second indice est égal au premier; pour les désigner nous
ne conserverons souvent que le premier ind ice , a f in d'abréger l'écri-
ture, déser te que.a, aura le même sens que a,,, "Le dé te rminan t des

i si n

quantités A,, par rapport aux variables x^ est égal à U°^ c'est-à-dire
r^î

à \/W; il n'est pas nu l , et l'on peut exprimer par suite x^x^ ..., x,, en
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fonc t ions l inéaires et homogènes de A , » A^ . . . , A,^. Soit
/' = n

^i~=^'k!j^j {^^ ^ '"> f 1 — ? } .

j == il

' ''^ zL ^•/./'^/^'^^S^7^' ( / : = I » 2. . . . , / ? ) .

On aura i d e n t i q u e m e n t

/(.ri, ,ï,, ..., ^,,) = Af ̂  AJ 4~. .. + A^,
/ / - / / \ 2 / /=:» , 2

- (2^ A,)+(2^A, ^....
\ / -=1 / v / = 2 /

/ /=n \ 2 //=/, . 2 y / ^ / /

+ ( ̂  ̂ -^^y ) •4- ( 2 ̂ ]^^ ) + • " • -^ ( l̂ -/v Ay •
\ / =1 / \ /==Ï / \ /^JI /

II en resuite que les quant i tés
À/y ( < = : i , 2, . . . , n— p ; j -= ï , ^, . . . , / ^ ) ,
^y (/-=!, ^î, . , . ,^;y=,ï, '-ï, . . ., / z )

cons t i t uen t ensemble tes coeff ic ients d 'une s u b s t i t u t i o n or thogonale .
Les seuls coel'ïicients qui nous intéressent sont lescoefÏ îc ients p.//. En
vertu des propriétés générales des subs t i t u t i ons orthogonales i ls satis-
font aux relations suivantes :

THÉORÈME VI.
/ ̂  n !

( l8) ^ [J.ij[M/^^ O//, (^ h = I, -2, . . , , p),

/=l

où fe symbole â^ représente sera quand i et h sont di/erents, el ï quand
Us sont égaux.

i s;: ri

THÉORÈME VII, — Dans le produù^iTa^ le produit de deux fadeurs
is-.i

. équidistants des extrêmes a^a^,^, ^y/ toujours supérieur à une quant île
positive qui ne dépend que de i et de n.! ! ! , !
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Nous avons en effet
( 1 9 ) F(^.y.2, ..., .r,/)^A.^+A.|-h.. .+A!

— 9-(fJ.iiAi-!- ^12 As "4- . . .-h p-i// A / / ) ^
— ^ ( ^ 2 1 A i+-..-+- ^A//)—...
— ;'i ( ̂ i A i •+-... 4- p/,// A,/, i2.

En développant les calculs, on trouve que le coefficient de x\ est

^^(ï-^^U-^Jl--.-2^!)»

celui de x^x^ est
^ 1 1 ^ 2 ( 1 — 2 ^ - - ^j i—. ..—^j)

—— 4 ^ 1 1 ^ 1 2 ( ^ 1 1 ^ 1 2 4-P-21^2+. • ••"^/'lî^).

celui de x\ est

a^( î - -2^ Ï i - - . . .— 2^;)

— ^12^2 (^n ̂ i2-+-- . •^ V'inV'sn} + ̂ C1"— '^^'Ï;'"- • t" 2;4.i^

En général, le coefficient de XjX^ est une somme de termes de la
forme a^a^, où l ' indice k ne surpasse 'pasy et où l ' indice / n e surpasse
pas A, maltipliés par des fonctions du second degré des quan t i t é s [A^.
Les égalités ( ï8) montrent qu 'aucune des quant i tés p-^ ne peut sur-
passer l 'unité en valeur absolue. Il résulte aussi, du théorème IV et de
son corollaire que, si, j ne surpasse pas ^ et si h ne surpasse pas
/•^ _ i ̂  ï^ le produi t ^h^'ih ^st en valeur absolue infér ieur à a^a//^^..,^
mul t ip l i é par une quant i té numér ique déterminée; par sui te , le coeffi-
c i en t àexjXh sera aussi infér ieur en valeur absolue îi. ^0,^4.,,, m u l t i -
plié par une quanti té déterminée. On pourra donc assigner une q u a n -
t i té M^ telle que, si a^a^^, devient infér ieur à M'^ les coefficients de
tous les produits x^x^ où y ne surpasse pas i et où h ne surpasse pas
n — i-\-\^ soient forcément moindres que l 'unité. Or, les coefficients
de F(^i, x^, . . . , x^) do iven t , être ent ie rs et ceux qu i sont infér ieurs
à l 'unité en valeur abso lue sont nécessairement nuls. Voyons mainte-
nant quelles seraient les1 conséquences de cette hypothèse.

Dans le dé terminant I) de F, les n — i + i premiers éléments de cha-
cune des ^premières lignes seraient tous nuls . Par suite,- chacun des
dé te rminan t s de la matrice const i tuée par les/ premièreslignes de !)
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serait nul, car chacun de ces dé terminants aurait an moins âne colonne
de zéros. Or le déterminant D peut, d'après un théorème c o n n u » s'ex-
primer par une somme dont chaque terme est le produit d'un des
déterminants de cette matrice par le dé te rminant complémentaire .
D serait donc n u l , ce qui est contre l 'hypothèse.

Donc a^a,^^, ne peut devenir i n fé r i eu r à M^
Si n est impair , le facteur a,,,^ est supér ieur à une quant i té pos i t ive

"~T"
déterminée.

TiîÉonÈME VI II. — Le produit de deux facteurs èquidistauts des
extrêmes a/a,^'^ est toujours inférieur à wze qucuitité positive qui ne
dépend que de iy de n et de I).

En effet, le produit des quantités ay étant égal à ^Q^ si l'on groupe
ensemble les facteurs équidistants des extrêmes^ on voit que le pro-
dui t o^a^.^ est i n f é r i e u r à /I) divisé par le p rodui t des l imi tes infé-
rieures que donne le théorème Vil pour chacun des autres systèmes
de facteurs équidistants des extrêmes.

THÉORÈME IX. — II existe imec/uanUléi^ telle que, ̂ 0,^.^1 esl supérieur
à LI, on au nécessairement :

\î.

(20) ^ V'hi^hj = '̂ 7 (W == î , 3, . * . , />),

h .= 1
r i i j ==: ô pour i~yé.j^

iri^ =: - pour i ==y,

el

(21 ) ^/y = o pour i = r , a , . . . , / > ; j ̂  p -4-1, p -^ 2, . .., n — p ,

( ic i /^ est, comme nous l'avons d i t plus haut, l ' indice du type quadra-
tique auquel F appartient).

En effet, d'après le théorème Vin,, le produit c^a^.^ est inférieur
à une limite déterminée; d'après le théorème IV,. a^, a^, .. ., ^-i
éfcanfcin'férieurs à o^ multiplié respectivement par des quantités déter-
minées, on pourra toujours déterminer une quanti té telle que, si a .̂̂
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est supérieur à cette quantité, a^a^ , .. ., a^ soient tous moindres
qu 'une quantité que l'on pourra assigner à l 'avance.

Or le coeff icient de x\ dans F est

a} ( ï — 2 ̂  ^ — 2 ̂  — , . . — 2 ̂ , ),

i ~ 2 y,^ — 2;j..^ — . . . — 2 (J' est au plus égal en valeur absolue

à ip — ï ; donc, si a. devient in fé r i eu r à -7======, ce coeff ic ient , qui/ ' 9 1 \/2p — ( i

doit être entier, est forcément nu l ; or a < n'est pas n u l , sans quoi D
serait nu l , donc on a
( 2 % ) p.^+p.^+....+.^ ̂ .

Si l'on se reporte à la formule (19), on voit alors que A'f d i s p a r a î t
dans le développement du second membre, le terme en x ^ x ^ dans F
p r o v i e n t u n i q u e m e n t de A< A^ dans le second membre de (n,))» et i l a
p o u r co e f f i c i e n t

— 4(^iip.;.; -h ^n^u 4- . , . 4- p'/n^pî) y^^i ;

si a ^ a a est infér ieur à — ? ce coefficient ne peut être ent ier que si^ , 4 /,/ , A ' '
l'on a
( 23 ) ^i ï ^iâ 4- p^i PM -h . . . 4- ̂ i ̂ ,2 ̂  o ;

les égalités (22) e t (û3) étant satisfaites, ce qui, aura l ieu si o^ et a^
sont suff isamment petits, le terme en x^x.^ provient 'uniquement
de A< A3 dans le second, membre de (19), et il a pour coefficient

— 4 ( ^ i i p-1» +• . . , •4- p./,ï \j.^ ) ai a 3,

et si a, a;î est infér ieur à ̂  •> i l ne peut être entier que si l 'on a

^i i p'i 3 4- . . . -h p^i ^.^3 = o, .. . ;

on vo i t donc que, si l'on suppose a^ a^ . . ., a^ suff i samment petits,
on aura

'/s:;?
^ ^i^y/^Yïi,
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OÙ
1

Y^l= -, Y] 12=-^13:==. . .r= 7îip=: 0.

Le terme en x^ dans F provient alors u n i q u e m e n t de Aï dans le
second membre de (19)» et il a pour coefficient

( i „ ̂  ̂ ._ 3 ̂  „ _ . „ ̂  ̂  ) ̂

si l'on suppose a^ suf f i samment petit , c^ n 'é tant pas nu l , on aura for-
cément

^L-4-^4-...+^ -̂  ;'

et ainsi de suite. Le terme en ^ ̂  provient alors un iquemen t
de A^A:t, , . .. II est évident que, de proche en proche, on arrivera a
prouver a ins i toutes les relat ions (20) lorsque a,, a^, a;t, . . . » a» sont
suff isamment petits. Le coefficient a^,.^ est infér ieur à, une limite
déterminée; en eflet , a^^ a,̂ , étant le produi t de deux fadeurs équi-
dis tants des 'extrômes dans T"| a^ a, une l imi te supé r i eu re ; or a// est

supérieur à o^, (pour p <^ ^——^f mul t ip l ié par une quant i té déter-
minée. Il en résulte que cç^ et, par suite, a,,.,̂  on t une l imi te supé-
rieure déterminée.

Les relat ions (20) ayant lieu, le coefficient de x, .z/y^i dans F pro-
vient alors uniquement de A^ A^..^ ; il est égal à

— 4 (F-np-r/>.-t-i+ ^21^2 •/m4'- - -+ P-piP'p-/H-i) ̂ î +.r

^p\-\ ayant une l imite supérieure, on peut toujours supposer a., assez
petit pour que c^ a^.^ soit moindre que —; alors le coefficient précé-
dent est forcément n u l et l'on a.

^•11 y'î^p-H "+" P-21 /•X2-/^^-1 -+- ' • • 4" ^-/jl P'p.^+i == 0 ;

le coefficient ^a^,;.., dans F provient alors uniquement de A^A^..,, et
si o^ est assc% petit , on aura ^ ' ^ 1 ! ! ! ! .

pigp.l^/4,.,1 4- . * . 4- p'pîp'p.p+i == 0,

^ .̂. ^c. Norm., (3), X IX 1 -"-•- MABS 1902, , ï4
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et ainsi de proche en proche on démontre les relat ions
/ = p

( 22 ) ^ [ j . j i p-j.p+i =0 ( i = i, a, ..., p).
i ^ i

Or les relations (22) sont homogènes et l inéaires par rapport aux
quanti tés [^j.^i, etie déterminant des quant i tés [x^(f,y:== i , çs, . . . , /^)
n'est pas nul, car le carré de ce dé te rminant est le dé t e rminan t des

h==p
quanti tés ̂  ^[i^jÇi^j = 1 , 2 , . . , , />), et d'après les relat ions (20) ce

Â=l

déterminant se rédui t à —• Donc on a<^p

( 23 ) ^/./.,..,H =S= 0 (./ = !, -2, . . . , /./),

En se reportant à la fo rmule (19) et en t e n a n t compte des re la-
tions (20) et (23), on vo i t que le terme en .r", dans F ne provien t
plus que de A^,, et qu' i l est égal à GÇ^» Gomme a^,., ne peut être n u l
et que a^ doi t être entier, a^i est au moins é^al à i . Or le p rodu i t
o^ a/^.p a une l imite supérieure, donc ff^p est i n f é r i eu r à cette l i m i t e ;
et, d'après le théorème 1.V, toutes les quant i tés o^ ou une surpasse
pas n — p ont des limites supérieures,

Ainsi a^..,, G<^, . . ,, a/^ ont tous des l imites supérieures et infé-
•rieares positives quand on suppose a^ , a^, ..., a^ suffisamment pet i ts .

Maintenant le coefficient de x.^ x^,^ dans F provient u n i q u e m e n t , h
cause des relations (20) et (22), de A, A^ et il est égal à

— 4 ( p'i 1^1 .jp+â ̂  - • • + ̂ //i ^^.p-}..2 ) ̂  a/,-.^,

et comme o^ a une limite supérieure on pourra, en d i m i n u a n t au
besoin a^ faire en sorte que ce coefficient soit nécessairement nu l . On
aura alors

Î U P-1.P-+2 4- . . , •4" V'y\ ̂ ./,4..2== ô,

et ainsi de suite. On démontrera de proche en proche toutes les rela-
tions

f^.p
J^ V'hi [J-hj ̂  o ( i =r ï, 2, . . ., p ; j ==: /? -h î , /; «4- a, ., . » n — p ).

^s :? , 1
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D'où, en s'appuyant comme précédemment sur ce que le détermi-
nant des quant i tés [j^j (i\j = 1 , 2 , . . .,/^) n'est pas nul , on tirera toutes
les équat ions (21). Comme, pour que cela arrive, il suffît que o^,
a^, a;p .. ., a^ soient suffisamment peti ts , et que l'on peut rendre ces
quantités aussi petites que l'on veut en supposant a,^^ suffisamment
grand, il existe une quanti téL^teUe que, en supposanta^.^.i supérieur
à LI les condi t ions (20) et (21) a i e n t l ieu.

TnÉonÈME X. — Les quantités a/, où i ne surpasse pas n — p , sont infé-
rieures à des limites qui ne dépendent que de I).

Il y a deux cas à d is t inguer . Si a^,.^.i est infér ieur à Li , d'après le
théorème IV les quant i tés a^ sont inférieures à f^ multiplié par des
quanti tés déterminées. Si, â ....̂ ...,,, est supérieur à L^ il résulte de la
démonst ra t ion du théorème IX que ces quanti tés sont aussi inférieures
à des l imi tes déterminées. La p lus grande de celle des deux limites
que nous obtenons pour a^ dans les deux cas répond à l 'énoncé du
théorème X.

THÉORÈME Xi. — Sou y un nombre inférieur ou égal àp, p éteint au plus

égal à - ; supposons c/ue des quantités p.̂ - ( i == r , 2, ..., p ; / == 1,2, ..., //, )
3 ' !

satisfassent aux conditions suivantes :

h^n

( ̂ 4 ) ^, \J-th [ J ' j h "̂  5/7 ( 4./ = r -> ^•> ' t • ? /Q»

h ̂  i

OH ̂  î , ô// = o pour i -^ j ,
i 1

^a 5) ^V-hi^hj^'^ij (^"==Ï,Si, . . .,7îy=:I, à, ^—/ / ) ,

/t=3l

Yj // =: -, y] ̂  = o pour i ̂ /,
^

on a
h^,j

[^l.n . <y4,.y ̂  j^ Q,)y/, ̂ //,, , (,/ -= Ï , 2, . . . , / / ) ,

où /e.y (/uanliies
1 û)y/,(/,/< ̂ Ï, 2, ...^/) ' , .

,yo/z/ /e? coefficients d'une substitution orthogonale.
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Posons, en effet,
h^p

( 26.) J^ P'/aP-h.n-q+j •== P</' ( /? ./ == T . 2. • • • , 7 )"

A = = l

Mul t ip l ions les deux membres de l ' équa t ion (^4) par p,//,, où k ne
surpasse pas ç; laissant à 7 une valeur fixe, donnons à i les va-
leurs T , 2, . . . , / ? et ajoutons les équat ions a ins i ob tenues , i l v i e n t

{.=:. ̂  h = /,(

V ^
/7, P-/Â' Z, P-/A ̂ v/f =: ^•yA- »

^ ̂  1 /t =; î
oa encore

/; ;-•;;" ii i =; /»

2 ̂ tA .S ̂ ^ p•//< := ^Â' ̂
A .̂ -: l / -=; l

ou , d'âpres (2^) et (a6),
/< ;-"; « .— (f II. ..•.••:"• fy»

J^ V'jk'^h.k + ̂ jP-y'//-''/ 1 APA7< =:: p'/V,-?
^ = l A ;̂  :i

et en tenant compte de la dé f in i t ion des quan t i t é s ̂  :
h^

( ^7 ) ^ pv^= ^P^^^y'^- ^/4-A ?
A = l

comme, dans les quanti tés p^, les indices ^e t /var ien t chacun de i à y,
ces quantités forment les éléments d'un déterminant A d'ordre y,
A n'est pas nul, en effet, les quantités ̂  où/ varie de i b p , et ou k
varie de r a y, forment les éléments d 'une matrice M de déterminants,
et chacun de ces déterminants contient, d'après les formules (27) et le
théorème relatif à la mult ipl icat ion des déterminants, A en facteur .
Si. A était nul, tous les déterminants de M seraient donc nuls. Consi-
dérons le dé terminant qui a pour éléments les quant i tés

h^p ! . !

j^/^/v (4/=:i ,â, ...,//);
A = I

on dédu i t aisément des formules (25) que la valeur de ce détermi-
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nant est ̂ ; d'autre pari, il se décompose en une somme de produits
de deux déterminants d'ordre y qu i appar t iennent à la matrice M.
Tous les dé te rminants de M ne peuvent donc être nuls et, par suite,
A n'est pas nul. A n 'étant pas n u l , on pourra résoudre les formules (27)
par rapport aux quant i tés ̂ /.^^ ( y = = î , 2 , . . . , / ? ; // = r , 2, ..., y),
et l'on aura

/^y

( 28 ) lJ'i.n-q.\~j == ̂  ̂ j h [M/,. ( l -=. 1 , . . ., ? ;./-=- î , 2, . . ., <y).

h = 1

Soiti' un ent ier au plus égal à y; mul t ip l ions les deux membres de
l'équation (a8) par (^ et a joutons les équations obtenues en donnant
hi les valeurs r , 2, ...,/;; il vient, en t enan t compte des relations (û5),

/ = //
( ^Q) ^^/Â•^'•" "y ̂ ' ̂  ̂  û)./71' î

/ ;:::; î

or les relat ions (24) peuven t s'écrire
h »•= n — (f h =: //

(30) ^^/^ /J7^+ ̂ '̂.n"y l //J^^//"// i //.== f:î^-

A "•:•" 1 h ̂  1

M u l t i p l i o n s les deux membres do (3o) par ;/.^, puis a joutons en
donnan t à i les valeurs r , 2, . . . , /;, il vient, en u t i l i san t les re la t ions
(26) et (29) et après avoir m u l t i p l i é par .2,

h..rf

^^)/l/h'lJ^'n~f/+•h::^ ̂
Â= l

et, en remplaçant les quanti tés (^/.^.y^ par les valeurs (28),
h^ff l^q

^wltk'^f)fï<^{:=^^
h .= 1 / = 1

et en at tr ibuant toujours au symbole ^y la même signification que ,p lus
haut

/=</ /h^\i 1 , 1 \
( 3 1 ) ïà^1! ^w/l/l:u/lr^/l'l l^0'

/^l \ Â = I / • ^ , , ^ ^1 1 1 1
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Si dans les équa t ions (3j ) on donne à y les valeurs i, 2, . . . , p , on
obtient un système de p équat ions homogènes par rapport aux y q u a n -
tités

A-^

j^ ̂ /ik^ki -- Ô/,/ (/== I, 2, . . . , r/) ;

/^=1

or les déterminants de la matr ice formée par les q u a n t i t é s (A^ ne sont
pas tous nuls : on a donc

h^f]

( 32 ) ^ G)///, û)/./ — S/,/ =: 0.

/;^1

Les équat ions (3^) expriment précisément que les q u a n t i t é s <o/- . sont
les coefficients d 'une subs t i tu t ion orthogonale.

TnÉonÈ^ïE XI L — Si a/^^,,, esl iiifèrieur à la c/uantil-é L, définie au
théorème IX, il existe une c/imntilé L^ <f m ne dépend (me de I)> et end
est telle que, si ^.^p^eM supérieur à 1^, les relallonîs (2!')) aient lieu
pour Cj -=^ p — :i\

De même on pourra déf ini r une quantité L^ ne dépendan t que de D
et telle que, si ^n-p^ <^t inférieur à IL et ^ri-p.^ supérieure a Lp les
relations (s5) aient l ieu pour y ==p — 2, et ainsi de suite- .De proche
en proche, on prouve qu'il existe une l imite L/, telle que, si ̂ ^ est
moindre que "4^1 et a/^ supérieur à L^,, les re la t ions (25) aient l ieu
pour q == ï .

Supposons, en effet, a,^,., moindre que L, ; le coef f ic ien t de x ^ x ,
dans F(.z?,, x^, . . . , x^) est de la forme

(3 3) ^c/l/ca/lla/l•Jy

où les quantités C^ sont, des fonctions du second degré des quan-
tités ̂  à coefficients numér iques et ont , par suite, des valeurs essen-
tiel lement limitées; h ne surpasse pas i, k ne surpasse pasy; par suite,
d'après le théorème IV et 'son corollaire, le co'efficicnt de x^j dans F
est inférieur à o^o; multiplié par une quant i té déterminée.

Dans.IIa/ le produi t a^%^^ étant le produit de deux facteurs
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équidistants des extrêmes a une l imi te supérieure; on pourra donc,
en s'appuyant toujours sur le théorème IV, choisir o^_^.a assez grand
pour que non seulement o^,, mais toutes les quantités o^-, où ine sur-
passe pas/.» — i, soient moi ndresqu^u ne quanti té qu'on pourra prendre
aussi petite que l'on voudra.

D'autre part, si y ne surpasse pas n —p -+- i, comme ^n-p+\ ^st infé-
rieur à L^ toutes les quant i tés Oy ont des l imi tes supérieures.

On pourra donc choisir a,^,^ assez grand pour que tous les pro-
daits o^-a,, où i^p — ï , j ^ n — p •+• ï. soient moindres qu 'une quanti té
qu'on pourra prendre aussi pet i te qu'on le voudra. On pourra donc
aussi choisir a/^p^ assez grand pour que les coefficients de x ^ x ^
dans F pour i ^ ' p — ^ - , j ^ n ' - p - ^ i soient aussi petits qu'on le
voudra. M'ais les coefficients de F, dès qu'ils deviennent moindres
que r , sont forcément nuls p u i s q u ' i l s sont entiers.

En considérant successivement les coefficients de; r f , x^ x^, . . . ,
^i^-^n» ()n obt ient , d ' une manière analogue à celle dont on a
démontré le théorème IX, les relat ions (25) pour ?'== i ; on considé-
rera ensui te les coeff ic ients de ^;, x^ x^ . . . , x^ .r,^,n, ce qui, per-
mettra d'établir les relat ions (2^) pour i == 2 et a insi de su i te . L'exis-
tence de L^ est donc démontrée .

L'existence de L^ u n e fois établie, on prouve tout à fait de même
celle de L;( et ainsi, do suite.

THÉOKÈME X I I I . — Tous les coefficients de F(^,, œ^ . . . , ^) ont des
limites supérieures y fonctions de D seulernenL

Soit, en e f f e t , y l 'un des nombres î , 2, .... p. Je suppose que a,^y
soit infér ieur à L^y et que ^n-q^\ ^l' supérieur à-L^y-M.

Le cas où a,,̂ ,.., est supérieur à L, présente d'ailleurs les mêmes
circonstances que les aut res^ car nous savons que v^p a dans tous les
cas une l imite supérieure, et il peut se,traiter en même temps.

D'après les théorèmes IX et XII, dans l'un quelconque de ces cas
les relations (a5) ont l ieu pour la valeur de q q u i correspond à ce
cas* ^ ! , 1 , ! ! ! , , ! 1 ,

Considérons F(^ x^ ..., ^) sous la forme (19), et le coefficient
de Xix; dans F sous la forme (33). Pour des valeurs déterminées de h
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et de k, la partie C/,/,a/,/a/,y de ce coeff icient est Ja part con t r ibu tm»
qu'y apporte le p rodui t des deux f o n c t i o n s l inéaires A/, et A/,.

Or, d'après le corollaire du théorème IV, tous les coefficients de A/,
sont en valeur absolue moindre que a/^ m u l t i p l i é par des quan t i t é s
fixes. Il en résulte que , si l 'on c o n n a î t une l i m i t e supérieure pour le
produit a/,o^, toutes les parts con t r ibu t ives du produit A/, A/, dans les
coefficients de F ont des l im i t e s supérieures.

Or, d'après les théorèmes V I I I et IV, le p rodoi t a/a/ a u n e l i m i t e
supérieure si i -^-j^'n •+-1; i l au ra aussi une l i m i t e supér ieure si a/-
et ay ont séparément des l imi tes supérieures, c'est-à-dire si iïn — y,
j ^ n - c / .

Parmi les produits A/,Ay;,, les seuls qui . pu i ssen t apporter aux coeffi-
c ien t s de/des parts c o n t r i b u t i v e s i l l i m i t é e s se par tagent par s u i t e en
deux catégories.

La première comprendra les p r o d u i t s A/,A/, pour lesquels h est au
moins é^al il n — q •+- ï , et, k au moins é^al a y •4 - r .

La seconde comprendra les p rodui t s A..^A./, pour lesquels h est au
moins égal à n — q -h T , et pour lesquels k est i n f é r i e u r ou é^al à //,
mais de1 telle sorte que h 4- k surpasse n - h r , l ' inégali té e x c l u a n t
l'égalité.

Je dis d'abord que les produi ts A / , K / , de la première catégorie
disparaissent tous- dans le développement do, second membre
de (19).

Considérons d'abord ceux pour lesquels l ' indice k (qui, comme
nous venons de le dire, est supér ieur à y) est i n f é r i e u r a n — a 4- r .
L ' indice h étant au moins égal à n — y -h ï peut se représenter
pa r / i -y+y , ./ é tant positif. Le mult ip l icateur de A^,/Â,^, dans
le second membre de (19) est

i^p
• " i / ï ^ t ' n -

/ v
•""" ^ ̂  P'IA' l1^ II - <w ;

or, d'après la formule (28), on aura
^/' i^/ i^p
^V'iffl^.n'-q^j =j^ ̂ .V/^P-//,^7.

t=ï 1 Issi i^l
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i==.p

D'après les formules (^5) les sommes 'S^/cp-^ sont égales à -r^/a et
/= i

' / ] / , ! est nul , parce que / é t a n t ici un nombre au. plus égal à y , e tA étant
supérieur à y, / et k ne peuvent être égaux. Le multiplicateur de
A^q^jAk est donc nul.

Considérons maintenant les produits A/, A/<. de la première catégorie
pour lesquels h :== n -— y 4-y, 'k= n — q -h l,j et / é tan t positifs. Sup-
posons d'abord y ===/. Dans le second membre de la formule (19) le
mult ipl icateur de A 3 . ^ est, / == p

I-^^pL/.^/,.,yî
/" ;= l

or, d'après (2.8),, on a
/ •=}) i -^p f'^q s-=.rf

^^-^•^•^J^^ ^ ̂  ̂ Jr^jsV'iv^i^
<=:l t^ï. /';:=i s^t

i .== p r •.^ (j A" =: (f i ::": /» /•=<•/ .y == y

^P/2.//,.//.!.,/^^ ̂  ̂ ^^•^'^^//•F-^y^^ ^r^'•ï''>)^•&l^'A"
^.^1 r=:l S ^.î i^l r^l s ^ i l

D'après les valeurs des quant i tés y],^, ceci, se rédui t à
r^cf

î V -> ï

il "./-'•= r
/- s;; 1

puisque les ojy,. sont les coefficients d 'une subst i tu t ion orthogonale.
Supposons i différent de /. Dans le second membre de (19) le mul-

tiplicateur de A^,,^A/^^ est
i^p

r Y1
—^'2nà \Jvi•1l^fl^3\^i'n•w(^•^l''>

/—l
or, d'après (28),
•s2/' f-î^Cf S = ff 1 1 i ^ p ' /*.-;-</ .f^fl /•==<y1

^^/.rt~94-y Î './̂ r/.- /̂::=^ ^ wjr^ls^[J'îr^is^^ ^^rs^jr^îs^ 3 ̂ a)//•w^••
^"==1 /• ss l .îssi 1 / ïst r-=si .?==! ' /•.^I

Or, les <o,y étant les, coefficients d'une substitution .orthogonale
Ânn, Éc, Norm^ (3), XIX. — MARS 1902. , . l^



ï ï 4 STOUFF.

r^q

y,ù),,,a^,. o ù / et i sont différents est nu l le . Le mul t ip l ica teur de
r-^i

A/^,-./A,,^w est donc nul . Ainsi les multiplicateurs clés produits de
la première catégorie sont tous nuls.

Les produits de la seconde catégorie donnent l ieu, au contraire , à
une discussion nouvelle. Chacun d'eux est de la forme A ̂ A//^,.^/ où
i est au plus égal à g , et oùy est un nombre positif au plus égal à i — i .
Leurs contributions aux coefficients deFontdes limites supérieures,
si le produi t a^a^.,..,_^.y a une l imite supérieure.

Envisageons le produit o^a^ ; j e dis qu'on peut déterminer une
quanti té N telle que, si a^ est supérieur àN, les mult ipl icateurs des
produits A/A/^, pour ^2, s 'annulent tous dans le développement du
second membre de (19). Considérons, en effet, le produit

( 34 ) y'i y'2 y'n-ï v'n 'r:" ( ̂ i ^n ) ( ̂  oc//.-i ) •

Les deux produits entre parenthèses dans1 le second, membre de (3,4)
comprennen t des facteurs de D équidîs tants des extrêmes. Ils ont
donc des limites supérieures. Le produi t dos quatre facteurs a donc
une l imite supérieure, et par suite, en supposant a^a^ assez grand,
on pourra rendre, d'après le théorème IV, aussi petits qu'on le voudra
non, seulement o^a,^, mais tous .les produits a, a,, où r ne surpasse
pas n — ï . Il en résulte que les coefficients de x ^ x ^ pour r moindre
que n, dans F, pourront être rendus moindres que î . Alors ils de-
v iennen t nuls, puisqu'ils sont entiers. On en, déduit, d'après la mé-
thode employée au théorème IX,

; .==;;
J^ P-/1 /̂i-<7.4...7— v ^ — j, -.̂  .^ P-/I V^n^-j =0 (/ = T , a, .,., ̂  — i )

. i^.l

et d'après les formules (^8)
h^fj izzf)

j^û)y/^^i^ ::•:=: 0.

h = 1 i ̂  1

On, en. dédui t (35) co^ == o, pourj == î , 2, . . . , y — r .
Or, en résolvant les formules (^S) par rapport aux quantités (x^ il.



REMARQUES SUR QUELQUES PROPOSITIONS DUES A M. IIERMITE. I I 5

vient j^fj
(36) l^~=^^jh^n-^ (A= î, a, . . ., q);

/=i

en particulier, en faisant À === i , et en tenant compte de (35),

(37 ) ^-i == 6)^1 ̂  ( / = ï, 2, .. * , p ) ;

j-=q

d'ailleurs o)^ est égal à ± T , parce que ^co^ = ï , et que les autres
;' == ï

quantités o^ sont nulles-
Or, on a

i=p i ^ p i^-p

^^,1^=0, ^^^=0, .. , , ^^^=0,

/si 1 <=;! i.-.i

et l'on en, dédui t
i--.p i = p , /'r;/;

\ ̂  p,^ •= 0 , ^ ̂ ./^ ̂ /3 = 0, . . . , '\ p.̂ , ̂ ./•<y =: 0.

/=! ^=-1 /=^1

II en résulte que les multiplicateurs des produits A^A// pour i^i
sont tous nuls.

Plus généralement, on peut déterminer une quan t i t é N^, fonct ion.
de D seulement, telle que si le produit a,a,^,^-/ est supérieur à N^ les
multipl icateurs des produits A^Aycpour h ' ^ i , A^n + 2 — i, s'annulent
tous dans le développement du second membre de (19). 'En effet, le
produi t

a^i ̂ a^.i^a^.â^= ( a/-i ^/H-ss.^) (a^a/^i^/)

a une l imite supérieure fonction del), parce que chaque groupe mis
entre parenthèse comprend deux facteurs équidistants des extrêmes;
donc en supposant a^,^^ assez grand, on pourra rendre a^a^^
et aussi tous les produits a^o^ où rest au plus égal à ? — T , et où
À-est au plus égal, à, n + ï — i, aussi petits que l'on voudra; par suite,
on pourra rendre dans F moindres que Funité les coefficients des
produits XyX^ pour r ^ i — î , s ^ n ' ^ r i — i . Ces coefficients étant
entiers deviendront alors nécessairement nuls. On en conclura^
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d'après la méthode du théorème IX,
i=p

(38) ^^^-y+y=o {t=i, a, .. . , i — ï ; y=i i ,2, , . . ,7+i—0.
^==1

En remplaçant dans (38) p-/.^+,/ par la valeur (28), on en d é d u i t
h = // Z == p

^^y7^^/^^/A'=0;

Â=l ^-1

or
^

^ .y'n^if^^P'IiP'lh^'t'hh^

t =1

on en déduit

6^^i= 0 ( ^ := î , 2, . . ., l — 1 ; / == J y 2, . . . ,^/ 4- ï — 0.

Envisageons le tableau dos quan t i l é s o)// :

(.t) 1 1 , 0) 1 2 , * . . y (0 1 , ,̂....,, 1 , 6.) 1 . ( y . . . y f<) { y ,

^^ly • * • y . . . y . C*)^.^..,!, C»)a /y . . - , ^gy»

o>^4..,i^.^i, ..., r<)y.4,,.i»»,/.^n, *,.,. ^ ) y i i -/.//»
. * . * . . » . * « » . • * « . , * . . , . • • • • • « « • • • « • » « • ^

G.)yi, . . . » . . ., * » . y . , * y * . . y ^<yy*

Dans ce Tableau, les ï — î premiers éléments de chacune des
y -4-" î — ^ premières lignes sont tous nuls. Or on a

='7
V &,)^o}^==: rî^. (5^=0 pour r 7^,«?; ô^= j pour r = A') ;
/=;!

on en déduit
//
^ .,^ ^/./^^=o,.^

/^(y- l . -â—/

par saite, les quanti tés
r,)^ pour ( / = = y - h a — ^ . . . , / 7 ; y = : r , » , . . . , / — ï )

forment séparément les coefficients d'une substitution .orthogonale.
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On en dédui t immédia tement

œ/yrrro ( / == (/ + 2 — /, .. ., y; ,/= ^ / -4- Ï , . . . ,< / ) ,

et les quan t i t é s

M/y pour (/=:i, 2, . . . , q H- i — l ; ./== ^ / -+- I , . . . , 7 )

forment aussi séparément les coefficients d'une subs t i tu t ion orthogo-
nale. Il en résulte que, dans les formules (28), les expressions de

^/./Mâ-/î ^'î-ii^-h ' • • » P-//I ( 1 = 1 , 2 , .,.,/;)

ne cont iennent plus que les quanti tés

P-Hf P-/2? " • • ? " P/.^l (^==ï , 2, ...,/?).
On en dédui t

i^p i ^ p
^ ^/.k^/.n^-.i= 0, ,. ., ^ ̂ .^p//, = 0 (^ = /, i~\- I, . . ,, 7),

/^l /=!

et ces égalités prouvent que les mult ipl icateurs de A^A.^),.^, . . . ,
A./A^,. * . sont tous nuls .

On peut déterminer une q u a n t i t é N^, fonction de 1) seulement , telle
que si le p r o d u i t a/a^,^ est in fé r ieur à N^, et le p rodui t c^a^^/
supérieur à N^, les înul t i i ) l icateurs des A^A^, pour hïi, k^n -+- 3 —i
so ient tous nuls .

Supposons en efïct ^i^n.^-i infér ieur à N^ ; d'après le théorème VII,
le p rodu i t a^.,,,^ est supér ieur à une quant i té dé terminée H. Par
conséquent le rapport -^±2^- es t inté r i eu r à -—»• "- cî^.)..,t.,,,.j;' , .11

Le produi t
ai^^ai^n^A-i^ii-^-i

se décompose en deux groupes de fac teurs de D équidis tants des
extrêmes, et est par conséquent limité s i ipér ieureinent ; on peut donc
supposer â ...,...̂  assez ^rand pour1 que a^y ^n\-\-i soi( / ^ussi petit que
l'on voudra, et comme dans l'hypothèse actuelle a ,̂,...̂  est inférieur
à a^,,,^ mult ipl ié par , u n e q u a n t i t é fixe, on pourra supposer a^a^^
assez ^rand pour que ̂ i^^n-^-i ̂  aussi ^y^, où k^i — 2, ^'^^"+- a — i
soient aussi petits que Fon voudra, par suite, pour que les coefficients
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dex^Xf, dans F, pour h^i— 2, k^n 4- 2 — ?, soient tous nuls. On en
déduira, en raisonnant comme tout à l 'heure,

c,)^=o ( ^ = = 1 , s, .. ., i— 2 ; y = = i , a, . . ., q +o.— Q.

Par suite, les quantités o^y, pour
(^==r/+3 "-/, . .* , <y;y'==ï, 2, ..., /—-a ) ,

déterminent séparément une substitution orthogonale. Les quan-
tités co/y, pour

(^= ï , 2, ..., f 7 + 2 — ( ; y ===<- -1 , 1;', ..., r/),

déterminent aussi séparément une substitution orthogonale.
Les expressions de [.̂ +.3-̂  ..., ̂  ne contiennent alors plus que

[x^, [j.^ ..., [^«2 ? pa1' suite,
/)

^p.///./j.//,=o . (h =^—ï, ..., <y; A' = /À + 3 — i, ..., //,),

et ainsi de suite de proche en proche.
Après avoir défini la quantité N/./^, un raisonnement analogue

prouve qu^il existe une quantité N^ telle que, si c^a^ est inférieur
à N/^i et a^ supérieur à N^, les multiplicateurs de A^A/^ dans le
second membre de (19) pour hïi, sont tous nuls.

Il résulte de1 cette discussion que le.s produits A/^A/^ quels que
soient À et A, rapportent dans aucune circonstancCy aux coefficients
de F, que des contributions limitées par le déterminant I).

En effet, ou bien a^ est infér ieur à Lp, et alors tous les coefficients
de F ont des limites .supérieures^ ou bien a^ est supérieur à Lpy et alors
on se trouve dans l'un des cas discutés au théorème X1L Les pro-
duits A/^A^ de la première catégorie rapportent aucune contribution
aux coefficients deF; un produit A^A^ de la seconde catégorie ( i ^ q )
n'apportera aux coefficients de F que des contributions limitées, si
a^ est inférieur à N». Dans le cas contraire, il existera, 'un nombre/
tel ;que a^a^^^jsoit supérieur à N;/, mais que o^a^,^ goit inférieur
à N^-^, et, dans ce cas, les produits A^A/c qui pôumientdonner lieu
a des contributions pour lesquelles on n'aurait pas de limites supé-
rieures disparaissent du développement do F. c, Q. F, D*


