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SUR LES SYSTÈMES CYCLIQUES
D O N T LES PLA.NS E N V E L O P P E N T UNE S P H È R E ,

P A R M. L, B I A N C H L

I.

Les recherches de Rihaucour , complétées par un beau théorème de
M. Darboux (^ ) , ont établi une li.ai.son bien in t ime entre les deux
théories de la déformation des surfaces et des congruences de cercles
normaux à une série de surfaces (systèmes cycliques). La nouvelle
méthode de M- Weingarten dans la théorie de l 'applicabil i té ressort,
au fond, de ce lien entre les deux théories. C'est qu'en effet la connais-
sance d'un système cyclique, dont les cercles sont tracés dans les
plans tangents d 'une surface (S), permet, après avoir fixé une des
surfaces orthogonales aux cercles, de ramener l 'élément l inéa i re
de (S) à la forme caractéristique

d^ = dt^ + 3 ̂  du dv + 2 ̂  d^
ou àv

ou bien, en posant
•i^n, ri=:^+^r, Ç=^ -^p ,

à la forme équivalente
d^^dy+d'n^d^.

Alors la détermination1 des surfaces applicables sur (S) se trouve

(1) Voir Leçons, etc,, t. 111, p. 354.
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ramenée à l ' intégration d 'une é q u a t i o n correspondanl.e de la forme de
M. Weingarten :

^o ô^o . . à^^^^^^^(?^+p,)4.^=o.

,1e me propose de considérer ici le cas pa r t i cu l i e r des systèmes
cycliques dans lesquels les plans des cercles enveloppent une sphère,
pour en é tud ie r les r e l a t ions avec les surfaces à courbure constante .
On peut regarder notre problème à un au t r e p o i n t de vue, qu'il ne
semble pas i n u t i l e de m e n t i o n n e r * Si nous appe lons a le rayon de la
sphère, la dé te rmina t ion de nos systèmes cycliques rev ient , d'après ce
q u i précède, a trouver trois f o n c t i o n s réelles S;, y], w de u, p, ( e l l e s q u e
l 'on ait

(•{^f- „,(, { { • [ ^ — f{^ :;:_ a^ ( ( / { ^ 4- si il2 // ^A'° ),

En éc r ivan t
d^ "4- d'f]1 r= a1 ( f l / ( ' 4" si î i" n d^ ) 4- ^/(T'\

nous voyons que chaque s o l u t i o n de no t re problème géométr ique
donnera l ieu à une surface à courbure létale nulle (\w^ Fespace courbe
il trois dimensions déf in i par son ds^ de la fo r rno

d^ rr; ̂  ( d(^ -h ̂ ^u d^ ) •"+• d\^.

C'est une forme d'espactô bien connue, comme a d m e t t a n t un groupe
cont inu ( transi t if) de mouvements à quatre paramétres» La recherche
des surfaces à, courbure n u l l e de cet espace é q u i v a u t à celle des sur-
laces pseudospbériqucs (à courbure constante négative) de l'espace
e u c l i d i e n .

I I .

Dans tout système .cyclique, les l ignes q u i , sur ,la surface enve-
loppe des plans des cercles, correspondent aux dévcloppables de la
congruence des axes forment, d'après un théorème de Bibaucour, un
système conjugué. Lorsque la surface enveloppe est une sphère, ce sera
donc un système .orthogonal, c'ost-à-dire q u e la congruence des axes
des cercles sera une congruence normale. Il, résulte alors d 'une propo-
s i t ion connue queles surfaces S orthogonales, aux axes des cercles
au ron t morne image de leurs lignes-de courbure qu'una surface à
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courbure constante (1). On trouve, de plus, que toutes ces surfaces. H
forment des intégrales de l 'équation d'Ampère :
0) p i P a — ( p — a) ( p i 4- p a ) 4- 2Y/ -h ^ == o.

Ici les notations employées sont celles de M. Weingarten (2), et a, 6
désignent deux constantes dont la première a représente le rayon de
la sphère, tandis que la seconde b ( lorsque a n'est pas nulle) peut
changer de valeur comme on veut, par le passage d'une surface 2 à
u n e surface parallèle.

Réciproquement , toute surface £ intégrale de (i) a la même image
sphérique qu 'une surface à courbure constante , et ses normales sont
les axes d 'une congruence normale de cercles tracés dans les plans
tangents d ' u n e sphère de rayon a. Lorsque ci= o, les surfaces S sont
caractérisées par cette propriété que, sur chaque normale , les deux
centres de courbure sont conjugués ha rmoniques par rapport a une
sphère f ixe . Si, en outre, b === o, le segment de normale entre les deux,
contres de coorbore est vu sous un angle droi t de l 'origine, et l 'on a,
les surfaces considérées par M. Darboux à la page 322, tome IV de ses
Leçons,

En supposant connues les surfaces I; intégrales, d 'une mên'ie équa-
tion (i) , la méthode de Weingarten permet d'en fa i re dériver par
quadra tures une classe do sur faces applicables.

Dans le cas a == o, ce seront les-complémentaires des surfaces a cour-
bure constante . Dans le cas général, a ^ û y leur élément l inéaire se
rédu i t à la forme
( -i ) d^ = (r^di.^ 4" j 2 ( (.' — u. ) (r"^"— À \ d^,

A désignant une constante , q u i se rencontre dans un Mémoire réceni
de l 'auteur (3). Ce ds^ appart ient à la surface
x = ( u -— P) tf-^, y -h l^ '•=- c~~v^ y — iz •=^ â,6'~"^+ Â^'— c'"-1' (; // — c 4- i )2,

O ^ A u poînl do vue réel, il faut ajouter ioulcfuis quo ccUc courbure sera nécessai-
rement négative lorsque les cercles 8ont réels.

( ï i ) pi, pa, rayons de courbure principyux do S; /?, distance âlgébriq.ue do l'origine au
plan lancent; ^r/y carré de la distaneû de l'erig'mo au poilU de contact.

( 3 ) SitUfji, dcfortnwlone deUfî cûfî^r'it.a/izô e soproi cisicufte' cla,vsi dl su.perjîcifî (tjpplica bili
(AnnaU cli Mcitematica, .fî/'série,, t. Vl, 1901)*
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c'est-à-dire à la quadrique imaginaire
.-z-2-!- 2 •^ï 4- 2.r/ -h" a .̂r,3 — a ^y^ — A == o,

qui est osculée par le cercle imagina i re de l ' i n f in i . D'après les déve-
loppements donnés par M. Darboux à la page 336 du tome IV, en ré-
duisant ce rh2 à la forme de L i o u v i l l e , on aura

A , \ ff. du'1 r cf^ j
W ^-^(——^i^^-^^^^

in.

Je vais donner ma in tenan t les formules qui, en par tan t d 'une sur-
.face (S) à courbure constante K donnée avec ses lignes géodésùines,
(ont connaître par quadratures la triple i n f i n i t é de surfaces S, inté-
grales de (i), qui ont la même image sphér ique de (S), et, par su i t e ,
les systèmes cycliques correspondants, don tics plans enve loppen t une
sphère. Soient^ dans les notat ions habituelles, .y,j, z les coordonnées
d'un point variable sur (S), X, Y, Z les cosinus directeurs de la nor-
male. La surface (S) étant rapportée à un système quelconque de
coordonnées- curvilignes u, ^, i nd iquons par
( 3 ) 2 dy1 == E (h^ "h- 2 F du dv "4- (; d^,

( 3') — ̂  dx d^L ̂  ,1.) du^ 4- a Wdu dv 4- î)'' d^'

les deux formes quadrat iques fondamenta les de (S). J M a i n t e n a n t con-
st ruisons le système su ivan t d 'équations simultanées du second ordre,
avec une fonct ion inconnue d) :

d^l) ( j i ) M» ( i i ) <M> ^ , ,,— - = ^ f ^ . ^ . K..E4» 4" a ï ) ,
ÔU^ ( I ) ()U [ 3 j <h' '

. , . ^2<!> i i "2 ) <)<!> \ î 9 . ) ô^
( A ) -—— == — + — — h F * 4- a I)',

au. ùv î au ••i ()^au ùv '" \ î \ ()u { a \ ô^
ôî{b _ j ̂  ) à{îî ^ 0/1>< / M(P^ 1 29. ] Ô^ ( ?/>, / ^<b ^,, . . .
—,- == ) — 4- , -,: - Kf;<i> + a^,
^ï: "^,j Ï \Ju ^ 2 | ̂

a étant une constante, et les symboles de Christoffcl l i se rapportant
à la première forme (3). • - ! 1 - ! ' ! 1

Quelle que1 soit la 'constante a, ces 'trois- équations (A) fonneot un
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système complètement intégrable; la solution plus générale <& contient
par suite trois constantes arbitraires.

Lorsque a ==o, le système (A) est bien connu par les recherches
de M. Weingar ten; son intégration est immédiate, en supposant con-
nues les lignes géocîésiqiies de la surface. Dans cette même hypothèse,
la méthode de la variation des constantes permet aussi de calculer,
par trois quadratures, la solut ion générale du système complet (A).

Main tenan t , une so lu t ion quelconque <& de (A) étant choisie, déter-
minons par une quadrature une deuxième fonction W à l'aide des
équations suivantes :

àW _ FIV—GI) à^ FI) - ElY à^
^Ja ~""" ^•_-^ ^ + "EG'—F^ Jv 9

()W _ FI)'— (W à^ Fiy— Eir à^
"J^ ~ 'w~^W Tu + -^_'p- •^?

pour lesquelles la condition d'intégrabilité est sat isfai te, à cause des
équations (A) et des formules de Coda™. Posons alors

(4 ) Ç === WX 4- A(^, <î>), •n + WY + A(y, <!>), Ç = WX -h A(^, <!>),

les paramètres différentiels étant calculés par rapport a la forme qua-
dratique (3) : le point (Ç, T), '() décrira une surface S intégrale de (i),
et l'image sphérique des lignes de courbure de S sera la même que pour
la surface (S), à courbure constante K donnée,

Quant au. système cyclique correspondant, ayant, pour axes les nor-
males de 2 et pour enveloppe des plans de ses cercles la sphère

^24^24^2^:^

on l'obtiendra de la manière suivante. Le centre du cercle sera dans le
point ( x ^ y ^ z^, dont les coordonnées s'expriment par les formules

(5) ..ri=^X+A(.y, <!>), ji=<%Y4"A(j,<ï)), ,̂ == aZ + A(s, ^);

c'est le point où la normale de S perce le plan tangent correspondant
de la sphère. Enfiny le rayon, R du cercle sera déterminé par la rela-
tion

ijgjt,

C6) 1 —KR3:^2. 1 1 1 1 1 . : !

Ann, Ec, Norm.f (3), XÏX. —SIÎPTIÎMCRE KJÛÏ. , , 4 à
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On voit bien que ces cercles seront réels seulement lorsque la cour-
bure K de (S) sera négative.

IV.

Considérons maintenant la classe de surfaces applicables (S), d'élé-
ment linéaire (2) ou, (2'), que la méthode de Weingarten fait dériver
de nos surfaces S intégrales de (i).

Ces surfaces dérivées (S), ainsi que je l'ai démontré dans le Mémoire
cité au n° 2, ne sont autre chose que les surfaces enveloppes des plans
orthogonaux aux lignes <& == const. sur la surface donnée (S) à cour-
bure constante. Par la, elles v iennent se lier aux familles de Lamé
composées de surfaces à courbure constante, à l'aide d 'une proposition
que je vais répéter i c i*

Dans toute f a m i l l e de Lamé, où chacune des surfaces qui. la com-
posent est ind iv idue l lement à courbure constante, cette courbure K
variant toutefois suivant une loi arbitraire de l'une à l 'autre surface
de la famille, la distance inf in iment petite d 'une surface (S) à, la suc-
cessive, comptée sur la normale de (S), satisfait précisément à un
système tel que (A). Il en résultela proposition en vue :

Dans toute famille de Lamé composée (le surf aces à courbure constante,
les plans osculateurs des trajectoires orthogonales de la famille^ en tous
les points d'une même surface à courbure constante K, enveloppent une
surface avec F élément linéaire

d^ == e-^ du^ p ( ̂  — u) e-^ — — d^,

qui dépend seulement de la valeur K de la courbure.

1 1 Dans cette proposition on suppose essentiellement K variable avec
la surface (S) dans la famille. Si, an. contraire,. K, est absolument
constante, la surface enveloppe (S) est la eûmplémentaire de^ (S) par
rapport aux lignes ,géodésiqaes1 trajectoires1 orthogonales des lignes
<& == const. Son élément linéaire a encore une forme fixe, qui toute-
fois ne rentre pa^ dans laforme précédente. ! 1 , 1



SUR LES SYSTÈMES CYCLIQUES, ETC. 33 [

En part icul ier , dans le cas de K négative, il revêt trois formes
différentes bien connues, su ivant la nature des cercles géodésiques
<D == consL

V.

Dans le cas où la courbure K de (S) est positive, la détermination
des surfaces S correspondantes, intégrales de ( i ) , pourra se faire à
l'aide d ' une autre construction, qui se trouve déjà indiquée par
Ribaucour (1).

Supposons en premier l ieu que l'on ait , dans (i), a ̂  o. Indiquons
par p le carré de la distance d'un point M variable sur (S) d 'un point
quelconque fixe dans l'espace. Appliquons la surface (S) sur la
sphère et portons sur le rayon qui va au. point de la sphère corres-
pondant à M, dans l 'applicabilité, à partir du centre 0, une longueur
OP -— p :

Le plan normal en P au rayon OP enveloppera une surface S intégrale
^(i).

En changeant la position du point fixe dans l'espace, on aura de la
sorte une triple inf in i té de ces surfaces S; elles auront toutes pour
image sphérique de leurs lignes de courbure celle de la surface (S4),
à courbure constante K, que l'on obtient de (S) par la transformation
involu l ive de M. Ha%%idakis .

Lorsque la constante a est nulle, on aura une construction tout à
fait analogue, en prenant pour p la distance d'un point variable
sur (S) d'un plan fixe dans l'espace.

VI.

La détermination des surfaces S intégrales de (i), ou bien des
systèmes cycliques tracés dans les plans tangents d'une sphère, exige

( l ) Voir la Note au n° 4^ do son Mémoire mr la théorie générale des surfaces courbes
(tournai de MeithématiqueSy 1 8 9 1 ) *
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non seulement la connaissance des surfaces correspondantes (S), à
courbure constante, mais aussi celle de leurs l ignes géodésiques.

Or, c'est un résultat acquis, dans la théorie des transformations des
surfaces à courbure cons tante , qu 'une telle surface (S) étant connue
avec ses lignes géodésiques, pour chaque nouvel le surface (S7) que l'on
déduit de (S) à l 'aide d'une de ces t ransformations, on pourra aussi
déterminer les lignes géodésiques, soit en termes f in i s , soit, dans le
cas le plus défavorable, par une quadrature.

Je vais faire connaître une simple proposit ion géométrique qui ne
semble pas avoir été observée jusqu' ici , et qui explique bien ce
résultat.

Considérons deux surfaces (S), (S') avec la même courbure con-
stante négative K==-- — î qui soient transformées l 'une de l 'autre par
une transformation de M. Bt'ic'klund. Les droites MM' qui. jo ignent les
couples (M, M') de points correspondants sur les deux surfaces (S),
(S^ forment , comme on sai t , une congrue'nce (psendo-sphérique)
dont (S) et (S') sont les deux nappes do la surface focale; l 'angle o-
des deux plans focaux est1 constanty a insi que la distance des deux
foyers M, M/, qui est égale à Rcoso".

Maintenant , comme (S), (S') ont la même courbure constante, il
est certain qu'elles seront applicables l 'une sur l'autre d'une triple.
inf in i té de manières. Mais il est remarquable que l'on peut toujours
trouver une de ces =o3 relations d 'applicabil i té à Faide de la construc-
t ion suivante :

Prolongez géodésiquement mr (S) le rayon MM" dans le sens même
de M en M7, et sur celle ligne géodésique porter, à partir de M, un arc
constant MM< == à, tel que Von au

(7) : s inh^^ =coto-(1) ,

La surface (S^ sera applicable sur (S), de telle manière que chaque
point W de (S^) viennecoïncider a^ec le point correspondant M< de (S).

( 1 ) II n'échappera pas au lecteur que cette formule est la moine qui relie, en Géométrie
non euclidienne, la distance 8 d'un point à une droite avec rangte correspondant o" do
parallélisme.



SUR LES SYSTÈMES CYCLIQUES, ETC. 333

II est évident qu'il suffira de connaître sur (S) les lignes géodé-
siques pour pouvoir réaliser cette construction d'applicabilité, après
quoi l'on aura, en termes finis, les lignes géodésiques sur (S); c'est
bien le résultat que nous avions énoncé.

On doit observer toutefois que, lorsque l'angle G- est nul, c'est-à-dire
lorsque la transformation de M. Backlund se rédui t à une transforma-
tion complémentaire, notre construction devient i l lusoire, puisque
tous les poin ts M, sont alors rejetés à distance inf in ie .

Il faudra, dans ce dernier cas, avoir recours à un ancien théorème
de S. Lie, d'après lequel une quadrature suffira pour déterminer les
lignes géodésiques de (S').

VII.

Il n'est pas sans intérêt de dépouiller la proposi t ion établie au
numéro précédent de tout ce qui a t ra i t à la forme effective de la sur-
face (S) dans l'espace, pour ne la considérer que comme une propriété
de l 'élément l inéa i r e des surfaces à courbure cons tante ; c'est bien la
voie par laquelle on l'a obtenue.

La proposition se rapporte alors 'au problème de M1. TchebychefC1)
pour les surfaces à courbure constante, c'est-à-dire à la question de
réduire leur élément l inéaire à la forme
(8) df^ = du^ "{- 2 cos a du dv -\~ ci^y

ou bien, comme s'exprime M'. Darboux, à la question rhabiller la
surface. La proposition s'énonce alors sous la forme suivante :

Etant donné un habillement d'une surface, à courbure constante, il
en existe une simple infinité d'autres pour chacun desquels chaque point
se transporte sur la surface à une distance géodésique fixe, donnée arbi-
trairement à l'avance, clé sa position primitive.

Si la courbure de la surface est négative, les courbes d'habillement
f c'est-à-dire les lignes u, v dans (8)"| sont des asymptotiques virtuelles

( l ) Voir DAKBOUX, Leçons, L HI, p. i33. On peut consulter aussi un article de M.Voss?
Ucbcr âquidistctfite Curveti système auf krwwnen Flâche/i (^Kcitalog der Mcit/icmcitisciteft
Âusftelliw^ zu Ntirnberg, septembrû 18 9'2).
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de la surface; nous voulons dire par là qu'elles sont capables de
devenir des lignes asymptotiques de la surface après une déformation
convenable parfaitement déterminée. Alors, si nous considérons deux
divers habillements de la surface dans la relation de notre théorème,
les deux formes qu'affecte la surface, lorsqu'on aur-a rendu les
courbes d'habillement respectivement des asymptotiques, seront
transformées l 'une de l'autre par une transformation de Bâcklund.
Cela vaut aussi bien en déformant la surface dans l'espace eucl idien
comme dans tout autre espacé à courbure constante. Il suit de là que
les transformations des surfaces à courbure constante conservent leur
valeur dans l'espace non euclidien, ce que j'avais déjà observé dans
un ancien Mémoire de 1887 (1).

Si nous supposons maintenant la courbure de.la surface (S) posi-
tive, les courbes d'habillement seront, sur la sphère, les images des
lignes asymptotiques d'une surface pseudo-sphérique; et à deux
habillements différents du théorème correspondra toujours une trans-
formation de Backlund, ou bien une transformation complémentaire.

Enf in , dans le cas de la courbure nul le , sur le plan, les courbes
d'habillement seront, dans un cas particulier, congruentes par trans-
la t ion dans chacun des deux systèmes, et les transformations consi-,
dérées se réduiront elles-mêmes à de simples translations.

(r) Su i shtGinl ai ïf^liî^arten ncgli spazi di curvatura coûtante (ÀUi clei Lincci^
vol. IV, 1887).


