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RECHERCHES

SUR LES SÉRIES DE FACTORIELLES,
PAR M. N I E L S NIELSEN,

A COPENHAGUE.

La remarque, faite en passant par M. Frobenius ( f ) il y a trente ans
à peu près, savoir que l'on n'a pas réussi a donner la condit ion né-
cessaire et suffisante qui doi t êt-re remplie par une fonction dévelop"
pable en série de factorielles, est1 vraie aujourd'h.ui encore, je le crois.
En effet, les condi t ions que l'on a essayé de donner jusqu'ici sont
toutes insufïisantes.

Par exemple, la condi t ion donnée par M. Kônig ( i i), savoir que la
fonct ion en question d o i t être holom.orphe à droite d'une l igne per-
pendiculai re à l'axe des nombres réels, est trop nécessaire pour dire
quelque chose. De même, la cond i t ion donnée par Schlômiich (3)
dans son second Mémoire sur ce sujet est sans valeur considérable
aussi.

Quant aux méthodes d 'une portée assez étendue que l'on a appli-
quées pour développer une fonction donnée en série de factorielles,
c'est-à-dire une série de cette forme

n =- oo
/ . - ^_______&/<_______{ a ) j^.^+n^.r^^/z)' :.^(<a?+ i ) . . .(.r-h ri)

n=iV

(«) tournai de Creîle, t. 73, 1871, p. i .
( 2 ) M.athemcttUGhe Annalen, t. V, 187^, p, 338.
(3) Sitzurï/fsberichte dcr kgl. mcîuiffchen GeselUchaft der Wis^eîtscliûftan^ i8G3; Corn'

pendiwn de^ hôheren Â/ialjw, t lî, p- 93 ( 3e édi t ion) . Bninswick, 1879.
Ânn. É€. yorm,, ('î), X Ï X . — NovF.an:ni-; 1902. J2 ^ „
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où les coefficients &/,, sont indépendants de x, deux seules méri tent
d'être ment ionnées ici :

1° Méthode de S t i r l i n g ( ^ ) ^ qui est applicable aux fonctiollB dévelop"
pables en série de puissances négatives et entières de a?. Or, cette
méthode ne peut donner n i le champ complet de convergence de la série
de factorielles, ni la condi t ion nécessaire et suffisante susdite. En
effet, ce développement en série de puissances négatives n'a nul rap-
port à la série de factorielles elle-même. Supposons que la série
susdite de puissances négatives de x soit divergente, cette méthode
est en d é f a u t ; mais, si la fonction en quest ion est développable en
série de factoriel les, une app l i ca t ion purement formelle de la méthode
de Sfc i r l i ng nous c o n d u i r a préc isément à la seule série de ce genre
possible pour la f o n c t i o n . Cependan t , un approfondissement du pro-
blème semble être impossible par ce p o i n t de vue.

Dans rexcellent Mémoire sur la théorie élémen taire de la fonc t ion
gamma de M,. J.-L.-W.-V. Jensen ( 2 ) on peu t trouver un aperçu précis
de la méthode de S f i r l i n g .

2° Méthode de Schlômiich (<1{), c o m m u n i q u é e dans son premier Mé-
moire, est applicable aux fonct ions q u i se présentent sous cette f o r m e

(P) F/w
Jo

e-^dt,

011 /(O d0^ èt-re holomorphc aux environs de / === o, Schlômiich trans-
forme son intégrale à cette autre

(7) F /[-lo^(i-z);|(î-/)--^//,
^o

et sa méthode est applicable pourvu que la ^érîe dcï puissances posi-
tives et entières de t obtenue p o u r / [ — l o g ( i — / ) ] mul t ip l i ée
par, (i -— ^)•y"< soit intégrable terme à terme de / === o à t =r ï. Or, la.
condit ion pour la possibi l i té d'une telle in tégra t ion est 1res d i f ï i c i l e à

( 1 } Methodw diffcrentlalis s/ve iraclatus do fswwnailoitc et ui.lerpokuionc { f€ i ' i ( î^olaUûiKî sci'Kîruni ;
Londres, 1780 (Citât, do SchîÔmiteh).

( r ) Nft Tldsshiftfor Matlicmaûk, t. Il B, 1891, p. 60,
( 3 ) SUsua^sberic/ite àer k^l, sâchdschôu GcseUscfwft der Wissenschaften, iB-îy;

Zeltschrift fur Mathemntik uiid Pfifsik, t, ÏVy ï859, p. 390.
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trouver et, de plus, le coe f f i c i en t /^ de la factor ie l le du rang n 4- r
dans (a) se présente sous cette forme

^:=^/;S!+^/;^)-l)-^...+c;^l/f;;,
extrêmement incommode à cause des difficiles nombres C^ désignés
généralement comme les coefficients de la factorielle du rang //.
C'est-à-dire que la méthode de Schlômiich exige une étude par t icu-
lière de chaque fonct ion q u ' i l s'agit de développer.

Du reste, la méthode de Schlômiich est analogue à celle de Kum-
mer ( 1 ) .

Cependant , u n e légère m o d i f i c a t i o n de l ' intégrale (y) nous donnera
aisément la forme c o m m u n e de toutes les f o n c t i o n s développables en
série de factorielles. En e f f e t , la première Section de ce Mémoire
mont re , après une étude directe de la série de factorielles générale,
que toutes les fonct ions susd i t es doivent se présenter sous Ct^tte forme
c o m m u n e

( o^)^-^,
^d

ou ç(-s), la fonction génératrice de la série defactorielies, d o i t sat isfaire
à de simples cond i t i ons faciles à i n d i q u e r . Inversement , la deuxième
Section montre que ces cond i t ions nécessaires sont suffisantes aussi
et nous donnent directement le champ complet de convergence de la
série de factorielles obtenue. De cette manière, nos résultats con-
firment précisément la d iv ina t ion de Schlômiich, savoir que l 'origine
des séries de factorielles est à chercher dans des intégrales définies
de la forme (?).

Or, connaissant main tenant la forme générale d 'une fonction déve-
loppable en série de factorielles, nous déduirons immédiatement tous
les résultats déjà connus pour ces séries et un nombre d'autres. Je me
bornerai à citer ici les recherches contenues dans la dernière Section
du préseïit Mémoire, relatives à la mult ipl icat ion de l 'argument dans
une série de factorielles; les résul ta ts ainsi obtenus semblent être
complètement inaperçus jusqu'ici . ! , , ! , !

( 1 ) Jçurneil de C relie y t, 17, i837, p. 210.



412 NIELS NIELSEN.

I. -- Propriétés générales d'une série de factorielles.

L Factorielles du rang très grand. — Dans ce qui va suivre nous
désignerons toujours comme factorielle de rargument x et du rang n
ce produit fini

x\x 4- l) . . . {x -4- ri — i ) ;

effectuons la mul t ip l ica t ion et ordonnons selon des puissances des-
cendantes de x^ nous aurons une ident i té de cette forme :
(i ) .r(.r 4- x ) . . .(.r 4- n — i) = C>^4~ C^r"^ 4-... -h C;;-1 ̂

ou les nombres entiers C^ f igurant au second membre sont désignés
généralement comme les coefficients de la factorielle du rang n.

Q u a n t aux nombres C^, on trouvera aisément une formule récursive
en mult ipl iant par x 4- ri les deux membres de (r) , ce qui donnera
0.) C^H^c^.t-^cr1.

Du reste, Scblâfli (1) a donné u n e loi pour la formation indépen-
dante de ces nombres diiïiciles : « Bal this law is a very complicated
one », dit l 'illustre Cayley (&), et à juste titre, car Schiafli, exprime les
nombres C^ à l'aide d'une somme quadruple.

Cependant, Cayley ne donne aucun moyen pour détourner cette
difficulté, et c'est la même chose pour les expressions données pour
les nombres C^ parScblômiich (:ï) et von Xeipel (4).

Revenons m a i n t e n a n t aux tactorielles elles-mêmes. Dans les re-
cherches qui nous occupent ic i , la va leu r l imite du quot ient de deux
factorielles du même rang très grand joue un rôle important. Or,,
posant , ,

\ . ï . 3. . . ( n — i ). ft^
(a) . 1 1 , , Ï\(.r):

^'(.^ 4- l ) . . .(..^ 4-" / { ' — î )

on aura

(P) nmr^),=r(.2Q;
ft ;= W

( 1 ) Journal de C relie ̂  t. 43, i85'2, p. i-^'}^
(2) Quarferif tournai ûf Mat/temattcs, t. l[i^ ï8(k>, p/308.
(31) Jour nal de Crelle, t. ^4, ïSS^, p. 3.'; 4-355; Compendium, LlÏ, p. ^8<
(4 ) Om monomud-og fcikuhets koefficienter; iir Lwidy UltwersUtôU hr^krift, 1870.
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en outre, la formule (a) donnera immédiatement

(y) y(7^j)...(j+n--^ __ r,(^)
^(^+i). . .(^+^—i)~ r^y)'" ;

c'est-à-dire que nous avons démontré ce lemme fondamental :

Faisons abstraction des valeurs entières et non positives de x et y, nous
aurons généralement :

m lîrn ^ (J / -+ - I ) • - • (y+^—ï) ! ° ,( ) J^ ^TTy^TTÏ^ ^ : ̂ ^fi^
selon que H Çx -— j) | o.

Ici, et dans ce qui va suivre, la lettre gothique ît désigne toujours
la partie réelle.

La formule (2) se démontre immédia tement aussi à l'aide du théo-
rème fondamental relatif à la convergence ou divergence d'un produit
inf in i , mais la formule (y) nous est indispensable dans nos re-
cherches su ivantes <

2. Champ de cowergence d'une série de Jactorielles. - Considérons
main tenan t une série de fàclorielles que nous écrivons sous cette
forme

w , ^(^)=y——îl^v / A.a7(\r4'"i)...^x{x^\). ..(.y-^./n-'
Wi=0

où les coefficients ̂  sont indépendants de x et généralement imagi-
naires. Nous avons tout d'abord à décider ce que nous avons à en-
tendre par le champ de convergence d'une telle série. A cet égard,
remarquons expressément que nous n'étudierons pas les séries de
factorielles qui ne sont convergentes que pour des arguments de
partie réelle inf in iment grande et positive, séries qni correspondent,
par exemple, aux séries asymptotiques obtenues pour des fonctions
transcendantes entières. ! , ! ! .

Ces restrictions faites, il est évident que notre série û(^) est tou-
jours divergente pour une valeur entière et non positivede x, car
les termes finissent toujours par être inf in is . Cependant. la.conver-,
gence de la série û(,2?) peut présenter des propriétés singulières



4 1,4 • ' MELS NÏF.LSRN.

comme le montrent ces deux exemples :

/ „. y__Lii^__ V __-_..-L,_...-,.,__..v i / Âaàx\x -t- i ) . . .(.r -\- n) ^ x{x 4- i ) . . .(.-r 4" / z )
/; == 0 " = 0

En effet, le lemme du n° 1 montre que la première de ces séries
particulières est absolument convergente, pourvu que îl^-r) > i ; elle
estdivergente pour^C.^)^^, t and i s qu 'e l l e est convergente , mais non
abso lumen t , si i^1H(^)>o. Quant à la seconde série, elle est con-
vergente, et cela absolument, pour une va leur f i n i e que lconque de a-
qui ne rend pas i n f i n i s les termes de la série, c'est-à-dire les valeurs
isolées
(y) .r—ro, ——I, — ^ —3, ....

Or, la l imite de convers01"106 (le 1^ première série passe par le pre-
mier point de d i s c o n t i n u i t é de la (onc t ion représentée par la somme
de la série convergente correspondante, tandis que la seconde série ('[Ï)
est absolument convergente dans f o u l e r e t e n d u e du p lan , abstract ion
f a i t e des points isolés (y). Div i sons m a i n t e n a n t par r(,r) les deux
séries (|Ï), les séries nouvelles a ins i obtenues , savoir

îl "sr. w ft '.:•,;: vs
^ y (—ï^n l y i

{- ° ^ 1 Zà ̂ ^^^ ? ^ r^'Ï'1^111''-.^-'!1')?

n :;= () - n ss ()

seront convergentes, la première p o u r v u ' q u e îl \i*) ^> o, la seconde
pour une valeur f i n i e quelconque de .x. Cependant, l 'adjonction du
facteur ̂ ^ inaltéré pas la na ture de la convergence ou divergence

1 ^X)

de la série primitive, outre pour les valeurs (y)» de façon que .
nous 'sommes conduits à déf inir na tu re l l ement la champ de convergence
de la série ( y , ) comme la par lie du plan Je s x où celle série modifiée

û(<r) /y n\b,
'TC^') "' Z-i r^ï^ïT)

. 1 n=1?) : 1 ' 1

esl convergente. Dans celle partie du plan y la fonclion définie par la
série QÇx) ne peut pas avoir de poinîs singuliers, finis ou infinis y outre
de$ pôles simples dans les points (y) peut-être.
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3. Sur la convergence (F une série û(^). — Appliquons maintenant
le lemme du n° 1 pour démontrer une sui te de théorèmes fondamen-
taux relatifs à la convergence d 'une série de factorielles.

1. La limite du champ de convergence absolue de la série £ î ( x ) est
une ligne droite perpendiculaire à V axe des nombres réels.

Ce théorème est une conséquence immédiate du lemme susdit . En
effet, on voit a i sément que ces deux séries

/ < ! b,,\2- (^ 4- i j ' ) (,./-• -1- i -+- i y ) . . . (3- + iy 4- /( )

^ n ' 1 bn2 (,r -+• i y 1 ) [x 4- x -+- i y 1 ) . . .(^ -+- ri -{-- i y ' )

sont en même temps convergentes ou divergentes, parce que le quo-
t ien t des termes du môme rang dans les deux séries est f in i .

II. Si tous les termes de la série û^") sont finis pour une valeur fixe
de x, la série Û^z*') est certainement absolument convergente, pourvu
que 1fl(.r'— x) > r.

Le lemme du n° 1 donne ic i , même pour n très grand,

n\\ba\ / 2 Î | / ^ l / / n f • r -^K ' K/
I^C^-M).. .(.^"f- n)\^ |.r(^-h i) . . .( .r-4-/Q] "' /^"-^

où K et K7 désignent deux nombres pos i t i f s et f in i s . Pour des valeurs
entières et . non positives de x ou de x'\ i l faut t e n i r compte dç^s
remarques fa i tes au n° 2.

III. Une fonction ne peut être développée en série de factorielles de
l'argument x que d'une seule façon, pourvu quun tel développement soit
possible. ^ , '

En effet, supposons que 'nous ayons'deux développements différents
en séries de factorielles; nous aurons une égalité de cette .forme

n 'xs w • ' nszw

^______n^J^_____ _. V _____^L^L.̂ ,--.__..„ .
j^.y(/r + î ) . . .(^" 4- n) ~" ̂  ̂ -{x •+• i). , .[rr 4- n) , , , ,
// ïïï 0 ! ! /t sz 0 : ! ! ! . '
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Or, multipliant par x les deux membres de cette équation et sup-
posant ensuite îl(a?) == + co, ce qui est permis en vertu du théo-
rème 11, on aura

^==^,
et ainsi de suite.

Remarquons en passant que notre théorème ne d i t r ien sur l'im-
possibilité de développer une fonction en plusieurs séries de facto-
rielles des arguments différents, problème que nous avons à étudier
dans la Section V.

4. Transformation de Q(«z") clans une intégrale définie. — Pour
démontrer qu 'une série de (actorielles convergente pour une valeur
f in ie de l'argument peut être transformée dans une intégrale déf in ie ,
i l est nécessaire d'établir ces autres théorèmes :

IV. Supposons que û(<r) soit convergente pour une valeur finie quel-
conclue de x ; la série de puissances

( 3 ) ç ( ï — z ) = I/Q -+- î. s 4- '(.h ̂  " - { - . . .

a son rayon de convergence égal à un au moins.

Si. la série û(x) est convergente, nous aurons

lîm ~-^^^^^^ .1^)11^-,,,
n^w \x{x'^r 0- —(^4- n) \ ,,,̂  , nM^

ce qui montre clairement que la série de puissances (3) est conver-
gente toujours si. \s ( ne surpasse pas Fumté.

La formule (a) au n0 i nous donne encore .cette autre proposition ;

V. Si la série de puissances (3) est convergente pour \ z \ ̂ > i, la série
de factorielles est convergente pour une valeur finie quelconque de x.

L'inverse n'est pas vrai, comme le montre clairement la formule ( 19)
au n0 9.

Quant à une série ûi(^) convergente dans'toute l'étendue du, plan,
nous,aurons ce'théorème 2 ^ , , 1 1 ^ ! 1 ! .

VI. Supposons que û(a?), convergente pour uneiKileur finie quelconque
de x, ç(^)? doit être. fiolornorphe aux environs de s = o aussi, et la série
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(le puissances correspondante :

(3a) 9(^) ==^0-4- a^ -haa.^-h...

^ ,yo/? rayon de convergence égal à un au moins,

L'inverse n'est pas vrai, comme le montre aussi la formule (iq)
au n° 9.

Supposons m a i n t e n a n t que — n soit un négatif entier f i n i ; la fonc-
t ion û(;r) a un pôle simple dans le points = — n, dont le résidu est
égal à

w ^=("-);2:(';/?)^
f) ̂ 0

de façon que cette somme a toujours une valeur finie, et, en outre,
nous aurons immédiatement , en vertu de (3) ;

^=L^o(.)(o),

ce qu i établ i t , la démonstration de notre énoncé.
(les trois propositions démontrées, il est facile d'établir ce théo-

rème, essentiel dans ce qui va suivre :

Vil. Supposons û(.r) couver génie pour des valeurs finies de ,'x'; nous
a lirons celte formule

( /, ) „_____L:!}!______ r\(n)( . \ ̂ +n^l dz - V s}•bs

{ l ) .r(^+l)...(^+^-l)^ ^ { - ) - --Z^+I)...^^)5

où n désigne un posùi'f entier finimais d'une grandeur suffisante pour
que îl(<x/" 4- n) au une grandeur convenable.

La dé f in i t ion même de 0(1 — s) nous donnera immédiatement

(P) (^)\'»^-.)=(:)^^(/t+•)^.^(/l:^
mult ip l ions maintenant par (i —z)^'1^ les deux membres de (p),
nous aurons . ! ! ! 1 1 ,

( y ) , ^^^(^^(^^n^

.î=01 • " 1 1 • ••1 ] 1 ! 1 1 1 ' • 1 1 / ! :

Aîtïif Ec<, Norm^ (3), XIX,. — NovEMitBK 1902. *)3 ^
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et la série inf inie f igurant au second membre de (y) a év idemment
ces trois propriétés :

1° La série est un i fo rmémen tconve rgen l e dans r in te rva l leo^-s^ i ;
2° Les termes de la série sont des fond ions in tégrah les de ^ == o

3° La série obtenue en i n t ég ran t terme à terme de r. === o a .2 = ï
est convergente; en ef fe t , e l le n'est au t re chose que la somme de
derniers termes de Û(^1) en commençant p a r l e (n "•f-r)1'1"1*1.

Cela posé, un théorème f o n d a m e n t a l ( f ) mon t re que la série
ob tenue eu i n t é g r a n t terme à terme de ,5=0 à z = ï notre série
susdite représente précisément l ' in tégrale de la fonc t ion f i g u r a n t au
premier membre de (y). T r a n s f o r m o n s encore légèrement l ' in tégra le
a ins i o b t e n u e , nous t rouvons not re fo rmu le (4).

is D a r t i c u l i o r e m e n t n == o; la fo rmukPosons p a r t i c u l i è r e m e n t / À == o; la fo rmule (4) donnera cette autre

/•1

(4J ^(^)= ^ O^)^'^
Jo

€{ui est vraie, pourw (jue la série de faclorietles iï^x) soll convergente et
que l'intégrale ail un sens,

C'est la formule (^) qui justifie la désignation fo/u'tion génératrùe
pour la fonction 9(^)..

5. Propriété essentielle de y(^) . — Démont rons encore ce t l ïéoreme
fondamental relatif à la fonction génératrice-

VIII. Si la série û(<x") est convergente^ il est possible de déterminer un
positif'entier^N, tel que cette inégalité

. ^w(z}^(,) , , , , ^ ,̂...̂ ^^^^^^ <^

a lieu dans tout l'intervalle o $ - s 5 î , pourçu que ^ÏN, tandis que
s désigne une quantité positwe donnée auparavant et aussi petite quon
le veut.. ! , ! ! :

( î ) U. DINI, Grwïdia^en fur einc Théorie der FunctÙMefi eincr 'veràiïderlichen réelle ri
Grosse, Leipzig1/189%, p. 52l. 1 . 1 1 1 1 , ; '
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En vertu des remarques que nous venons de faire sur la série ( ^ }

du paragraphe précédent, nous aurons, à l'aide de (4),

(a)
y3 ^(/^ ( ^\^x^n~~\

j ----Y^:-^^ c^.\ < ̂

pourvu que les condi t ions susdites soient remplies. Or, une intégra-
tion par parties donnera, en vertu de (a),

ep^)^)^-^ . (— \Yb,, Ç " C»^

j , ror
ÇQ(n-hi) ( ^\ ^.r+n

? {x -h n 4- i ) r(,'r 4- n -i- i )

ce qui démontrera immédiatement la formule (5).
Quan t à la fonction ç(^) elle-même, nous avons cette autre propo-

s i t i o n .

IX. Suppoffonff que les deux membres de (4^,) cdent un sens; nous
aurons

o {z\lirn -(6) : o.,,,0 r^,-+i)
Celle formule peut être d é d u i t e immédiatement de (4/,) en y inté-

grant par part ies-

II. — Détermination des fonctions développables en série de tactorielles,

6/ Enoncé des conditions nécessaires et suffisantes. — Les proposi-
t ions que nous venons 'd'exposer dans la section précédente nous
avaient donné les condi t ions nécessaires qu i doivent être remplies par
une fonction développable en série de factorielles. Ici nous avons à
démontrer que ces conditions nécessaires sont suffisantes aussi.

A. cet égard, supposons quc1 la fonction génératrice ç(-s) ait les
propriétés suivantes : ! !

x° ç(^) est holomorphe aux environs de , z == i , et. cela de façon '
que la série1 de puissances correspondante

^ y ( i — s) == &y 4-1^ ^ + b^ ̂  4-...

a son rayon de convergence égal à i au moins.
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2° Si le point ^ ==:4- o est s ingul ier pour ç(^), il ne do i t pas être
essentiel, mais tel que çC-s) ai t des dérivées d 'un ordre q u e l c o n q u e ;
de plus, soit ^Çz) la première de ces dérivées, p posi t i f en t i e r f i n i ,
qui est i n f i n i pour z ===-}- o, il doi t être possible de déterminer un
nombre réel et f i n i A tel que
(7) ' ' Sim|.^^^(..)|=j°,

5 =z + 0 ( °°

selon que ^(.-Z^^À, La dés igna t ion s == -h o i n d i q u e comme o r d i n a i -
rement q u e la quan t i t é s des t inée a décroître i n f i n i m e n t doi t éire
considérée toujours comme pos i t ive . Nous désignons t o u j o u r s A
comme premier nombre caractéristique de la fonction génératrice o(^).

3° I I d o i t être possible de dé te rmine r u n nombre réel f i n i À7 tel que

(8) lim ^^(Z}^'1 < £

r(.:r 4- n -h i ) > E

selon que îl^.r)^)/, pourvu q u e n soit p lu s ^rand que ou égal à u n
certain n o m b r e p o s i t i f ent ier N; e et E dés ignen t d e u x nombres posi-
t i f s r e spec t ivemen t aussi p e t i t et auss i ^rand qu 'on le v e u t .

Le nombre A' est désigné comme le second nornhnî caractéristique de
la fo n ci ion gén oratrice o ( s ).

Si ^ == i est le seul poin t s ingul ier de 0(1 — z " ) sur la circonférence
de son cercle de convergence, les deux nombres A et A" c o ï n c i d e n t .

• Or, ces d é f i n i t i o n s adoptées, nous avons ce' théorème général :

X. Les séides fom: lions développable$ en yéne de faelorielleîf soni des
intégrales définies de ceUe forme

ra(.z')-= | ̂ s)^'^^(i
aù/s ̂ \ désigne la foncUon génératrice susdite. Inversement, cette inté-
grale est toujourf: développable.

Quant au champ 'de 1 convergence de la sér ie-dé factorielles a ins i
obtenue, il se détermine à l'aide des deux nombres .caractéristiques
Xet X' de la manière, suivante1;

XI. Si le point z- == î .es^ le, seul point singulier de ç(i. — -s1) -situé dans
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la circonférence de son cercle de convergence, la série de factorielles
jQ(.z?) est convergente dans le demi-plan situé à droite de la li^ne
tî(.r) == A, perpendiculaire à l'axe des nombres réels.

XI^ Supposons que 0(1 — z) n ait pas de points singuliers dans la
circonférence susdite; la série de factorielles Q(x} est convergente dans
toute l'étendue du plan Çavec la restriction du n° 2).

XII. Dans le cas où îp(i — z) a des points singuliers dans la circonfé-
rence susdite, outre z= i, la série Û(.-r) est convergente, pourvu que
'ïl(x) > A, A désignant le plus grand des nombres X et V.

XIÎ^. Si le point z === :r n est pas singulier, le champ de convergence
iî(a.') est limité par la ligne droite ÎKa?) == A'.

Démontrons m a i n t e n a n t ces cinq théorèmes.

7. Lemme fondamental sur y(^)- — La méthode appliquée au n° 4
pour t ransformer la série de fac tor ie l les tï(x) dans une intégrale
dé f in i e est en d é f a u t ic i , parce, que nous ne savons rien sur l'existence
d 'une telle série et. b ien m o i n s sur sa convergence. C'est pourquoi
nous nous sommes bornés à app l iquer l ' i n t ég ra t i on par part ies et,
pour cela, ce lemme essent iel re la t i f à la f o n c t i o n génératr ice nous
sera ind i spensab le .

Supposons z réel et o<^^^ i ; supposons encore 1l(,r)^>A; il est
possible de déterminer un positifentier" Ny tel que F on ait cette inégalité

, ( i-^)^-^(//)(r-^) ;(9) ....̂ ^ <^

où n^'N et où e désigne une quantité positive donnée auparavant et étant
aussi petite qu on le veut.

Pour démontrer ce lemme» supposons tout d'abord p == o et A ^> o,
c'est-à-dire que 9(0) est i n f i n i / M e t t o n s ensuite

(r- ,^^y( i -^)^^(^) ,1 ,y(i^5)=(r-^)-^(^),; .

la formule de Leibniz donnera, après une légère modi f i ca t iony
.yssft . ' 1 , !

(__I)»^)(, -- s) = (I - S)-^V (~ 'z') n]- .,(1- 5)-^"-^(5),
IWM' \ (' / \ n ——— v ) •
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ou bien
s-~=.n

(CQ (_,)»(,_,)^,,(.,(i_,-)^,,!^^-^^-^^^^^)(s).
.ç ==0

Fixons maintenant sur l'axe réel un po in t r;, tel que i>^ ^> o, et
décrivons autour de .s comme centre un cercle c' du rayon i — z\ i l
est évident que |^(-s) | reste f in i dans tous les points de la circonfé-
rence de </, même dans le point z == ï , . Cela posé, une proposi t ion
fondamentale , due à Cauchy (1) , donnera, pour des valeurs positives
et entières d'une' grandeur quelconque de r, cette inégali té

(P) [.L r̂l:]̂  (/•)(,) <M,

où M désigne une quan t i t é pos i t ive et f i n i e .
Or, on aura encore

. f— X\ X ( X 4- ! ) . . . ( ̂  4- S — 1 ) ^-ï

^ l ) \ ^ } " -—^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ r^j-
d'où, en désignant par K un nombre posit if f i n i , on aura, en ver tu
de (a) et (p), cette autre inégal i té

fi r;:-; H
f ,ç \ \\ ir) »... 1s }^-^ ©c/a ( ï — 5 ') I < /?. 1 I M 4- K /^^( y ) | ( -i — z )^^ ©c/a ( ( — s ) | < n 1 M 4- K n^ ̂

AM< .̂ \ /Z
^ssl

Faisons maintenant croître au delà de toute l i m i t e le posit if en t i e r / / ;
la somme représentée par le si^no V au second membre de (y) se
transforme dans une intégrale ^ définie dont la valeur est toujours
finie; c^est-à-dire ^ q . u e nous aurons généralement, en divisant par
T(x + n +1), une inégalité de cette forme

( \— z )^ 9 (^ ( ï — s ) B | :l\ ( ̂  4" i}/ ^ -. ^ ILZÎ ZÎ J..̂ ^ <- .I>„„l ̂ .̂ iï.̂  ^j"'''"T^ '̂̂ 'Tiy'"'̂ ^^^^^^^^^^ - 'll'l'"'l|ll'll^l(lllï"4:1il)l

ou B est une quantité f inie et positive. ! !

Les 'points aux environs de s=j exigent une recherche particu-
lière parce quele cercle </ qui correspond'à ces points se réduit a son

( 1 ) E. PICAKI), Traité d'Analyse, t.'IL1 Pans, ï893, p. ï u .
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centre. Démontrons m a i n t e n a n t , par la conclusion ordinaire de n
à n -r-1, que noas obt iendrons aussi pour ces po in t s une inégalité de
la forme (o). A cet égard, nous posons, pour abréger,

(i~^^a(^(i-^)=:^(^),

ce qui donnera immédia t emen t

— .̂ ..î :̂iA..ii,-:,,i.) -, ̂ .frt..̂ .. .ĵ  ( I ~_^_ ^_ ̂ i±i(ir_iL
r ( x -+" n 4- a ) " x 4- /r"+ i, r (̂ '"-T- n 4" i ) r ( ,r -+- /?• 4- •2 ) '

et notre proposition est une conséquence immédiate d'un théorème
bien c o n n u (1 ).

Quant au p o i n t s == -+- o, notre hypothèse sur la fonction (p(^) ne
su f f i t pas pour é tab l i r une inéga l i t é de la forme (o). Au contraire, il
faut de la connaissance u l t é r i e u r e sur la nature de cp ( f — s ) dans les
autres points de la circonférence de son cercle de convergence. C'est
pourquo i nous avons i n t r o d u i t dans le paragraphe précédentle second
nombre caractérist ique X'.

Si tous les poin ts susd i t s sont des points o rd ina i res pour 0(1—s),
l ' i n é g a l i t é (à) est vra ie aussi pour z =t= o.

Supposons r n a i n t e n a n t À non p o s i t i f , mais situé entre —pet —^+.1,
f ê t a n t un en t ie r f i n i et posi t i f . Dans ce cas, les raisonnements pré-
cédents s ' app l iquen t sur la fonc t ion ^(i — ^=), q u i satisfait aussi aux
cond i t i ons du n0 6 et pour laquelle le premier nombre caractéris-
t ique est positif .

Or, l ' inégal i té (5) est vraie pour une valeur de x pour laquelle la
différence îî(*r — À) est une quanti té positive mais aussi petite qu'on
le v e u t * Cela posé, le lemme du n0 1 démontrera aisément l'inéga-
l i té (9) et, cette inégalité connue , la démonstration de nos cinq
théorèmes susdits est très fac i le . -

8. Démonstration de XI,1 X.I^. Exemples. •— Dans ce cas, l'inéga-
l i té (()) est vraie aussi pour z ==; o\, comme nous l'avons déjà
remarqué. Gela1 posé, une intégration par parties donnera immé-

Pj U. DINÏ, Grufuîictffen, p. îo4.
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diatement

(a) f o(3)^-1^
* o

»v_-±r2llî!lL[l̂  - (T^1!1_— Ç\^^\z)^^riz,
—Zàx{x 4- I) . . . (.^ 4- ^) .̂  4- ï ) . . . (^ 4- /O Jo . '

A-=0

pourvu que 1l(^>)>>^.
Or, une application directe de l ' inégalité (9) donnera pour le terme

de reste R^, figurant au second membre de (a),
lim \\n == o ' pourvu que îî (;r) > /. ;

c'est-à-dire que nous obtiendrons ce développement en série de fac-
to rielle s(„„ f\^^^^^ ,(.,-,».,

* 0 s :.-:::: o

ce qui n'est autre chose que notre théorème XI1.
Considérons les exemples suivants :
•i° ç(s) ==^lll-î^ ^^îilfa); nous aurons ceUe formule élémentaire

^ ^ I ,̂ 1 ̂  ^ ......^..^ ^ ̂ »,,.̂ ^̂  .4- . . ., ^( ^ - a ) > o.
v -'- ^ _ a~ x x ( .r 4- ï ) ^ ( ̂  4- ï ) ( ̂  4- ^ )

'20 ç(s)= (log-s)^-1, A = o ; la formule 'bien connue ( 1 ) pour la
fo rmat ion indépendante des dérivées d^mire supér i eu r de/(log^)
prises par rapport à s donnera

c-) ^^.^^.w^r w><)'
, ^ , , , s - i p . :

où les Gsont précisément les coefficients de factorielle.
3" o(s) === log^sin7^)) À == o; une transformation donnera ici

(„> jr',.-io,(.,,̂ )̂ =-,̂ ^^ ,̂,̂ , »(..)>»,
(1; SCIÎLOMILCH, Compwdiwn der hôherm Ânal)'{î^, i. ÏÏ, p* î1^. 0maswîcl<, 1879.
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ou l 'on a posé, pour abréger,

^•=2^,)- ( /-»)- .
.•?==o

.4° <p(s) = log ( co t^ )» À == o; nous aurons de même\ '- ]
TC

( ^ 4 ) f 9•r~l 1 o^ (col 2 ) r/cp

_ fTT:Y^ (2 .S-4- I ) ! ToçH~3^ Zï̂ r;̂ 7-(^^^^ ^)>o,
, y—0

oii T,. désigne cette série numérique

-.-'î ';,,. (-..
S ".Q

Les formules ( î i ) et (12) sont dues à Stirling. A p p l i q u a n t (^), on
trouvera le terme de reste d e ( i r ) sous une forme f inie ; d i f fé ren t ian t
p — î fois par rapport à a cette série f i n i e , posant ensui te a = o, on
obtient une formule qu i est due à Schlômiich (1), t a n d i s que la série
i n f i n i e (n) donnera, de la même manière, précisément la for-
mule ( i^).

Considérons main tenan t le cas où z = î est point ordinai re de
0(1 — ^ ) ; les remarques faites à la fin du n° 7 montrent que l'inéga-
l i té (9) garde sa validi té pour u n e valeur f in ie quelconque de x. Cela
posé, il est évident tout d'abord que la formule (10) est vraie, pourvu
que H(*r) ^>o. Désignons ensuite par n un positif entier, choisi de
façon que H(o? + n + i) > o; une intégration par parties donnera

A- s- n 4- ff ' .
^. ( ^ . i Y ç Q ( î t ) ( ï \ (^ ^\n^i /•1

( 6 ') y ——{..-.- A...̂ ,.,.,̂ ^7._.„.. — „__\_.1____„ / (n{nw s - \ .v-t-n ̂
v i / Â^ ^(^4"î) . . . (^+.y) "" .y(^-4-ï)...(.^+/<)J 1 '• y " a'

•ïï=/»•+-! . , .

(—.lY+F /ïl
+ ————v——. /-.———————— / ^+yW(s\^n.-^p^^

.'ï'(^~H)...(^+ n+p)J ' v / az"

( î ) Zeitschrififur Mci.iîtemeitik u/ul jP/if.nk, t, IV, ï859, p. 396.
/T//w. Àc. Norm., (3), XiX, — NOVXÎMBRK 1902. 'à!\
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Or, le premier membre de cette équation n'est autre chose que le
terme de reste de la série de factorielles ( îo ) ; quant au second
membre, il tend vers zéro avec 1- pour une valeur finie quelconque
de x (avec la restriction du n° 2) ; c'est-à-dire que notre série de fac-
lorielles ainsi obtenue est convergente dans toute retendue du plan,
et voilà la démonstration du théorème XI^.

Considérons les exemples suivants :
t ° ç (s) =-—-—; la fonct ion correspondante peut s'écrire sous

cette forme
.*>• ÎS. W^-^'
A- =:. 0

ce q u i donnera

p(.)=-i).iogB(^^. i^y)^'^;
n o u s aurons dans ce cas

^ ^•l•^iï(-,.-^.)'!:(,.:.^l-y)•^l.:-•
s .„ o

"2° ç(^)1 == rr"3, ce qui donnera la f o n c t i o n de Prym

P ( x ) ̂  ( e -z ̂ . ' dz = V (",'^. -ïi—.
' ' J -Àii K \ .Z- •-(-. ,S"

'" 0 .f ̂  0

ou bien développée en série de fac tor ie l l es
A" :r; os

( 1 6 ) P(•^-^.(^^)-'::(.TÏ)'
1 s^Q

• formule qui est due à M. Bourguet (1).
3° ç(-s) === c^^1 ; nous aurons pour la f o n c t i o n

,^r1^ ^

! 1^ ( J- ) =: ^ ( (- ̂ -^^ ^^ :̂  .1. V . ' - • -——(———
1 , 1 ! ! ' i ' / € , 4 1 6» Àxt A- î ^ .Z' 4- .S-

*" 1 .y=:a

( t ) Citai, de M. Jonsûn; toc, cit^ p 59.



BECHERCIÏES SUR LES SÉRIES DE FACTOKÏELLES. 427

ce développement en série de factorielles

( 1 7 ) P, (.r) ̂ V_____^____ .u / ^,^(^4-i)...(^.+^
^=o

Les désignat ions très analogues employées pour les deux fonc-
t ions P(.r) et Pi(^) se jus t i f ien t par les résul tats obtenus au n° lî.

9. Démonstration de XII, XII^. Exemples. — Une appl ica t ion des
formules (a) et (p) du paragraphe précédent é t a b l i t immédia temen t
la démonst ra t ion aussi pour ces deux théorèmes, de façon que nous
pouvons nous borner à considérer les exemples suivants :

o y \ i -i ! ï p ^ i — z ) === -"_-^5 À == i, À == o; nous aurons

„., .f•l•f;̂ -'i,,,,,s3 ,̂„, .(,,>,.
S -= 0

2° ç(^) == !^^•••1--1-—, À === //=== o; nous aurons pour la fonction
2 ~— ^» -•

,ï_r c®

p,(^)-=^?!-^.^^
A',=0

ce développement en série de fac tor ie l les

^ p-^-f^^L.^)- îl^>o•
.ï r.î: 0

La désignation très analogue à celle de l'exemple i° du théorème X^
se jus t i f ie aussi par les résultats généraux obtenus dans le n° 12.^_ç^ •"

3° y (5 )== ^—^—; pour déterminer V, développons en série de
puissances positives la fonction cp( r — -s); nous aurons aisément

À^l^a),

d'où la formule bien connue ( 4 )
^ ÏS; » 1 , ! -

/ v i / ^ • / ^ ''c^ ot ^ y' "+" i )... ( ex. -t- a —- î }(.0) ̂  -..)- ̂ )^^^^-^^^, ^ - .) > o,
S=Ï.

( l ) Foir par ôxempio LAURUNT) Traité'd''Analyse, t. lit, p. 466. Paris, 1888.
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où ^(,'r) désigne la fonction deGauss , savoir :

4;(.:r)==D.,ïo^r(.r)=f 1=-^^.
.'o ^ -- -

10. Autre/orme de F intégrale obtenue pour û(.z'). — Pour ce q u i
va suivre, il nous sera u t i l e de t ransformer notre expression intégrale
qui représente toutes les fonct ions développables en série de facto-
rielles. A cet égard, posons

,s=^, 9(^)^/ (^ î
nous aurons

(9.i) f ̂ (^^-i^^f f(f)e^dt,
JQ Jo

ce qu i est précisément l ' intégrale que Schlôrnilcl i a considérée dans
son premier Mémoire sur les séries de factoriellos, c'est-à-dire que
nous venons de donner la démonst ra t ion r igoureuse du. pos tu la t de
Sclilômiich (1) , savoir que l 'origine des séries de factorielles est à
<*herch,er dans des intégrales définies de la même fo rme que celle f igu-
rant au second, membre de (21).

Quant aux coefficients de la série de factor ie l les générale, nous au-
rons, en vertu d^une formule bien connue,

.f «sï n—-1

( -2 1,,) ( — 1 ) " 0( n ) ( 1 ) =: V (,;; /î/( -<s' ) ( 0 ).

^ --. 0

III. •— Propriétés générales d'une série de factorielles.

1.1. Champ complet de convergence \ — La forme même des condi-
tions nécessaires et suiïlsantes qui doivent être remplies par une
fonct ion développable en série de factorielles nous donne immédiate-
ment aussi 1a détermination du champ complet de convergence de la
série obtenue. En vérité, nos formules générales démontrent cette,
proposition :

X 1 1 L La limite dit champ de convergence (absolue ounon) d'une série

( 1 ) Loc. dt.^ p. 3 9 1 .
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de factorielles est formée par une ligne droite perpendiculaire à F axe des
nombres réels et déterminée à l'aide des nombres caractérisliques de la
fonction génératrice.

Dans nos recherches pré l imina i res sur la convergence d 'une série
de factor ie l les , nous avons démontré déjà, au n° 2, que la l imi t e du
champ de convergence absolue d 'une te l le série est aussi une ligne
droi te p e r p e n d i c u l a i r e à l'axe des nombres réels.

Ces deux p ropos i t ions relatives au champ de convergence d ' une
série de fac tor ie l les ont été communiquées sans démonstra t ion par
M . J e n s e n (1).

La proposi t ion II du n0 2 montre encore que, si la série de facto-
rielles peut être non absolument convergente, c'est-à-dire que les
deux l ignes susdites ne coïncident pas, leur distance ne peut pas être
plus grande que l'unité.

Considérons encore ces c i rcons tances d 'un au t re p o i n t de vue .
Fixons, dans la pa r t i e f i n i e du p lan des x^ un po in t que lconque QJ) et
supposons q u e la série de fac tor ie l les soit convergente dans ce p o i n t ;
elle sera convergente aussi dans tous les po in t s f in is ou i n f i n i s situés
à droite de, ou précisément sur, la l igne d r o i t e p e r p e n d i c u l a i r e à l'axe
des nombres réels et passant par le p o i n t co. De p lus , noire série sera
c e r t a i n e m e n t a b s o l u m e n t convergente dans tous les p o i n t s dont les
distances de la perpendiculaire susdi te ne sont pas p lus peti tes que
l ' u n i t é , lin somme : La convergence de Û(;r) est toujours uniforme.

On peut t irer des conc lus ions analogues sur la divergence d 'une
série de fac tor io l les û(^) dans les points situés à gauche, ou précisé-
ment sur, la ligne droite susdi te , pourvu que f2(<o) so i t divergente.

Quant à la dis tance des deux l imi tes de convergence d'une série de
factor ie l les , supposons queû(co) soit divergente , mais que û(co -h ^ )
soit non absolument convergente, pourvu que £ soit une quantité po-
sitive f inie , mais aussi pet i te qu'on le veut. Désignons ensui te par
R^(<°) 1^ terme de reste de la série û(<jo), savoir :

(' 0 ) ! R^ ( ̂  ) •= U^ + Un+î 4- ... -h- l<.n+i^

( 1 ) Loc. cit^ p. (xj.
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ce qu i donnera, en ver tu du lemme du n0 1,
^ /',/4-î ////-H Â',/4.2 /'///-1-2 ^ ' f ï ^ p f f n ^ p

(P) K/.^^^0)-^^!^ -^-+7^ +...+--1^^-^

où les nombres ^ sont f in i s .
Supposons m a i n t e n a n t qu 'un nombre aussi grand qu'on le veut

des' ternies u f igurant au second membre de (a), pourvu que n et p
soient suffisamment grands, satisfassent à cette c o n d i t i o n

Imi I^'^A- 1 ==co,

ou £' désigne une quantité positive finie, mais aussi petite qu'on le
veut. Dans ce cas, comme le montre clairement la formule (p), la dis-
tance entre les deux limites de conçer^'ence est précisément é^cde à l'unité.

.1,2. Fonctions conjuguées. — Supposons que la (onc t ion génératrice
^(' z} soit holomorphe aux i n t é r i e u r s des deux cercles dont les équa-
t i o n s en coordonnées rectangles son t

,r^ 4- ,r2 := î » ^2 4- }^ = a ,r ;

c'est-a-dire que nous aurons ces deux séries de puissances :
(y.) îCs) = ̂ (»4- ^ (5 -h r^S^- l - . . .,
(?) o ( t — z ) = //„ •4- ^i ^ -J11- ^^ ̂  -1}" . . .,

qui, 'ont leurs rayons de convergence égaux, à un au moins .
Supposons encore qu' i l soit possible de dé terminer deux nombres

réels 7^ et 7^ tels que
,. ! ^^O)li m. _,-j,..—^

K^ 4- n -H] 1 î m
// «s; <»

o^^fo)
Y(.r +'n 4- ï )

selon que l'on ait respectivement
^( . r )>î . i , ^)^

nous obtiendrons ces deux développements en séries de factoriel les :
, S ^z w

(..) F(.)^Ç(.) —^^^^^^^^ ^y>^
, . .yssO

^ .y.::;; s©

(^) F.(,.)^' o(,-.)-->^^^.^^^^_^, tt(.)>7,
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Transformons main tenan t les deux intégrales obtenues pour F(a?)
et Fi (>) en posant i — z au lieu de ̂  et développons, d'après la for-
mule du b inôme , la fonct ion (i — ^y'-1; nous verrons que les deux
séries i n f i n i e s a ins i obtenues, multipliées par la fonction correspon-
dante <p, sont intégrables terme à terme de z === o à z = r , pourvu que
ÎI(.T) > o, car ç(s) est intégrable dans le même in t e rva l l e . De cette
manière , n o u s obt iendrons ces deux séries remarquables :

( .3 ) F^^O)-^-,)» ̂ L--:^^ y, (, ,_ , ),
A'-S; 1

(.3.) F.(..)==F(,)+^(-,)-("r:il(^^(^
^=1

valables (ou ïes les deux pourvu que îl^r) ^> o.
E n f i n , supposons que les deux séries de puissances (a) et ((3) soient

in légrables terme a terme de z == o à z === i ; nous au rons encore

(..1) F (^^y^.^
ÀMÀ a' ~.|- .y

,v .-=. ()

M,,l . r,(,.)-"i,'̂ ,
.'i1 .= o

sé r i t î s qu i sont très remarquables en comparaison avec (22) et (^);
elles sont valables du reste dans tou te l 'é tendue du plan.

.Remarquons encore que les deux groupes de coeff ic ients a^ et b^
s 'expriment l 'un par Fautre à l 'aide de (3^) du n0 4.

Ce sont les fo rmules de (22) à ('24,/) q u i j u s t i f i en t la dés igna t ion
fonclions conjuguées pour F(;r) et F^ ( x ) . Les fonc t ions P(^) et P^ (x)
i n t r o d u i t e s au n° 8 et p(^) et pi (.r) i n t rodu i t e s aux n08 8, 9 respec-
l i v e m e n t , nous fou rn i s s en t des exemples des fonct ions conjuguées.

'13. ^{z^-eside la forme ^ ^ ( z ' ) ^ ^ ( z ) . — Soient m a i n t e n a n t ©)(^)
et ç^C^) deux f o n c t i o n s génératrices dont les nombres caractéris-
tiques sont A'/ e t A ^ ' À ^ et Â^ respectivement; on verra sur-le-champ
que le p rodu i t ' •1 ! ' ' " "

9 ( ^ ) = 9 , ( ^ ) 9 , ( ^ ) ^
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est une fonction génératrice aussi dont le premier nombre caractéris-
t ique^ est égal à la somme de^ et)^. Quan t au second nombre carac-
téristique X' de ç(,s), nous aurons d'abord, à Faide de la formule de
Leibniz,

A" --": n
^ 9V-c:^_^o^(^_^9^) ^r'^)

/ / ! "'A .ç! (^—-.ç)!
,ç= 0

d'où

(,) (-Q îil == ip.'-4-,) ra,+o^ (-/-;-1) f-;l-; ') iv; (.-) KÏ-^),^ r --—v . - / - ^ • • 2 • /^\ .s- / \ ^
.ç="()

où l 'on a posé, pour abréger,
y7'(^)=:K.^(^) r ( ï\ 4- .v 4-1 ), ?^ ( 3 ) ::;::: i< ï ( s ) r ( /4 -i11-" ^ -h i ).

Supposons m a i n t e n a n t pour u n i n s t a n t que les deux nombres À', el
AL soient plus grands que — ï tous les d e u x ; les produi t s de coef ï i -
cients des binômes f igurant au second membre de (a) ont tous le
même signe, ce qu i donnera , en vertu d 'une f o r m u l e b ien connue,
pour les coetï icients du b inôme , une inégal i té de cette forme

1 i ïîi [ 9^ ( s ) | < M n \ ( " " Â î """^/< â "'" ^ ) ,

où M est une quant i té positive f in ie , d'où
l ^^+^+ï .

Généralement, si les deux nombres A^ et A^ ne sont pas p lus grands
que — ï tons les deux, les produi ts de coefïicients du binôme susdit
sont de signes al ternés pour des valeurs suff isamment petites de s et
de n — s, c'est-à-dire que nous avons» dans ce cas,

\im}^^Çz)\<Mnl ^->'\-^-^\ ^ ̂ ^ , 1 / - " A^- î

où M et M' sont deux q u a n t i t é s posit ives et f inies , tandis que A est le
plus grand des'nombres caractérist iques A^ et A^,

Cela posé, nous avons généralement, pour la déterminat ion des
nombres 1 et À\ ces deux formules :
(a5) 1==)^^ Î^A^
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où A' désigne le plus grand des trois nombres 'À', 4-A',+i, X', etX',.
Posons encore, poiir abréger,

(26) (-x)»y^(0 (_,)^^)_^ (-O^Q) ,„
/z! /^l / /? ^ i — °n'>

nous aurons
y =/î

(26.) ^=2^-<-
.?=0

Montrons maintenant , par des exemples convenables, le rôle fonda-
mental joué par les recherches précédentes dans la théorie des séries
de factorielles.

14. Applications. — Dans ce qui va suivre nous posons toujours
j .V == oo

a(,») =-- f y (s) s-1--' ̂  == y ————sl-hs___.
J, r v / ^a-(.r+i)...4-(;f-l-,s-)

,¥ =•; 0

Cela posé, démontrons les propositions suivantes :

XIV. Soit y une constante finie quelconque; nous aurons cette formule
pour U addition des argumenta :

.^.^.^i-rK)"-^^')"---^^^.
•/ / ^ .^(^-i- i) . . . (a;-+-.?)

.ys=0

où le champ de conçergence de la série de factorielles peut être déterminé
à l'aide de (2.5) en y posant

7,=^=M(y).

La démonstration s'effectue aisément à l'aide des formules géné-
rales du numéro précédent si nous posons

oi(^) =:<p(^), o2(s)=^-r.

Posant, dans (27), x -+- y au lieu de x, on obtiendra ÙÇx) déve-
loppée en série de factorielles de l'argument x + y .

L'hypothèse
Cpl(^)==9(^), y2(5)=r( Iog^)/%

Attn. Éc, Norm., (3), XÏX. -- NOVEMBRE 1902. 5^
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p désignant un posit if entier, donnera cette nouvelle proposition :

XV. La dérivée p^11^ de û(x) est développable aussi en série de/acte-
nettes comme suit :

. r b^ ,,^ //, _ p-./,̂  îr̂ _ f<^
^ ̂  h (.ç ^'1 ) î ^- î r " • • ̂  ( ,ç — p) !v-^(,8) a.>(«) = (- ,,.,«2 -L-——-^^^— -- •

s ^ p

où le champ de convergence peut être déterminé à l'aide de (2.5) en y
oosant

À g== ?4 := 0.

Posons encore
92 ( •s) = ï + ^ + ^2 • + • • - • + :ï"'""1»

où n doit être un positif entier; nous aurons

?,'•'(,)=/•! (n -^ - ( / • + I ) . - l - . . . - l - f / (-1 ) , .•••/ / . - . ,r i \ i \ o y \ î y v/^" / • — î / 1

de façon qu 'une formule élémentaire donnera

^^(-Q^^^J, r î n ^ i ,

d'où cette formule remarquable_ --'[(';)'-(:)'-.—(-"<:)".-—. ^.11(;)^--(^^..,-,^
' ' " ̂ -i ——.—^" ^ . ....,..^^^^^^.^^^^

A- ïï: 0 /" ̂  0 , '

(29) ^ ^(,z-+,ï)=:^ - 1

qui est valable dans le champ de convergence de ÛS(^). Remarquons
que les sommes figurant aux numérateurs au second, membre sont
toutes finies; dans les premiers termes, il faut supprimer tous les b de
l'indice négatif.

Posons, dans (29), X+ î au lieu de x; nous aurons, en sous-
trayant,

a(^) —Q(.r 4-n)

(3o) Jy^:^^^^^-
" -Àii , .Z' (.V -41- ï ) . . . (, <2-' "+- /' •"-i- J )
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formule qui est valable aussi surtout où l'est la série de factorielles
primitive û(x).

15. Généralisation d'une formule de Stirling. — Reprenons mainte-
nant d'un autre point de vue les recherches que nous avons accom-
plies au n° 13. A cet égard, nous supposons que cette série de puis-
sances
( a ) ça ( z ) r== a, -+- a\ z •+• ci\ ̂  + . . .

ait un rayon de convergence égal à un au moins; supposons encore

{ i
R/; (s ) <pi (^ ) ^~1 c l z ' ==r " , selon que 1il(^") ^ c>),l i rn

" = w */ o

où B^(^) désigne le terme do reste de la série (a), tandis que Çi(^)
est une (onct ion donnée.

Posons encore
û,(^)==r^(^—'A,

* ' o

et supposons que cette in tégra le ait un sens pourvu, que Ill(.-r) > o/;
généralenous aurons cette formule f fénéra le

A' --11 W

^

( 31 ) ^<^(<r•4•^)=" f ?i(^?a(^)^1^

valable pourvu, que l'on ait à la fois îî(^) plus grand que co et ÇA/.
L 'appl icat ion de cette fo rmule dans la théorie des séries de facto-

rielles et l ' u t i l i s a t i o n de la symétrie du second membre se présentent
si immédiatement à l 'aide des formules générales du n,° 13, que nous
pouvons nous borner à considérer ici cet exemple essentiel.

Supposons que nous ayons ce développement en série de facto"
rielles

, .y :̂  oo

(32) Û(.r)= ( y ^ ^ ^^y——^È^
' 7, — ̂ \ x + l ) ' • * (x •+- •s")

" .y=;0

valable pourvu que 11 (.r) > 0^; posons encore

r1
(33) Û,(x)^ 1 yi(^)^~1^, où 9 i (^ )=9( . ï ) ( i—^) ;

»://,
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nous aurons
/_ v\rt /_ ,vt--i
-^T-^^^Trk-^^

ce qui donnera cette autre série de factorielles

/ 2 2 \ Q iv\—— V (^+l) l&,( ̂ j ^ w-^ ̂ r̂ y:::(a^7+Q '
5==;Ô

valable aussi pourvu que H(^) > où,
Cela posé, appliquons la formule générale (3i) pour

îpa ( 3 ) == -——^ 'y
1. •—— A»

nous aurons immédiatement ces deux formules remarquables
A" =;//,— 1

(34) ^ û,(.r-t-A').-=Û(.e)-Û(,%--l-/t),
A'ÏSO

(34a) ^ a,(,-/;+,î)^û(,'r),
A' £• 0

valables toutes les deux, pourvu que îl(;z?)>co,de sorte qu 'âne com-
paraison des deux séries de factorielles (32) et (33^) nous donne
cette proposition fondamentale due à Stirling :

XVI. Supposons' le premier coefficient d'une série de faclorlelles (î^ (,x)
égala zéro; celte série infinie

^i(^) 4-Ûi(^4-ï) 4"i2i(^+ ï î )4" . ..

est développable aussi dans une série de factorielles û(x) dont /e.y coeffi-
cients, abstraction faite des facteurs numériques, sont les mômes que ceux
de û^ (x). Les deux séries tî^ Çx) et Û(,T) ont les mêmes' champs de con-
vergence.

Posons, par exemple,
ç(^)=;(loga)^

p désignant un positif entier; nous auronsy en vertu de (12), cet
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autre développement

(35) (-^^) ̂  V -__ctp^___,
^1 ^ ^ .^ (^+ï ) . . . (^4-5)

^=^4-1

tandis que la fonction ^(;r) ne peut pas être développée dans une
série de factorielles*

16. Sur la méthode de Stirling. — Supposons la fonction F (a?) déve-
loppable en série convergente de puissances négatives entières de^
comme voici :
(a) F(.)-.^4-^+^+.., M>.;

les termes de cette série, le premier exclu, peuvent être développés en
séries de factorielles absolument convergentes, pourvu queîl(.r)>o,
comme le montre la formule (12).

De cette manière nous obtiendrons pour F(;r) une série à double
entrée, ce qui donnera aisément cette série de factorielles

(36 ) F ( T } - ̂  /V aw (]s "'"" as ci ± • • • ±^^
' / '"" x ^ X{x + l,). . .(.ï"-4- .S-) 5

,y==l

qui. est cer ta inement absolument convcrgenie pourvu que îl(.r)> co.
Ce développement trouvé, les formules (34) et {3^) nous donnen t
des développements nouveaux*

Cette méthode de Stir l ing s 'applique facilement dans un grand
nombre de cas, pr incipalement dans la théorie de la fonction gamma,
pour trouver les séries de factorielles pour les deux fonct ions œ(^)
et o)^(.z;), comme l'a fait voir exactement M. Jensen ('') dans son
excellent Mémoire.

Cependant, la méthode de Stirling a le défaut essentiel de ne pou-
voir nous dire quelque chose relative au champ complet de conver-
gence de la série de factorielles ainsi obtenue. Par exemple, M. Jensen
trouve que les séries de Binet obtenues pour oj(^) et oo^(^) sont abso-
lument convergentes pourvu, que %(^)>>i , et la méthode ne peut

( 1 ) JLoc. cit.f p. 66-71.
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pas déterminer plus exactement ce champ de convergence; mainte-
nant les séries en question sont convergentes, mais non absolument,
pourvu, que :î. >'îl(.r) > o, comme nous le démontrerons b ientô t .

Or, le d é f a u t le plus essentiel, de la méthode de St i r l ing est celui
d'être inappl icable généralement pour les fonctions développables en
série de factorielles. En effet, la convergence ou divergence de la,
sér ie 'de puissances négatives (a) n'a n u l l e m e n t rapport à la possi-
bi l i té de développer FÇx) en série de factoriel les.

Considérons ma in t enan t d 'un autre point de vue la méthode de
Stirling. Nous savons que toutes les fonct ions développables en série
de factorielles do ivent se présenter sous cette forme

F(.r)-: ( f{(.}e^cU,
j o

oîi f{t) est holomorphc aux environs de / == o. Supposons ensui te que
cette série i n f in i e ,

A' — ftî»

(P) f^^'^'^^^ ^ cr-^,

soit intégrable terme à terme de (, •^ o h l. == ̂ ; nous obt iendrons ()ré""
cisément la série (a), et (36) s'accorde b ien avec (21^) du n0 10.

Au contraire, supposons F(;r) développable en série de iactorielles,
mais que la série ( ^ ) no soit pas in tégrab le ternie h t e rme. N é a n m o i n s
effectuons formellement une te l le i n t ég ra t ion , ce q u i nous d o n n e la
série a sympto t ique de F(^); f o r m o n s ensui te h l ' a i de de cette série
d ive rgen te la f o r m u l e correspondarite (36), Ces calculs f a i t s , la for-
mule générale (21) montre clairement que cette série de factoriel les , '
qui n'a, préalablement qu'un sens purement formel, est précisément la
série obtenue pour ÏÇx) en app l iquan t la méthode r igoureuse ; c'est-
à-dire que nous avons cette p ropos i t ion 1 :

Supposons connu que la fin al ion V(x) sou déyeloppable en. série de
factorielles, la méthode de SUrling nous dorme oe développement soit que
la série de puissances négatives (ôc) soit co/içergente ou non.

Les séries de Binct nous1 présentent un exemple net de cette propo-
si t ion.
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IV. --' Développements de quelques fonctions particulières.

17. Séries de BineL — Désignons par co(;r) cette fonction célèbre

o,)(^)=:logT(^) — ( ^ — ^ j log.r-r^—log^/27:;

nous aurons, d'après Cauchy ( ') ,

(a) o)(^)=^ ^^L^^j^^l^^, tî(.r)>o,

formule qui nous fournira un moyen simple pour développer en série
de factorielles la fonct ion oJ(.r)* En effet, nous avons, dans ce cas, la
tb n c l i (.) n g é n, é r a t r i c e

;ï ]OpC( ï — ^) —9.S— Z 10.°:(l — 3 ) _( p) y(,^^)= —————^^^^^^^^ ,

c'est-à-dire q(L3 ^ =•--== i est le seul, point s ingul ier de ç(r — -s) dans la
circonférence de son cercle de convergence, et le nombre caractéris-
t ique X est o^al à zéro, ce q u i montre que notre fonct ion CL)(.r) est
développabio on série de facfcori elles convergente pourvu que
îl (»>o.

Le développement en série de puissances posi t ives obtenu pourç(^)
est bien connu (2), mais peu commode ici, de façon que nous avons
à appl iquer la f o r m u l e (2^) au, n° 10. Or, u n e formule d'Euler don-
nera
/ \ r^\ ï ( l ' , ! \ vC—1) '1^^! ,2.( 7 ) /( ̂  = 7 (,7^7 - , + , ) = Z ̂ 7^yT-l -

! A'=0

ou les coeff ic ients
Bi, Bâ, Br,, BT, Bfl, ...

désignent les nombres de Bernoull i . Cela posé, nous obtiendrons

< l ) Cil. (le G.-F. Meyer : Théorie der bcstiinmte/i în.tc^r'aîe, p. i36, Leipzig, 1871»
( < î ) SCIILOAÏÏLCÏI, Compe/ïdium, 1.11, p. î û .
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cette série de factorieiïes

( 3^ ) ^ ( ̂  ) =: V ————AÀ——.—.. , ît ( ̂  ) > o,
" / / / ^ ̂ (Jt- + l). . .(.^ +Â1)

A-=0

où l'on a posé, pour abréger,
< •<f
=2^— /_ jv*

(37») A,= ̂  (-^-^,) ̂ 7-.-̂ -) C:;-2 ,̂,,-,.
/••=o

Là série de puissances négatives obtenue pour (s^(x) est divergente;
en effet, elle n'est autre chose que la célèbre série de Stirling.

Considérons maintenant la fonction o^ Çx), analogue à o-»(,z*), savoir

0)l0) = "i0g^ — ^(^) = —— — I)^^(^),
^ lAi'

ou bien^•^^-.r (̂  ~ ^ -'-o6-"^ ^)>o,
ce qui donnera, en vertu de (y),

(38) ûh W = — + Y -—^^^^^^^ , ii(^) > o,• ' ' 2 /r A«i ;r ( ;» "h ï} . . . ( A* •41- ff)
,?=sl

où l'on a posé, pour abréger,
./• . v—î
"- y

f î lQ V A ' _ "V ( — ï y p.ç-^/'.-i "D{00^) A A. — ^. .̂..̂ ..-.-.̂ .,,.̂  iS .̂..̂ ,
^— *'< / "-̂ " /f
r s; O

La formule (87) est due à B ine fc ( < ) , qui a indiqué aussi (38) ( 2) .
Posant dans (38)^= î , on obtiendra cette formule numérique pour
la constante d^Euler :

<w ^3-i^,),
f 1 " ) Joiiriuil de l'École Polytechnique, XXVir Cahier, 1839, p. 33^.
( ï ) LOC!. cù^ p. 33o.
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qui est due à Binet ( î) aussi ; elle pourrai t servir à calculer le nombre C
si, Adams ('-i) n'avait pas effectué un tel calcul, et cela avec 203 déci-
males.

1<S. Sur les nombres B^+i et C^. — On voit que les expressions des
coeff ic ients A,/, et A.^ f igurant dans les séries de Binet q u e nous venons
de trouver sont d i f fé ren tes des expressions ordinai res q u i ne con-
t i e n n e n t pas les nombres de Bernou l l i , mais qui. ont , de l'autre côté,
le double nombre de termes. Or, les nombres de Bernoulli étant bien
connus d'après la table d 'Adams ( ; î), q u i cont ient ces nombres de B,
à B i 2 ; , , nos expressions nouvel les sont cer ta inement plus commodes
I') o 'u r u n c a 1 c u I, n \ 's m é r i q u e.

A Faide de la série de Gude rmann ( / () pour co(;r) et de la série
analogue o b t e n u e pour o^ (,ï) on trouve aisément par la méthode
de S t i r l i ng , les expressions o rd ina i res pour les coefficients A^
et A^ comme l'a. ( a i l vo i r M. Jensen (5). Or, égalant ces expres-
s ions di f i e ren te 1 s ob tenues pour le même coef f ic ien t , on trouvera
ces deux r e l a t i ons en t r e les nombres de Be rnou l l i et les coeffi-
c ien ts C^ :

,-- //

^ 'i',»-.',';:',';;,''';..,/-.-3-^^^^ .̂,,1^-"»."..
.v = o .v ..= o

/ / , / • . "i Y ( — ï )•'•<.;/ ^ ^ (— îY F//,,-... 2,.,-1 T.
^0^ 2à /^^ l,v' l:4.::•I"-"•("•'î) n 2à ;7T7^ 1>^-1-1-

„' :::1,; () .v = 0

Cependant , i l est possible de développer , p a r l e même point de
vue , q u e l q u e s autres formules plus remarquables contenant ces deux
groupes de nombres rationnels. A cet égard, d i f ïe ren t ions n fois par
rapport à x r intégrale déf inie obtenue pour (ju(<r), ce qui, est permis;

( ! 1 ) ,Loc. cit., p. '2,53.
( î ) Proceedin^ of t/ic Rofai Soclety of Loiidon, t. XX VU, 1878, p. 88-94.
( î { ) Journal de Crelle, t. SiÏ'î, '1878, p. '269-9.72.
(4 ) Joumeilde Crelle, t. 29, i845^ p. 210.
(•'i) Luc. cit., p. 7 1 , 83.

/inn. Èc.'Norm.^ (3), XIX. — NOVEMBRE ïQ02. 56
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nous aurons
/ .S' = 00

t T ï ï2; — , .4-
J ^à(a;-}-s)'1' ~ n—î x'1-^ ^ x 1 1

+ -——î——r ( (—^— - -'< + 1 \ f,^ e-^ dL
( ^ — i ) ! ^ \ee—l t ï )

L'intégrale définie f igurant au second membre de (a) peut être
développée en série de factorielles à l 'aide de la méthode ordinaire ,
ce qui donnera

__L._ F L..L^ _ 1 . L} fn^^^,n J\! Af
( n ^ i ) l ^ \e^~t t ' ^ ) ' 6 ai -' ZA ^^(^:M'1)1.11111;7(^^^^^^^^^^^

oa l'on a posé, po.ur abréger,

^.^ V , (•~ î ) / ' / / /À4•"a / '^^."„^/•ï>
• / • y " • - ^ 2/•'+ l ' l^ar-h•l ) s sl ^ t M >

/* = o

Quant aux, au très fondions f iguran t dans (a), elles sont développées
en séries de factor ie l les dans (3S) au n° 15 et (:m) au n0 8, dît (a<;on
qu'une comparaison des coefficients donnera cette équa t ion remar-
quable

^ ,s" — //,

«-)

 =l;^(:^;>ï-"-•l^,.-^,^^^,•".
Dans le cas /^== ^, (e deuxième terme au second îïiembre de (4 ; ï ) se

présente sous forme illusoire, ce qui s'accorde bien avec le f a i t
que x/^ ne peut pas être développé en série de factor iel les de l'argu-
ment «r. Cependant, la formule garde sa val idi té si nous supprimons
simplement ce terme; c'est-à-dire que nous aurons, après un simple
calcul, cette formule particulière

^
(4i.) ^ (- .y Cr^ B,,,,, :.:: ̂ 1 ii:^^^^^

•""*" 2 .V -4«" ï
r=s0 1

qui a été observée par M. A. Radicke ( { ) .

(^ Die Recurnonsformein fur die Screchnaug der JBemmdl^chcn und Mule^chen
^ahlen, p. i5; Hallô, 1880.
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II est évident que les formules de (4o) à- (4i/i) ^G sont autre chose
que des conséquences de la formule générale trouvée pour les déri-
vées d'ordre supérieur d'une fonction de logs prises par rapport à z;
cependant, la démonstration de nos formules semble être 1res longue
d'un tel point de vue.

19. Séries de Schlômilch. — Dans son premier Mémoire sur les séries
de factorielles, Schlômilch (1) étudie particulièrement la fonction

(a) S(y,.,y)= ( (i-h t^e^cît.
^0

Dans ce cas, la fonction ç ( ï — ^ ) a sur la circonférence de son
cercle de convergence le seul poin t s ingulier 5=1 , . e t le nombre
caractéristique À est égal à zéro; c'est-à-dire que la série de facto-
rielles obtenue pour S(v, .r) est convergente, pourvu, que H(a?) > o.
Pour le coefficient général, nous aurons cette expression

A' .=; // — 1

(4a) A;;== ^ (-I)• tcr"- Iv(v+l)-••(^+•<).
A" ;=: 0

Transforinons inain t enan t , avec Sc'hiômiich, notre intégrale en
posant

//
.z-'

nous aurons
(p) S(^^)=^-^^ f ''—du, •

J»' iv

ce qui donnera, pour v == i ,
(4,3) . S ( r , ^ )==^^<?^ ,
où lier^ désigne le logarithme intégral, ordinaire. Posons encore v == ^
une légère modification donnera

M) s(;,,.)-=^7J.-^,

ce qui. n'est autre chose que la transcendante de Krarnp.

(r) .Loû. cit., p. 396-401.
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De cette manière Schlômiich a, le premier, développé en série de
factorielles ces deux fonctions célèbres.

Les intégrales obtenues de (p), en y remplaçant la, fonction ^
par cosu on par smu qui ont fait do la peine à Schlômiich (1), se
traitent immédiatement à l 'aide de nos recherches générales accom-
plies dans la section qui va suivre.

20. Développement deT^Çx} -- Y^-r). — Très analogue à l'intégrale
de Schlômiich est cette autre que j 'ai trouvée dans mes recherches
sur les fonctions cy l indr iques :

^ lYv-h I-)^"1

(^) / O -h ̂  ^~-^dt= -..——^^^^^^^^^^^^^^ [Z^(^) - T^xY\,
Jo V/TT,^

où Yv(.z>) désigne la f o n c t i o n c y l i n d r i q u e de seconde espèce, savoir :

Y7^) = -—— [cosyTT.P ( x ) — F ( ^ ' ) ] ,

landis que 7^(x) est un.e f o n c t i o n ires analogue à ^(•••r}, savoir :
/^ \V4-^-H

(„.,„.„ ,). 1 ^ \

^(-)-=2;,^,,,,r(.v+^i^+,<-i ;J

ou bien, pourvu que îl(v) ^> ~ -'•'ai

<?)" ^7}1 {x}^ ——.—----....-.—.— t s i o ( ,r s i n y ) ( ces y y^ <"/y.
^r^+y^

Dans le cas particulier v = o, la formule (a) appart ient à K.
Meissel (2), tandis que M,. H. Weher ( î i ) a trouvé (a) pour v entier.

On voit aisément que notre intégrale (a) est développable en série
d<î factorielles convergente, pourvu que îl(.r) ^> o. Pour les coeff'i"

( 1 ) Loc. CIL, p. 4'oa-4û4-
r2) Gewerbsc/iiiîpro^rarîtm^ Isorlolin,, 186'^ cîtaiion de Meissel : fa/iwberic/it u/^er

die Ober-RenIschule in Klel^ 1890.
(;r) Journal de Crelle, t. 75, 1873, p. 86-87.
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dents généraux, nous obtiendrons ici :
p == n — l

(4,5) A.^= V (-- ,z) .c^(2^~3^)î(^"-2 ) .
— \/; — P /p=o

p ̂ .n — l

(^) A^"I:- 2 (-Q /-^iï;(^/-^) î(^^jy
/ î ^O

Notre série (le factorid.les a in s i ob t enue , la première dans la
théorie des f o n c t i o n s cy l indr iques , nous permet de calculer la valeur
de 7^(x) pour des va leurs très grandes de \x\, car le calcul n u m é -
r ique de Y^C.r) p e u t être effectué a Faide des séries asymptotiques
trouvées par llankel ( ) ) . Un tel calcul , n u m é r i q u e ' d e Z^^') est
essentiel , parce que cette fonct ion joue un rôle fondamenta l dans un
grand nombre de ques t ions de la Physique mathémat ique ; on peut
consulter, par exemple, des recherches de MM.. Ray.leigh(2), Bruns (3 ),
H. S t ruwe^) .

De p l u s , dans u n e autre occasion je démontrera i , en m'appuyant
sur les recherches générales de M. IL Dini (! ;), qu 'une fonc t ion arbi-
trairc p e u t être développée en série i n f i n i e où P(^) et 7^{x") j ouen t
le même rôle que cos^1 et sîn x dans les séries de Fourier. Cependant ,
ces nouvel les séries sont plus générales que celles de Fourier, parce
qu'elles p e u v e n t représenter des fonctions non développables en
séries ordinaires de Fourier.

V. — Multiplication de rargument dans une série de factorielles.

2'1.. Transformation d'une intégrale définie. — Une proposit ion
élémentaire relative à la, convergence d'une série de fac to r i e l l e s nous
,a fait voir déjà, au n° 2, qu 'une fonction ne peut être développée que

< 1 ) MMtJumuUhcîïtô ^nfialen, t. I, 1869, p. 49i<
(2) Theory of Sound, L Ïï, p. i64* Londres, 1896..
^) Wuîdwiann'fî Ânncdcn, l. XVÎI, 188%, p. roo8.
<4) Â^rofwnuschc Nachmh te/h 10 i, r883.
( (» ) Série di Fourier e altre rappwe/ftaziom aficditiche délie fumwrd di WHI wrict-

UUi reale, t. ï, Pisc, 1880, et les fragrûoMs înédits du Tome ÏÏ que rémment géomètro
m'a remis.
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d'une seule façon selon des factorielles de l 'argument^. Au n0 14,
nous avons démontré qu'il est possible de développer selon des fac-
torielles de l'argument x +• y une fonction de x, pourvu que j soit
une quant i té finie. Ici, nous avons à é tud ie r ie problème beaucoup
plus di f f ic i le relatif au développement d 'une fonction de.a; selon des
factorielles de l'argument a.^?, où a désigne une constante convenable.

A cet égard, prenons pour point de départ les deux expressions
générales obtenues pour une fonction développahie en série de fac-
torielles, savoir :

(a) Q ( x ) == ( Q ( z ) z^-1 dz •= f (p ( e-l) (F-tx dt.
JQ ./o

Cela posé, nous aurons, a dés ignan t une cons tante f i n i e et diffé-
rente de zéro :

/y\ r 1 '^-ï r^ -^
(p) ^l^ (?^)^ A:r::/ ^^e ^^\0- / Jo Jo

or, nous avons en premier l ieu à transformer les deux intégrales ( / ^ )
en autres de là forme (a), ce qui nous conduira à poser l == au, d'où
nous obtiendrons, pour la dernière des intégrales susdites,

i
( y ) ^ {^\ = a f ^ ( e-^ ) ê-^ du,

V^ / 1/0

où la l imite supérieure i n d i q u e qu' i l faut effectuer l ' intégrat ion,
de n= o à n =00, le long de la l igne droite passant par le point-1-
Décrivons ensuite, autour de l'origine comme centre, un cercle'du
rayon très grand R, et supposons que la fonction ç (^u) n^ut pas de
points singuliers situés à l'intérieur ou aux limites du, secteur formé
par l'axe des nombres réels et le rayon passant par le poin t î-v Ces
conditions remplies, une intégration le long de la circonférence du
secteur susdit, donnera, en vertu du théorème de Cauchy,

^ ! .«) 1 ! ! B^
(ô) ^ —i'K, <?-^^^9(e-aïu-^)^^9^^ / ^

^o ^o <A)
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où l'on a posé
(s) a=:pe^.

Or, la formule (S) montre clairement que notre t ransformation
nécessaire susdite est possible, pourvu que

r r^ i(46) î i m S R | e-.v\\^ co ( e-aii.-'" ) e~^ clQ = o,
^"L lyo ' J

condition qui est nécessaire et suff isante à la fois. Main tenan t , i l esl
aisé de voir que celte condi t ion est remplie pourvu que l'on a i t ces
quatre condi t ions plus simples :

(47) ^)>o, î î (a)>o, ^-^A)>o, îî^>o;

c'est-à-dire qu,e nous avons cer ta inement , dans ce cas, ces deux for-
mules essentielles dans les recherches qu i nous occupent ici :

(48) û(^^a( îp(^)^-"^=^ ( f(at)e-^dt, /(-î)=®(^),
\ / ••/o •-/o

où l ' i n té^ ra l ion doi t eire etfectuée le long de l'axe des nombres
posit i fs .

Cependant, ces formules établies, i l n'est nul lement sûr que lafonc-

(' •r \ . • •t ion û 1- ) soit développable en série de factorielles de l 'argumenÉ,z1;
cela exige une recherche particulière que nous avons maintenant à
établ i r .

22. ç(-s) n a pas de points singuliers finis outre s == o peut-être. —
Considérons d'abord le cas le plus simple, où ^(-s) est une fonction
entière, et supposons encore Kl ( a) ^> o ; la fonction cp (^a) admet -s = o
comme seul poin t singulier f i n i , et le nombre caractéristique est pré-
cisément égal à —ll(a). Mettons encore y.x au lieu de x\ nous aurons
cette proposition :

I. Si la/onction génératrice est une fonction entière, û(^) peut être
développée en série de factorielles de l'argument ccx convergente pourvu
que

1îl(^)>o, H(a^)>o, îl(a)>ô, • H(a^-ha) >o» .
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Quant aux coefficients de ce développement, la formule (21^) don-
nera immédiatement ici

,V == II — 1

(49) knW= 2 /^^(O)^^---1-1,

expression q u i est très remarquable, comparée avec (^i^). Au, con-
l r a ire, F e x p r e s s i o n o .1) t e n u e p o u r 1 e s d é r i v é e s d. ' o r d r e s u p é r i e u r
de ^(^a) prises par rapport à ^(1) est généralement très incommode
ici.

Supposons main tenan t que z = o soit point singulier de cp ( z ) et le
seul situé dans la par t ie f i n i e du p lan ; il est év ident que le nombre
caractéristique de Ç^) est précisément égal à "^.^(a). C^ela posé,
mettons encore ocx ïm lieu de x^ nous aurons cette autre proposit ion :

II. Supposons que ^(s).ail le seul /n)inl singulier fini z :".-.11: o; iî(.r] est
dé^eloppablecn série de faclorielles de l' ar^ufneni a.f, converge•nfe pourvu
que l'on au à la fou

a ( % ) > o, îî ( .r ) > o, îî ( a ̂  ) > À a ( y. ).

Il est év iden t que toutes les fonc t ions par t icu l iè res é tudiées dans la
Section précédente sont développables de cette f a ç o n - Considérons,
par exemple, la fonct ion c^(^); nous aurcnm ce déve loppement :

(^,) ^^)=S ~l-lyll-'-llll•••l•l•l- . I I^ I^ IA^ (a )/ l l•-- l• l l l l• l l^ l l l• l l l^ l-^/ / : ' / ^ y. .r ( a ,r 4-" î ).. - ( a .r -l- s )
.">' -• o

où l'on a posé, pour abréger,

;" i

(5o.) A»(a) ̂  ( Ï̂̂ 2!;̂ ) ̂  î"^
r ^.. </

et ce développement, est valable, pourvu que l'on ai t à la Ibis

( 5o/^ ) ^ ( a ) >• o, % ( x ) :> o, IH ( a <-z* ) >• o.

f l ) SCHLÔMILCH, Coîiïp€U(liwiif t* Î Ï , p, 9,
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Considérons encore la fonction génératrice o(^) = ^; nous aurons
.Ç= 00

^7 = Ï- 4- 2 ̂ (^T)' '.. (^ + ̂  ' ll(•2;)>I'
5=1 •

de sorte que notre méthode générale donnera précisément la for-
mule (i i) au ri° 8 pour a = i.

23. Cas d'une fonction génératrice générale. — Ici nous avons à
démontrer que la possibilité de la multiplication de l'argument est
beaucoup plus étroite pour toutes les autres fonctions développables
en série de factorielles. A cet égard, supposons que

u-^a-e^, z-^re^
i

soient des valeurs correspondantes de z et de 11=^^, tandis que
nous posons encore

a == pe1^.

Supposons que les deux angles réels p et o.> a ient des valeurs situées
entre o et 271;. Cela posé, nous obtiendrons une équat ion de cette
forme
( rt\ G^°^/" "+* lv ̂ ^ G^°^fT "1"t' "̂  ^ P coy (<) "l""/ P sl " (JO)

Décrivons main tenan t deux cercles Co et C^ ayant leurs centres aux
points (0,0) et (1,0) respectivement el leurs rayons égaux à l 'unité;
il est év ident que tous les points s inguliers f inis de la fonction ç^)
doivent être situés à l 'extérieur, ou sur la circonférence au plus du
cercle C^ pour que û ( — ) soit développable en série de factorielles
de l'argument x. C'est-à-dire que l'on doit avoir, pour un tel point,
((3) o-^acosr,

ce qui donneray en vertu de (a),
î£l!̂ î ^^ , /(^~h3/?7T)cos,)-lo^rsi.nco\

( y ) e P ^2 eus ( -———'—-——————°——— ) *

Or^ supposons sin œ^o ; il est possible de déterminer des valeurs
pour le nombre entier quelconque p telles que le second membre

Ànn, Éc\ Norm.^ (3), XIX. — NOVEMBRE 1902. ^7
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de (y) a une valeur positive et f inie, tandis que le premier membre
deviendra aussi petit qu'on le veut, c'est-à-dire que l'inégalité ([?) est
impossible, et nous avons cette autre proposition :

III. Supposons que la/onction génératrice y (-s) ait des points singu-
liers finis outre z == o ; a ne peut avoir que des valeurs réelles.

Posons ensuite smco==o ou bien p = = a ; l'inégalité (y) s'écrira
sous cette forme :
/ K \ ^ - / ^ "-{- 2 /? 7T \(5a) r^^cos ———'— ?

condition qui doit être remplie par tous les points singuliers f inis
de ç(^). outre s == o, ce qui nous donnera aisément cette nouvelle
proposition :

IV. Si les modules des points singuliers finis de © (^), outre z == o, ne
sont pas tous plus grands que l'unité, a ne peut a^oir que des valeurs
rationnelles.

En effet, si l'on admet r5 ï , tandis que a est irrationnel, il sera tou-
jours possible de déterminer des valeurs entières de p telles que le
second membre de (S^) est aussi approché de 2 qu'on le veut, tandis
que le premier membre ne peut pas surpasser Fumié.

24. Sur les valeurs rationnelles de a. — Supposons m a i n t e n a n t
que 9(-s) ait des points singuliers situés à l ' intérieur ou surla circon-
férence du cercle Co» outre ^== o, nous avons encore ce théorème :

V. Si'a esl réduit à être rationnel, son numérateur ne peut être que i ,
2 ou 3.

Dans ce cas, aucun des angles réels figurant au second membre
de (Sa), privés'des multiples possibles de 2TCy ne peut être situé
entre — o 'e t -h y"1 Posons maintenant

a b'v , , • .. /„ rc
^=^5 . -j := -̂h ay^ T T ^ ^ a ?
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où q désigne un nombre entier, et mettons encore
2 bprj: 2/"n:—i— =r _ —— 4- 2 ̂ TT,

a a

ou, ce qui vaut autant,

(a) bp—as==—r.

Or, cette équation indéterminée nous donne toujours des solutions
entières de p et s pour une valeur entière quelconque de r, car la
fraction , peut être considérée comme irréductible.

Cela posé, admettons a^4; nous pouvons toujours mettre
m 4-1 , ,, mTc
^———ÎT>(/^———,

a " " a

w désignant un positif entier convenable. Or, je dis qu'il est possible
de déterminer un positif entier r, tel que l'on ait à la fois

niTC ar-Tr 71 (rn•J^•î)^^: im ^
a a 3 ? ci ci '37

ou, ce qui vaut autant,
( p ) 3 m •+• a > 6 /• > 3 m — a -h 3,

inégalités qui donnent toujours des valeurs positives entières de r,
pourvu que a^4. Û1*? ^n(î telle valeur de r déterminée, ̂ peutêtre tiré
de (a). ! .

Le cas où v ' est situé entre — r: et — r- se traite d'une manière
analogue-

Quant aux fractions du numérateur 3, nous aurons encore cette
proposition :

3Vï. Les/raclions de la forme - ne sont possibles que si tous les points
p Kl

singuliers susdits, outre s == ô, de 9 (s) sont de la/orme e f/ , où les frac-
tions p sont irréductibles; de plus, tous les numérateurs p doivent être

q ! . , . , , • '
impairs et t un multiple impair de tous les dénominateurs q.

La démonstration peut être établie indirectement. En effet, suppo-
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sons d'abord que t ne soit pas multiple de q; il sera possible de déter-
miner des nombres entiers s ^tm tels que
. , /' p'K \ t rir
(7) (^-+2^J.^^+^

où l'on a à la fois
r s= ^p (mod 2 y), o •< | /• [ < <y,

postulat qui se démontre aisément à l'aide de l 'équation indéterminée
pour s et m déduite d'e (y).

Soit ma in t enan te un mul t ip le de q\ l 'équation (y) est impossible et
l'on démontre aisément que les propriétés énoncées pour/;, q e t / s o n t
nécessaires et suffisantes pour admettre une f rac t ion du numéra-
teur 3.

Supposons encore qu 'un point singulier do 9^) se présente sous
la forme de e^y où le q u o t i e n t de p et rc est un nombre i r ra t ionnel , et
fixons pour t une valeur entière déterminée mais quelconque; i l sera
possible de déterminer deux positifs entiers très grands p et </, tels
que

"tù>^,
// 7T <!

et l'équation (y) montre clairement que la fonction ç^') a des points
singuliers situés à l'intérieur du cercle C^ de i 'équation

.T2-}-^"2^ 9.a\

Ces résultats établis, on voit aisément que les pointe singuliers cor-
respondants de ç(s), dont les modules sont situés entre o et i , nous
donnent toujours pour oC^) des points singuliers si tués à l ' intérieur
de Ci, et voilà la démonstration complète de notre proposit ion.

25. Développement noweaux de D^ loglif^? ;î"). Considérons en
\<Ï 2 /

particulier la fonction P(^) introduite au n0 8, formule (i5); le seul
point singulier de <y(^) est s == — i ; c'est-à-dire que a peut avoir les
valeurs suivantes :

i ! a 3
2 $ 4- 1 î2 S -4- l ^ 2 A' -4- l ?
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où s désigne un entier non négatif. Posons a == 2; nous aurons
/ y\ /*1 ^x-\

(3m==2 \ -.'——^,
• W Jo J +^

de façon qu'une formule de L iouv i l l e ( 1 ) donnera immédiatement

/ \» » / \ n f • (/l -+-ï)'^(_ ,)n,y.(i) ̂  ̂ ^ s i n ^ — — ^ .

2 2

Mettons ensui te 2x au lieu de x, nous aurons cette formule nouvelle
. ( . î+î) '7TA := oo c « .-i v _ _ _ /

„ f bj ll ————T———

(53 ) (3 (x) •= ̂  ̂ ^.^-^-^^^^ . ——^——,
.y -- 0 2 2

qu i est valable dans toute l'étendae du plan.
Dans le cas a == 3, nous aurons, après une décomposition ordinaire ,

p(^)=p(.)-^1^^—^
ce qui donnera de la même manière

, . ( 2 . Ç 4 - ï ) 7 T•^^ fîi sm — — -
( 54 ) (î ( x ) = (3 ( 3 ̂  ) -h Y rr—5—————-)".——— •>
' / ' ' / 1 ' / ^ 3^(3^+1) . ..(3^4- .s-)

.î==0

formule qui est valable pourvu que 1il(.r) > o. La série de factorielles
ainsi obtenue est absolument convergente pourvu que îl(^)^> T.

(r) Citalion deFrenet, Recueil d'exercices sur le Calcul infinitésimal, p. 80; Paris, 1882.


