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SUR

LA FORME DOUBLEMENT QUADRATIQUE
ET

SES KAPPORTS AVEC LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,

PAH M. H. ANDOYER.

Les pages q u i su iven t on t été écrites à l'occasion de conférences
faites aux candidats à l'agrégation, à la Sorbonne; on peut les consi-
dérer comme un commenta i re du beau Chapitre consacré par Halphen
a l ' équa t ion (FEuler, dans son Traité des fonctions elliptiques (T. Il,
Cbap. IX); peut-être aussi pourra-t-on y trouver quelques points de
vue nouveaux, en raison do rôle prépondérant que nous attribuons a
la considérat ion des invar ian ts de la forme doublement quadrat ique.

1. S o i t / u n e forme doublement quadrat ique b ina i re , aux va-
riables x^ x^ ety^ya,

/= (a^x\ 4" ̂ .^'24- ̂ ^).y?"4- a(^'î+ 2 ^1^1 ^2 + ̂ ^j)jijâ
4- ( CQ x\ -h 2 c", ̂ i .̂ 2 + ça x\ )jj.

Nous supposons d/ailleurs que les variables (rr) et (y) définissent
les éléments de deux espaces distincts, et par suite peuvent être sou-
mises à des subst i tut ions linéaires distinctes,

On peut former un système d'invariants et covariants algébrique-
ment indépendants, pour la forme/ de la façon suivante, qui, sans
être la .plus simple, est celle qui est le mieux appropriée1 au but que
nous poursuivons.

En remarquant d'abord que les substitutions indiquées'transforment
linéairement les coefficients a^^a^a^ h^ b^ ..., précisément comme
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les produits
^•jylp —^i^.r^ ^b1. --^yij'^ ^1^1.72, . . • .

on en déduit un invariant quadrat ique

Â-==— 4(^()<^4- ^'o—^i^i-- ̂ o^+ ^î^

le facteur numérique étant choisi pour la commodité de ce qu i suivra.
Écrivons maintenant le discriminant de,/, considérée comme forme

quadratique par rapport aux (y); ce sera un covariant du quatrième
degré par rapport aux (^"), soit

^ -= ( OQ X\ 4- ^ Oi ,Ti ̂ a -^ ^2 ̂ 1 ) ( ̂ 0 ̂ "î + 2 ^"1 ^'1 ^^ 4"" ^'2 ̂ | )

—- (^o^î -+- 2^1^1^ '2+ ^2^1)^

ou, pour abréger,
ff-^. ao.-y^ -+• 4a^^2+ ôas^^j 4" 4^;ï^i^ + ̂ ^^i*

A la forme g nous joindrons son hessien
h = ( ao a% — a^ ) x\ 4" 2 ( a^ ̂ 3 — ai ûîs ) .'r̂  «r.2

-4- ( ao ̂  4- es ai a» — 3 c^ ) ̂ ï x\ ̂  ^ ( ̂ i ̂  — a^ a^ ) ^1 ̂ i 4- ( 5îa ̂  -"" ^^ ) '^'î

et ses deux invariants
/ == OQ 04 — 4 ̂ i ̂ ;t "̂  ^^I»

ûîo ai a^
y=: ai a.^ ^3 .

ass c<3 ^^

Si, de même, on regarde/comme une forme quadratique par rap-
port aux (;x?), son discriminant fournit un nouveau covar iant b iqua -
dra.tiqne par rapport aux (y) :

^= (aojî "4- 2 ̂ o7i,y^ ̂ yl ) (^âjî -4" a ̂ yijâ ̂  ^^/^ )
— \a^y\ 4- ^éiyiya4- Cij-j)82,

ou
^^a,y;4-4^j?yî4~6a,y5^+4<riyl^<yï;

et nous y joindrons son hessien
^==«^-^)yï4"...;
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quan t à ses invariants i' et/, définis comme i ety, ils sont précisément
égaux à i etj\ comme nous allons le voir.

Puisque les substitutions auxquelles sont soumises les (a?) et les (y)
sont indépendantes, on peut supposer, sans porter atteinte à la géné-
ral i té , les formes g- et g ' réduites à la forme canonique, c'est-à-dire ne
renfe rmant que les carrés des variables. On voit sans peine que, si
l'on ne fa i t aucune hypothèse particulière, ceci entraîne les conditions

a^ ~=- b^ •== b^ •== c'i == o-

En supposant qu' i l en soit a ins i , on a
Oo -=: Oo c^ ai = a;, = o, a,,. == a^ c^
a'y =; c\ a^ a\ = a^ = o, a^ = Cy Cg,

() 03 •=: (> a^ ."= a^ c'a + ^2 c*;, — 4 b ̂ ,

<U les égalités f== ï , /===y annoncées plus haut deviennent alors
évidentes.

Les invar iants i,j\ k et les covariants g, h, g ' , Â'.fbrment un système
de fonct ions indépendantes à l'aide desquelles peuvent s'exprimer
toutes les fonctions invariantes relatives à la forme/et, en particulier,
cette forme elle-mêm.e.

2. Envisageons l 'équation canonisante relative aux formes g et g\
soit, comme il est bien connu,

4P — /A—y== o,

dont nous désignerons les racines par X ^ , Xg, Ay .
Sur les formes canoniques, on a. d'ailleurs

}.i :,= — aa, ^2 = i- (^ + V^o ̂ h ̂ o (-̂  ). "̂  ̂  ^ (^^ — '

et ces racines sont des invariants qu'on peut toujours calculer. On
sait que les polynômes h + \g, ̂ -t- \^ sont des carrés parfaits, et
nous poserons par'suite

^^T?!̂  ̂  ̂  \/^ /-^}.aÂ r /=^a»

les formes quadratiques ya, r/a se calculant toujours sans peine; elles
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ne sont déterminées qu'au signe près, mais nous supposerons que
leur détermination a été fixée une fois pour foutes, arbitrairement
d'ailleurs.

Avec les formes canoniques , on ob t i en t

( j , = ?. ̂ 7 ̂ ^.^—'^(Ài^Àa") ,r.i .r.,,

.̂ 0^^^) (v/^-î+^-O-
\ \1 a•2cî \ <^0^(» /

^3 = V^1[ ̂ ^^ -̂[7^7^

les dé terminat ions des radicaux biquadrat iques q u i figurent dans ces
f o r m u l e s é t an t liées entre elles et à la d é t e r m i n a t i o n du radical
\!a^ci^c^c^ don t dépendent \ e tT^, d 'une façon évidente.

On aura i t des formules analogues pour les y^; i l sufï i rai t de clianger
les (a?) en (y) et de permuter a^ et c^.

Remarquons que les formes quadrat iques q^ ou y^ ont pour discri-
m i n a n t la quan t i t é

( ^a—^p) (? .a -Ây ) OU 3}.â—.^

tandis que l ' invar iant simultané des formes q^ et y-y, ou q^ et q\ es!
nul.

Il est alors facile, a l 'aide des formes canoniques, de vérifier la
formule générale suivante :

( ,\ f _ V V^a ' "" /' r/^f/^^ . ^'"-Z(À,;r^37^:r

où a prend successivement les valeurs r , 2, 3, tandis que ^ et y sont
différents de a*

On a ainsi déterminé/en fonction des invariants i, /, k et des cova-
r iants g, ̂ À,//, à la condi t ion d'avoir résolu l'équation canonisante .
D'ailleurs, à cause de l 'indétermination des radicaux /̂̂ W3••^ ̂  ̂ ^
que huit formes / répondent à la question, deux à deux égales an
signe près.

Toutes les formes/pour lesquelles les invariants i, j et les cova-
riants g-, g\h, h sont connus, c'est-à-dire, en somme, simplement les
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covariîmts^- et g', sont déterminées par la formule précédente, où l'in-
variant/-joue le rôle de constante arbitraire.

Si cette constante k devient infinie, la formule n'a plus de sens au
point de vue de la théorie des formes; mais il est, intéressant devoir
ce que devient le second membre divisé par \[^~k. C'est

I:-
^%7-/

-" ( ^ a — A ^ ) ( / a — A y ) '

et Von voi t a isément que c'est le carré d 'une forme doublement linéaire;
en efïet, en vertu des remarques faites précédemment, le discriminant,
de cette quan t i t é , considérée comme forme quadratique par rapport
aux Çï) par exemple, est égal a

V.___^_„ „
^aa-^)(/.a-^7

c'est-a-dire à zéro, puisque q; == h' 4- \g' et que l'on a
y _ ___[_____ _ ^1 __ ^^ Oa- H) {^- /.y) -'oy 2^ (Àa^rra î̂  ~~°-

3. Pour rendre la, formule précédemment ob tenue plus symétrique,
soit g" uue troisième forme biquadratique, aux variables ,̂ et ^o,
admettant les mêmes invariants i et y que g et^; et soit h" son he^
si( ïn. En |)osant

Â-=~^ et y^v/^TÂ^,<*?
on pourra écrire

(.) ^^-Ir^^ê
'(^a.—^)C^—^)

On peut d'ailleurs cixoisir une fois pour toutes les déterminations
des q"^ on ne diminue pas ainsi la généralité, car à une valeur de k
correspondent quatre valeurs du rapporta de sorte que la formule
précédente fait bien correspondre à cette valeur de k huit formes/,
deux à deux égales au signe près.

Mais si l'on regarde le rapport ̂  comme la nouvelle constante arbi-
^î •

traire, on voit que la forme/est déterminée au signe près par les (.s).
Comme précédemment, la formule perd son sens si g"==o, c'est"
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a-dire si / 'devient inf in i ; mais le second membre devient alors le carré
d'une forme doublement l inéaire .

4. L'expression
/ 3 ^ o — V q^/^ù
v ' ' ~~' M (,^a~^) (/.a-"->.y)'

qui figure au second membre de (,^), d é f i n i t , q u a n d on la d iv i se
par ^ g " , une forme doublement q u a d r a t i q u e en Çx) et (y) qui admet

h11

les invariants g, g , A, h\ i, j, k=~— ^? définis précédemment. Sa/^
consti tut ion symétrique montre que , de même, divisée par exemple
par \g\ elle déf in i t une fo rme doub lemen t q u a d r a t i q u e en (;r) et (s)
pour laquelle les invar ian t s correspondants sera ient g, g'\ A, ////, i, j
ol-S.

ff

Nous allons t rans former l'expression o et montrer que l'on Dent se
dispenser, pour la calculer, de la connaissance des racines "X^ de l 'équa"
( ion canonisante , 'dans Fhypo thèse suivante : deux des formes ^, n'\
g\ par exemple g et g\ sont ident iques , c'est-à-dire ont les mêmes
cocf ï îc ients , et, en outre, on conna î t une rac ine de la troisième, g\

Ceci pourra, être appliqué au calcul de la f o rme /dans les deux cas
suivants : î.° Les deux formes g et ^ sont ident iques ; 2° On c o n n a î t
une racine de1 l 'une d'elles, g-' par exemple. En ef fe t , dans le premier
cas, il suffira de prendre pour g " u n e forme a d m e t t a n t une racine
connue , et, dans le second cas, on choisira g " i d e n t i q u e à g.

Effectuons la t ransformation annoncée de l'expression ^ en sup-
posant les formes ^r et ̂  ident iques et supposant que l'on connaisse
une racine Çt) de la forme g " , c'est-à-dire un couple de valeurs ^, t^
qui , mises à la place de ̂ , ^, annulent^.

Nous emploierons dans ce q u i , suit les! notations suivantes : une
forme binaire quelconqueF de degré? par rapporta des variables (.r)
sera représentée par F,.,,,, et sa polaire d'ordre q par rapport à de nou-
velles variables (y), c'est-à-dire l'expression

^ ï i • Y - àv 1 ^Y 1, , ̂ .̂̂ .̂ ^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ^

où la puissance ^îst. symbolique, par F^,.y y/.



SUR LA FORME DOUBLEMENT . QUADRATIQUE, ETC. 407

Ceci posé, il n'est pas difficile de voir que, en prenant q^ et q'y, avec
la même détermination, on a l'identité

q^= ̂ ry.4- ̂ ^y.-{- (2)4 — ^\ {scy)\

où (.^y) désigne x ^ y ^ — œ•^y^ ; il suffit de se souvenir que q^ est égal
à h 4- Aa^, et que le discriminant de la forme quadra t ique qy, est égal
<\ '-^a t
a o AO; — y •

La môme ident i té permet d'écrire

f/;V/A;:==/4^4-Àaé/^+ ^â— ̂  (^)'S

puisque ^==0 par hypothèse; la déterminat ion de \j7t^ est choisie
arbitrairement, mais toujours la même. On peut maintenant écrire q^
sous une forme plus avantageuse.

Appelons en général J le covariant sexfcique d'une forme biquadra-
t ique g, de sorte que si

^ == ao^'i' -+- 4 y ' i ̂ '\ .^2 + 6a^ x\ ̂  -i-...,
on a i t

J =L= ( a^ a^ — 3 a.^ a, a^ -h a o^ ) .y; + ... ;
on a d'ailleurs

J2=- / ,H(A + Àa.^) =:- 4^+ ^A -./^•

On peut vérifier sans peine les relations

h^g,.y^ ê^/i^•+' JyoÀ.rr^^y) -+- ^-^(i^—Jê^) (^f)2'

h^k,.y=: kî.y.+ (^/^— ——^J<) (^V)2*
\4 ï 2 /

Appliquons-les à la forme g ' " , en nous souvenant que ̂ = o; il v ient
hV^^^h'^{zt),

h'i. h"^ =: h11^ — "ï- ̂ ( ̂ ^2 ;
, ! , ! j ss -

et, en posant ! , / ' , . , \ . !

I JÏG /l"z[î . . .

, ! ^ ^ ^ • ^ ^ :- ; ,^""2' I^^JzT)^ . ^ . , , 1 ' : , „ , ,

Âirn. Éc\ N'ûrm., (3), XIX. — I)ÉCïiMBRE 190-2. " ' ' ' ' 63
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on peut écrire
^=2^(5Q2,

^..==-(^+i)(^)-s
\ -sS /

et, par suite,
c^\/h',.= {—p^ ̂ p + 2^ - 7 (^)2.

t
y^ y /A^ == 1 — p~ ~l- ^ Aoc^ ~r- ^ Aa — y

En remplaçant dans <p les quantités y^Ça et ^ P^11' l^ur^ nouvelles
expressions, on a une fonction symétrique des ̂  q^i? tous calculs
faits, se réduit à

(4.) y-^ k^+7^y+ (1; -p^) {^yy |.
y /l/4 L \ "' / - 1

Si l'on prend les ( z ) égaux aux (^), ç devient un carré,
Ç=:2^(.Z7)2;

il en est de même si (^) est une autre racine (Y) de g - " ; alors /? == "Xa»
et l'on trouve aisément

8(^)2 \,
9-^(^;

en même temps, on peut vérifier que
(U'Y ï:

V^V/A^ """ (^a— "Âp) ('Âa— Ay)

Si l'on décom/pose ç en facteurs linéaires par rapport à p , et que
l'on remarque l'identité

^y•+-4/^^(^J)2•4- ̂ (^y)^^^

il vient

^Hfr̂  ̂  .„. ^r^^+ ̂ '^\ ^_/?i2r=^^
^^ V 2(^7)^ ) V "" 2(^y)2

(5) { Y{xyY\ ^^"-^(^r ^^^g
^^LL p -^ ».————,=^=r=r, \\ p -{" —————;-
/^ , 1 L' é^-y+Vé^é^J L ^^"-V^4^-4

formule qui nous sera utile plus loin.
Si l'on suppose que (y), par exemple, prenne comme valeur parti"
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culière une racine (u) de g-, et que l'on pose
I J//B À^3

on a simplement
2 A^ (XU)

^(stY^xuY
(p-m)\v%

Portons maintenant dans l'expression (4) de y les valeurs de g^ ..
etÀ,,y déduites des identités

gy^g^y^ gîy-^ hy.^œy)\

g^ î^y == Ily. ̂  — J^^, (^y)+Q ̂  _ î^\ ( ̂ )2 ;

il viendra
9 (sir)2 ^

i ?= .̂—— (Ay4•+"/)^)^73-~"JJB^^(^7)(^) ! & J V '
"P2+ i) ̂ 24-+•7?^^- ̂ 1 (^y)1

On peut encore décomposer le second membre en facteurs linéaires
et écrire

( o = iî Zî 'l̂ ĵ̂  f^^L „ à'L±V [̂î  1
( ) ] ( ^4 ̂  L ( ̂ r ) ' ^ (^. + /%<) J

f ̂ il _ îr̂ .̂ ^3^ 1
i(^y) 1 " , Tt^^-^i^) J'

Cette formule est illusoire quand on prend pour (j) une racine (u)
de g * , mais nous avons déjà vu ce que devient ç dans ce cas.

5* Si l'on égale la forme/à zéro, on obtient une relation entre
les (a?) et les ( y ) qui donne par différentiation

ôf , àf , àf , àf ,^^^^^y^^dy^o;

p a r l e tlïéorèmc d'Euler, on a aussi
àf ôf àf àf

^^+^^=^^+^^==0? -
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et en résolvant l 'équation /*== o par rapport à x^ ou y/, on a encore

fêy-^-( '̂+'.-"—
Par suite, il vient la relation différent iel le

( x a dx i — x i < .̂z'2 )â ( y 3 r/ f i — y i ̂ /a )s

(8)
S S

ce qui est l 'équation d'EuIer sous sa forme la plus générale. Dans cette
relat ion, la constante k ou Çz) a disparu. Par sui te , inversement , on
peut regarder l ' équat ion /"== o, ou ç === o, comme dé f in i s san t l ' inté-
grale générale de l 'équation (8). Si la cons tan te k devient i n f i n i e ,
cette re la t ion conserve ici son sens, et l'on obt ient les quatre in té -
grales particulières doublement l inéaires par rapport aux (a?) et
aux (y).

En prenant l ' intégrale sous la forme cp = o, e ty regardant Çz) comme
la constante arbitraire, la symétrie de l'expression cp montre que la,
relat ion ç-== o est aussi l 'intégrale des équa t ions d i f férent ie l les

( A'.» dx i — ^'i dx^ )2 ( ,St> dz i "— ,51 dz^ )2
...__^^^^^^^^^^^^^

et
O'a ^y-i •—• y\ ^ ' y ' i Y _ ( ^2 <^i — -^i dz^ ̂.̂_._ ..___„,„.._..__. ._,.,....,,,.^

/-5 &

dans le premier cas, c'est (y) qui, est la constante arbi t ra i re ; dans le
second cas c'est (.r). . - ,

L'intégrale de l 'équation d'Ealer peut donc être écrite de façon
qu'elle dépende des variables (x) et (y) et de la constante arbitraire (s)
d'une façon absolument symétrique, les rôles de ces quantités pouvant
être échangés.

Supposons que l'on considère une des quatre intégrales part icu-
lières de l 'équation (8) qui sont doublement linéaires par rapport
aux Çx) et aux (y), soit ^. Pour vérifier ^ === o, on peut poser

1 ! ^^p^iyi "+-^72), 1

^=p(PiJi-+"Paj2)>
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p étant un facteur d'homogénéité arbitraire; o^, o^, p , , ̂  étant déter-
minés. Il est clair qu'alors on a

,2-1 ̂  — ;r, dœ, === p2 ( a(3 ) Çy, dv^ — 7.2 dy, ),

et, par sui te , si par cette subs t i tu t ion ^-devient g-^ on a
^=p^(ap)^<

Les quatre intégrales ^==0 déf in issent donc, à un facteur près,
quatre subs t i tu t ions l inéaires qui transforment ^ en g9' à un facteur
près. Si l'on veut que ce facteur soit précisément l 'unité, il faudra
prendre p de tel le façon que p^ap)2^ i ; et, par suite, il y a exacte-
ment seize subs t i tu t ions l inéaires transformant g en g - ' ' ; elles sont,
d 'ai l leurs, ident iques, quatre par quatre, à une racine quatr ième de
l 'uni té près.

Si. l'on considère l'expression ̂  — g ' h , i l est clair qu'elle s 'annule
iden t i quemen t , quand on y remplace les ( x ) par leurs valeurs défi-
n ies par les subs t i tu t ions précédentes; c'est donc un produi t de
quatre facteurs doublement l inéaires en (,x) et (y) qu i sont précisé-
men t les intégrales ^p.

Quand g ' est identique à g, il résulte de ce qui. a été di t plus haut
que les intégrales ^ sont (a?/) et les polaires (<7a)^--

Dans le cas général, les intégrales ^ sont de la forme

ï J/^ ^x^ _ ^ J^ ^/3

S Ai; (ï^) 1^ À;.? (j7)'

(u) et (/) é tant respectivement racines de g et ^/.

6. Nous allons appliquer ce qui précède à un cer ta in nombre de
cas particuliers qui, se rencontrent f réquemment , et nous retrouve-
rons ainsi la plupart des propositions classiques relatives au théorème
d'addition des fonctions el l ipt iques et au problème de l ' invers ion des
intégrales elliptiques.

Comme premier cas, prenons
^•==4,^î.y2— i^^^—jx^

g ' et g " étant identiques à g.
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Pour simplifier récriture, nous ferons oc^ === ce, oc^ == i, de sorte gué

^==4,r3---^-"-y,

et nous ferons de même dans la p lupar t des cas analogues.
Remarquons que les invariants de la forme g sont précisément i

ety, et que l'on a ici
/ ^ ^ \

h =. — ( x11 + - X21 + 2j^ -h -^ j ?

J ̂ a^-h-....

En prenant pour la racine connue t de ̂  ^ = i, /^ == o, on a p == ^,
et la formule (4) donne l 'intégrale générale de l'équation

dx^ _ cl/1^ ^ ^,

sous la forme

(9) (^7 -+" xz "-l-y^)2 — ^^(oc ^ y ^ r s ) 4- ^ (^J + xz ^yz) '

^+./(^+y+^)4-^ =o,

parfaitement symétrique par rapport à x^ j, et la co'nstante arbi-
traire z.

On a ici , d'ailleurs,

. . ^=^=7[(.r-Âa)sî"•(Âa"^)(^-^)],

et les intégrales doublement linéaires ^, obtenues en faisant z infini,
ou bien z == \^ sont (<^y) =•= o, et
(10). , <^—5ia) ( y — ^ a ) — ( ^ a - - ^ ) ( ^ a — ^ r ) = = 0 .

Construisons,, la fonction p,de Weierstrass en prenant précisément
i etj pour les invariants g^ et ^"3, de sorte que les À» seront les quan-
tités ordinairement désignées par 'e^.

Faisons alors
. , , ^==p(^), . r==p(P), s^p(wY

On voit immédiatement que la formule (9) définit la relation qui
existe entre x, y, z lorsque les argumentau,v, w sont liés par la con-
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dition
±: U ±: P ± W == 0,

où le signe de congruence indique que l'égalité a lieu à une somme
près des mul t ip les des périodes primitives.

Quant à la relation (10) elle équivaut à la formule connue
[P(^+ &)a) — <?a][p(^) — <?a] — (^~ ̂ )(^a— e^) = o,

û)a désignant l 'une des trois demi-périodes primit ives, que l'on peut
supposer liées par la relat ion

0)a H- c.)p -h c<)y== o.

Si l'on fait ;r ==y, ^ devient i n f i n i ou bien égal à jp(^), et les for-
mules (4) ou (5) montrent que

/ , h
<P(^)=-~7^

hj

x é t an t rcimplacé dans le second membre par p ( u ) .
On a donc aussi

p ( a u ) - e,, = - gï = iî î lir̂  '
" ff ^ ! 4 (P'"' (^)- é'â' ? ( //• ) — y, '

et ceci correspond à ce f a i t connu, que ̂ p^:r^ est une fonction
uniforme de u.

Pour préciser le théorème d'addition de la fonct ion p , résolvons
l 'équation (9) par rapport à z ; ses deux racines sont p(u ± v), et, en
remarquant quel 'on a g^p'^u), ̂ p'2^), ]a formule (5)permet
d'écrire

\^P(^)P^)-1 \[p(u) ̂ pOO] -J'±p'(u) p'(^
p ( II ± P) ::;::; •'————————-

j -,———————————____,,
^y(u)^p^)^

et l'on voit immédiatement que les signes se correspondent bien dans
les deux membres. . ! • ! 1

En ajoutant de part et d'autre p{u) +p(p), on obtient cette for-
mule connue^±'^^'•^[?^]'•
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On a aussi .(—)-.(»-)= ̂ ,̂-
Recourons maintenant à la formule (7); on a d'abord

p(^)=-^;
A y'

de plus, on peut écrire

j^= 4^n f- ̂  - 7.a) = p"5^) p^^),
\ 6 .y4 /

et, par suite,
J^^OQj:/ (^),

comme on le voit en fa isant ^ == o.
Alors il vient

^aL ̂  P^Û î l̂̂ î ^^^^ •
(^j) a p(u± ^ ) — ~ p ( 2 ( > ) '

prenons la dérivée du. premier membre par rapport à u; on voit
d'abord que ^ r ̂  1 — j^4 *^ L W J * " (^l)i3

la dérivée en question est donc

rJlX^^(l)
[j^^î-pt^)]2 '

et l'on a, par suite,

—p^)p^) ̂  <) rp^}±_jA^j^ji.
[<P(^)-P(^)] ' ^ ^^ L p ( ^ ^ < ) ) - " p ( ^ ^ ) J'

mais le premier membre est égal à, p(u 4- ^) — p(^ — /} d'après une
formule écrite plus haut : remplaçant alors u — v par ci^ ^9 par ^y on
obtient

/ ,. / , ï ô r p ^ a ^ — p ^ b Y }P(^,)-P(.)=-^^^^J,

ce qui est la forme ord ina i re du théorème d'addit ion,
Revenons à la formule qui donne p^iu^—e^ on voit aisément
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que l 'on a exactement, en adoptant les conventions ordinaires,

^p1(7ï7)~^^ - ̂ Ji) ̂ _ ^•El^Û.ZL6^^^
o- (a^ ) p/(^) ^

^^i^L^11 '̂' ^P1^ ^a ^raïule (3), puisque q^ est proport ionnel a
\ /p (^^ )— e^ les a rguments ̂  ^, w étant t o u j o u r s liés par la re la t ion

on voit encore que l 'on peu t écrire l ' intégrale générale ç sous la
fo rme

^(e^— é > Y)o•a ( ' 2^ / )o •a (2 (Qc^a (3< ï • )==0 ,

ou les s ignes sont choisis comme il convient . C'est encore une forme
c o n n u e du théorème d ' add i t iou .

7. P o s o n s m a i n t e n a n t,
^•=(1 -^(i-/^),

e(. prenons ^ et g " i den t iques à ^.
Ou a ic i

/-::^(t-..M,^+/4),

j ̂ ^ (,+/..) (r-3^^.h^);

les racines de l 'équation canonisante sont
Ï+^ . ̂  ' I+Â-2 , À- . Ï -h /C 2 . /-A ^ = —^ , Â,^- ̂ ^ + y À3=- -^- - ,g,

et la formule (3) donne facilement l ' intégrale sp sous la forme
(n) /^/.•(J-/c2) .^7^"^-(ï•~Â•)(/c^2+ï)(Â•J2+r)(/^2+I)

4-(t-^-/f)(Â'•;y;2—I)(Â•72~I)(/c^2—I)=:o.
Si l'on pose

œ =: sn u, y == sn f.7, 5 == sn (T^

c'est la relation qui existe entre x, y , z lorsque les arguments u, v, w
sont liés par la condit ion

K ̂  s u + £' P -h e^ ̂ ,
Ami. P.c, Norm., (3), X ï X . — DÉCRMBÏIK 1902. 64
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les quantités s, ^ , rayant :i pour valeur absolue, et i pour p r o d u i t .
Si, dans la formule (i r), on change successivement le signe du pre-

mier terme, puis du second, et enfin du troisième, on o b t i e n t de
même les relations qu i correspondent aux c o n d i t i o n s

— K, ES £ U -{- S/ V -+- ^ (F,

— K + K' ̂ ^ ES £ U -+• £ / (' 4- ̂  ̂

K -4- K/1^^1^"!' ̂ eu-\- £' î' -+- ^(v,

K et K7 ayant leur s ignif icat ion ordinaire.
Nous n ' ins is terons pas davantage sur les conséquences que l 'on

pourrait dédui re de la f o r m u l e (i i), et de tou t ce q u i a été d i t précé-
demment d 'une façon générale.

En gardant g- et g ' ' comme plus h a u t , faisons

S " ^ [ \ ^ - i z — j ,

et servons-nous de la racine connue /, ==: i , ^ == o de ^//.
D'après la formule (5), en posant tou jours

x = sn u, y =: sn r,

l ' intégrale 9 de l 'équat ion d'Euler ̂  = ̂  pourra s 'écrire
ff ë' '

i 4- /r2 sii2 u sn2 (.' — .j^— ( sn2 //, + sn2 c + 4 sn u sn p ) ...h £ en // (Jn // eu f d ti c

2 ( si1» ^ — sn p)2 ""' ''••~"1111•""1'"""1"••"'11'"11•1••""-•~••'••1"'"•-'̂  *

Construisons aussi la fonction p en p r e n a n t p o u r invar ian t s ̂ et^
les ^^tités i et y, de sorte que les périodes de j) seront 4 K ' et
^K'^-'i comme celles desn; fa i san t z ==p(a), on aura , lorsque
£ == i , la cond i t i on

^^±(u-^);

en f a i s a n t ^== o, on dédui t

p(^=^i±.^^i^i^^1^- asn^a 1 , ! ! •
et, en part icul ier ,

: pw^'-y.
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En f a i s a n t s == — i, et profitant de ce résultat, on aurait la con-
di t ion

a =E= aK ±: ( i / . -+- ^) .

En faisant, en pa r t i cu l i e r , p == u, on voi t que

p ( a n — a K ) --•= — ^ >
/'5

où. dans le second membre x est é^al à snu.
Pour avoir les relations doublement linéaires qui existent entre

p et sn, on peut se servir de ces formules, ou de ce qui a été d i t d 'une
façon générale. C'est ainsi, qu'en prenant pour racine connue u de g :
/ / , == î , u^ "== r , on obtiendra la fo rmule

...̂  \^ ( ^ / ï ' 2 — ï ) s n ( a - ^ - K . ) — ( 5 - ~ Â ' ^ )i } ' a ) ' " " " " " "" " " ^--•^••^q^^^^ -

8. Supposons ac tuel lement que l'on veui l le intégrer l ' équa t ion
suivante

d^—— =: cl^\
ff

p é t a n t un polynoine quelconque du. quatrième degré en x : c'est le
problème de l ' inversion.

Faisons y == p (<- '); la fonct ion p étant construi te avec les inva-
r i an t s ^ e t y d e g , l ' é q u a t i o n devient

d^ _ dy^
g " "" ̂ ^jy~-zrj,

prenons le polynôme g " i d e n t i q u e à g ' , remarquons que l'on connaî t
la racine / < = ï^ ^2== o? de ^'== 4,y î ï— iy — J\ et servons-nous de la
formule (7) où, les (y) et les (s) sont permutés; on a p ==y, et l'on
peut écrire l'intégrale sous la forme

J l̂ = 3361± ̂ ^^^yrzT"^^
^ (^) T ( ^ 4 - 7 ^ 4 ) " " 3 ,

où s est la constante arbitraire. ! ! ! ! .
A cause de l'identité ! ' ! • . , •

j^^4n(A4"^),
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nous pouvons déterminer un argument w tel que

p(tï-)==— -^, p'^'} == —^—-^
8^ ^y. v/^

et alors il v ien t
^ ^i./^ï^^^i!^
(.r^) ""s^' p(F)-^p(<r ) ^

d'ailleurs en d i f fé ren t ian t , et tenant compte de formules déjà cal-
culées, on a

/ /y, / .y. ^ \a
t.t.^t/ l ̂  ^> 1 ., , ___ » / \ 'I== L ^ , [±: p ( (. =p tïQ =p p ( c)J,
<u Vé^1

les signes supérieurs et inférieurs al lant ensemble. On a a i n s i précise
la déterminat ion du radical \ /^qui c o n v i e n t au choix adopté, et q u i
est telle que

dx ̂
7ff

Les fo rmules précédentes résolvent le p rob lème ; elles permeUenl .
>f ,.y,

d'exprimer oc et — en fonct ion uniforme de y.
Il est clair que l'on peut a jouter à ^ une constante a rb i l r a i r e ; par

suite, on peut écrire

J[£rL ̂ -^ Î T t̂Eltir:̂ »!:'!:̂ ,̂ ^^^
( ̂  ̂  ) iw 2 v ô ̂  ' p (^—^Ç)"—^^'^7)''?

— d r̂ ('*y'')2

Y/^ == — = ——— [p ( <; - ,»,) - p ( ^ ~ p,, 4- iï1)],
uï VÂ^"

et regarder soit z , soi t^o, comme la constante a r b i t r a i r e d ' i n t ég ra t ion .
Dans ce dernier cas, s est un paramètre que l'on peu t choisir à
volonté. Si, en part icul ier , on fait ^ ^ = = r , ^==0, les formules se
simplif ient , eti 'on retombe sur le procédé ord ina i re d ' inversion.

Supposons que (u) soit une racine de^f; d'après la dernière formule
on aura dans ce cas

2 ( î 1 - ^)s——n' î

prenons donc —— comme valeur correspondante de y — ^î o^ înim.

^-•^,^'©"'"("•).l"-) - ' 7(ïp^)'
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on a d'ailleurs Fidentité

S'uz3 _ 8'x^ _ _J^_)__
(u.z) "" (.^) -(^)(^)^

et, par su i te , i l v i en t

(-•"•) ,r-_ . ̂ (î'^'C") , p'(. -^-, P- (^)
(• r--)( /<3) ï o ï< ï ,, ̂ ) -p(^ 3 J^1'-"»)-!^"') J

le second membre se Iransforrne sans peine, et l 'on peut écrins

, ( w \
( . c i i ) i~^____ v \ ^ ) _ _ _ .

{.I^U'S) V S ' - ' " ' / »,\ ~fW\'
V^-^+^} -?[-,)

(^esl encore, iine formulo d ' inversion connue, doublement, l inéa i re par
rapport , a .z1 et a p ( ^ — ^o + (^ ) "

D'après ce qui a élô di t d ' une façon générale, cette même relation
pour raU être éc r i t e sou!-» la f o r m e

ï ^^ //^ .„,.,, ̂ , „ . ^\.
ÏTSI^-^V '^î^

la valeur de v — ^o qui correspond à x == z étant — w, on en déduit la
formule

fw\ j^^7?^!!.
^ Y a / ^ â^ (^M) 5

dil îerentiant, il vient
^ f { v \ ^_ l"̂  ^.<p \Ty" ^(^y2 ^^

or, les formules qui déf inissent w d o n n e n t sans p e i n e
dz i /—-^=^^

et, par suite, il vient _
i(^\- - I '^^^A*

y \ ^ } ~ ' 2h^(zuf

On calculera donc aisément p (^ etp'(^). conna i s san t le para-
mètre s et la racine (^) de g.
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La relation^ = ̂ \/^s qui v ient de nous servir, est évidente au
moins au signe près, si l'on remarque que, g désignant toujours le
polynôme 4y3 — iy —J\ on doi t ;woir, en faisant y ==. p ( 1 ) 5

^ -PW——^
/^.— ^

d'après ce qui a été dit à la fin du n° 5, la relation entre y et z est, par
suite, doublement linéaire (ce qui concorde avec ce qui précède);
elle est une intégrale de l 'équation

^L. — ^L — ï / ,
^ ^ 2

9. 11 nous reste à ind iquer comment on pourra u t i l i ser les résultats
précédents pour l 'étude des problèmes qu i dépendent d 'une relat ion
doub lemen t quadra t ique entre deux variables .-r ety, ( e l l e que

/(^y)=o.

Const ru isons la f o n c t i o n pavée les invar ian is i et /de/; fa i sons de
p lus p(2(,.p) égal à l ' invar iant k de/; on peut calculer deux substi-
tu t ions l inéai res de la forme

x,= ce, x\ + a, .2̂  y^== a\y\ -+- <y,,

^=(3i^4-pî^, y^^\y\^^,y^

telles que les formes g et g ' relatives à / e t déf in ies au n0 1 se ré-
duisent à

4,^3^ _ ̂  ̂  _y^, ^ ^^3^^ _ ̂ ^^ _^^ ^

si alors on fait

<=p(^), x\=^ yi==p(^), y,=i:,

la relation/^, y) == o sera équivalente, d'après ce qui a été di t , à la
condition

±: II ±: P ±: W S 0,

entre les^argumentsu, ç, w\ d'ailleurs w n'est déterminé qu'à une
demi-période près, pu isque Fon conna î t seulement p(aw)-

II est alors facile d'étudier les propriétés delà relation/^, y) == o,
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à la façon ordinaire. Il suffi t de remarquer qu'ayant fixé w, les deux
valeurs de y qui correspondent à x ' = p ( u ) sont p Ç u - ^ - w ) et
p ( a — ï p ) .

.En par t icul ier on est amené, comme l'on sait, à former des inva-
r iants de fermeture; égalés à zéro ils expr iment que iw est la /^(>flic par-
tie d 'une période. En fa isant ce calcul , on sera amené à consi-
dérer j)^ 2 ̂ ); il n'est pas i n u t i l e de remarquer que cette quan t i t é est
un invar ian t de/ ra t ionnel par rapport aux coefficients de /et plus
simple que i ou/ En effet, si l'on a z == J)(^P), on sait que

/ ^ /^p(a( r ) r=— -^,
ô ^

et aussi

p^^^f<r v . / ^^y

d'après le n0 6.
D'autre part la f o r m e / a d m e t év idemment l ' i nva r i an t

€lo Ct^ €1^

/= /;, b^ b^ ;
€^ cï cï

en le ca lcu lan t sur la forme/expr imée à l ' a ide des (W) et des (y),
on trouve fac i l emen t que

/ _,- 2]^
p^(w)^i'p ^ Ç w ) ^ — i 3

p/.(2^)^-^;
on a donc

cet i n v a r i a n t / est p lus s imple que i e t y ; il est gauche et vérifie la
re la t ion

^=—i6^^4/Â'+4/ .

On obt ien t encore u n invar iant un peu plus simple que < f e n f a i san t
m == i a /r2— /,

et f inalement on peut considérer À, /, m comme les trois invariants
les plus simples de/ Leur rôle est mis en évidence quand on applique
la méthode de Cayley au calcul des invar ian ts de fermeture : on sait
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qu'i l faut développer suivant les puissances croissantes de / le radical
^^^ .̂̂ ^ ^

or ce n'est aut re chose que

i/f[ £3 + la /^2 -}" int • y" ;

en changeant ^ en — -? et m u l t i p l i a n t par un fac teur n u m é r i q u e , on
2

voit que finalement le calcul des inva r i an t s de fermeture dépendra du
développement du radical

^^ -̂̂ ^ ,̂̂ ..̂ .̂ ^

10. Envisageons enf in le cas par t icul ier ou la forme/ 'serai t symé-
t r ique par rapport aux var iables (.r) et (y). Dans ce cas, les poly-
nômes ^ et ^ s o n t iden t iques» et l'on peu t les t ransforrncr par u n e
même substitution, dans les polynômes

/i ̂  ̂  — LX\ ̂  —j^ et 4.y?.y^ — ̂ /i,̂  ̂ j y - î 5

mais, en même temps, il existe u n nouvel i n v a r i a n t de la forme/ ,
rationnel par rapport aux coefficients , pu i sque les (.r) et les (^y)
sont soumis à la même subst i tut ion : c'est n == a^ 4- ̂  — 2/^ ou
n == 2(0^ — /^), puisque ici, a ^ = = C o . En conservant les n o t a t i o n s
précédentes, il est facile de voir que l'on a

,̂  P'2^)_ .. ^^

D'ail leurs en même temps que ,
^==%p / (2 (^ ) /— /,

oïl a —^-
lîn fonction des inva r i an t s simples "k, /, n on trouve sans d i l Ï icuké

/ , ( k r^\ 1 / , , ,—1- / / 3/uz r^\pw— (i+ -F}7 pw^^^ (^^^^^^
m =: ï a /^ — ^ ::::": ( 3 /i" -^ /^ \. — //^.

\ 4 /
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Pour calculer les invariants de fermeture, il faudra ici exprimer
que w est la T^"10 partie de période, et, d'après la méthode de Caylev,
on sera amené à développer le radical

V/4 [ t .4- y ^^r_T7|[7+ p ( ̂ yzrj

s u i v a n t les puissances croissantes de l; en changeant/ en — - et multi-
p l i a n t , par un facteur numérique, on est ramené au développement du
rad ica l

(/- 3/.7/. - ̂ Y- ̂ ln ̂ ~ 3/cn - ^'\-+~ ^ Uk 4- 3^) -h ̂ 3.

On verra sans pe ine que les résultats ici obtenus ne d i f férent pas
("aux no ta t ions près) de ceux que j'ai obtenus en étudiant la forme
( l o u b l e r n c n t quadra t ique au point de vue purement algébrique dans
mon Ouvrage : Leçons sur la théorie des formes.

^fnn. Éc, Norm.> (3) , X IX . — DECEMBRE 1902. 65


