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SUR LES

S Y S T È M E S O R T H O G O N A U X
ET LES

SYSTÈMES C Y C L I Q U E S
(SL'ITlî) ,

PAR M. C. GUICHARD,
P R O F E S S E U R A L ' U N I V E R S I T É DE CL E H M O N T - F E R R A N D .

CHAPITRE VI.
ESPACE A CINQ DIMENSIONS.
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r^sfîaux p C. - - 45* Tal)loau dos propriétés de ces éléments.

39. A chaque réseau 0 de l'espaceà cinq dimensions, on peut faire
correspondro (première Partie, Chap. II) un dé te rminant orthogonal.
Soil

.z'i .T"^ .T;{ .r/,, :̂';;

.yi yî y:'. y1. } ' s

Ei ^ ^ ^ ^
'f}\ ^h '(\\\ '^ '^

ce dé te r in inanf orthogonal . On aura
àx ^ à y .. ()z . ô'c an
•àu^-^ ^^et' ôn^8'- j;,=-^-ey-^-^ ^=^.

<)̂  y ÔY r (^ i ^ ^ î r / - »^^,=/.-/), -^-,/.fl, .^=/-r, ^^/<., ^-_-^.-/r-A.-^,
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avec les conditions
àa àe àg ,
^^b^ ^=.fm, ^km, ^ Un , , ,

(2) • àb ôf ^ ^4-^-h^+e/+^-o.
? — == a/î, -.•/- =: ^/^ -.— == ̂ n,
\ au au au & ?

Soit alors M(X^ . . . , Xg) ( .̂ 11) le point qui décrit le réseau. On
aura
^, r^X ,, <)X ,(3) ^:^ -^=^

/ , . Ôh y ai y(4) ^=^ ^=^.

Fig,.n.

'XB

Menons par le pointM les droites MA ($/, . . . , S,)/MB (y;^ ..., T],),
MC(.r,, ...,^). MD(j^ ...,y,,), M E ( ^ , , . . . , ^ ) ; MA et MB sont
les tangentes du réseau M:; les droites M.C, MD, ME sont des normales
au réseau.

Considérons d'une manière générale les droites M(x dont les para-
mètres directeurs sont

Y/:= a,^-j3y^4" y-^

a, (î, Y étant des constantes. On voit facilement que MG décrit une
congruence, les foyers de cette congruence ont pour coordonnées

X-^^^^Y, et X^^^^^

Si a^i^^-f^o, la congruence MG est I ; 1 on obtient ainsi
les ao* congruences I conjuguées au réseau M<
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Si a2-^ ^2+• 7^0, la congruence MG- est 2!; on obtient ainsi
les x»2 congruences 21 conjuguées au réseau M.

40. Il n'existe pas de réseaux nuls dans l'espace à cinq dimensions,
mais un réseau de l'espace à cinq peut être applicable sur un espace
à une dimension; de tels réseaux seront appelés réseaux I; d'une
manière générale un réseau pi est un réseau applicable sur un réseau
àp dimensions.

Il est facile de former les réseaux I; menons une normale isotrope
au réseau M, par exemple la droite ML qui a pour paramètres directeurs
y^-+- isk; menons ensuite une normale ordinaire perpendiculaire à ML,
par exemple la droite MC ; j e dis que le plan MCL enveloppe un réseau 1.
Les coordonnées ( Z ^ , ..., Z;,) d'un point N de ce plan sont de la forme

X=:X - h p ( y + ^ ) 4- rx,

d^où, en difierentiant

<)Ẑ̂ (y4.^)^+^.^[A+(^^)p^ar]

<ÏL , . , àp .— ..;.:1-. (y 4,-^).— ^x
<À> </ au

au
àr 4,̂  [7 4... (/4-if/c)p+M-^ ., ., ̂  f ()u ()^

Si donc on détermine r et p par les équations

(^ )

on aura

(6)

/^ 4- ( ̂  4. ig) p 4- ar r= o,
/ 4.,, (y 4. ^)p 4-^r=:o,

dX / . ^p c)r^=(y+..)^-^^

^==(y+^)^+^^c)p •- ^c rf^

Les équations (5) donnent, en différentiant et en tenant compte
de (2) et (4),

i /„ , .'^ ^, . , àç> àr
(^+^) ^+"^::=o>

( /+^)4P-( -&^=o-"' ' au au
(7)



1 84 <'- GUICÎÎAÎU).

En d i f Ï e r e n t i a n t les é q u a t i o n s (G) et en t e n a n t compte de (7 ) on aura

J^IÏ. - ( ' \ ^P < ) ï r
{ ) à7T(Jv w ( y ^ lz ) ô'u""^ + x àuû^ *

Les é q u a t i o n s (6) et (8) mont ren t q u e le p o i n t N décr i t un réseau,
et que l ' équa t ion duréseau admet les so lu t i ons re tp . Les équa t i ons (G)
donnen t

^d7î^th^

Le réseau N est appl icable sur le réseau de l'espace à une dimension
qui a pour coordonnées r\

f.es f o r m u l e s (6) et (7) mont ren t que les tangentes du réseau N
ont leurs paramètres d i rec teurs p ropor t ionne l s aux q u a n t i t é s

( 9 )

d'où l'on, d é d u i t

( /. ̂  //(j.+. ̂ ) — (/4-<A').:r,

^r::^(j+ iz) — (e -h iff)^',

^ ^: n[j. H- '^\h{(i 4- ( y ) — a(/ -i • H.)\,

^ ̂  nu. + ̂ (/4- I k ) - b{e -h ig)\.

On voit que l'on a

^ ( y 4- ̂  ,) /. ̂  o, ^ ( y + h ) [j . ::-:..:. o,

^ / , . ^ à^ v , . , ô[J.^(y+^)^-o, ^ ( y + ^ ) ^ :..„::... o,

par conséquent la congruence (ML) est orthogonale au, réseau. N.
Tout réseau 1 peut être obtenu par la méthode précédente.
En effet si N est un réseau I, il y aura (26) une congruence harmo-

nique (ML) qui sera T ; les autres seront 2 ï ; soit :MC l 'une quelconque
de ces dernières; le point d'intersection (M), de ces-deux congruences
décrit un réseau (9) qui est conjugué à (ML) et par conséquent O.

On voit que tout réseau 1 est orthogonal à la congruence ,ï qui l u i
est harmonique et inversement; donc ;

Toute congruence î est orthogonale à un réseau 1 et iwenemeni.
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On démontre, comme au n0 33, que le plan MDE enveloppe un ré-
seau applicable sur l'espace il deux d imens ions ; c'est, donc un réseau 2 I.
On vér i f ie f ac i l emen t que ce réseau est orthogonal à la congruence MC :
comme on peu toh ten i r ainsi tous les réseaux 2! (s8) et toutes les con-
gruences 2!, on a le résultat :

Toute congruence 2 l est orthogo/ialeà un réseau 2 1 et inversement.

41. Si. une congruence de Fespace à cinq dimensions est applicable
sur une autre congruence, cette dernière appart ient à un espace qui
a trois dimensions au moins. Nous appellerons congruences 0 des con-
gruences qui sont applicables sur une congruence de l'espace à trois
d i m e n s i o n s ; d'une manière générale^ une congruence p 0 est une con"
g r u e n c e a p p 1 i c a 1') 1, o s u r u n e c o n g r u e n c e d. e 1 ' e s p a c e à p 4- 2 d i m e n s i o n s.

Toute con^'ruence 0 est orthogonale à un réseau 0 et inversement.

En effet , soit (G) une congruence 0, parmi les réseaux conjugués il
y a un réseau (M.) qui est I (n°27); la congruence ((x) orthogonale à M
sera I (n0 ' 40); parmi les réseaux conjugués à (p.) il y en a un (ç) qui
est orthogonal à (G) ; or, tous les réseaux conjugués à (;x) son t O ; donc
le réseau ((?) orthogonal à (G) est O. On démontre de même que la
congruence orthogonale à un réseau 0 est 0.

Ce théorème permet de trouver les congruences 0. Soient
(Z^,Za, ...,Z,,) les paramètres directeurs, d 'une congruence (G-) nor-
male au réseau 0 défini n0 39* On devra avoir

(n) l;7^0- 2^^°-

, , Î r, à'i •̂  r, Ô'f\( ï â) , 2^^ 2/j^0-
Les équations (t ï) permettent de poser

Z '^px -\- qy -h ̂ ,

Les équations. (12) donneront ,

^ | ap^eq +-ffr—o, 1 1 ' ! '
( i3) 1 /„,,„,... ^,,.^.-^. , 1

ap "•{- eq -h gr — o^
^p ̂ fq^.kr^. p;

Ànni, Éc» Norm^ (3), XX. — MAÏ ï'9o3. 24
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ce qui déterminer q, r et par suite les quantités ^, à un facteur près.
On aura ensuite

à7. àp àq , àr
— "-."•: X —— 4- Y .-• - "1- ^ Y- î
^ (̂  ' au ou

( Î 4 ) <}Z f}/> àq ^ àz^^.,^,^^+^,

et, par conséquent, on c^ura

y^z2 =/>2 •4-<72 +^,
^cW^df^^cîff 4- ̂ r2,

ce qui, montre que la congruence G ( Z , , . . . , Z,) est applicable sur
la congruence H de l'espace à trois dimensions, la droite H ayant pour
paramètres directeurs p, y, r. Cette congruence II est K; on forme
ainsi toutes les congruences K de l'espace à trois dimensions.

42. Toute congruence orthogonale à un réseau pO est pQ et iwer-
sèment.

Toute congruence orthogonale à un réseau pï est pi et inversement.

Ce théorème est établi si. p == ï ; on démontre qu' i l est général en
faisant un raisonnement analogue à celui qui a été f a i t n0' 28, 29 et 35.

43. Un réseau Çx,, ...,^) de l'espace à n dimensions wtnuiau
second degré lorsque l'on, a non seulement

mais encore
^rf^—o,

^(^y^o.

Si Ç , , ..., ̂ ; 7]n --. ̂  sont .les paramètres normaux des tangentes
au réseau, on, aura

(i5) <
^•^ i^^09 ' s^-10-

/^y ^/(hiY
K^)-°- 1^)"
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de tels réseaux n'existent qu'à'partir de l'espace à dix dimensions.

Toute congruence harmonique à un réseau nul au second degré est
une congruence nulle.

En effet, les paramètres directeurs ( X ^ , . . . » X^) d'une congraence
harmonique^sont donnés (6) par les formules

(16) X=:<7£-/?y5;

d'où
âX G^_ àp
ôu^^ôu Ja^'

âX _ àq, _ ch
\)y ^ f)^ ' P ̂ /

En tenant compte des équations (i5) et de celles qui s'en déduisent
par dérivation, on trouve

^v<> W^xy ^/dXy
l^-0- l^}-0- It^)-0-

ce qui montre bien que la congruence (X^ ..., X/^) est nulle.
Après avoir déf ini un réseau nul au second degré, on en déduit,

comme au n0 20, la définition des réseaux applicables au second
degré sur un autre»

Si un réseau de l'espace à cinq dimensions est applicable au second
degré sur un autre réseau.» ce dernier appartient à un espace qui a au
moins cinq dimensions. Nous appellerons réseau C un réseau, appli-
cable au second degré sur un réseau de l'espace à cinq dimensions;
d'une manière générale un réseau /rC est un réseau applicable au.
second degré sur un réseau de l'espace à/? 4- 4 dimensions.

Soit M(y i , Y ' î v - • - » y») ^n réseau C, il sera applicable au second
degré sur un réseau N(^, ...^); soit 0 une solution de l'équation
des réseaux, posons1

, ,y_, à^à^_à9^à^^.1— ̂  ̂  ^ ̂

%/
06 ̂  _ El ̂ .
àv au au àv
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Les congruences G(Y, , . . . , ¥5 ) et H ( Z ^ . . . , Z , ) sont respective-
ment harmoniques aux réseaux (M) et (N); ces congruences sont
applicables l 'une sur l 'autre. Cela posé :

Si 0 estime fonct ion linéaire isotrope de z^ ..., ^, on peut réduire
de deux unités les fonctions Z, la congruence (G) est 0.

Si 0 est une fonction linéaire non isotrope de ^, , . . , s^ on peut
réduire de une unité les fonctions Z, la congruence G est 2Û.

Si ô est quelconque, la congruence G est 30.
Donc :
Parmi les congruences harmoniques à un réseau G, il y a :
x.3 congruences 0 ;
oo/( congruences 2 0 ;
Les autres sont 30.

44. Toute congruence orthogonale à un réseau C est G, et inversement.

En effet, soit (M) un réseau C; il y a (43) une congruence 0 har-
monique à (M.), soit (G) cette congruence. Le réseau (ç) orthogonal
à (G) es tO; il y aura une congruence (p) harmonique à ((/) et ortho-
gonale au réseau CM); le réseau (ç) étant 0, la congruence (^) est G.

En répétant un raisonnement analogue à celui des n08 28, 29y 35, on
peut énoncer le résultat général, suivant :

Toute congruence orthogonale à un réseau p(^ est p(^ et inversement.

45. Nous allons donner un Tableau indiquant les propriétés des
éléments introduits; la loi d'orthogonalité des éléments et les nota-
tions choisies permettent dénoncer des résultats qui s^appliquentâla
fois aux réseaux et aux congruences :

Sf sternes L
Systèmes conjugués. , Systèmes harmoniques.

Tous s o n t . . . . . . . . . . . . . . . . 0 i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . - * . Ï
Les autres-. . . . . . . . . . . . . 2Ï

Systèmes a ï»
Systèmes conjugués. Systèmes harmomqiie»,

î, e s t . . . . . . . . . . . . * . . < . - 0 '2 son t . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
• Les autres. . . < . . . . . . . * . . 20 ao 1 . . . . . . . . . . . . . . . 1 . . * . . , . aï

Les autres . . . . . » . . . . . * * . 31



S UIl LES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET LES SYSTÈMES CYCLIQUES. 189

Systèmes 31.
Systèmes

•2 sont . . . . . . .
sol.. . . . . . . . . .
Les autres. .. .

conjug-uos.
0

•AU

30

col.
C02.

Les

Systèmes

autres. .

harmoniques.
9,î

3T
41

Systèmes p , I.
Systèmes conjugués. Systèmes harmoniques.

^P^ . . . . . . . . . . . . . ^ — a, 0 so^~2 . . . . . . . . . . . . . . p — r, ï
00/^-2. . . . . . . . . . . . . . p •—— f , Ô ^-1 . . . . . . . . . . . . . . P ) 1

Los a u t r e s . . . . . . . . . p, 0 Les autres . . . . . . . . . p •+-1, î

Systèmca 0.
S y s t ù m es c o nj u g'i î e s.

^........
Los autres.

1
al
31

Systèmes harmoniques.
Tous s o n t . . . . . . . . . . * . . . . . C

Syf! ternes aO.
Systèmos conjugues. Systèmôs harmoniques.

^..................... "^1. î . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . C
œ». » . . . . , . . » , . . . . . . . . . . 3 Ï Les au t res . . . . . . . . . . . . . . aC
Los autres . . . . . . . » * . . . . . . 4-1

Systèmes eonjugu^s.
Systèmes 30-

SystÔmes harmoniques.
31 2 son t . . . . . . . . . . . . . . . . . . / C
/ [ c o ' i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 C
51 Les autres.

Systèniûs p, 0.

Los autres..

Systèmes conjugués.
so/\.. . . . . . . . . . * . . p, i
cc/^t-1 . . . . . . . . . . . . . . p •+" ï , Ï
Los autres . . . . . . . . . p -4" a, î

3C

Systèmes harmoniques.
CO-P- 3 . . . . . . . . . . . . . . /? —— ̂  C

C Û ^ - 2 . . . . . . . . . . . . . . /? —— ï y C

Les autres . . . . . . . . * p y G

Systèmefî p^ G *

Systèmes barmoïlupûs.
co^^... ........... P,0
co^+-3.. . . . . . . . . . . . . .p •4- î , 0
Les autres. . . . . . . . p -+• ^i 0
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CHAPITRE VII,
CONGMJENCES DE CERCLES ET DE SPHÈRES.

.SOMMAIRE.

46. Représentation des cercles efc dey sphères de l'espace ordinaire dans im espace a cinq diman"
sions. — 47. Congruences de sphères, — 48. Congrnenceg de cercles. — 49. Propriétés focaloH.—"
50. Systèmes de œrcles et de sphères orthog'onaux.—51. Systèmes harmoniques.—52. Systèmes
conjugués. — 53. Notations d.e ces systèmes. — 54. Sy.stèmeH ï ; //, î. — 55. Systèmes 0; p / 0. —
56. Systèmes C$ p , C. — 57. Remarque »itr rhivor.sion.

46. Considérons dans l'espace ordinaire âne sphère (S), de rayon R
et dont le centre a pour coordonnées x^ x^ <T;(. Nous appellerons
coordonnées de celte sphère (DAHBOUX, Leçons, 1̂  Partie, Chap» VI) les
cinq nombres a^ , . . . , a;, qui ont les valeurs suivantes :

ih
2

\ os. ̂  == h x î,, %a == h x^, a ;} •••== h x-^ y 04 ;:;-.:'•; " ( x ̂  -h- .z* J 4- ̂  j — li62 -+" î ) y
( \ l -''
i) 'î h

a^^^î+.^l+^j-R2-!),1 a

ou h est un facteur de proportionnalité. Des équations (ï), on déduit,

(2)

, , . , a, ' as û<8h .-=: •— (as 4- <s ̂ 4), •^i ̂ =" •"- ""-——:—• ? x^==. — —"—— ? ;̂, •::::: -"" ——..^-— ,v w ag+^4 ag4-<a,,>. 1 ag"+"<sa4
a^— ^a...
a g 4- ^4^2+^14-^1-1;^=

Ces-équat ions (2) permettent d'avoir le centre et le rayon de la
sphère .quand les cinq coordonnées a sont données.

Si X^ X^, Xy sont des coordonnées courantes, Inéquation de la
sphère (S) peut s'écrire

(3) ,2a^X^+2a,X2+2a3Xa4-^4(Xî4-Xl4«X|4"x)+^(XÎ4-X|4•>l-Xj—

Si a^, 4- ^4 est nul, la sphère se réduit à un plan.
Cela posé, considérons dans l'espacera cinq dimensions une

droite (D) ayant pour paramètres directeursa^, aa, . * . » a^; à cette



SUR LES SYSTÈMES ORTHOGONAUX ET LES SYSTÈMES CYCLIQUES. Ï Q Ï

droite D les formules (2) ou (3) font correspondre une sphère (S);
inversement, si la sphère S est donnée, les formules ( s ) définissent
la direction d'une droite D dans l'espace à cinq dimensions. On peut
donc dire :

A chaque droite de l'espace à cinq dimensions on peut faire cor-
respondre une sphère; à deux droites parallèles correspond la
même sphère; inversement, à chaque sphère, on fait correspondre
une direction de droite.

On démontre facilement que l'angle de deux sphères est égal
(DAHBOTJX, Leçons, P0 Partie, Chap. VI) à l'angle des droites qui leur
correspondent.

Pour que la sphère se réduise à un point, il fa-ut et il suffit que

(4) , aî4-al+aj-4-al-î-a|-==:o.

Soient maintenant deux sphères quelconques S(o^, . . . , a;,) et
T ( p < , .... P ^ ) ; les coordonnées d'une sphère passant par leur inter-
section sont
(5) ai+/r(3,, as-t-Â-pa, ..., a^/.'ps.

Ces deux sphères (S) et (T) se coupent suivant un, cercle G- A un
système de deux droites D et A qui ont respectivement pour para-
mètres directeurs (a,, , . . , a,), (^, ..., fi,) on fait correspondre un
cercle G, intersection des sphères (S) et (T); inversement, si le
cercle (G) est donné, on peut lui faire correspondre une inf ini té de
directions, dont les paramètres ont la forme (5); cet ensemble forme
ce que nous appelons un réseau de directions. Ainsi, à un réseau de
directions correspond un, cercle, et inversement.

47. Nous appellerons congruence de sphères l'ensemble des sphères
qui correspondent aux droites d'une congruence dans l'espace à cinq
dimensions. Pour qu'une sphère (S) décrive une congruence, il faut
et il suffit que ses cinq coordonnées a,, ..., c^ vérifient une même
équation de Lâpkoe. Il en résulte que

x^ ^2, ^ ^+^|4-.^—R.^ i

sont aussi solutions d'une même équation de Laplace- Le centre M de
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la sphère décrit un réseau, et l 'équation du réseau admet la solution

0 •=-: a^ -h .rj -+- .r^ — :lp.

On voit , en somme, que les congruences de sphères tel les qu ' e l l e s
sont définies ici, sont les con^ruences les plus générales de sphères
supposées rapportées à leurs l ignes principales (DARBOUX, Leçons,
IIe Partie, Chap. XV). ' ' '

48. Soient M un point qui décrit un réseau dans l'espace à cinq di-
mensions, MS et MT les tangentes à ce réseau. Les deux directions AÏS
et MT définissent un cercle. I/ensemble des cordes qui correspondent
à tous les points M du réseau forme une congruence de cercles.
Il est facile d'indiquer la propriété caractérist ique de ces systèmes*
Au point M (u, v) correspond un cercle G intersection des sphères
qui correspondent aux droites MB ( S i » < • * » S;,) ^t MT(y] i , , . -, T];.);
au point WÇu+du,^) correspond un. cercle (Y intersection des
sphères MTS^ 4- ^dii\ ctM'T^ + ^cliA; mais

(ĥ̂ m^

Donc» les quatre sphères, et, par suite, les deux cercles C et C,
passent par les deux points communs aux trois sphères qui ont pour
coordonnées

!- ^^ ^ ^ Ç, ^ ^

On voitque'si u varie1 seul» chaque cercle du système est rencontré
en deux points par un cercle/infiniment voisin; .même conclusion
quand avarie seuL On obtient ainsi tous les systèmes qui possèdent
cette propriété. C°esià ces systèmes doublement inf inis de cercles que
nous réservons le nom, de congruence de cercle, dus systèmes ont été
étudiés par M. Darboux ÇLeçons, II6 Partie, Chap. X.V).

49. Soit A une congruence de l'espace à cinq dimensions, E le
point où A touche une enveloppe quand u varie; F l'autre foyer d e A $
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B et C les secondes tangentes des réseaux E et F {fig\ 12). Nous allons
chercher les éléments qui correspondent à cette figure dans l'espace
à trois dimensions.

Je désignerai par a,, ..., a;, les paramètres directeurs de A; ceux de
B seront fonct ions linéaires de a et —^ ceux de G de a et c-^-()v au.

Cela 1)080, à A correspond, une sphère (A) dont le centre M(,r,, x^, 0*3)
décrit un réseau ; soient M..R et M'S les tangentes de ce réseau; B et S
les seconds foyers des congruences MR et M,S Çfig' i:3).

1/équalion de la sphère (A.) peut s'écrire

(6) (X,-^)sî^(X2-^)â+(X3-.^)2-K3=:o;

quand u varie seul, cette sphère touche son enveloppe suivant un.
cercle C^ intersection de la sphère A et du. plan P^ qui a pour équa-
tion

(7) (X.-,.,)^4-(X,-^)^-^X,.--.,)^-.R^=o.

Le cercle Ci peut aussi être considéré ! comme l'intersection des
Ànn, Eu. Norm,, (3), XX. — MAI 1903. 25
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sphères qui ont pour coordonnées a et ̂  ou bien encore des sphères (A)
et (C); le cercle Ci correspond donc au réseau F.

Le cercle C^ décrit donc une convergence. Le plan de ce cercle est
perpendiculaire à M.'IL

De même si v varie seul, la sphère (A) touche son enveloppe sui-
vant un cercle Ça, intersection de la sphère (A) et du plan I\ qui a
pour équation

(8) (X.-^ +(X.-^ -.(X,-.,)^ 4- R^ -o.

Le plan Py est perpendiculaire à MS; le cercle C^ décrit une con-
gruence qui correspond au réseau, E.

Les congruences décrites par les cercles (1, et €3 sont les con-
gruences focales de la congruence de sphère (A).

Les deux cercles (^ et €3 se coupent en deux points î et F déf in is
par les équations (6), (7), (8). Ces poin ts 1 et F sont les points ou
la sphère A touche son enveloppe. Cette droite FF décrit une con-
gruence orthogonale au réseau ( ' M ' ) ; les plans focaux do cette con-
gruence sont les plans I\ et .1̂  (Ribeaucour) .

Cherchons la sphère qui correspond à la congruence (B); d'après
ce qui précède, elle doit 'contenir le cercle C^ qui correspond an
réseau. E. C'est donc la sphère qu i a pour centre S et qu i passe parC^.
Les deux sphères (A) et (B) sont les sphères focales de la congruence
décrite par le cercle C^.

Considérons une congruence quelconque de cercles, par exemple,
celle décrite par le cercle C^; Faxe MS de ce cercle décrit une con-
gruence Fies sphères qui, ont pour centres les foyers 'de cette con-
gruenee et qui passent par le cercle sont les eongroences focales.

Le plan P^ de ce cercle enveloppe un réseau ; Fune des tangentes
de ce réseau est la corde de contact IF de la sphère de centre M avec
son\ enveloppe; Fautre s e r a - l a , corde de'contact de la sphère'de
centre S (FO^DABBOUX, Leçons, Chap. X,V).

ÔO. Une,congruence de sphères et une congruence de cercles sont
dites orthogonales lorsque la congruence de droite, et le réseau qui
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leur correspondent sont orthogonaux. Soit alors C(^i , ...,.r;,) et
OPQ(î;i7 . . . ,^ ,7]! , . . . , 7 ] a ) une congruence et un réseau orthogo-
naux. On sait que Y on a (i i)

(9)

^ ;. ^ ., àx ^ . f),:r ^ yœ
2^=0? Z^^ Z^=09 2^^= o y

^ 'sr̂  r} '̂ '̂  àx xr^ J2.^
.̂,.:r=o, ^^=o, 2l'/l^=::=oî Z^^-"01

Si OL(yi , ...,j^) est une droite quelconque du réseau OPQ on aura
donc

, <^ x^ àx ^ àx(,.o) 2i^^==o? Z^^"0- 2^^:=0"
A la congruence C correspond une congruence de sphères; soit (M)
le réseau décrit par le centre de ces sphères; G,( et Ça les deux cercles
focaux; (R) et (S) Çflg' ï:3) les secondes sphères focales de G^ et Ça;
les coordonnées do II sont fonctions linéaires de x e t— (4o); celles

•i / r< \ i < ^•'^de(S)de^( k f c^ •
A.u réseau OPQ correspond u n e congruence de cercles (C); à OL

une sphère (L) passant par C. Les formules (10) montrent que toute
sphère (L) passant par le cercle G est orthogonale aux sphères de
centres M", R, S; par conséquent, les pôles du cercle C sont les point 1
et I7 communs à ces trois sphères; donc :

La congruence de cercles orthogonale à une congruence de sphères est
formée par les cercles qui ont pour pôles les deux points où chaque sphère
de la congruence touche son enveloppe.

Inversement:
Soit G un cercle qui décru une congruence, ï et F les pôles de C; M. le

point où le plan de G touche son enveloppe^ la sphère S qui a pour centre M
et qui passe par I et Y décrit la congruence de sphères orthogonale à la
congruence de cercles G.

5l* Une congruence de sphères et une congruence de cercles sont
dites harmoniques si la congruence de droite et le réseau qui leur cor-
respondent sont harmoniques.
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Soient alors OR(^, . . . , ^5), OS(y]^ .. . ,y]5) les tangentes d^un réseau;
RS(X^ ..., Xs) une congruence harmonique {fig. ï4)" 0^ aura (6)

(n)

X
^x.

q^ —p'n,

^
3^ ^^^^
àX ^ ^ ^/7 ^
^ ^ Ï)"^ '

^,
^ i ?

r)^
•/•?

d^

Fig. i/i.

Soient alors A et B les sphères qui ont respectivement pour coor-
données les quantités E; et Y), le cercle C q u i correspond au réseau ORS
est l'intersection des sphères A et ti Çfig. ï^).

La première des formules ( ï ï ) montre que la sphère S qui a pour
coordonnée (X^, ..., X.ç) passe par le cercle C; son centre M, décrit
donc un réseau conjugué à la congruence AB. Les formules qui
donnent X et " , - montrent que, si u varie seul, la sphère S touche son
enveloppe suivant un cercle C< passant par l'intersection des1 trois
sphères,ayant respectivement pour coordonnées les quantités ^ T), •ÇS;
le cercle C^ passe donc par les deux points où la sphère (A) touche
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son enveloppe; de 'même, quand avarie seul, la sphère S touche son
enveloppe su ivan t un cercle €3 passant par les deux poin ts où la
sphère B touche son enveloppe. Il en résulte que la corde de contact
de la sphère S passe par le point où le plan de C touche son enve-
loppe.

De tout ce qui précède résultent les conclusions suivantes :

Soient C un cercle qui décru une congruence, D F axe de ce cercle, M un
point qui décrit un réseau conjugué à la congruence (D); la sphère S qui
a pour centre M et qui passe par C décrit une congruence de sphères (S)
harmonique à la con gruence de cercles ( C ) ; on obtient^ par cette méthode,
toutes les congruences de sphères harmoniques à la congruence de cercles,

Soient S une sphère qui décrit une congruencey D sa corde de contact
avec son eweloppe, M. un point qui décrit un réseau conjugué à la
congruence (I)), P le plan de ce réseau; le cercle C, intersection de la
sphère S et du plan P, décrit une congruence (G) harmonique à la
congruence de sphères (S). On oblieni ainsi toutes les congruences de
cercles harmoniques à la congruence ( S ).

52. Une congruence de sphères et une congruence de cercles sont
dites conjuguées lorsque la congruence de droites et le réseau, qui leur
correspondent sont conjugués. Soient alors G(/^". ï 6), A et lises réseaux

Fig. ï6.

focaux, P un réseau,conjugué à (G-), H et'L les tangentes du réseau P.
A la congruence G correspond un système de sphères dont le centre

décrit un réseau M; aux réseaux focaux A et B correspondent les
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cercles focaux C^ et Ça de la sphère; ces cercles passent par les'points
1 et F où la sphère touche son enveloppe.

A la tangente L correspond u n e sphère qui est sphère focale du
cercle correspondant au réseauP. La congruence L étant harmonique
au réseau A, cette sphère passe par le cercle C^; son centre S est donc
un réseau, de la tangente MS au réseau M; de même, à la droite H
correspond une sphère qui a son centre en R sur la tangente Mil du
réseau M. L'axe RS du, cercle cherché est donc harmonique au réseau M ;
le cercle cherché passe par 1 et F ; la droite IF décrit une congruence
harmonique au réseau enveloppé par le plan du cercle; donc :

Soient (M.) le réseau décria par le centre d'un système de sphères, (B.S)
une congruence harmonique à (M), le cercle qui a pour axe E.S et qui
passe par les points i et F, où, la sphère touche son eweloppe, décrit une
congruence conjuguée au système de sphères.

Soient G u,n cercle qui décrit une congruence y M'le réseau enveloppé par
le plan du cercle^ (G) une congruence 'harmonique à ce réseau, I el ,1^
les points où la droite G- rencontre le cercle G; le plan P mené par [axe
du cercle perpendiculairement à G- enveloppe un réseau (JL. La sphère qui
a pour centre a el passe par I et I/ décrit une congruence conjuguée à la
congruence du cercle C.

53. Les systèmes de cercles e(: de sphères seront désignés par la
même nota t ion que le réseau ou la congruence qui leur correspondent»
Ainsi, une congruence de cercles est p , ï si. le réseau qui l u i corres-
pond esfc^p, I ; de même, ,une congruence de sphères est p , l si la con"
gruence qui lui correspond est/?, I.

Il, est, clair que 'si une congruence de sphères et une congmence de
cercles sont orthogonales, ces congmences sont représentées par la
rïiè'me notation.

54. Soient M(^, x^, x^) le centre d'une sphère (S), R son rayon ;
les cinq coordonnées de la sphère peuvent s'écrire :

( "X.i •= x,, , X.2 = .r,, X,= ̂ 3. X = l- (^ + ̂  ̂  ̂  - )p + î ),
0.)

( x,^^(^î4^^^j—'i^~i).
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Pour que la sphère décrive une congruence I, il faut et il suffit que

X^ +- X| 4- X 1 -4- X| -4- X| == o,

c'est-à-dire que R. soit nul. L'équation du réseau M admet alors la
solution x\ + x^ 4- x^ et par conséquent M décrit un réseau 0 ; inver-
sement, toute sphère-point, dont le centre décrit un réseau 0, forme
une congruence I. Les cercles focaux de cette sphère sont des cercles-
points ayant pour centre M et situés dans les plans principaux de la
surface (M); la corde de contact delà sphère avec son enveloppe estia
normale à la surface (M). Il en résulte que le cercle 1 orthogonal à
cette sphère est le cercle-point qui a pour centre M et qui est situé
dans le plan tangent à la surface (M).

Les sphères focales de ce cercle sont les sphères qui. passent par M
et ont pour centres les centres de courbure de la surface (M), donc :

Les congruences de sphères 1 sont formées de sphères-points dont le
centre décrit un réseau de lignes de courbures.

Les congruences de cercles 1 sont des cercles-points dont le centre décrit
une surface et dont le plan est le plan tangent à la surface. Le réseau
enveloppé par le plan du cercle est formé par les lignes de courbure de la
surface.

Pour que la sphère (S) décrive une congruence 2! il faut que
l'équation à laquelle satisfont les coordonnées de cette sphère, équa-
tion qui est celle du réseau M, admette une solution Y telle que

d'en,
^x^Y^o,

Y-=m.
L'équation du réseau M admet donc les solutions

x^ x^ x^ R et ^ f+^ |4 -^—R 2 -

On reconnaît les sphères étudiées par M. Darboux {Leçons, 2e Par-
tie, Chap. XV); les points où cette sphère touche son enveloppe décri-
vent des réseaux formés de lignes de courbure. Ces points sont les
centres des cercles 1 harmoniques aux sphères 2 L

Si B. est constant, le pointM décrit un réseau 0; si R n'est pas cons-
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tant, le point M décrit un réseau 2Û, la coordonnée complémentaire
étant î.R.

Dans le cas où R est constant , les cercles focaux de la sphère sont
des cercles de rayon constant, de centre M", situés dans les plans prin-
cipaux de la surface (M"); le .cercle 2! qu i correspond à cette sphère a
aussi pour centre M', son rayon est constant, il est situé dans le plan
tangent à la surface (M).

Dans le cas le plus général, le plan d'un cercle 2Î enveloppe un
réseau aO. Les deux pôles H et H' de ce cercle décrivent des lignes de
courbure, les normales à ces surfaces sont Mil et MU".

Pour que la sphère S décrive une congruence p , 1, il faut que
l'équation deLaplace qui admet comme solution les quanti tés X [for-
mule (12) J admette, en outre, p — i solutions Y,,, Ya, ..., Y^, telles
que

2 X2^ 2 Y12 =::o,
ce qui donne

SY2^—!:^.

Le point M' qui a pour coordonnées (^^ x^ ;r;p Y^ Y ^ , , . . , Y ,̂,...,<)
décrit dans l'espace k p 4- 2 dimensions un réseau 0; cela posé, plu-
sieurs cas sont à considérer.

Si

ai YI 4- ûîsYg •+•.. - 4- a^ Y^i = consi., aj 4- a j -4- * . . 4- a^ :-r: o,

on peut supprimer deux des coordonnées complémentaires Y; par
suite, le point M décrit un réseau^» — ^,0.

Si ! ! ^ ' / ! ^

^î YI 4- ag Ya + ... + ap^i Y^i = const., a? 4- a| 4- ... 4- oc^i ̂  ô,

on peut supprimer une des coordo-nnées complémentaires Y, lepointM
décrit un réseau (p — ï), 0.

Enfin, dans le cas général, les coordonnées Y sont linéairement
indépendantes; le,point M décrit un réseau p , ( ) .

Donc : ! ! ,

'Le centre d'une sphère p, 1 décrit un réseau qui estp — 3^ 0 \p — ï> 0
oup^ 0.
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Inversement

Si le centre d'une congruence de sphères décru un réseau p , 0, la con-
gruence esip, \;p + i, 1 oup -4- 2, I.

55. Pour que la sphère (S) dont les coordonnées sont données par
les formules (12) décrive une congruence 0, il faut que l 'équation h
laquel le sat isfont ces coordonnées admette trois so lu t ions yi,j^,r;i,
telles que

ce qui donne

VV2-- y 2 i , yS-L. yi^i A. — J \ t- J g -T- J ;j,

IdÏ^dy'-î+dy^d/^

•r^+yl+.yS,
dx\ + ̂ r^ + dx^ =•= <r<7'î + â(}'| + ̂ |.

Soi tN le pointqui a pour coordonnées ji, y ^ y ^ - I.espoinIsM eiN
décrivent des réseaux applicables; le rayon de la sphère S est égal à
la distance (h N a un point fixe.

Inversement, soient M (^,^2» ^'3) ^ ̂ «'.r^Js) deux réseaux
applicables ; S inie sphère de rayon R et de centre N ; pour que S décrive
une con^rucnce, il faut que l'équation du réseau admette la solution :

y^M-^-
Mais cette équation admet toujours la solution , , /^^^ "' ̂  " i i" î .1

t&» • fi 1 1 5 '• i n •r g « r- ̂
^x\^-^-y\-y^^

'Si donc S décrit une congruence, l 'équation des réseaux admettra '̂ ^S* '̂'̂
la solut ion

,T;-+-^+^-R2»

et par conséquent la sphère S qui a pour centre M et pour rayon R
décrit une congruence. On vérifie facilement que si l'on applique le
réseau N sur le réseau M, les cercles focaux de S v iennen t , coïncider
avec ceux de S et par conséquent les points où S touche son enveloppe
viennent coïncider avec ceux où S touche son enveloppe (théorème
deMJiellrami). , , ; ^ : ,

Awi.Èc. /Vorm., (3), XX.- Jns iQo3. w
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Les coordonnées de S sont :

.X i -= .z-i, X.2 -= x^, X;» r= .;yy, • :X 4, :•= ~ ( V ̂ 2 — R2 -h i ), •
3 \^ JM« ^/

X..4(^-R.,-,),

relies tir S:

V,=.)-,, V,-.r,. V,,^i.,, Y.-^^•-11.4-,),

Y^^.-"•-,).
On voi t que l'on a

2'--;SV•-
^x.-.^rfy.

Cela posé, trois cas peuvent se présenter:
1° îl existe une re la t ion l inéaire isotrope entre les coordonnées Y,

ce qu i rev ien t à dire que S passe par u n p o i n t f ixe ; on peu t alors
suppr imer deux des coordonnées Y; la con^ruc.moe (S) est 0,

2° .1.1. existe une relation l inéa i re non isotrope entre les cordonnées Y,
ce qu i r ev ien t a. dire que ^ est orthogonale à une sphère f i xe ; on
pourra supprimer une des coordonnées Y^ la con^ruence S est '^(h

3° 1.1, n'existe pas de relation l inéa i re e n t r e les quant i tés Y\| la con-
vergence S est 30.

1.1 est facile de caractériser les cercles 0. Si la sphère S est 0, la
sphère 2 passe par un point fixe A; S touche son enveloppe en A et
au symétrique A' de A par rapport au plan tangent en N. Q'uai'Kion f a i t
rouler la surface N sur la surface M1, A et A' v iennent aux points1!.} et B'
où S touche son enveloppe. Le cercle 0 qu i correspond à la sphère S
a pour pôle B et B\ donc ce cercle est la position que vient occuper
l'intersection de la sphère point A avec le plan tangent'en Ny quand
on fait rouler la surface ( N ) . s u r la surface (M'). On reconnaît
les, cercles de Ribeaucour qui, sont no rmaux ' à une famille de sur-
faces. ! !

Supposons: maintenant que le centre, M'(^, ̂  ^) décrive un'
réseau /^C applicable sur un réseau N(j,, y,, ...,j^); Inéquation
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des réseaux applicables admet t ra la solution :

V .-) T^2^ "•
Posons alors

Y/-== y i ( ^ == 11, °-i, . . . , p -r 2 ),

Y/,-,-:.- ^(2;^- R2+ •)' ^-^ K^"-"2- I)- •

On aura encore

Î -S;̂
l^X—]^.

Donc :
S'il existe une re la t ion l inéa i re isotrope entre les Y, la congruence

S est/?,().
S'il existe u n e relation l inéai re non isotrope, cette congruence

est/M~î,0.
Dans le cas général elle sera/? -+- 2,0.

Donc ; 1 1 , • .

Si le réseau décr-U par le centre est ^,C, la congruence de .sphères
est p, 0 ; p + i , <1) o« p + 2, (.).

Inversement :
Si une congruence de sp/zères est p, 0 un centre décrit un réseau qui

est p — '̂  C ; p — i , C ou p, C.

56. Prenons les coordonnées d 'une sphère S sous la forme (12);
l 'équat ion à l aque l l e satisfont ces coordonnées :

(PÔ _ î à h 00 ï àl^ ()Q
( I 3 ) Julfy ̂  h à^ 'au "li"" "l au1 à^

Pour que la sphère S soit C, i l f a u t qu'en choisissant convenable-
ment les variables ^! et ^ l'on ai t

Vxs{=/r2+/^
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ce q u i donne :
0 4 ) w ^ / ^ + p ;

et [)ar conséquent l 'équat ion du, réseau M admet la so lu t ion :

,,r^+.:rl4-^j-A—^.

Un calcul analogue à ce lu i du n^îO, montre que l'on devra a v o i r :

àm an \"\,,^+^=^^;

par conséquen t le réseau M est K. Inversement, si M décri t u n réseau K,
la. sphère dont lo rayon est donné par la f o r m u l e ( r / i ) décri t une
congruenceC , si

! ^ ! K3::::/^")" ^4-consL

l.a congruence (S) serait 2(L
l^ut in si 11 (.^t que lconque , la congruence est 3(L
On montre que d'une m a n i è r e générale ;

Si une cowriwwe de sphères est /^C, le ce/lire des sphères décru (in
réseau p— 2, K ; p — i, K oap^ K.

Si le centre d1 u/ie splière décru un réseau /^K, la œn^ruence eorres-
pondanle eslp^\^ p + i ,(/I ou p +- 2,(I,

57, L'inversion effectuée sur un cercle ou. une splière revient à une
substitution orthogonale dans l'espace1 à cinq dimensions. Cette
substitution n'altère pas les propriétés dout nous nous occupons; il en
:résiilte que les propriétés que no iis.élabUsso/u dans 'celte théorie se eon-
semînt par nwersion.
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CHAPITRE VlII.
LES SYSTÈMES DE CERCLES ET DE SPHÈRES PLUSIEURS FOIS C.

CAS GÉNÉRAL OU U ET V NE SONT PAS DES CONSTANTES.

SOMMAIRE.

58. Cong'riionces plusieurs fois C dans un espace d'ordre quelconque. Équations E,, .—59. Réseaux 0
associes. — Réseaux 0 associes à un réseau plan. — 60. Réseaux 0, 30 dans l'espace à cinq
dimensions. ~- 61. Réseaux associés à un manie réseau plan. — 62. Goiig-ruences 0, 30. _
63. Cercles et sphères 0,30. — 01. Gongruences G, C dans un espace à cinq dimensiony.
Propriétés dos équations E/,. — 65. Transformation des équations E^. — 66. Réseaux C, C. —
67. Cercles et sphères C, C. — 68. Equivalence de la transformation Er, et du passage des sys-
tcitKîs C, C aux systornes 0, 30. — 69. Systèmes I, 51. Première transformation. — 70. Cercles
et; sphères I , ."> L Kfcndc dirocte do la transformation précédente. —71.. Systèmes 2!, 41. Deuxième
transformation.—72. Systèmes 31, 3 I. Troisiùme et quatrième transformation. —73. Systèmes 2Û ,
1) 0. Cinqii'Khiio t rat isformatîon. — 74. Remarque sur ces diverses transformations.

58. Soit 'M'^i, x^, .. .,x^)(fig\ 17) un p o i n t q u i décri t un r éseauO;
RS ono congriionce C qui l u i est hczrmoniqae. On aura

(0

0 X 1

àa
à X i
"J7

=At/,

=:/n/,

àh
(h-
(H
Tu

au
^
(h^
au.

'-^•Hh

:m£..

F^. 1 7 .

Si 0 est une solution de l 'équation du réseau M, les coor-
données (y, . . . , yn} de B et celles (^, .,., ̂ ) de S sont données par
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les formules
!

( • < )

Si l'on pose

(3)

on aura

(4)

Posons alors

0)

W „ /90
d u " ti' ^ r

^c
.-^ —: // Y)
^

^

y /—

GUICHAni)

0.^^

0̂
•^ àQ

àv

<)-n
'àii ~

> p ——

àx^. .̂  ,

àxi
àv

- ̂ ,

— /n ̂ .

r^

Los fo rmu le s (2) dev i ennen t

(6) yi^^-i +/•(/,
^,=^r4-py2/,

r et p représentant respectivement les longaenrs M H et M.S. Les
po in t s R et S étant les foyers de la con^ruence BS, on a u r a

(^- P(..-.),^c

'̂:
r}^ -=Q(,r/-^/).

Si ma in t enan t x ' est une solution que lconque de l /équation du
réseau/M et ^ r "

?/ _ ï ^/ / .ï à x ', _ ^ ^, ^ ̂ ^,^.

Les équa t ions (7) admettent la solution

(8)

En prenant

j y'^x^rr,
is'^x'^p^.

ï^^^
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on trouvera

^S^"-^ ^2^-p^
11 en résulte que le système (7) admet les n 4- 2 couples de solutions

S i î y h ^i et ^J?—7 ' '2» ^tl^""02-

Ces é q u a t i o n s sont de la forme

(9;
1 0 y , ,.^=Aj-+B--,

.̂..-.C,̂ ,.-.

Cette f o r m e se conserve si l'on mul t ip l i e y par un facteur quel-
conque , s par u n a u t r e fac teur quelconque. Si donc on pose

^-^ '—^.(S.'-'---'). Y—,',.(2^----•)•
y-, --= ̂  /.-„, -,',, (>? -p-+.), z,,, -- ̂  (2;., - p--.).

Les quant i tés Y/, Z^ sont solut ions d/équations de la forme (9).
On vér i f ie faci lement que

// -t- 2 il 4- S h -(- 2

^YI.=.=i, Y%!.=i, 'S'T/./v..==o.(n) ^YI.=.=I, S71^1' S'^^
1 1 1

II en résulte que les q u a n t i t é s A et I) sont nulles. On aura donc

(..) • ^-NZ.,, 1——MY.,

et si l'on remarque que ̂  }- forment un système de so lu t ions

03) N=:p-4^, M-/-"( i ) ,1 / 1 ôv \r ) du \p /

il, résulte de là que les quan t i t é s Y^ et Z^ fo rment des deux dernières
lignes d 'un dé te rminant 1 orthogonal A à {n "h- 2) lignes, [i i j .
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Si l'on pose m a i n t e n a n t

( i4) X,-^ X,,^-^(]^+i), x^,==^^.^-i^

on aura, quel que soit k,
' <)X, A à X , _ l(1,3, , ^^Y,, ^7-0^.

Comme, d'autre part,
• h + 2

( 16 ) ^XI,=o,
1

on voit que les quant i tés X/,, fo rment une combina i son l inéa i re iso-
trope des é léments , correspondants des n premières l ignes de A.
Inversement, à chacune décès combinaisons isotropes, on f a i t corres-
pondre un réseau M. qui est 0, ha rmonique à B.S. On o b t i e n t a i n s i
ce"""2 réseaux 0 harmoniques à la congruence G. Pour tous ces réseaux
les longueurs M,R e f c M S sont les mêmes.

Nous allons chercher's'il peut exister d'autres réseaux 0 harmo-
niques à la congruence RS. Il f a u t , pour cela, que, les q u a n t i t é s y/
et ^ conservant leurs valeurs, on puisse trouver d'autres quan-
tités Y^, Z^,, analogues aux quan t i t é s Y^ et Z/<. qui fo rmeron t les deux
dernières l ignes d 'un nouveau dé te rminan t orthogonal A', Soienfcr 'e tp '
les nouvel les valeurs .de r e t de p q u i servent à former ces quan t i t é s*
Les quant i tés Y',, . . . , Y^ ne d i f f é r en t des q u a n t i t é s Y ^ , Y^, . . . , Y,,
que par un. même fac teur -^; de môme Z',, - . ., Z^ ne d i f f é r e n t de Z, ,

Z^, . . . , 7^ que par le facteur ^" Des équations (i 2) et des équa t ions
analogues
/. ̂  / -, - x /.' _ -5<kf / y/ 0^ •n/i / y'( 1 2 ) ^- -.EN /^ ^M \h

on conclut que le premier facteur doi t être une fonc t i on de u seul,
le second de 9 seul /On peut donc poser '

07)
il^i-U,1 r' r

i l^'V.-
( p / p
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11 en résultera
N^N0 M'-=M^

Les équations (rY) admettentles solutions Yp Z^. (i= 1 , 2 , . . . , /z)
^r/ rîl ' "ryf —, il faut en out re , qu'ils^t Y^^"" i^'i^i == -7^ Z^^ 4- ïZ^ == —, il faut en outre , qu'ils

admettent le système de solutions

_2^-/•'2 ., ,, _2^-p"
1 î l + Ï ^ ^/t+l " ^ , ^ 7 7 ^ ' / A + 2 l i i î l + \ ' : = : : • ~ ~ !

Or, on a
i;^-^2 SY?-/-'

= = U = — — — — + ( U - - ) / - ,/•' -" /• ' V " u
^.?-p'- s.?-p

=V=——— ^(V- - )p .V.p' p

On devra donc avoir

^-(°-.)-]-^[-^-(-v)J.

[v^!:.(v-,)^^["^-(.-.)-].

^^.^,),.J-^[v^.fv-,-,

..v^^v-v^J-sL11—^^-»-)-
Si l'on remarque que

V /l/2_ ..2 V -2^û'î

^^^^^N^-<)t; /• p
on aura

/.. i\àr ,,U/^ i'/ - , i \ ^r XT U / ir I \
(U~^=Ny(V.-^ ^ .

En remplaçant N par sa valeur (i3) on trouve

(,8) ( r -^r^^-^p—o,

c'est-à-dire que le rapport ^ est égal au quotient d'une fonction de U
Ann. Éc, ̂ m., (3), XX, — JUIN 1903. ^7
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par une fonction de V. Réciproquement, supposons que l'on ait
r V,

(-9) ^v7
Si Fon fait

/ _ ,L_^
1 Lî2 "" LTf

(20) < l

J _Ï_ _ — ^

( ^v^ '"-" "vf5

a étant une constante quelconque, la relation (19) sera vérifiée ; les
quantités Y7, 2 ,̂ satisfont aux équations (i ^') et comme

2Y^i, IZ^t,

ces quantités sont les éléments des deux dernières lignes d'un déter-
minant orthogonal A'.

Nous dirons qu/une congruence est plusieurs fois C lorsqu'elle est
harmonique à des systèmes différents de réseaux 0. Dans ce cas, elle
est harmonique a une inf ini té de systèmes, obtenus en faisant varier
la constante a; donc :

Pour qu'une congruence sou plusieurs fois C, il faut et il $ufflt que le

rapport-sou égal au quotient cF une fonction de u par une fonction

de v.

Il est facile de transformer celte condition. Les paramètres direc-
teurs de RS sont proportionnels aux quant i tés

r'£r— p-fn.
ou encore aux quantités

•Ô^r^^^u.

Ces quantités O^ satisfont (6) à l 'équation
/ , ye i à-fï â9 i à^ àO ( i ùÏ i <hi\ .(ai) "r—— ==: - — — + y — ~ -h fnn — ^ — -- -," 0 -ôuàv rj à^ ()a ç au ày \ ^ au -fi àv J

Pour que le rapport1- ou ^ soit de la forme —•» il faut et il suffit que
P b T 1

l 'équation (21) ait ses invariants égaux,
Ramenons alors cette équation à la forme canonique de M. Mou-
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lard :
(..) -^M^.v / au <A'

Soient 0 ^ , (L, . . . , 6^ les paramètres de la congruence qui sont
solution de l'équation (22); en appliquant le critérium des con"
gruences G (22) on trouve

n

(a3) ^^.==U4-V,
1

donc :
La recherche des congruences plusieurs fois G, dans un espace à n

dimensions, revient à trouver une équation de M. Moutarde admettant
n solutions dont la somme des carrés est égale à U + V.

Nous appellerons équations Iï^ les équat ions de M. Moutard qu i
possèdent cette propriété.

59, Deux réseaux 0 sont associés \Sur les réseaux 0 associés
{Comptes rendus, 1897)] lorsque l 'équation de ces deux réseaux est
la même. Soit alors M(^, . . ., x^) et N( r , , . . . ,j^) deux points qui
décrivent des réseaux 0 associés. Posons

( 2/t ) V c/^ == À2 cW + ̂  dv\ ^ dy^ =hfî d^ 4- V î d^\

Les équations des réseaux (M) et (N) sont
<p,y __ y àh àx î ai à^

Wuàv " ^ àv àtc 1 ou à v ' 1

^ 2 > ) ^Y ^ i àht à•x. l àlL ^î-
àu1^ ^ Ti1 ""à^ '()u "+'>'77 au à^ '

Pour que ces deux équations soient identiques, il faut que
(^6) h'-^hV, l'^lV.

Et, par conséquent, entre les fonctions m et n du premier réseau
et les fonctions m' et n! du second, on a les relations

. , - -U ! ^ ! / ! 'V ' , ' ! ! 1 ! 1 ! '!
( a j ) 7^=^^? n'^n^'



212 C. GUICHAnD.

On peut remarquer que le réseau (M) est en général Çp-+-i:),0;
car des équations (24) on déduit

2 dxï + -S dfï "̂  (A2 + À/2 ) du2 + ( l'2 4- ^2 ) <) ( î2.

Réciproquement, on voit que si un réseau M. est ( /?+i) ,0 il est
en général associé à un réseau 0 de l'espace à p dimensions.

Considérons, en particulier, les réseaux associés à un réseau plan,
c'est-à-dire les réseaux 0, 30. Pour un réseau 0 plan, on a

i;i= cosy,
y^:= — smy,

^=:siny,
y^= cosep,

ç désignant l'angle que fai t la tangente à la courbe, ^var iable seul,
avec l'axe des x ^ . Pour ce réseau on a

à^:^^, à(pjy
donc :

Pour quun réseau 0 sou associé à un réseau plan il faut et il suffit
que les/onctions m et n relatives à ce réseau aient pour valeurs

(28) m U <?9
' V au'

Y ()Q: ^ ^ .

Apres ces généralités nous nous occuperons spécialement des
réseaux et congruences de l'espace à , cinq dimensions on, ce qui
revient au même, des systèmes de cercles et de sphères dans l'espace
ordinaire.

60. A chaque réseau Ode l'espace à cinq dimensions on fait cor-
respondre un déterminant orthogonal (3q) :

A=:

^
fi
^i
^i
Yîl

; ^a
y.ï
^
^
7Î2

. . . '^g

^ " " y&
,.1. ^ Ï ^ ^

... ^
... */îg
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entre les rotations a, ^, g, &,/, k, m, n existent les relations

(29)

àa ,-y- = bm,
ôv
àb_
au

: an,

àe
àv

^
au

=fm,

-.en,

A(T

^ = km
à^
àk
^-=^

, „ , àrn an
ab+ef+sk+-^+^: : 0.

Poar que le réseau correspondant soit 0, 30, c'est-à-dire associé à
un réseau plan, il faut en outre que

(3o) m U ^9
V à a

yà!
U à ^ '

Si l'on porte ces valeurs de m et n dans les équations (29), on a un
système de sept équations pour déterminer a, e, g, &,/, k et ç; six de
ces équations sont du premier ordre, la septième est de second ordre ;
par conséquent le problème est du huitième ordre.

Nous allons indiquer une propriété caractéristique de ces systèmes.

61. Cherchons s'il est possible, étant donné un déterminant ortho-
gonal A, de trouver un autre déterminant orthogonal A',

A^:

<

y'ii*i
•et
bl

•fl'i

x'z

y.
^i
^
•^

X ,

J'5

dont les rotations a', e\ g ' , //,/, K aient pour valeurs

(3Q
] ^^/A^, /^/^ k'==W.

On en déduira
1C)

: /n^?(82) m'

Cela posé, on a les deux relations

^==^t),( ^==^1), e^eV,

,^.
'' D '

(33)

(34)

àm anab +'ef + gk + àv 'Jr au
à m' an'^ i b ' + e ' f + s ' k 1 ^ — — ^àv
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Là seconde peut s^écrirc
,,,,, ^ à m W^ <) an '0'^

(a^ef^^W 4- ̂  ̂  - ̂ ^-i- + ̂  ̂  - ̂ ^ -o

ou encore
, . / i <)m ç' ï ^ ^'

(35) ^+^+^-^^-^^+^^-'^=o-

En retranchant les équations (33) et (35) on trouve

àm ( ï \ ^' an ( ï \ ^/

(36) ^^^^^^+^^^^^^o

ou encore, en supposant que o2 etç2 sont tous deux différents de r,

(37) ^-^(^V^^Q^^^^C1^

ou bien
/ ^Z\ / ^^^

(38) ^ ( . V ^ l ^ ^
\ ^/^-i/ \ ̂ -i/

ce qui permet de poser

y ̂ i — f ^ y ^jï ro J ^
(3q) w = — J•-•7_ .̂̂ .«: ".f' ^ ̂  ——::..—^^^^ 1"-, ?v y / / r au / y ^(^/T~~"" ^^ ' " " ^ /11"TI"""1'"1

y ̂  ~ f y ̂ iï ^(<' / ï^wl
 , „ i /^- ï

et par conséquent les déterminants A, A" correspondent à des ré-
seaux 0,30. ' !

Inversement, si le déterminant A correspond à des réseaux 0, 30»
on pourra déterminer une infinité de déterminants A^ il suffira de
poser

(4o) y/^"i=aU, y^^i^V,,

d'où Fon déduit

(40 ^=-====^ ^)^^^^L^^,
• \ / ï4-^U2 i] ^/i-h^V2
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et pour le déterminant A" on aura
/ , , , ^l àca , V ào(42) ^=-^^ ^ip^

U' et V7 ayant les valeurs suivantes
l ... ^ UÏ7 == 'SJ t) =:

(43) vV^V^^z— ̂ -^ .̂̂
donc :

& im réseau est 0, 30, son déterminant orthogonal est associé à une
infinité de déterminants orthogonaux.

Il est bon de remarquer que le calcul précédent peut s'effectuer
dans des espaces d'ordre quelconque; le résultat qu i v i en t d'être
énoncé est donc absolument général.

62. Nous allons déterminer les congruences 0,30 que la loi d'ortho-
gonal! lé des éléments fa i t correspondre à ces réseaux 0, 30.

La congruence (C) qui correspond au déterminant A a pour para-
mètres directeurs (40 les quanti tés X, , . . . » Xy définies par les équa-
tions
( 44 ) „ X./ = 7. .r, -i- p. yi 4" v ̂

où X, p<, v satisfont aux équations
a"h -h a y- 4- g^ == o,
b7. -h fp. -h A"y =•= ô.(43)

Au déterminant A' correspondra une congruence G' ayant pour para-
mètres directeurs
(4.6) X^=À.r,+piy^h^

"X, p., v étant encore déterminés par les équations (45); on aura alorsi

Vx2 ^^X/2 =^P +^2 ^-A

V rfX2 =:Vc^2 = rfÀ2 + d^ ̂ dv\
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Soit (D) la congruence décrite dans l'espace à trois dimensions parla
droite qui a pour paramètres "À, p-, v. On voit que la congruence (G)
est applicable sur la congruence (D) et sur toutes les congruences (G') ;
cette congruence est 0 et une in f in i t é de fois 30.

La congruence (D) étant applicable sur une inf ini té de con-
gruences (G), (G'), ..., est K d'une infini té de manières.

Il résulte d'ailleurs, de ce qui précède, que si une congruence es tK
de deux manières, elle est K d'une inf ini té de manières.

63. A la congruence (G) correspond une congruence de sphères; le
centre M de la sphère décrivante a pour coordonnées (46)

Xi Xa ^ X,A'i == — "ç———r-y- •> X^ :̂  — _—^_ , ^3 ̂  — _—--.._.-..
A g -+- t A.4 A y -h l A/.. A,i, 4- t. A ^

Ce réseau (M) est applicable sur le réseau N(y^jy,ja)

y^ ̂  ̂ ^^, y, = ̂  ̂ ,̂ ,̂ y, :^ ̂  ̂ .̂ ,̂

et sur une i n f i n i t é de réseaux Q(^, . . . , ̂ ), on
X;.

X.+Tx;'
et l'on a, en ou t re ,

yî + j1 + yï ̂ ^ + ̂  + ̂  + ̂  -"i—l ;
on voit qu'en général le réseau M, est C et une inf in i té de fois 3C.

Si 'Xg 4- îX^ est égal à une fonction linéaire isotrope des quantités X^,
on pourra supprimer deux des coordonnées z, le réseau (M)1 sera
plusieurs fols C.

Si Xg+ i'K^ est égal à une'fonction l inéaire non isotrope des quan-
tités X^., on1 pourra supprimer une coordonnée du réseau (Q,); le
réseau M est G et 2 C.
, Inversement, soit N(^,^^4) ̂  réseau G, 3 G applicable sur un

réseau N(j^,yâ» .y;?) ^ un réseau Q,(/s^, ...,^); parmi les réseaux
applicables respectivement parallèles aux réseaux M, N, Q, il en existe
deux groupes M', N7, Q' tels que la distance de N' à un point fixe soit
égale a celle de Q' à un autre point fixe; nous pouvons supposer que
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cette propriété est vérifiée pour les réseaux N et Q, c'est-à-dire que

^—2—R2.

La sphère qui a pour centre M et pour rayon R, décr i t une con-
^ruence 0, 30, En effet, ses coordonnées sont

Xi^3:.y^, \^~^Z. X-^ A^'^iT^,

x^ {^ ,,.-2,..+,), x.=-;(^,,.>-2,,.-,)
on a en suite

'v •vo ^ i v ^î  ==2^- =13-'
^/x-2^2^

On peut donc di re que la recherche des systèmes 0, 30 dans l'espace
a c i n q équivaut à cel le des systèmes C, 3C de l'espace à trois.

I l résul te d 'a i l leurs de ce q u i précède, que si, dans l'espace a trois
un système est C, 3C, il. est 3C d'une i n f i n i t é de manières.

Supposons que l,e réseau M soit C, 2C; applicable sur un réseau
N(.y^ya»,/;() ^ sur un réseau Q(.Si, s^, z.^ ^ 4 ) ; en remplaçant les
réseaux par des réseaux parallèles, on peut supposer

^-s5'-*-'-112-
La sphère q u i a, pour centre M et pour rayon R est encore 0^ 30, En
effet , si1 l 'on tai t^; ,== i, on aura encore

2x—.2y=i.-,
1

{>

^/X^^^S^-
1

Nous verrons plus tard que^ si un réseau est C et sC, il est aC d 'une
in f in i t é de manières.

Supposons enfin que le réseau M'so-it C, G; il est C d'une in f in i t é de
'manières (Ribancour),; soient N(y^y2y'J;î) <^ Q(^».^^) deux

Ann. /te. Norrn^ (3), XX, — 3vw ïQoS- 1 1 1 1 , ' ^ 1 1 1
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réseaux applicables sur (M) ; faisons

^=2^-
La sphère qui a pour centre M et pour rayon R décrit une con-
^ruence 0, 30; car, si l'on pose

7 _„ „ y „ » y -.- -/.̂  -...— ,^j y /jg — ^3, ^y..—. ^3,

^ / •̂  . ^ . \ ^ î / V^

on aura ^ =2.>- -27-.
y cw "== y ^y2 =^ (W.

Ainsi, quand on .connaîtra une solution du problème C, G dans
l'espace à trois, on pourra y faire correspondre 'des solutions du pro-
blème 0, 30 dans Fespace à cinq. Ces solutions dépendront de deux
(onctions arbitraires, car tout réseau, parallèle au réseau M permet de
former une so lu t ion ,

Ces solutions1 sont caractérisées par ce fa i t que les groupes de quan-
tités X^, définies par les équations (4^)y admet tent u n e combina i son
linéaire isotrope commune.

6î- 11 y a deux cangruences G harmoniques à, un réseau 30 (45);
À le réseau 30 est ea outre 0, ces congriiemces seront plusieurs
(bis C; inversement, tout réseau 0 harmonique à une congruence
plusieurs fois C est aussi 30. La recherche des éléments plusieurs
Ibis G etcelle de& éléments 0,, 30 sont .donc deux problèmes équiva-
lents. Nous allons chercher'les congruences C, C harmoniques aux
réseaux O1, 30 qui viennent 1 d^être définis. Prenons les réseaux qui
correspondent au dé terminant A.Les deux! congruences C, C harmo-
niques G(0^ ..., O g ) et ,H(^o .,.^5) ont leurs paramètres11 direc-
leurs donnés par les fo rmu le s

( 4 7 ) ^•=U^4^V^ •X^U^-.V^,.
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En effet, si l 'on remarque que

' àî. V ào
f, =^=^-n,

( ^\ ^ ^ _ • 1 •" __ U à y ..1 1 1 ^y /; ç ~ ^ ^W 1

f ^ an ., / VU'^ V à^ \ ^ ̂ ,
.—.- =: — y] + mn^=: — -— — -4- -,-; -.—— Y] — —'—-" ,

\àuà^ au ' \ U2 f)p L à u à ^ ) ( ) u à ^ ~

on trouve, en supprinLantles indices,

^u^fu-nj^
^// c^ \ au/ '

<FQ ^ à^'E ,,, à^ . •f^, .„à^\\r à^— ^ {] ^ ^ i { ] ^ ^ ^ nu/^. (U— ^ —-n.
( f l i O V OU <M' (Jit.Ô^ ' \ V U J U <;('

Après réduction, il vient

j!!L = V^59- 71 - (J^ ^ S - Cl] -^£ - /V ̂ î ^Y,
<h^ ^c <^/. (^t' au, ôv ^ au ()^ ' un à\'

( . (Y1^ à^ ()rp\ /^.. .,. ,= — i -.—•p -». -X -I (U$ 4" 1^' Ti ),
\ </// (h9 au àv j

et, par conséquent, les cinq qu<wtités 0^ . . . , 0 ^ sont soint ions de*
l 'équation
,, , ' à^ô .... ,-. . (^y ^9 ^9(49) -.—-=M0, M rr—^-.—1- —-^-x „
' J/ àaàv à ii à ̂  ou ô^

et. l'on a
y 02=, ij^-v2,

ce qui caraclérise les congruences plusieurs fois G,
On verrait de même que les cinq quantités y^, 7^2» • • • » 7,̂  s'oî^ solu-

tions de l'équation
„ , à^'7 ^ ,,. . ^9 à^ à^

( ^o ) T---'' - == M i y, M, i == <; -.—î~ ——-, - ' - ,K / (^/^P " ^^df du à^

et l^on a encore
^X2^2-^- ,

L'équation (49) admet la solution 9==^^ et l'équation (5o) la
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solution y == e1^. La solution 6^ est celle q u i y dans la méthode de
M. Moutard, transforme l 'équation (49) dans l 'équation (5o). On
vérif ie facilement que la t ransformée de 0^. est ' / / ^

En prenan t les dé te rminan ts orthogonaux A' associés à À, on v o i t
que l 'équation (49) admet les solutions

^[J^+^V^,

ou U" et V sont donnés par les f o r m u l e s (43)'. On aura

(5.) ^ Ff'î=v"- ̂  TT^ - T^vr

On voit de môme que l ' équa t ion (5o) admet les solut ions

%,=U^tWy^

On peut encore former d'autres solu t ions de ces équations. Déter-
minons ^"i, x.^ x.^ par les quadratures

Ar! ̂  a /^ ^ _ G ,̂  ^ _ ^
Ju ~ U e ' , Ja w ÏÏ6 7 "ju •" ÏÏ " '
â•rii - niÈ -/y JÈ2 ~ - ̂ .̂  ^•r^ — ik,,/-?'^^ - ^ c , ^ ^_»^ , ; ^6 r , ^,,,,_^^^

où a, ^ ^\ </, ̂  k sont les rotat ions du d é t e r m i n a n t A. On voi t f a c i l e -
ment que les quadra tures qui donnen t x^ x^ x^ sont compat ib les et
(['ue ces quant i tés sont solut ions de l 'équation

/ ^ . ! à1 ̂  .()(û à^ ,ô<s ù^
l f\r^ \ _____, _ , _„ —— / „_^ .̂ ,,....,.̂  _J ,̂ / __L, ___,

au à^ ô^ au au àv

'D'autre party l'équation 1 ' ^ . ^ :
, /. , à m (]nab^ef^gk^^^^^.a .

donne, en remplaçant m et n par leurs valeurs,

(W ab^ef^gk _ j ̂  ^ à^ , ^ ^9 ^ U^ ̂  !

' / : UV. ! 'V3 au "3^ V3 au "' IP 'au ̂  , " ÎP ̂  = 0'

En tenant compte de cette condition, on vérifie que l 'équation (Sa)
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admet aussi la solut ion

a--=x\ 4-^| +.rj ^ e21^
IF ̂  "V7'7

et, par conséquent, l 'équation (52) admet les c inq solutions sui-
vantes :

A-I, x.^ ,r.j, - {x -f- i ), ï- (.y — T ),

et, par sui te , l 'équation (49) admet les cinq solutions
X,—. e^x,, X,2== e-^x,, X,,--= e-^,

X,,== e-^ ^ (,-r -4- i), X3= e-1^ (^ - i ) ,

et 1/on a

î^ U2 Y2

On arr ivera i t à des c o n c l u s i o n s analogues pour l ' équat ion (5o); i l
suiïit, dans les résaltats précédents , de changer i en — ?.

Du reste, ce groupe de solut ions ne di f fère pas essen t ie l lement des
groupes précédents. Prenons, en e f f e t , le groupe qui correspond à
la va leur a; en nniltipliant toutes les solut ions du groupe par la
constante a^, la somme des carrés des so lu t ions est (5 ï ) :

a4!.? ' ^'"V2 _ ^(U^V2).̂,,,,,̂ ^ _ ̂ ^ .̂̂  _ ̂ .^^^^^ ,

( |uand a croît indéf in iment , cette expression a pour l i m i t e —, — —:;•
On peut donc dire que ce groupe correspond à la valeur a = ce.
On peut remarquer que les calculs précédents peuvent se répéter

dans un espace d'ordre que lconque , ce qu i permet d'énoncer la pro-
priété suivante des équat ions E^ :

Si une équation de M. Moutard admet n solutions dont Ici somme des
carrés est la somme d'une fonction de u et d'une fonction de ^, elle admet
une infinité de groupes clé n solutions possédant la même propriété.

Nous donnerons à ces solut ions particulières de l 'équation le nom
de solutions quadratiques. Une combinaison linéaire, homogène,, a
coeff ic ients constants deç solutions d'un même groupe sera1 une solu-
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lion linéaire, si la somme des carrés des coefficients n'est pas nul le , e(
une solution isotrope si la somme des carrés des coefficients est nul le .
Ainsi e'~^ est une solution isotrope de Inéquat ion (49)-

65. Considérons une équation de M. Moutard :
(PO :MQ,(^) au àv

et soient ^, ^a, . . . , $„, X(n + i) solut ions de cette équat ion ; posons
P=^+^4-...+^.

On sait qu'on peut déterminer x^ ..., x^ par les quadra tures

(^)

et que les quantités x^, ...,

(^ ^ ^
{ / ô i i à ^ À àv Ou

().V,

()lt
àxf
~ôv

•\

X,^ SOI

i r)), àx

^
"ai

^
ô^

it

/
//

i

solutiûi

-

-^
+î,

À

()7.
au
<)'/.
<)"c

<n.
()u

?

ï

s de l'équation
àx
àv

Nous al lons chercher dans quel cas l 'équation (56) admet la solu-
t i o n

(57) X^.z.,2 _ } à /.— A p.

En différen liant on aura

(r)8)

(59)

<9X,
^^
^X̂

<?.y ^)À'̂  > Vl».' - <.,//l ».; a ^, .T; -,-" — a À .- p — )i2
Aai ^/Z ( ) ( ( . 1

^_X

()^ ^<^

A, VI
—— r> '» /i—- —— ^5 y , ».'4

^ ^d

^ <7.

^^
^1 ().r1 , . àî.2 > .r — — 2 À —ju à^ àç

y'x

^
7ht'

. aï. . au2 À ~ p — À2 -i-,(/^ • ^P

ç< àx àx . ^ .. d2?.
' à u à v ' Z»à Ou, à^ . i-^^^p

" rf^ f}p ' au àv

Or, des équations (55) on déduit

, ^ ^ ^X^ ^ç ^,).^ ^ ̂ ^.fP, .
^^ (^^ d^ ûv âv au ' ^^ à^

àoc àx àî. <^(60) V^^=-^Vo l^+^V^f.-^?^V^„^^y,-,^àl
)u àv

^^^ •d!>^
rfl <)Â ^1 ,

\ / A^àu àv ÀHà au àç à^^A^àu au A-t" àv au rh» j-d^ "
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Or on a posé
(6,) 2^-P.

et, en d i f f é ren t i an t , ,,v.^ _ ^p,
^t;^'"-^5

(6a)

et

.,v^ _^p'JLl4^ - ̂

^ „ à'2'^ y ̂  ̂  _^ ^p
" Â M à ' ù u à v ^ au àv ~~ à u - à v ^

et, par conséquent,
(63) . V f l ^ - ^ . M p .v 7 Ad <1^ ^f ^<^ C?^

On aura donc
xn<')r <)r ^p ,.- ' ^A ^P • ai au à^ Jî.

^) 2^^=-•/•î&+3M/ïp+/•^i- l-À^.i-•'p^^'
(^t, en remarquan t que

( ) " } . ^~^— -..- = :MA,
</// 6/C

on aura
^X ^ r)2^ -, ^p^ _ ^ <A <rÀ _. â\ ^p _ ^ ̂  ^p

((^) ^^.^ =^^^^^^ ^-^A ^^^^ 4^ ^P ^^ ̂  - ^ ^ ^,

Ecrivons que
J^ « I ^ ^x - I ^ àx ••-- o
6^64' À ^P J^ À ^ <)Y'

On aura, en remarquant que les quantités x satisfont à l ' équa t ion (W),

. - 2 !̂fL
<^ àv "^

et, par conséquent ,

donc :
o :=U-hV ;

/^ur y^ l'équation (56) admette la solution (57), î/ya^ ^ // .v^^
(me l'équation donnée (5.4) <w^ ^/^ équation En et que ^, ̂ , ..., ç,
,sô^/z^ 7d<9 $olutions quadratiques d'un groupe de cette équation.
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Supposons cet te condi t ion réalisée; l ' équat ion (56) admet t ra les
solut ions

•t^ ' " ' lrfl' ^(l^'2-12^1)» ^(Ï^-'7'^1)9
^ ^^lum y .^ .̂-HB-» y

dont la somme des carrés est X 2 ? .
11 en résul te que l ' équa t ion

^7

(«G) ^i^,
au ( ) c i

ï

é q u a t i o n qu i est la t ransformée par la so lu t ion A de l 'équation (54)
admet les Çn 4- a) s o l u t i o n s

X,-^, , x^^^f^^^pp^^ X^=:^^^-?^-r),

ei: la somme des carrés de ces so lu t ions est égale à p, c'est-à-dire
à U + ' V ; l 'équation transformée est donc, en généraly 'une équa-
t ion E/^.

Nous avons vu (64) qw ^i lîi f o n c t i o n t r ans formante est é^ale a la
solut ion isotrope ^"'Kp, l ' équa t i on se transforme en une équation E^; le
résul ta t subsiste pour une so lu t ion isotrope quelconque, puisque r ien
ne d i s t i ngue ces s o l u t i o n s les unes des autres.

On verrai t de même que si À est une solution linéaire, la transformée1

est une équat ion E^./,. Donc :
Si l'on transforme par la méthode de .M.. Moutard 'une équat ion E/,,

la transformée sera :

Uae équation K ,̂ si la solution transformante est une solution isotrope;
Une équation E,̂  si cette solution est une solution linéaire;
Une équation Kn^2 dans le cas général.

11. importe de remarquer que les équations E,^a ainsi obtenues sont
des équations particulières. En effet, on a

•y .-«r ïX^,4 g -1- (, X.//,„}... i ̂ ::::: — .- •
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Tony les groupes quadrci tiques ont une solution isotrope commune.

6(3. Soi t A un réseau orthogonal aune congruence plusieurs fois C;
ce réseau, sera C d'une infinité de manières, c'est-à-dire (45) qu'il sera
appl icab le au second degré sur une infinité de réseaux A7, A", ..., de
l'espace à c inq dimensions. Soient (^, . . . , !;;,; Y ] , , . . . , Y]y) les coor-
données normales des tangentes au r é s e a u A ; ( ^ , . . . , ' ^ ; y ^ , ..., y^)
celles des tangentes à A'; (^, . . . , ^ ; y^, . . . , T]^) celles des tangentes
a A/'. On aura (n0 45)

2^-2^-2^
2^-2^-2^
^ ( à c Y ^ ( ^ ^ ^ f < ) ^ \
^ \àu) ~'^ \àu) '^^\àu)

V /^V2^ V /'^Y—Y f^IîIY
ZÀ \^} ^Zà \ f)^} ^^ \ àv ) '

S^^S^^^S^^

<\2

Ju} î

, ^à \()^

On a, d 'autre pari,

i^̂
(/('
an
'au

=: n r\,

rr.r m '£,

^ ,

'<h> ~
(W
au.

••= n'f}',

= m'^'y

0^

àv
à-n\
ou.

=nn",

==my,
(68)

On en dédui t , f ac i l ement

( V..^v^^. -v^< -y
^s".^^ "-""Zi " au ""A-i

(69)
^r/'V ï ^ ^ î:/ ̂ 'l — V 'r// ^-L

Zi s ^t. "'"""A< -s fJ^ ""'̂  " < .̂7 ?v .- ^•^ v >./ ̂ /

à^

^ È^
au à^

^ ^^ /^ ^ a'c, fW _^
^é'â'u 7h^ ""^aà Tu 'Th '~~ 2^

à^ rW

Soient alors (G), ( G ' ) , (G^) des congruences harmoniques correspon-
dantes aux réseau.x (A),. (A'), (A^). Les paramètres (X^ ..., X^);
(X^ .^ X,,); (X:...., .X;) des droites G, G^sont donnés (n°6) par

///m. Éc. fform. (3),, XX. — JUIN 1903. 39
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les formules

(70)

On en dédui t

C. GUÏCHARD.

X ::=^ —^•/î ,
X/^^^
X^r/^-p^,

^
(?F

= /îr/, ^
au m p.

(70

àX.
au ^
^X/

^ """
^
au

àî.
7JÏI~

à'^'
^ à u -

Ôi"
^ au -

àp
OU

àp
au
àp
au

D,

^

^r• i f

()X.
à^
(W
ù^

dX"
ô^

^ ^1 .
— jî; ̂

„„ ̂  H
—— ^<;

-^^
^ dt.̂

à'f]-p^
an'

~-P-^'

au au ' 9 à^

En tenant compte des formules (67) et (Cx)) on aura

25

yf^Y
^^a^

y^Y
-^ \ ôv )

ÎC2 ^^

2(
2(

^ x/2

/'(),X,^^f^ )
/JX^
^ (^^ ^

=2^
)'-2
C-Z

^2
y

^x'/y
^ .̂< ;
/ '()X"\1

\~û\' )

(7^)

et, par conséquent, ces congrucnces (G), (G7), (G") sont applicables
les unes sur les autres.

Si l'on prend pour 7^ une combinaison isotrope des quant i tés ^//,
q sera la combinaison isotrope correspondante des quan t i t é s y]"; il y
aura une relation isotrope entre les quantités X^ ce qui, permet de
diminuer leur nombrede deux unités ; on voit que les congruences (G),
(G') sont 0, 30. On .obtient ainsi toutes les congruences 0, 30 har-
moniques-à cette série de,réseaux G, C.

67. A une congruence plusieurs, fois C correspond une congruence
de sphères plusieurs, fois C; les centresM, de ces sphères décrivent un
réseau plusieurs fois IL Les coordonnées d 'une telle sphère étant les
quantités 0^ O^ ..., (L, (64) les coordonnées de,M seront,,

.ri Q^iQ^ ^n^ ^" O^'lïk'
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et par conséquent le point M décrit un réseau ponctuel à invariants
égaux. Ce réseau possède les mêmes propriétés que celui qui a été
déterminé au n° 6i [équation (52)]. Inversement, si un réseau K est à
invariants égaux en, coordonnées ponctuelles, ce réseau est le réseau
des centres d'un système plusieurs fois C; donc :

Pour quun réseau K sou cl'une infinité de manières réseau K il faut et
il suffit qu'il sou parallèle à un réseau à invariants ponctuels égaux.

68. llEMAPxQUE. •— Si l'on a une congruence C, C il y aura co'4 réseau 0
qui lui sont ha rmoniques ; ces réseaux seront 0,30; à chacun d'eux
estharmoniqi io une nouvelle congruence G, C. On a donc une trans-
formation géométrique de ces congruences. Cette transformation est
identiques à la t ransforrr iat ion analyt ique des équations Es définie au
ri0 65; nous avons vu. qu 'une telle transformation, faite avec une solu-'
tion isotrope, transforinait les paramètres 0^ (L, ... , 0;, de la con-
gruence (x h a nn on ique iai un réseau 0, 30 dans ceux ^, ... , r^ de la
seconde congruonce (V ha rmonique au même réseau.

On peut remarquer que, si l'on connaît toutes les solutions quadra-
tiques d'une équat ion E,,, on pourra poursuivre la transformation en
effectuant seulement des quadratures.

69. il y a ̂  congruences 1 conjuguées à un réseau 0; si le réseau
est 30 ces congniencea seront en outre 51. Nous allons former ces
systèmes. Pour avoir les paramètres directeurs d'une droite d'une
congruence conjuguée à un, réseau 0, il faut former une combinaison
linéaire isotrope des trois premières lignes du déterminant orthogo-
nal A; nous allons raisonner sur une combinaison isotrope des deux
premières lignes. Nous aurons une congruence G ( X , , . . . , X,g) dont,
les paramètres directeurs sont

X/,.= ^/,41- iy/c.

Aux déterminants à! on fera correspondre des congruences
^(X^^X,).: • 1 ' 1 ,

X,=^+/y,.

Toutes ces congruences sont L 5 I ; pour déterminer les quatre
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coordonnées complémentaires» je pose

(73)

d%
au
à^
àv

• (a +• ie) cas y,

^( /^+•< / ' ) si 119,

JY,
^/ ( a 4- <f<? ) s i i( o y

^ :=.^,(//^nœscp.

On voit facilement que les quadra tures (73) sont c o r n p a l i h i c s el
que le point Y,, Y^ décrit un réseau 0 plan ; posons, en ou t re ,

(74:
Y^Y,-
Y, 4-^,=: Y 2 <„„ Y;2

1 l ' ' 2 *

On aura alors

s '̂-s '̂̂ î
._,. ; i ̂  (àXY i v/r/X/y ^
w W 2< (,^J - W~^\~Ô^) ".tou ) "^ \()n

-y/ '^'Y.y^Y.-L y f^V - j. v /^'Y-.-v
V2 ̂  \ àv ) " " V* Z^ \"<)v ) ' '2^

Enfin les quantités X,, X',, Y sont les so lu t ions de l ' é q u a t i o n

^ ( a ^ i e ) ^ . (^+ if)
__ _ Ô V ' ()\. O U - " ' Ô\
au ( ) { ) ̂  a + ie ( ) ( ( . —^-"^^— •^ .

(76) <r-\

On voit bien que les congruences (G-), (G') sont I , 5.1, les q u a t r e
coordonnées complémentaires étant Y, , Yy, Y;^ Y ^ .

Cela posé, soit À une solut ion quelconque de l ' é q u a t i o n (7.3}; les
points M(^-^); M^,.../^); N(^,.-,Iî) décriveril

des réseaux 0 associés, car des équations (76) on dédoit facileineni

JLV^ x^s- ï ^7^ ^^^^^Y^ ^Y
U2^ ̂ ^ I; "- i]^2à \^ T) '^2^ {Ju J ) '
A-V (^L^V^^LV ( () ^ V ^ W ^ YVv^\à^ i ) "v^ZiV^T^ ^2^^ A y ?

donc, en général, les réseaux M et M'sont 0, 50; les qua t r e coor-
données complémentaires pour former des réseaux 50 étant Y -

Si À est une fonct ion linéaire isotrope des quan t i t é s Y,1 ces réseaux
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sont 0^ 30; on obtient ainsi oo2 réseaux 0, 30 conjugués à chacune
des congruences G.

Ce passage d'un système 0, 30 à un système I, 51, puis de ce dernier
à un nouveau système 0, 30, donne évidemment une transformation
du problème posé. Ce sera la première transformation; nous allons
montrer qu'elle est contenue dans la transformation générale qu i est
constituée (n° 68) par le passage des systèmes C, C aux systèmes 0, 30.

En effet, soit G- la droite qui a pour paramètre .X^, . . . , X;,;

(X X N

ç celle qui a pour paramètre Y ^ , . . . , Y/,. Les points M —? • • • ? ̂  ) ;

(Y Y <s

N _, ... , — \ décrivent des réseaux 0 associés, si "X est solution de

(X X - \l 'équation (76) ; soi t X, une autre solution ; les points M^ — - " • ? — )

(et N^ —? " • • y — ) décriront aussi des réseaux 0 associés. Les deuxAI Ai /
réseaux M et M^ conjugués à une même congruence G sont harmo-
niques à une congruence L {fîg. i 8 ) ;de môme N e t N , sont conjugués

v\s- ^'

a une même congruence^. Les paramètres de ces deux congruences
satisfont à la même équation

( 7 7 ^
<PZ i à h <TL î ôl àt
^7jÏ "'" 7i àv au l ou. ôv

• RZ.

Ces deux congruences sont évidemment des congruences C; si
donc Z^ Z^, Zip Z^ sont les paramètres de ^on aura

(78) ^ ^Zj + ZÏ ̂  Z] ̂  iw^l^.
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Ces résultats subsistent quels que soient ^ e t X , , . Si l'on suppose
?.=Y,+n^ ^=Y3±n^,

M et Mi décriront des réseaux 0, 30; Ici somme des carrés des para-
mètres de ^est nulle, par conséquent

h _ V2

^ — — ^

et par suite, l ' équat ion (77) est à invariants égaux, donc la con-
gruence L est C, C.

On voit que la transformation générale permet de passer du
réseau M au réseau. M i . Ce résultat subsiste év idemment si A et ^
sont deux solutions isotropes rectangulaires, c'est-à-dire si

}. •== ^i Y! 4- ^Ya -h f^Ya -h a., ¥4, a^ 4- a\ -h <%j 4- a^ = o,
W9J ^ ̂  b, Yi 4- ^Ya + ̂ Ya 4- ^Y^, ^î 4» ̂  4" ^|S 4- ^^ = o.

avec la condition

( 8û ) (f/i />i 4- <^â^2 "+" a•^î + <'y/^4 :::= 0.

Cela posé, l 'ensemble des réseaux 0,30 conjugués à C s'obtient en
donnant à À le système des valeurs (79)- On peut représenter chacune
de ces valeurs par un point , ayant pour coordonnées homogènes a^ a^,
a^, a/,; ce point est s i tué sur la quadrique S qu i a pour équation

âc\ 4- .ri 4- ̂  4- .^==0.

Notre première transfbrmcZtion permet de passer d'un de ces réseaux
0,30 à un autre quelconque; c'est-à-dire à aller d'un point de la '
qnadrique Sa un autre point queleonque-

D'autre part, la1 condition (80) prouve que les points qui corres-
pondent à "X et a X^ sont situés sur une même génératrice de S. La trans-
formation générale permet donc d'aller d'un point de S à un autre
point situé sur une même génératrice.

Or on sait qu'on peut aller d'un point d'une quadrique à un autre
par un chemin .formé de génératrices; par conséquent, les réseaux
donnés par les premières transformations pôurraientêtre obtenus par
deux freins formations générales.
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On aurait pu effectuer cette première transformation en introduisant
les congruences 0, 30 et les réseaux I, 51 au lieu des réseaux 0, 30
etdescongruencesI ,51 .

Considérons les quanti tés X, X' définies par les équations (44)
et (46); soit p une solut ion de l 'équation à laquelle satisfont ces
quantités; les points A f^, • - . > ^V A' f^ , ..., ^V B (^> ̂ )\ P p 7 \ p p / \ p p p7
décriront des réseaux applicables; si

p == ak 4- jSfJ. "+" p, a^i^-h-y^o,

on peut réduire à une seule les coordonnées de B; le réseau A est
applicable sur un réseau à une dimension et sur une in f in i t é de
réseaux A/ de l'espace à cinq dimensions; ce réseau A est 1 et une infi-
nité de fois 5L

70. Soient X, , . . . , Xs les paramètres d 'une congruence I, 51;
Y ' i , . . . , Y., les paramètres complémentaires; à cette congruence corres-
pond une congruence de sphères; les coordonnées du centre M. sont

_^ X i __ X 2 __ X 3
^;t :———— ———— y—————rrTV"" ? '^2 ————— ———— "^—————--^-y- ? X^ ———— Y^^ /Y ' '

A$-+"^Â<4, Xs.-h-^ A^ Aj,-+-^A4,

Le point M décrit un réseau 0 associé au réseau N ( y < , . . ̂ y ^ :

Y^.
^^^X^O^

et l'on a

(Sr) S^0-

Le réseau M est donc 0,50 en général. Inversement, soit M/ un
réseau 0, 50 ; il est associé à un réseau N' de l'espace à quatre dimen-
sions; parmi les réseaux parallèles à N', il y en a deux qui satisfont à
la condition (8î). Soit N l'un de ces réseaux; parmi les réseaux paral-
lèles à M', il y a un réseau M associé à N. La sphère point M décrit
une congruence 1,51; donc : si M7 est 0^50, il y a deux, réseaux M,
parallèles à M\ qui correspondent à des sphères I, 51.

On verrait de même que, si M/ est 0,40. il ,y a un réseau M. paral-
lèle à N7, qui correspond à des sphères I, 51.
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Enfin, si M7 est 0, 30, tout réseau M paral lèle à M7 donne une con-
gruencc de sphères ï, 51.

Nous allons donner l'image de la première t ransformat ion sur
l'espace à trois dimensions : soientM. l epo in t qu i , décr i t une congruence
de sphères I, 51 {feg. 19), C un cercle 0, 30 conjugué à cette sphère;

Fig. 19,

l'axe BS du cercle est harmonique au réseau M ; i l y a d o u x sphères
plusieurs fois C harmoniques à ce cercle; les centres A et A/ de ces
sphères décrivent des réseaux conjugués à RS. Soient (^,^,0^)
les coordonnées de M; ^, Ç a » .̂'i 1̂  cos inus d i rec teurs de MB; T) , ) , r^,y];t
ceux de MS. On aura

ôx , ;, à!i , ()'E— =: fit — ~= l/n, — —: nn,
au <)^ ôc '

à x . ai , ô'n— =: lr^ •— •=-r hn — =-:-:: m,r,
àv ou ()u "5

Les coordonnées y^,jâ,yy de A peuvent s'écrire sous la forme

j=^+./7^4-/^;
d'où ron tire

àï „ , /, . àq . \... . Ôpàr <)ï /, àq \ . . àp
-'- =r ̂  q -^r [ h 4- •v7- -+- pm ) £ •+- -/- •/},^^ au ' \ au / ) ' au

àr an àq *. /, àp \J ^ —p ̂  . ' r + / 4^ an "+- -L ) rj,
(/(? ôv' à v ' \ ' àv )

y y àc àq à-û ôp . ( àh ^r/ àp 'à/rA
Ju-àï == au ̂  ̂ ^Ju^ ̂ ^ + j. + D^ + m ̂  +ip ̂ )

l ai ^p à a on'+ ri [mnp^ — -+- —l ^ ri -^ + ci —
\ Â <)u àuà^ au ' au
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Le point A devant décrire un réseau, on doit avoir

/Q^ àîy -p07 +0^.(83) ï)^"^^^

Bien qu'il existe ici une relation linéaire homogène entre les groupes
de quanti tés ^ Y], -^ ^yl les deux membres de (83) doivent contenir
ces quant i tés avec les mêmes coefficients; sans cela le réseau A ne
serait pas con jugué à une congruence harmonique au réseau M.

On a donc
p=i^, Q^i^,

q àv p au

et en égalant les coefficients de ^ et Y] dans les deux membres de (83)

l^,-^+';^+-^=^(i^—)+^^
(84)(^-4:-*-^——^=^^-^^'+^-l•-)•

D'autre part, A est le centre d'une sphère plusieurs fois G, cl, par
conséquent, A décrit un réseau à invariants égaux, ce qui. permet de
poser

,(83) ^=pU, p = i p V .

En substitimntces valeurs de p et q dans les équations (84) on obtient ,
après quelques réductions faciles,

, / <Pp 2 àp ^^^^_i<?P/,^^_p/m^+.V^V
\ IJ ( JaT. "" 'p 1)u ^ ^ mnp) ~~ p <^ à^ [ \ ^ )

^^.vr-^^-^^^^p^^^^-p^ +^y
( ' '\ôiià^ p au àv i / P au àa \ ô^)

On voit que ^i l'on pose

( A = H U , w = = M ^

(87) \ ,V
t / ,̂ : LV, n ==Ny,

on aura encore ! 1 1

àlî y ^ àL ,.̂
(88) ; , ^.=^LM. ,^-HN,

Ann. Éc. Norm., (3), XX. — JUIN KpS. 30
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et les équations (86) deviennent,

1 A--3 ^^P- , MNp2 ^p âp
p <^/ (^F
a àp àp
p <)« ^(;

1 ÈR. H — ^
p 6^ 6^

. i ào , . ôLt - r L 4- ^
p 6//<t <7^<

(89) !^^ ^"^(̂  ^t'

à2?

(̂  <IP
( ^ P - . ^ ^ + M N p

/? / / / » f J /-i y » r i rïn •

p c.àM
àv

. (Wip au

On est condui t à faire le changement d ' inconnue

On trouve alors

(90)
^

au àv
{m "> •(Môr.

àv ^^r-+/ , ^ r ,MN'r: Hr

., ^/t .^L , ,r}iN, » i »» .̂̂ _. _ i _ »«& » ».v S,-<| / ^ C' . / t. •l,—~' / jou au àa

Nous allons employer ici un artifice de calcul, qu i est tout naturel
lorsqu'on fai t une étude géométrique a p p r o f o n d i e de la quest ion.
Nous égalerons chacun des mernbres des égalités (90) à

A,r4- B^+C/^

A, B, C étant des fonct ions de u et ^ que nous déterminerons de façon
à rendre les équations compatibles.

On aura alors

(90

(92)

/
àr
à^

àr
au.

à^r
"Y • . — \.A/^~au ov

^-tif t

'c—
L + '

, n .,."1

B-

l\ï

•+•1

àll̂

H ''"'
OL
7)u

L '' -1- -

îr !^-l-(A -+-

A-

^ A , ~

MN

.()M.
""^
II

r}N
Ju

L

)/V

Nous allons différentier la première des équations (91) par rapport
à u, remplacer après la différentiatiôn ià- par sa valeur fournie par la

seconde; on obtiendra ainsi une. valeur de ^—; nous calculerons

de même j^ en partant <ie la seconde équation (91); nous iden-
tifierons ces deux valeurs avec celle que donne l'équation (92)* On
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trouve pour -.—^ les valeurs,
/„ <»I\ A .àM\

à^r ^,<) / C \ .) î^^ ^-^1.
————— / ————————— l ——————— -+- / —————————— \ .-.y / -t———

ôuà^~ àu\R) àu\ H / au \ H

/ B-fVï -B^ ^-^( C ^î-5 1 1 zL ., • au au |+ V'H + —H—/ \r ̂  —L—^—L—/
/ ÎLA / • . l ^ ' N

. û /(C\ o> (ii ~ ^« à ___au }
— /'«y __ ( __ i _)..„ r __ 1 _________ l -4-. —— î ————————— f
"•" <Jp \ L / à^ \ L ] ' àv \ L /

/ _ ÔL'Y / ,, dH , .àM\I .,, ^ B — — \ / ,-, B — — A — /. -.- \( i { } au. } ( C , 6?c à^i | r» /« „_ _4_ ____ ______ j \ _ y ' - » -..L. _____,_____ /• -L-. ——————————— /r V L 4 L / \i5. ^ H h 11 /

En égalant les coefficients de r^ on trouve
?t/ 'C2 _ ^(1?Tïr ^"'Lif'

/Lil

€ -
ce qui donne

(1)3) , C:

En égalant les coefficients de r2 on trouve

B^r . ,B^
J / ^ \ ^^ ^^ 12^ ^^1 ^ ^ Y H / .4' î i T "4" TT L~~

/B-^ B-^ 1
_ à /i(:\ __^ C 2 ^ C _ _ / } ( ^_ ̂  ̂ ^+ ^ , ^ + ^ ^

En remplaçant C par sa valeur (gS) on trouve que les deux équa t ions
d o n n e n t
, , ,, ô'H .ÔL< )̂ B-= ——-^—.
' c^ (/^

Ésaîons rna in tenan t les coefficients de r. On aura

/ï> ^X - A ^N Ï/ (M- 'Jï àL[ ,B — — \ /., ^ A ""- — B — — ^ B — —
A X/l^ à àv \ 2C ^^ <h? àa

A. + M,N = -3-" \ ———f.——— / + ".:•, -———j————— "-+- ———fr——— ————j————ou \ il / il L il ^
/.,., ^L\ . • .àM ... ^L . àR
1 ^ ̂  ̂  \ , . A — l •—— l B — -y" B — -y-

() ( " au ) . 2 z C ! , àv ___^ __à^
='^\——^——7 4 - ^ - g + ^ . „_
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Si l'on remplace B et C par leurs valeurs, ces équations deviennent
des identi tés.

Il ne reste plus qu'à égaler à zéro les termes indépendants de r. On
aura

W
A
au

^ .()M\ ,, (M. ., (WA —— / \ 1-S / A/T>> —— b —r— l A.> —— ~~—— (. A —— —•—
àv | àv au.+ — — — —— .̂— :̂  o,

UH
.,, ()L . .^m/ • A ^X

^( ^ 1
^C-' \

c B — — A — i —au ()v^ ^

II faudrait exprimer que ces deux équations ont une solution com-
mune en A;, voici, comment nous allons opérer. Posons

(9^>)

, . ()MA —- /. —
(7P _ /- y——^——_^L^

/ A - (W
1)u •n, .

<)L âHLes équations (90) donnent , après avoir remplacé B, —^ . - • - p a r l e u r s
valeurs,
(97)

m
à :̂1 ̂  ML,, àL,

'Jn̂ ^WL

et, en égalant les deux valeurs de A fourn ies par les équations (96),
on trouve
(98) àM. (W i , ,,„ , „„ ,—. 4. 4. „ (ni ^ LH,i ) ".:= o.

(h9 un '2 ' /

Les' équations (88), (97)? (9S) montrent que si l'on pose
H:=(A+nî ) , I i i=(A,-Œ),
L=(B4^F) , L i = = ( B -iV), ,

les quantités A, E, B, F, M, N sont les rotations d'un dé terminant
orthogonal à quatre lignes. En conservant les notat ions habituelles
pour ce déterminant /on aura

. , , ̂  [^(^ + y)]2^ (H2 ci^^ L2 d^),

^ [</(^ - y)]^ (IIî d^ +• LÎ ^2). , ,
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On voit que le réseau donné (M) doit être associé au réseau décrit
par le point (.r+iy); c'est la condit ion que nous avions trouvée
autrement [équation (8i) j .

En remplaçant A, B, C par leurs valeurs, les équations de Ricatti
qui déterminent r sont

(99)

^„^.2_,Nr+iL l ,
à'P a 2
àr H , .., ïïi— ==: — .r2 4- i M /• + — •
O U Ï 2

On obt ien t ainsi une série de points A {fig. 18), tous placés sur la
droite Ma qui a pour paramètres directeurs

US4- <"Va.

En changeant i en -~ i dans les équat ions (99), on aurai t une autre
série de poin ts A\ si tués sur la droite Ma' qui a pour param.etre
directeur

(.H-fVa.

Supposons que l'on connaisse le réseau M, un p o i n t A et un po in tA ' ,
on pourra déterminer tous les autres points sur les droites M. a, M a' à
l 'a ide de quadratures.

"Prenons un point quelconque A< de la série A, et un point quel-
conque K\ de la série A'; la droite A^K\ sera axe d'un cercle passant
par M; ce cercle est 0, 30; il est normal à une famille de surfaces,
on pourra, déterminer les poin ts M', où ce cercle coupe à angle droit
u n e surface de la famille à l'aide de quadratures, car on connaî t la
surface (M). La sphère poin tM^ est I, 51 ; dans le réseau M < on connaî t
le couple de points A.^A,\. On voit qu'on peut cont inuer les transfor-
mations en n 'effectuant que des quadratures.

71. On voit que si un réseau A ( ^ i , . . . , S;,; y]n • • - . ^5) <^t I » Ô Î , il
est applicable sur une i n f i n i t é de réseaux A^p .. . .E^y]? . . . * , Y]^),
A'Y^ ...^; y/p .. ./ïO de l'espace à cinq, dimensions et sur un
réseau "A.)(^, Y]) de l'espace à une dimension ; soient ( G ) ( X i , , . . , Xg);
G'ÇÏ^ ..., X,); G^X^ . . , , X3; g(X) des congruences harmoniques
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correspondantes de ces réseaux. On aura
X./c=^/,—-/^/c,

^=q'E,-

^=^-
• P^f^
- p ' n i ,

X./,=^£ --p^.

Toutes ces quantités X/^, X^, X^ X. satisfont à la même équa t i on de
Laplace et l'on a

^^""S^2^^^^

Si l'on suppose? combinaison linéaire isotrope des quant i tés ^ on
pourra réduire à trois le nombre des paramètres X"; les congruences
(G), (G") sont 2!, 4 I î 1^ coordonnée complémentaire pour être ^l
étant X, et pour être 41 1^ coordonnées coniplémentaires sont les
trois quantités X/. De chacun des réseaux tels que A\ A'\ . „ • on
déduit oo^ congruences G, qui sont 2!, 4i<" Nous allons former ces con-
gruences .2!, 41? d\sne autre manière», en supposant que les paramètres
a i e n t été mult ipl iés par un même facteur, de façon à réduire la coor-
donnée complémentaire X à l 'unité.

Les trois coordonnées complémentaires X' que nous désignerons
par a^ Oy, a;, forment la première ligne d'un dé te rminan t orthogonal

y'i ^ <y^
Pi P«2 Pa ,

7i 72 73

Soient a, b, m, n, les rotations qui satisfont à la relation
à m, anab 4- : o.(100) à^ au

. Les paramètres {x^x^, . . . » x^) de G formentlâ première l igne d'un
dé te rminan t orthogonal A d,e l'espace à cinq dimensions :

Vi
'^s

Js

•ïïï

^
'^
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Soient A, B, E, F, G, K, M, N les rotations de ce déterminant, les
quantités x, ..., x., satisfaisant à la même équation de Laplace que les
quantités 0,1,02, a;î,, on aura

\ A=aV\(IOI) |B=^;
et par suite

''0 ^
M = m ^ , N==/^,( 1 0 2 )

et l'on aura la solution

abW 4- EF 4- GK -4- â (m v\ -4- à ( n ̂  ~ ° 'àv \ t) I au. \ t) 7
(xo3) â^W-t-EF

Des équations (100) et (iô3) on déduit que si l'on pose

1 .„ t)
a \1\ — t.)*2

^

t.).=k/i — a2

(104 )

v. ^,-=.^.^^\
Î ^ / Ï — ^ 2 '

les quant i tés

ô

-^

(ïo5)

satisfont aux équations

/^P, /c^K,

i ,, , 0^=^(^ m ' = m ^ ,

V
" -"[J'

rfc , àff , ,
— —- i m', —' ==/<• m'
()<' " àv

if. '. en'
àk
'ouau

„ . à m' au
ef^r gk + —- + 1-— = o,v a ôv au

et, par conséquent, ces quantités sont les rotations d'un dé terminant
orthogonal A,

t ry1 /yJ |
\ 0^ 1 ... *'"'4

A,== y\ - • • y*

l - f l ' > - • • < 1
Les réseaux 0 de l'espace à trois qui correspondent au détermi-
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nant 5 s'associent aux réseaux Ode l'espace à qua t re qui correspondent
au dé te rminant , A , .

Inversement si les déterminants § et A< correspondentàdes réseauxO
associés, on pourra en déduire une in f in i t é de déterminants A ayant.
pour ro ta t ions

a'O, eV^ g-Vi, M' =: m.
•ç'

•<)

^-rr^, /^i, /c^,, N = =
où l'on suppose

D^—^JL^, t) .^_^_'' ^ ^ ' l y ^ i 1 ^/^rij'î:^^
a Y , r<)=-——-=^, \Y

V/^^V2^"! ^a:^V^:4::"ï

a étant u n e . constante arbi t ra i re* On obt ien t a ins i la série des con-
gruenoes 2!, 4L G.G^ • * . .

Prenonsunedecescon^rucnces G q u i correspond au d é t e r m i n a n l A ;
le réseau orthogonal à G est celui qu i est enveloppé par le plan j^;
ce réseau est 2Ï, 4 l * On ibr'roe, cornrnc dans la théorie générale, le
réseau de l'espace à deux dimensions sur lequel, i l est a p p l i c a b l e ;
le réseau de l'espace à qua t re sur lequel i l est appl icable est paral lè le
à. ce lui qui est enveloppé par le plan X^Y] du d é t e r r n i n a n t A i .

En fa i san t varier la cons tante a, on o b t i e n t u n e i n f i n i t é de détermi-
nan t s A et par suite u n e i n f i n i t é de réseaux '2! , 4 h loi^ ^'s réseaux.
sont applicables les. uns sur les autres, c'est-a-dirc que ces réseaux
sont d 'une i n f i n i t é de manières 51.

Aux systèmes ai, 41 correspond une congruence de sphères; le
réseau (M),des, centres est, en général, 20,4Û. Inversement , si l'on a
un réseau 20 /40» 'il. y à, parmi les réseaux qui ' l u i sont parallèles
deux réseaux qui sont décrits parle, centre de sphères al , 4 l"

Considéronsm^i ntenant lacongruence décrite parla droite H (y ± is),
cette congruence est'!,., 51., les ,quatre coordonnées complémentaires
étant les quanti tés x ' ^ y ' i du déterminant A. O n , obtient ' a ins i les
deux congruences'I, 51 harmoniques au: réseau si, 4I-

. Ce passage- des systèmes 1,51 a 2!, 4,1» <it inversement, .constitue
évidemment une transformation de notre problème* Nous dirons que
c'est la deuxième transformation. ! 1 ! . ' !1 1 : •
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72. On sait que si (iM) est un réseau 30 il y a ce3 congruences 31
qui lui sont conjuguées; si le réseau M est en outre 0, ces congruences
seront 31 d 'une autre manière. On obtient donc des congruences 31, 31.
Tnversem.entsoient G(X..i, ..., X;,) une congruence 31, 31 ; (Y,, Y^) les
paramètres complémentaires pour la première manière ; (Z , ,Z^ ) ceux
qu i correspondent a la seconde. Si À est une solution de l'équation à
laquel le satisfont les quan t i tés X, Y,Z, le point ( — •> • • • ? — i décrit un
réseau qui. sera en général 30, 30: les coordonnées complémentaires

(Y Y \ f7 Z \étant d 'une part — 5 -1 j et d'autre part ( —S -â ) • -
Si " À = = Y ( ± ^ Y 2 le réseau devient O.,30. On obt ien t ainsi deux

séries A, A/ de tels réseaux; si. À = = Z i ± ^ Z ^ on a encore des
réseaux 0, 30; on obt ient deux séries B, W de ces réseaux.

Ce passage des systèmes 0, 30 aux systèmes 3.1, 31 et inversement
d o n n e une t r ans fo rmat ion de notre problème. Ce sera la troisième
ircmsformcuion. Nous al lons mont re r qu'el le est comprise dans la
t ra n s fo r m a t i o n gé n é ra 1 e,

En effet on vérif ie f a c i l e m e n t que les tangentes correspondantes
des réseaux A. et A/ sont également inclinéessur la droi te G, comme
cela a lieu dans l'espace ordinai re pour l ' inversion. 11 ne peut donc
pas en être de même des réseaux A. e t B ; ces deux réseaux ont une
congruence ha rmonique commune, soient B. et S les foyers de cette
congruence; les triangles USA, et RSB ne sont pas égaux, il en
résulte (38) que la congruence BS est p lus ieurs fois G; donc la
t rans fo rmat ion générale permet de passer de A à B ou B', de A' à B
ou B'; en la répétant deux fois on pourra passer de A à A".

Or l'effet de la t roisième t ransformat ion, q u a n d on l 'applique à des
réseaux 0,3 0, est de passer de A à A/ ou B ou B\

II est f ac i l e de former les réseaux 31/31 en partantdes congruences
0,30. Soient en effet G ( X , , . . . , X,); G^X;, .... X,); G^X';, ...,X;)
des congruences 0, 30 (62), toutes applicables les unes sur les autres
et applicables sur la congruence D(À, a, v) de l'espace à trois dimen-
sions; si p est une so lu t ion de l 'équat ion à laquelle satisfont les quan-
t i tésX,X\ X^, À, p, v, les points A^., - •; ̂ ); A^^. ...^^j;

^ fEI,.. .̂  ̂  \ • 1 B (1',^ ) v-} décrivent des réseaux applicables. Si p est
\ p ! p }' ' \p p / p / ' • l l . , . '

Ann. •Éc. Norm., (3 ), XX, --•JCILLET igo3. . . ' • \ Dî
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une combinaison linéaire isotrope des quant i tés X" on peut supprimer
deux des coordonnées de A", le réseau A est donc applicable sur deux
réseaux Af et B de l'espace à trois; ce réseau est donc 31, 3 1 ; il est en
outre applicable sur une in f in i té de réseaux A" de l'espace à c inq ; i l
est donc 51 d'une i n f i n i t é de manières. Nous avons déjà trouvé de
pareils réseaux au n" 63.

Le centre M d 'une congruence de sphères 3 ï, 3 l décrit en général.
an réseau 30,30. Inversement , si l 'on se donne un réseau 30, 30,
il y a deux réseaux parallèles qui s e n t i e réseau des centres de con-
gruences de sphères 3 1, 31. Il peut y avoir exception q u a n d il y a des
relations entre les deux groupes de coordonnées complémentaires,
c'est par exemple le cas pour les réseaux d'une quadr ique.

On peut a ins i obtenir les systèmes 31, 31 en par tant des sys-
tèmes 2!, 41- "En. effet, soit, A(^,..., ,T'g) un réseau 2I, [\ \. ; il est appli-
cable sur un réseau, M(y^ja) de l'espace à deux; sur un réseau
N(^, ^2, . . . , ^4 ) de l'espace à qua t re et sur une i n f i n i t é de réseaux
A,/ Çx\, .... ;r^) de l'espace a c inq; soient (?, ÔIL, .%, cf des congruences
harmoniques correspondantes de ces réseaux formées avec une
solut ion 0 de l 'équation qu i a pour solutions les quant i téso; 1 , x ' y y, ^.

Si 0 est une combina ison l inéaire isotrope des ^, on peu t réduire
de deux un i t é s le nombre des paramètres de ,x; il en résulte que les
congruences ç, {/ sont 3 I, 31, les paramètres complémentaires étant
d 'une part les deux paramètres de SÏL et d'autre part les deux de X.
On ob t i en t ainsi co2 congruences Cf qui sont 31,3 I.

On verrait de mêtne qu'à chaque réseau 31,31 sont harmoniques
deux séries s implement inf inies et de congruences 2 I, 4 1-

Ce passage des systèmes 2!, 4Î aux systèmes 3 ï, 3 1 et inversement
fb urni t 1 1 1 une ! transformation1 de notre problème; c'est la, quatrième
! rems format ion. Nous allons montrer qu'elle est comprise dans la trans-
formation générale.

Désignons en effet par çj\, ̂ , x», Q'\, les .congruences qui corres-
pondent à une solution O , , de l'équation du réseauA; par A.,, M'i , N^ A'
les points de rencontre de (/ et ç, ; 3\i e tOTLi ; x> et ̂  ; ff et (^ ; tous
ces points décrivent des réseaux. Si 0 et 0^ sont des solutions .quel-
conques, le réseauA, sera 3 0, 5 0'; les coordonnées complémentaires
éUnt d'une part les deux coordonnées de M( et d'autre parties quatre
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de Ni ; si 0 et 0 ^ sont des solutions isotropes rectangulaires on peut
supprimer ces quatre coordonnées, le réseau A, est 0, 3 0 et par con-
séquent le passage de G à G^ peut se faire par la troisième transfor-
m a t i o n . On en déduit , comme au n° 69, q u e s i G e tG , correspondent à
deux solut ions isotropes non rectangulaires on pourra passer de l'une
à l 'autre en appliquant deux fois la troisième t ransformat ion .

I l est facile maintenant de voir l'effet de la deuxième transformation.
Soien t A le réseau 2 I, 4 1 Çfîg- 20)' x e^ ̂  ^es deux congruences I, 51

Fi g', 20.

A<

q u i lu i son thannoniques ;G une congruence harmonique 31, 31; G ren-
contre ^c et ̂  en, P et Q ; ces poi nts P et Q décrivent des réseaux 0, 3 0.
Cela posé, la deuxième t ransformat ion revientà passer de l'élément ^e
à l ' é lément . X'; ce passage peut s'effectuer par les trois opérations
su ivan tes : i ° passage de X au réseau P ; 2° passage de P à Q ; 3° passage
de Q à X\ La première et la troisième opération appart iennent à la
première transformation; Ja deuxième opération n'est autre que la
troisiem.etransfbrnfiati.on. Il ,en résulte que la deuxième transformation
est aussi comprise dans la transformation générale.

73. Parmi, les réseaux conjugués à une congruence est 4 l » il y GH
a ce1 qui sont 2(); si en outre la congmence est û.I, ces réseaux seront
2() d'une antre manière; on obtient donc ainsi des réseaux 2 Û , 20.

Inversement, si ron a un système 20 (congruence ou, réseau), il y
a ^o2 systèmes conjugués (réseau ou congruence) qui sont ^1; si le
système primitif est au d'une autre manièrey le système obtenu sera
encore,41; on déduit donc des systèmes a0, 2Û, oo2 systèmes 2!, 4 Ï -

Ce passage des systèmes 2!, 41 aux •systèmes, aO, su, et inverse-
ment, constitue une nouvelle transformation de notre problème; c'est
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la cinquième transformation. Nous al lons montrer qu/elle est comprise
dans la transformation générale.

Soit, en effet, (j( 'X,, ..,., X.s) une cong menée aO, aO; elle e s t a p pli-
câble sur deux congruences 1:1 (Y^ . . . , Y.,,) et L(Z, , . . . ,Z, / ) de l'es-
pace à quatre d imens ions ; so i t X une solution de l ' équat ion à laquelle
sa t is font les quant i tés X, Y, Z. L e s p o i n t s A / ^ 1 ? • •^ x ^) , B(^ . . .^V

C ( - 1 ? ' - ^ - " 4 ) décr ivent des réseaux, applicables. Si A est une combi-
naison l inéai re isotrope des quant i t és Y, le point A décrit un ré-
seau ^1, 41; il <vn ei^ d0 même si À est u n e combinaison l inéaire iso-
trope des quan t i t é s Z. On ob t ien t a ins i deux séries d is t inctes formées
de ce2 réseaux 2!, 41 conjugués à G. On peut dire que notre c i n q u i è m e
transformat ion permet de passer de l ' u n de ces réseaux aux autres.

Cela, posé, soit À , , une so lu t ion au t re que X; à cette so lu t ion corres-
pondent des points A , , B,, C,. Les réseaux A, et A, é tant tous deux
conjugués à la congruence G, ont une congruence harmonique com-
mune Q ; de même B et B, son t l iarmonicj 'ues à u n e même congru ence X ;
et C et G, à u n e congruence ^_.

Si A et Ai sont des so lu t ions quelconques , la congruence (j* sera
5!, 51; les paramètres complémenta i res étant , d 'une part, les quatre
paramétres de ^e, et, d 'autre part , les quatre paramètres de ̂

Cela posé, si X et A , sont deux combinaisons isotropes perpendicu-
laires des quant i tés Y, on peut fa i re disparaitre les quat re para-
mètres de St, i l en résulte que Q est I, ^L

Le passage de A. à A, peut s'effectuer par la deuxième transforma-
t i on . On démontre, comme airn0 69, que si 'Â .e t 'X^ sont doux, combi-
naisons isotropes non. rectangulaires des quant i tés Y, on passera de A
a Af en effectuant deux fois cette deuxième transformation; donc, si,
parmi les réseaux 2!, 41. conjugués à une congruence aO, 20, on con-
sidère ceux qui appart iennent à une même série^ on1 peut passer de
l'un à l'autre, par l'application de la deuxième t ransformat ion .

Supposons maintenant que 1 soit combinaison l inéaire isotrope'
des Y; X^ combinaison, l inéaire isotrope des Z; 'on pourra supprimer
dans chacune des congruences X et1^ deux paramètres;11 par consé-
quent , la congruence Q sera 31, 31. Le passage de A à A.( se f a i t , à
l'aide de la quatrième transformation.



Sl'K LES SYSTÈMES OKTiïOGO^AUX ET LES SYSTÈMES CA'CLÏQUES. 245

Remarquons, en terminant , que si une congruence de sphères
est ^O, 2(), le réseau des centres est, en général, sG, 2C. Inverse-
ment, si un réseau est ^C, sC, il y a, en général, deux réseaux paral-
lèles qui sont le réseau des centres d 'un système de sphères aO, ^0.

74. Bien que les cinq t ransformations particulières que nous
venons d ' i n d i q u e r ren t ren t toutes dans la transformation générale,
elles n 'en on t pas moins leur in té rê t propre. D'une part, elles décom-
posent, pour a ins i dire, la t ransformation générale; en ce sens que la
t r ans fo rmat ion générale équ ivau t à une opération différentielle qui
i n t r o d u i t qua t re constantes dans la solut ion générale; les transforma-
t ions par t icu l iè res se décomposent en opérations qui introduisent
moins de constantes; c'est au p o i n t de vue analytique, comme si,
ayant a résoudre une équa t ion d i f férent ie l le du quatr ième ordre, on
ar r iva i t à trouver des équa t ions de second ordre dont toutes les solu-
t ions sont solutions de la première. D'autre part, ces transformations
permettent de prendre comme p o i n t de départ des éléments autres
que ceux q u i servent de base à la transformation générale. Il n'est pas
i n d i f ï e r t M î t , en e f le t , d 'examiner un même problème sous les aspects
mul t ip l e s qu ' i l peut présenter; d'ailleurs, ces divers éléments, qui
i n t e r v i e n n e n t dans ce même problème, permettent plus facilement
d'en séparer les solutions part iculières- C'est ce que nous montrerons
dans le Chapitre suivant, où nous indiquons, d'une façon rapide, les
moyens de traiter le même problème en introduisant des éléments
qui a p p a r t i e n n e n t à l'espace à quatre dimensions,
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CHAPITRE IX..
ÉTUDE DU MÊME PROBLÈME DANS L'ESPACE A QUATRE DIMENSIONS,

SOMMAIRE.

75. Le pl'oblûmo revient u la dotermination dos systèmes t , G L — 70. Passage des systèmea 1, ( i l
aux systèmes 0, 40 o11 L, 4L. — 77. Passage des systèmes 0, 40 on L, l\ L aux systèmes 31, 4L
78. Passage des systèmes 31, 41 aux. systèmes aO, 30 ou '.îL, 3L. — 79. Passage des systèmes
aO, 30 ou aL , 3L aux système, y ai , 51. — 80. Passades des systèmes 0, 4 0 aux systèmes G, ;' G
ou de L, 4 L, à K, aK. — 81. Tabloau des problèmes équivalents dans les espaces à cinq, quatre
ou trois dimensions. — 82. Tableau des cas particuliers. — 83. Remarque sur l'espace à deux
dimensions.

75. Nous allons, dans ce Chapitre , montrer comment on peut
ramener le problème des sphères plusieurs (bis C à la, recherche
d'éléments situés dans l'espace à qua t re d imens ions . Nous ind ique rons
très rapidement les résultats a ins i que les t ransformations qui se pré-
sentent .

Nous avons vu (n° 69) qu ' i l y a une i n f i n i t é de congruences
G(X.i, . . . , X;;), (^(X.p . . . , X,^) q u i sont I, 51 et q u i on t les mômes
paramètres complémentaires Y,,, Y^ Y:p Y,^ . La droi te II de l'espace a
quatre d imens ions qui a pour paramètres Y i , Y^, Y^, Y^ décrit une
congruence ! qui est d'une i n f i n i t é de manières 61; les coordonnées
complémentaires étant soit X^ ..., X;,, soit X^, . . . » X^ ; donc : .

La recherche des congruences de^ sphères plusieurs fois C retient à la
recherche des,congruences 1 , 6.1 de V espace à quatre dimensions.

Si dans cet espace une congruence est 1 , 61 , elle est 61 d'une in/lnitéde
manières.

76. Soit G une congruence 61; on saitque parmi.1 lesTéseanx con-
jugués ily en a ce3 qui sont 40; si11 de1 plus ,on suppose que . la con"
gruence G est I, ces réseaux seront 0; si donc on remarque qu'une
congruenceï, 61 est 61 de où* manières, on peut.dire que cette con-
gruence admet oo^ séries de réseaux conjugués qui sont 0,, 40.
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Inversement, soit M un réseau 0, il y a deux congruences con-
juguées qui sont I; si, de plus, le réseau est 40, ces congruences
seront 61. Ainsi tout réseau 0 ,40 admet deux congruences con-
juguées q u i sont I, 61.

En prenant les systèmes harmoniques au lieu des systèmes con-
jugués on passerait de même des systèmes I, 61 aux systèmes L, 4L-

77. Soit M un réseau 40; il y a ce3 congruences conjuguées qui
sont 4 I ? s i » de plus, le réseau M est 0, ces congruences seront 31.
On dédu i t ainsi de chaque réseau 0, 40, co3 congruences 31, 4L

Inversement , i l y a parmi les réseaux conjugués à une congruence 31
deux réseaux 0 en général; si, de plus, la congruence est 4 L ces
réseauK seront 40.

On peut donc passer des congruences 31, 41 ^ux réseaux 0, 40 et
inversement.

On verrait de même qu'on peut passer des congruences 31, 41 ^^
réseaux L, 4L.

78. Soit G u n e congruence 41, i l y a cof réseaux conjugués qui,
sont 20; si, de plus , G est 31, ces réseaux seront 30.

In versement, soit M. un réseau 30, il y a ce2 congruences con-
juguées qui sont 31 ; si, de plus, le réseau M est 20, ces congruences
seront 4 L donc :

On peut passer des congruences 31, 41 ^ux réseaux 20, 30 ,e t
inversement .

On verrai t de même qu'on peut passer des congruences 31, 4Ï ^^
réseaux 2L, 3L et inversement.

79. Soit M un réseau ^0, i l y a co1 congruences conjuguées qu i
sont 2!; si, de plus, le réseau M, est 30, ces congruences seront 51.

Inversement, soit G u n e congruence 51, il y ace2 réseaux conjugués
qui sont 30; si, de plus, G est 2!, ces réseaux seront û0.

On peut donc passer des réseaux 20, 30 aux congruences, al, 51 et
inversement. ! ! 1 i , , !

On verrait de même qu'on .peut passer des réseaux 2sL, 3L aux con-
gruences 21/51 .et1 inversement . - - , ^ : 1 1
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80. Soit M un réseau 40, il y a co1 con^ruenccs 2C q u i l u i sont
harmoniques; si, de plus, M est 0, ces con^niences seront C.

Inversement, soit G une congruence C, i l y a co2 réseaux 0 qu i l u i
sont conjugués; si, de plus, G est 2C, ces réseaux seront 40.

On peut donc passer des réseaux 0, 40 aux congruences C, aC. On
verrait de même qu'on peut passer des réseaux L, 4 L aux con"
gruences K, 2ÏÎ.

81. Les résultats des deux Chapitres Vlll et IX permet ten t de
former un Tableau, ind iquant , dans les espaces à c inq , qua t r e et trois
dimensions, les groupes d 'éléments dont la recherche rev ien t à celle
des systèmes de sphères plusieurs fois C :

Espace à c inq d imens ions :

(I, 5.1), (a l , 4Î), (31, 31), (0, 30), (20, 20) , (C, < ; ) .

Espace à quatre dimensions :

( 3 , 6 1 ) , (ai, 51), ( 3 1 , 4 1 ) , (0,40), (L,4L), (a0 ,30) , (^L, 3L),
( C . a G ) , (K ,aK) ,

Espace à trois d imens ions :

(0, 50), (aO, 40), (30, 30), (C, 3C) , ( a C , ^;), ( K , K ) .

82. En j e t an t les yeux sur ce Tableau, on met i m m é d i a t e m e n t en
évidence un certain nombre de solutions par t icu l iè res d u problème.
Nous grouperons ces éléments part iculiers de. tel(e sorte que les
éléments d'un même groupe puissent se déduire les uns des aut res
en prenant les systèmes conjugués et ha rmon iques . !

Espace a quatre.dimensions. Premier groupe :

(1 ,51) , ( 3 1 , 3 1 ) , (0,30), (L,3L), ((:,(:), (K, K).

Deuxième groupe :

. , ! (2Ï,4I), ^0,â0), (2L,'aL).1 , 1 1 1

, Espace à trois dimensions. Premier groupe :

(0,40), (20,30), (C,2C) . ' ^ . ,
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Deuxième groupe :

(0,30), (a0,20), (C ,C) .

Le premier groupe de Fespace à quatre revient à la recherche des
solutions quadratiques d 'une équation E;.

Le deuxième groupe de l'espace à quatre et le premier de l'espace a
( ro is constituent des problèmes équivalents . En effet, soit A un
réseau aL, iL; il sera applicable aux deux réseaux B et B' de l'espace
à trois; ces réseaux B etB' sont donc C et 2C. Les deux groupes con-
sidérés ont donc un élément commun, les systèmes aL, sL et les
systèmes G, 2 G.

Le deuxième groupe de l'espace à trois revient à la recherche des
solut ions quadrat iques d 'une équa t ion IL.

83. On aurait pu faire une théorie dos réseaux et des congruences
de l'espace à deux d imens ions ; nous avons omis cette é tude pour ne
pas trop étendre ce Mémoire. M'ais on voit bien que les éléments de
l'espace à deux dimensions peuvent aussi fournir des relations par-
ticulières. r indique les deux groupes su ivan t s :

Premier groupe. Congruences (G» C); réseaux (0, 30).
Deuxième groupe. Réseaux (^O, a0).
La détermination de chacun de ces groupes revient à la résolution

de l'équation E ( - ? ^} ? c^cst-à-dire de l 'équation
A \2 Sî/ A

(P0 _ ï à0 _ i__ <^
ou (j^ •> (u — v) au 2 ( u — ^ ) àv

Ann. Ec\ TVorw., (3), XX. — JIÏILLKT xgoX 6t21
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CHAPITRE X.
CAS OU LES FONCTIONS U OU V SE RÉDUISENT A DES CONSTANTES.

SOMMAIRE.

84. Enumcration des cas partîciilier?. — 85. Premier cas. ~ 8f;'>. Deuxième cas. — 87, TroisiciiK'
t'as. — 88. Quatrième cas. — 89. Cinquième cas.

84. Si la fonc t ion U (n° 60) se r é d u i t à une cons tante , i l en sera de
même de la fbnc l ion t) (61) et par su i t e de la fonct ion ir; il en ré-
sulte ((i^) que dans l 'équat ion E;; correspondante, la somme des
carrés des solutions quadrat iques d'un groupe est une f o n c t i o n de ^
seulement; si 6 ^ , Oy , . . . » 0;, forment un groupe de telles s o l u t i o n s on
aura
( I ) , 1;̂ ^
d'où l'on dédu i t

(.) S^f—^-<—' ()u
Posons

(3) E-•y(<^-1 ^ .
5777^\()lt

On aura
àK y, ()Q t ) ' 0 T,sVr<)0àK \^ ()Q t ) ' 0 T,sVr<)0
^--31^,7<7^=3Miû^7)<7 ~-3 2. ;̂  n-,7̂  =3M Zû -ï- ==0.

E est donc une fonction de u seul; quand on passe d'un groupe de
solutions à un autre la fonction E est mult ipl iée par un facteur
constant. En effet, des formules du n° 64 on déduit , en supposant U'
constant,

Mais
Vf^)^_-^y/^^2_..u„/^'
^\()ii) ^\()u) u \j7<,

2
^à'c'V
^)^^+e'l+81î-^->n-
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ou bien , en remplaçant </, e\ g\ m' par leurs valeurs,

^(lO2^^-^-^4-7"2^-
Et, en remplaçant t) et V par leurs valeurs,

^ /wy ^,r r / . . ., i+^v2 , /^v-n
> = [J^ — — — - . , ( a2 •+ ^ -h ^2 ) -+- " ~ .no //?- — — )^—i \()u j [ i -+- a2 L12 i -+- a2 U2 \àii j \a u ) "" Ij+^U2'- ' • 0 / • j +a^U 2 \ài^

-^n-u-^yr\^^y j i^ a^- ̂ + ̂ 2 -h /?^4- ̂  fv2^2 - U2 f^^
ï -+- a^LJ- \,(7^,

Le coefficient de a2 est nu l dans la parenthèse; l'expression se rédui t
donc a
( 4 ) , ^^^y^ip(^+,,^^^,^),

Si donc E est n u l pour un groupe de solutions, i l sera n u l pour tous
les autres. Si E n'est pas nu l , on peut , par un choix convenab le de la
variable u, r édu i re E à l ' u n i t é ; E sera constant pour tous les groupes
de la même équa t ion .

On peut donc avoir les cas part icul iers suivants :

"> s—', i^y-
(") S^v. 2(^)'=°.
a,,, 2^-""-- 2(©- 20'-

^ •̂  /^V v / ̂ V
(IV) iO-.consi., l(^)-o. l^,)-1-

^ •v ^^Y ^ f09^
(V) l^-co^t- i^-^-05 i(^)-°'

^ ^ /^ /5'^ t2 -€-> /6^V
( V 1 1 ! ) 2;^-°- ^(^- r? l^^-"

Nous laissons de côté les groupes qui. correspondent à des systèmes
immédiatement intégrables par la méthode de Laplace» , , .

Il est clair que toutes les propriétés du cas général ! et, en parti- '
lier, toutes les transformatioïls que nous 'avons trouvées, subsistent
dans tous les cas particuliers- Nous allons é tudier rapidement lespro-
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priétés qui correspondent à ces cas particuliers, en laissant de côté le
sixième cas, auquel nous réservons un Chapitre spécial à cause de son
importance.

85. Considérons la congruence décrite par la droite G qui a pour
paramètres les quantités 0 ^ , . . , , 0^ ; soit F son réseau focal quand ^
varie; FL la seconde tangente du réseau F; les paramètres de FL son t
fàQ, c)OA . c . .( l , _., — et, comme on a ici\ au on i^ au * " ' (}ii

()9 ^ fôCyy Q ̂  „. y2^y ju ̂  °7 2^1 ̂  o. >. -T- " <>•ôa^^ ^ \àa,

Le réseau F est 0; ainsi dans ce cas, toutes les congruences G, G
sont focales d'un réseau 0. Inversement, si la tangente d 'un réseau 0
décrit une congruence G, cette congruence est plusieurs fois G. En
effet, prenons un réseau 0 quelconque, prenons la tangente qu i a
pour paramètres (T) , , . . , , Y);,); ces quantités sont solutions de l 'équa-
tion
.. à^ri r ôm ô'n <

( » - > ) -"—.- •=•• -•-• —— — •4" mn-f}.
du f){' ni ôv ()u

Pour que la congruence décrite soi't G il faut que
î ::,:,lu:î+ /^V2.

L'équation (5) sera à invariants égaux, donc la congruence sera
plusieurs fois G. Donc :

Ce premier cas particulier 'revient à trouçer les congruences G dont
l'un des réseaux focaux est 0, ou bien à trower une congruence 0 dont
un réseau focal est G.

Il y correspond dans l'espace à trois d imensions un réseau K dont
une congruence focale est .G, ou u n , réseau C dont une congruence
focale est K.

Soient M un réseau harmonique à la congruence G {fig. 21), MR
et MS les tangentes de ce réseau ; la congruence MR étant conjuguée au
réseau Fqui est 0 sera 31. Inversement, si MR est 31, il y a deux séries
F et F de réseaux 0 conjuguées à MR; les tangentes à ces réseaux qui
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sont harmoniques à M sont des congruences C ayant un réseau focal
qui est 0. Les réseaux 0, 30 du cas général ont donc ici une con-
oïuence focale qui est 31; de même les congruences 0,30 du cas

général deviennent ici tangentes à un réseau 31. Il y correspond
dans l'espace à trois d imens ions des réseaux G dont une congruence
focale est 30 ou un réseau 30 dont une congruence focale est C.

Soit main tenant H une congruence 1 conjuguée à M; un réseau
focal © de cette congruence est harmonique à MR, donc <p est 41-
Inversement , soit II une congruense 1 dont le réseau foca l ç est 41 ; i l
y a oo2 congruences MR harmoniques à ç et q u i sont 31; l 'un des
réseaux focaux M do cette congruence est; con jugué à H, et, par sui te ,
est 0. On voit que les congruences I, 51 du cas général sont des con-
gruences I, tangentes à un réseau 41; de même, les réseaux I, 51
dev iennen t des réseaux I, dont une congruence focale est 4 L

II y correspond dans l'espace à trois dimensions des réseaux 0 dont
une tangente focale est 40 ou des réseaux 40 dont une tangente
locale est 0-

Nous ne rechercherons pas ce que deviennent les autres éléments
du cas général; nous allons signaler de nouveaux éléments qui s'in-
troduisent ici. Soit M(,/^. 22) un réseau 31 dont la congruence
focale H es tO; parmi les congruences RS harmoniques à M il y en
a os1 qui sont al ; le réseau focal S de cette congruence qui est coi^
juguéà H sera 31. Inversement, supposons que la congruence RS
soit 2!, le réseau focal S étant 31; il y a deux congruences H conju-
guées a S et qui sont 0; soit M le réseau focal de H qui est harmo-
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n ique à RS; M sera 31. Il y a donc équivalence entre les deux
systèmes d 'éléments i n t r o d u i t s ; ce passade du système M, II au sys-
tème RS, S f o u r n i t une transformation clé notre problême,

Prenons m a i n t e n a n t un réseau M qu i est 31 et d o n t la cono-ruenco
locale H soit 2!; parmi les congruences ha rmon iques à M il y a ce1 .RS
q u i sont 2.1 (//.g. 22); le réseau S de cette congruence é tan t c o n j u g u é
a 11 sera 20; on ob t i en t a ins i des congruences ai d o n t un réseau, foca l
e s t ^ O . On remonte fac i lement de ce système à c e l u i qui a servi de
p o i n t de départ.

On peut encore ob ten i r ces systèmes d 'une aut re m a n i è r e ; suppo-
sons que le réseau M1 soit 1 et que sa, congruenco focale 11 soit 41 .
Parmi. les réseaux S conjugués à II, i l y en a oo2 qui sont a0; u n e
tangente focale SR de ce réseau est hannonique a. Aï et, par consé-
quent , a l .

Comme nous avons à i n t r o d u i r e les réseaux focaux d ' u n e con-
gruence ouïes congraences focales d'un réseau, nous désignerons ces
éléments par la même notation que celle de l'élément focal, en rem-
plaçant la grande lettre par une pet i te; ainsi un réseau, p , i est le
réseau, focal d'une congruence/?, ï; une congruence/^ o une des con"
grucnces focales d'un réseau p , 0,

11 est facile de .donner , un, Tableau de problèmes équivalents a ce
premier1 cas par t icul ier . ! 1 ! , , • ! : ^ ! !

lîspace à cinq dimensions :

(0,3Ï), (aO^Q, (1,40, (al, 30, (C,o), (30,0.
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Espace à quatre dimensions :
( ï , 4 < > ) , ( Ï , 4 Q , ( 2 i , 3 o ) , ( 2 Î , 3 / ) , ( 3 1 , 2 0 ) , (31, 2 / ) , (4l , ^), ( 4 l , / ) ,

( C , 2 o ) , ( 2 C , o ) , ( K , 2 Q , ( 2 K , / ) .

.Espace à trois d imens ions :
( 0 , 4 ^ ) , ( 2 0 , 3 o ) , ( C , 3 o ) , ( 2 C . 2 0 ) , ( 3 C , o ) , ( K , c ) .

On voi t tout de sui te un certain nombre de solut ions part iculières :
nous groupons toujours les éléments à déterminer de telle sorte que
l'on puisse passer d'un élément du groupe aux autres en prenant les
systèmes conjugués ou harmoniques.

'.Espace a. quatre dimensions :
i- ( 1 , 3 / ) , ( 1 , 3 0 ) , (3:1, Q, (3I ,o) , (C ,o ) , (K,^;
2e ( 2 Î , 20), ( ^ ï , 2 / ) .

Espace à trois d imensions :
1 e ' - (0, 3o), (C, 20) ;
^ (20, 20), (2C, 0);

3" (0,20), (C, o).

86. Considérons encore Ç/lg. 21) la congruence décrite par la
droi te G(0^ .. ., 0;,); soient F le réseau focal correspondant à la
variable ^ FL la seconde tangente du réseau F. Ici on a

^ /()9\2

iW^

par conséquent, la congruence décrite par FL est une congruence ,1;
ou, en employant les notations précédentes, le réseau F est c, i; on
démontre, comme au numéro précédent, que si l'une des congruences
focales d'un réseau est I, l'autre G, cette dernière est plusieurs fois C;
donc :

Le deuxième .cas particulier revient à la recherche des réseaux dont
Vune des congruences focales est C et l'autre I.

Il y correspond dans l'espace à trois dimensions une congruence
dont un réseau focal est 0 et l'autre K.
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Soient
M Çfîg- 21) un réseau 0 harmonique à la congruence G ;
MR la tangente à ce réseau quand avar ie ;
H le second réseau focal de AIR;

Ce réseau R est harmonique à la congruence FL; par conséquen t ,
R est a ï .

Inversement, si la congruence MR est telle que le réseau focal M
soit 0 et le réseau focal R, 2!, i l y aura deux congruences FL harmo-
niques à R qui seront descongruences I ; l 'autre congruence focale FG
du réseau F, étant ha rmonique à M, sera G. On peut donc passer des
systèmes i, c aux systèmes o, ^i et inversement .

Un réseau 0,30 du cas général est ici un réseau 0, réseau focal
d'une congruence dont l'autre réseau focal est 2!.

I l y correspond dans l'espace à trois d imens ions un réseau dont
l 'une des congruences focales est C et l'autre 2().

Enfin, si H est une congruence 1 conjuguée au réseau M, cp le réseau
focal de cette congruence qui est harmonique à M R ; epR sera une con-
gruence harmonique àR et, par conséquent, sera ^O. Les systèmes I, 51
du cas général deviennent des systèmes 1 qui, par la méthode de
Laplace, se transforment en systèmes 20*

On peut, en par tant de là, indiquer des problèmes équivalents à ce
deuxième cas particulier.

Espace à cinq dimensions :

{ i , c), (o, îu), (/, 20).

Espace à quatre dimensions :

(^,2/C), (/ ,2C), (îU, A'), (^U,C), (O,î>,/) , ( 1 , 9 , 0 ) .

Espace à trois dimensions :

(0, À'); (C, 20); (0, -3^).

On Toit immédiatementles solutions particulières suivantes ;
Espace à quatre dimensions :

(/,c); { i , k ) ; ( o , l ) .
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Espace à trois dimensions :
(o ,c) .

<S7. Dans le troisième cas particulier, les fonctions Lî2 et V2 se
réduisent à des constantes distinctes. Il en résulte (83) que si l'on
considère la congruence décrite par la droite G ( ô i , . . . , 0;,) ses deux
réseaux focaux sont 0. Inversement, si les deux réseaux focaux d 'une
congruence sont 0, cette congruence est plusieurs fois C. En effet,
soient M:(.r,, . . ., x,} un réseau 0; MR(S,, . . . , ^,) la tangente au
réseau quand u varie; on a

(6)

àx ,
^~=^

àx
àv l'a,

^
àv

à^
au

yi'n,

•• wt,

== /m,
ôh
()^

()l ,— -= hn.
()(t

Les coordonnées (y^ ..., y;,) d'un po in t R de MR sont de la forme
(7) y=x-^^.

On en déduit

(8)

^
au (̂ }u ,
^ ^-^ ^.(.p),

^r^î-^p yj (/4- np').
à^ c3 àv

Pour que le point R soit le second foyer de la congruence MR il
faut que
(^) /4- / îp==0.

Pour que le point R décrive un réseau 0, il faut en outre

( 1 0 ) âu

Or, de l'équation (9) on déduit

(n) n h ^
au.

à/î+p^=:o,

par conséquent, les équations (9) et (10) entraînent la condition
à/t

! ! au ^
Ann. te. Norm. (3), XX. — JUILLET 1903. 33
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ou n ==V; on peut , en choisissant convenablement la variable c, sup-
poser/?/ constant ; dans cette hypothèse, l 'équation à laquelle satisfont
les anant i tés ^ est

à ,̂„ -==.jnnc,
ôuo^

ce qui montre que la congruence MR est plusieurs fois C. Donc :

Le troisième cas particulier revient à la recherche des congruences de
l'espace à cinq dimensions dont les deux réseaux focaux sont 0.

En revenant à l'espace a trois d imens ions , on arrive au résul ta t
s u i v a n t :

Le troisième cas particulier revient à la recherche des congruences de
F espace à trois dimensions dont les deux réseaux focaux sont C.

Ces congruences seront, d'après ce qui précède, p lus ieurs (bis K.
Soit ma in tenan t M u n réseau 0 h a r m o n i q u e a la congruence

G ( O ( , ..., 0^) { / (g . 23); les tangentes MR, MS de ce réseau décrivent

des congruences conjuguées ' aux réseaux focaux R et S; ces^ con-
gruences sont donc 31; a ins i les réseaux 0, 30 du cas général
deviennent ici des réseaux 0 dont l e s ' deux congruences focales
sont 31.

Soit i nve r semen t M un réseau 0, dont les deux congruences focales
sont 3,1; à la congruence MR il y a deux séries de réseaux con jugués
qui s o n t O ; soit R l 'un de ces réseaux; la tangente ^lu réseau R, q u i
est harmonique à M', rencontre MS en S$ le points décrit u n réseau
q u i est conjugué à MS; ce réseaa S sera 0, 20 ou 30. Il sera 0 si, les
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coordonnées complémentaires de MR correspondent à celles de MS;
c'est ce qui arrive en général; les cas d'exception forment des solu-
tions qui ne dépendent que de constantes arbitraires.

On peut trouver ici des éléments nouveaux qui ne sont pas des cas
particuliers de ceux qui ont été introduits dans le cas général.

Considérons en effet la congruenceG dont les deux réseaux focaux R
et S sont 0 (fig- 23); parmi les congruences conjuguées à R il y a co1

congruences H qu i sont I; soit M le réseau focal de M qui est harmo-
n i q u e àRS; la droite MS décrit une congruence conjuguée au réseau S;
celte congruence est donc 31. Le réseau M est donc 3i, i; on voit que,
inversement, on peut revenir de ces systèmes aux congruences G.

Soit, maintenant L {fig. 2.4) une congruence dont le réseau focal A

est I et le réseau focal B est 31; parmi les congraences harmoniques
à B il y en a co1 qui sont 2 l ; soit EF l 'une de ces congruences; F son
réseau focal qui est conjugué à L; la seconde tangente FG du réseau F
décrit une congruence harmonique à A ; celte congruence est donc 21 ;
les deux congruences focales du réseau F sont 2!, ou bien, avec nos
solut ions , le réseau F est 2ï, 2^.

On peut maintenant former un Tableau d o n n a n t des problèmes
équivalents à ce troisième cas particulier : , ! ' ! .

Espace à cinq d imens ions :

(o, o), {i, 3(), (;u, '2Q.

'Espace à trois dimensions : 1 1 , . ! \ !

(c, c), {o, 3o), (20, 9.o)..
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Solutions part iculières :
Espace à quatre dimensions :
Ier {0,0), ( 1 , 1 ) , ( 1 , 3 , ) ;

^ (2^20.

.Espace à trois dimensions :
Ier ( 0 , 2 0 ) ;

y (0,0).

Ce dern ie r problème revient à la recherche des surfaces de M. Voss.

88. Dans ce quat r ième cas particulier, la congruence G décrite par
la droite dont les paramètres sont 0 , , (L, .... 0, aura (87) un réseau
focal ç (fig, 21) qui sera 0; son réseau focal F admet pour seconde
congruence focale la congruence FL, qu i est une congruence I. Les
deux réseaux focaux de G sont l ' un 0, l ' au t re? ; on voit qu'inverse-
ment , si les réseaux focaux d 'une congruence G sont 0 et t\ la con-
gruence est p lus ieu r s fo i s C.

Nous désignerons par la même n o t a t i o n , en accentuant la le t t re
pour l 'un d 'eux, deux systèmes, réseaux ou congruences, qu i dérivent1

l ' un de l ' au t re par l 'appl icat ion de1 la méthode de Laplacc. Ainsi, si
l ' u n e des congruences focales d 'un réseau est p , ï , l 'autre sera p. Y ;
do môme, si un réseau, focal d ' une congruence est p , 0, l'autre
sera p , (y.

La congruence C'est, avec ces notations, 0, F; ainsi :

Le quatrième cas particulier mient à la recherche (les systèmes o, F
ou, 0', i de l'espace à cinq dimensions.

' 11 y correspond dans l'espace à trois des systèmes c, (Y ou (T, o.
Soient maintenant H une congruence Ï conjuguée au réseau y, A le

réseau focal de A .qu i est harmoniques G; la congruence KV (fîg. 2,5)
est conjuguée au, réseau F; le second réseau, focal B de cette 'con-
gruence est h a r m o n i q u e - à FL. 'don^ B^est 2:1. Le. réseau A est
donc i, 2F; la .congruence ABest F, 2^.On voit fac i lement que, inver-
sement du système HAB, on 1 déd u iF deux11 systèmes .GFL; ' i l 1 suffit de
prendre pour FL les deux congruences I: harmoniques à B. !
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A ces systèmes correspondent, dans l'espace à trois dimensions, des
systèmes o, a (Y ou 0\ 20.

Voici un Tableau i n d i q u a n t des problèmes équivalents à ce qua-
tr ième cas par t icu l ie r :

Espace à cinq d imens ions
(o, r ou os o, (^ aï/ ou r, ^).

Espace à trois dimensions
(C, O7 OU C', 0), (<3,2(y OU (y, 9.0).

Solutions particulières 1:
Espace à quatre dimensions

(^n (u^.
Espace a trois d imens ions

«O^

89. Dans le c i n q u i è m e cas part iculier , la congruence G (0,, ..., 0,)
est telle que ces deux réseaux focaux F et y admettent pour secondes
congruences focales des congruences I; avec les notations que nous
avons adoptées, la congruence G est (F, I'). On démontre que, inver-
sement, si une congruence G est (F, F), cette congruence est plu-
sieurs fois CL , , ! ! •

A ces systèmes correspondent dans l'espace à trois dimensions des
systèmes (r/, r/), c'est-à-dire des réseaux qui, par l 'application de la
méthode de Laplace, se transforment des deux côtés en réseaux 0-

On voit tout de suite une solution particulière du problème, c'est
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l 'étude des systèmes (F, I') dans l'espace à quatre dimensions; ces
systèmes sont ceux que j'ai é tud iés dans mon Mémoire Sur les surfaces
minima non euclidiennes (^Annales de l'Ecole normale, 1896).

CHAPITRE XI.
SURFACES ISOïiïFJlMIQUJES.

SOMMAIRE.

90. Sixième cas particulier. Systèmes I, G. — 9 1 . Surfaces isofclicrmiquo.s. — 9-2. Ddiertilinant»
orthogonaux qui correspondent à cc;s Kin'faces. — t)3. Systèmes 0, 2 Î . — [H. Sy.stomos I, '^0. —
05. Systèmes 2 Î , 'î0, 41 et 0, 3ï , ,̂  L — 96. Systems a f, ;>.(), •t0. -— î)7. Application à la
déformation des quadruples de révolution. — 98. Cas où l'oii part d'une snrf'îK'o mhiînia. "••"
09. Cas où l'on part d'uno .snrtace à courbure moyenno constanto. D^foriïiMtKHi du paraboloïdo
qludcoiiquo. — 100. Pî'ohièiïios (Ïcpûvalonts dans l'espace à (piairo (limen.sion.s. — 1 0 1 . Sy.stènK's I, ( 3
et syalômes 0, L dan.s l'espace à quatre dimensions.

90. Dans le sixième cas particulier, la congruence G ( 0 , , . . ., (L)
est 1, G; inversement , si une congruence I est C, elle est C d 'u rKî
i n f i n i t é de manières» En 'effe t , so ien t 0 , , .. , 0;; les paramètres d 'une
con^ruence I ; o n a

^==0.

Ces quantités 6 satisfont à l 'équation
,\ <yQ t ôfi à0 ï ai ()Q .,.
( î ) 1 . -,—•r- =^ 7 —— -x- -4- 7 ~ — + lî 0.

ÛU à^ ri ô^ OU L ou <A'

En écrivant que la congruence est Cy on trouve*

o===V^==/^u^-+" ^v2;

par conséquent/ l 'équation (î) a ses1 invariants 'égaux, donc (58) la
congruence est1 plusieurs fois G; les systèmes G, G du cas général
dev iennen t des systèmes I, G; ce cas se dédui t du cas, général en sup-
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posant que les fonct ions U e t V se réduisent à des constantes égales-
Le centre A de la sphère qui a pour coordonnées 0 , , . . , , 0;, décrit

un réseau 0; l 'équat ion ponctuelle du réseau a ses invariants égaux;
la surface A est donc une surface isothermique.

Inversement , si l'on prend le réseau formé par les lignes de cour-
bures d'une surface isothermique, les paramètres de congruence de
sphère 1 correspondante satisfont à une équa t ion à invar iants égaux;
cette congruence est plusieurs fois G; donc :

La recherche des surfaces isothermiques revient à d é t e r m i n e r
cinq so lu t ions 0 , , . . ., Og d 'une équa t i on

(.) - - ^ - M 0
OU </('

liées par la relat ion
/̂'..---o

( D A Ï U Î O Î Î X , Leçons, Chap. XI ) .
On peut ajouter que l ' équa t ion (2) possède une i n f i n i t é de groupes

de cinq solut ions dont la somme des carrés est nul le .

DL Nous al lons ind iquer r ap idement quelques formules relatives
aux, surfaces iso' t l iermiques. Soit

y-i ^î y-:i
0^ ^ (33 ^

7i 72 73

un d é t e r m i n a n t ortiiogonal (2<S) de l'espace à trois d i m e n s i o n s ; A, B,
N, M ses ro ta t ions liées (28) par les relations

W

ox .....- - —- BM,(h7

6?B

à a
, rAN,

<)M̂ 6)N

^
.A.B==o.

Soit (0) (X,, Xa, X î t ) un réseau 0 correspondant, on aura
[ ,̂, ^ àh(}\i
^u

à%,̂

==7/.p,,

-~ IT.,

on
57;

ùl
au

^IM,

=/(N,



264 C. GUICIIAKD.

Si le réseau (A) est isothermique, on pourra, en choisissant conve-
blement les variables u et p, poser
(5) h-=e^, l^ie1'-?,

d\)ù
./ - * . ,„ ào ,,... <}o(6) M = = — , p s^^_ ,

c/c a^

La recherche des surfaces isothermiques rev ien t alors à trouver
trois fonctions A, B, ç sat isfaisant aux trois équat ions

( ^A =r= B ào

, . àv ~ à^' ()^ fflo
(7) ,,„ ,, ——^——^Mï^o,\ (m _ à(û à^ au2

j -.-•— —, — A. —.— ?
1 vu ()u

. —- j\. — )
vu ()u

Au déterminant S on pourra (DAmïOlix, Leçons, Chap. XI) fair<ï
correspondre une autre surface isothermique en prenant pour h e t /
les valeurs

y^-= e-^, r̂:1::: —/e"^.

En général, il n'existe pas d'autres surfaces isotliermiques (on no
considère pas comme distinctes deux surfaces homothétiques) corres-
pondant à S , 11 peut en être au t r emen t , dans certains cas particuliers.
A ins i , si l 'on considère le réseau formé par les l ignes de courbure
d 'une quadr ique , sa représentation sphérique est i so thermique; on
voit tout de suite trois surfaces isothermes qui. ont cette représen-
ta t ion sphérique : la sphère, la quadr ique et une surface min ima .
Lorsqu'un tel f a i t se produit, nous di rons que le réseau correspondant
est plusieurs fois isothermù/ue. Cherchons la condi t ion pour qu'il en
soit1 ainsi : s'il existe une surface isothermiq'ue correspondant à âautrc ï
que les deux que nous venons .d'indiquer, les paramètres k et / de
cette surface auront les valeurs

// — JL fti^ 1 _ l /^«Lri — y 6 T , l^ ^e ^

d'où l'on déduit
M: î àh _ V à^ ,

7 ôv """ Ïî J^'

N-l^-0^
^ h àu'^N a u 1
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En comparant avec les valeurs données par les formules (6) on
trouve

ckp _ V dcp
Jii ~~ U Ju5

(8)
^ _ _ Ï J ^
^7 — V ̂  '

6^En égalant les deux valeurs de . ' tirées des équations (8) on a

(9) (U^V^^^VV^-UU^.ou à^ ou àv

II en résulte que, pour obtenir les systèmes plusieurs fois isother-
miques, il faut trouver trois fonctions A, B, ç vérifiant les quatre équa-
t ions (7) et (9). C'est un problème sur lequel je reviendrai; mais, dès
maintenant , je remarque que l'équation (9) ne change pas si l'on aug-
mente IP et Y2 d'une même constante; donc :

S'il y a plus clé deux surfaces isothermîques qui ont une représentation
sphérique donnée de leurs lignes de courbures, il en existe une infinité.

92. A chaque déterminant § d'une surface isothermique nous
ferons correspondre deux déterminants orthogonaux de l'espace à
cinq dimensions ; le premier

A=

.ri

.ri

^i

X^

Js
•^s

•̂ns

aura pour rotations (r39)

a=^(3i, e==^(3^

b=[j.y^ f^^/^
(K>)

g -= 1^,

h ̂  pyg,

m ô^û
au
(î(p

"àv'

où [J- est une constante arbitraire. On voit facilement que ces valeurs
des rotations satisfont aux équations (2) du n° 39.

AIUÏ, Êc. Norm., (3), XX. — JUILLET ïgoS. ^4
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Le second
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A^

•̂
Vi

/zi
^
^

7s

^s
aura pour rotations

a == A, e --

^=B, /-
(II)

: .̂ ces ç, ^ == .̂ si n ç,

: .̂ sin ©3, A' === .̂ cos 9,

/;2 == M

n =r N :

<'}o
D.'- '
^îp

^// '

^ étant la même constante que dans le cas précédent; on vérifie
encore facilement que ces rotations satisfont aux équations (2) du
n° 39.

Un calcul facile permet de vérifier que le second déterminant se
déduit du premier par les formules

( 12 )

;̂. =: a^-+- ̂ yi~\- cc^i,
^ :r=pi.^4-j32j,.-+- |3;̂ /,
^ = 71 Xi^-y^yi^ y» ̂ /,
y'i ==: — cos y^/ 4"- sin epr^,
^^ ==:— sin 9^— cos yrj/<

Si M décrit un réseau 0 correspondant au déterminant A, nous
désignerons par 'M.X la droite passant par M et ayant pour cosinus
directeurs x^ ..., ^;on définit de même les droites My,]Mb, MÇ, MT];
toutes ces droites décrivent des congrucnces.

De même si M' décrit un réseau1 0 correspondant au détermi-
nant A', on définira les droites W x ' , M,y, M/^, MT, M/T)'.

93. Que deviennent les systèmes 0, 30 du cas général? Les
réseaux 0, 30 sont ici harmoniques à une congruence Ï y ils sont par
conséquent 2!. Inversement, si un réseau/est 0, al, les deux con-
gruences 1 qui lui sont harmoniques sont C. Donc :

La recherche des surfaces isothermiques revient à celle des réseaux^)
de l'espace à cinq dimensions applicables sur un réseau plan.
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Le réseau M, dont les tangentes ont pour paramètres les quantités
l;i, ..., ^ g ; y]i , . . . , Y];, -du déterminant A, est 0, 2Ï. Les tangentes du
réseau plan applicable ont pour cosinus directeurs coscp, s iny;
— sin'p, coscp.

La droite Wx' décrit une congruence orthogonale au réseau M;
cette congruence est 0, 2Ï, c'est ce qu'il est facile de vérifier. En
effet, les paramètres directeurs de cette congruence sont x\, ..., x^ ;
elle est 2!, le paramètre complémentaire étant i; elle est 0, car elle
est manifestement applicable sur une congruence de l'espace à trois
dimensions qui a pour paramètres a, , a^, a;,. Cette dernière con-
gruence est IL Donc :

Toute congruence OyKde l'espace à trois dimensions est parallèle à
une congruence de normales à une surface isolhermique.

Considérons la sphère qui a pour coordonnées x\, . . . , x\^ Son
centre P a pour coordonnées
(i3 ) Xi "= p.z'i, X,2== p.r;p X.3-= p.z^, — p =: x\ + l x [ ,

son rayon est p.
Le réseau P est applicable sur le réseau Q(Yi , - < . , ¥3) où

( i4) Yi==pai, Y^paâ, Y3=pa3.

Le rayon p de la sphère P est égal à la distance de Q à l'origine 0.
La sphère P touche son enveloppe en deux points I et I' symé-

triques par rapport au plan tangent à P; l'un de ces points est la
posit ion que prend le point 0 quand on fait rouler la surface Q sur la
surface P.

Les deux cercles I, harmoniques à la congruence de sphères P, on t
pour centre les points I et F; ces congruencesde cercles sont aussi C;
donc :

Les points l et V où la sphère (P) touche son eweloppe décrivent des
surfaces isothermiques.

Les réseaux P et Q sont C et en général a0; la coordonnée com-
plémentaire pour être 2Û est ici i p .
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Si p est constant, Q décrit une sphère, P une surface à courbure
totale constante; les points 1 et I' sont placés sur la normale à P; ils
décrivent des surfaces a courbure moyenne constante. Dans ce cas,
les réseaux P et Q sont C et 0; dans tous les autres cas ils sont 20.

Inversement, soient Q' un réseau C, ^0; P' le réseau appl icable .
Q" étant 20, il y a deux congruences 0, Q'L, Q'I/ conjuguées à Q7;
les droites Q'L et Q/I/ sont symétriques par rapport au plan tangent
à Q, Par un point fixe 0 menons une parallèle à Q'L, cette parallèle
décrit une congruence, il y aura sur cette parallèle un poin t Q qu i
décrit un réseau parallèle à Q'; le réseau Q sera applicable sur u n
réseau P parallèle à P'; la sphère qui a pour centre P et pour rayon OQ
décrira une congruence 0, 2.1.

En menant par un point fixe 0^ une parallèle à (y.17, on. détermi-
nera un second réseau Q, applicable sur un réseau P < , centre d ' une
congruence de sphères 0, 2 l ; donc ;

Si Î  est un réseau C, 2Û il y a deux réseaux parallèles à P' qui sont
les réseaux des centres d'une congruence de sphères 0, 21.

Ces deux réseaux peuvent-ils être confondus? Il f a u t pour cela
que Q et Q< soient confondus; c'est-à-dire que les droites menées
de deux points fixes 0, 0, à chaque point de Q décrivent des con-
gruences 0; ces deux droites seront également inclinées sur le p lan
tangent à Q; par conséquent Q est une quadr ique de révolut ion
ayant pour foyer 0 et 0, ; donc :

Pour que les réseaux P et P^ soient confondus) il faut et il suffit que
la surface P soit applicable sur une quadrique de résolution.

Noua désignerons par 1^ l\ les points où la sphère I\ touche son
enveloppe* Ces points 1̂  Ï\ décrivent des surfaces isothermiques. Si
l'on désigne par 1 le point où vient le point 0 quand on fait rouler Q
sur P; 'par Ii le point où vient 0^ quand on fait rouler Q< sur P,,
les réseaux isothermiques 1 et ï\ sont parallèles; il en est de même
des réseaux F et I < .

En terminant, nous ferons remarquer que le cercle (P) mu a pour
pôles 1 et F décrit âne congruence 0, 2,1, car cette congnience de
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cercles (P) est orthogonale à la congruence de sphères (P); de même
le cercle ( P ^ ) qui a pour pôles 1^ et Ï\ décrit une congruence 0, al.

94. Les systèmes I, 51, du cas général deviennent ici des sys-
tèmes I, 2 Û ; en effet, ces systèmes sont des systèmes 1 conjugués à
un réseau 0,2Ï, ils sont donc au. Inversement, si l'on se donne une
congruence I, aO, il y aura co2 réseaux conjugués qui sont ^1, ces
réseaux seront 0 puisqu'ils sont conjugués à une congruence I. On
obtient une transformation des surfaces isothermiques qui correspond
à la première transformation (69) du cas général.

Les paramètres directeurs d'une congruence I, sO s'obtiennent en
formant une combinaison linéaire isotrope des quantités x, j, z du
déterminant A. Prenons, par exemple, la droite G(Xi , . . . , Xg) où

( ï 5 ) X/,=-^/<:-+- iyh"» ( A - = = i , 2, .. ., 5).

Déterminons Y^ et Y a par les quadratures

06)
^1 == jj.((3,4-^)cosy, ^ =:^.(pi+ /psOsincp,

^ =:— ^(y, + ̂ 2 ) sin y, 7^ = ̂ (7i + ̂ 72) cos<p,

qui sont compatibles, comme on le voit facilement. Posons ensuite

( Y3+/'Y^~x,Y3+/ 'Y4==~X,

Y3-^Y4=Yî+Yi .v7) j V . ;V __ V2 !„- V2

Les quantités Y satisfont à la même équation de Laplace que les
quantités X, et l'on a

2 ̂  Y2=o-
S^^S^

ce qui montre que la congruence G (X^, ..., Xg) est I, 20.
La congruence (j(Yo . , . , Y/,) de l'espace à quatre dimensions est

applicable sur G,cet te congruence est I.aK.
Il est facile de former les réseaux I, û0. Soit p une solution de

l'équation à laquelle satisfont les quantités x\, ..., x\ du détêrmi-



270 C. GUICHARD.

n a n t A ' e t les quantïtés a^ a^, a^ du dé terminant S. Le point A de
l'espace à cinq dimensions qui a pour coordonnées ^1? ^3 • • • ? ^
décrit un réseau applicable sur le réseau B qui a pour coordonnées
al a! as

J ' p ' 7*
Ces réseaux A et B sont 2 0, la coordonnée complémentaire étante

si p est une combinaison linéaire isotrope de a ^ , a^, a^ on pourra
supprimer deux des coordonnées de B; le réseau A sera alors I, ^0.

Considérons la sphère H qui a pour coordonnées les quanti tés X^;
son centre H a pour coordonnées

.AI A, 2 •Y.,;î

p ? p ) p '' • P =X^-4" ^X/,.

Ce point H décrit un réseau 0 applicable sur le réseau K qui a pour
coordonnées

ïl, Jl, 11, J±.
P ? p 7 P 7 "p '

Or, on a évidemment
^ï!

P'2
Le réseau Ï-Ï est applicable sur un réseau situé sur une sphère de

rayon nul de l'espace à quatre dimensions; il est clair que, récipro-
quement, si cette propriété existe, la sphère point qui décrit le
réseau H forme une ôongmence I, 20.. Comme il n'y a pas de confu-
sion possible, nous appellerons le surface H une surface I, 2(h

Le réseau H est donc, en général, un rése.au 0, ûC. Inversement,
si Fon a un réseau 0, 2G, il existe deux réseaux parallèles qui
forment des surfaces I, 20.

En effet, soient 0^ le déterminant orthogonal qui correspond à un
réseau 0, aC

ai <^ 0:3 1 ,
/ 0,=, P, p, (33 /

! 1 1 . 1 1 7i 72 ya

a, b, m, n ses rotations qui satisfont à la relation
. 0 ^ àm an
(lu) ——+——'^€(0^:0.àv au
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Soit 02 le déterminant orthogonal qui correspond au réseau appli-
cable de l'espace à quatre dimensions

e.=.

x^

Vi
^
"/h

x^

y^
'^
m

Les rotations m et n sont les mêmes pour O ^ et O ^ ; soient <?,/, ^-, A
les autres rotations de ôa. On aura

09)

Posons
( ao )

àm an
—— 4- — +tô/-4-"^Â"=:o.a^ <7^ t/ °

A i = = e — ^,h ==: e 4~ ^,
<? =/-+-^, ^ =/-^,

Déterminons les points H(^, ^^, ^3), H, (^ , , , ^, ^) par les équa-
tions

ou

^
'̂ p

àzk àh=/^ -=^^<)^
^4
€)V

y^ == ^1 7Â-

Le point H décrit un réseau applicable sur le réseau K qui a pour
coordonnées x^-iy^ x^+iy^, .z^-hiy;? x^iy^ de même le
point HI décrit un réseau applicable sur le réseau K, qui a pour coor-
données x^ — iy^ '^2 — iy-ïï ^^ — ^'y;}» •r/, — I Y ^ ' II ^n résulte que les
surfaces H et 1:1̂  sont des surfaces l'y â0.

Des équations (18) et (19) on déduit
ef-^rgk==.cib.

L'équation (20) donne ensuite
(21) hl^-\- lh^-=-^ab

ou bien, en désignant par R et B' les rayons de courbure de (H), par
Ri et IV, les rayons de courbure correspondants de Ho on aara

•RR;+IVRi:=:2; ; ' , • .
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si l'on remplace les surfaces H et- 'Hi par des surfaces homothétiques,
on aura
( 2 2 ) RRt -i-R'Ri^const.

La constante étant différente de zéro. En reprenant les calculs en
sens inverse, on voit que si deux surfaces ont même représentation
sphérique de leurs lignes de courbure et si les rayons de courbure
correspondants sont liés par la relation (22), ces surfaces sont I, 2Û.
Nous dirons que ces deux surfaces sont associées.

Surfaces associées à une sphère. — 11 faut supposer R == IV=== const.;
on trouve que 1̂  •+• R7, est constant , la surface est' parallèle à une sur-
face mi ni ma*

Si deux surfaces associées H et H, sont confondues , ces surfaces
sont des surfaces à courbure totale constante.

Deux surfaces associées peuvent-elles être des surfaces parallèles?
S'il en est ainsi le milieu M de Hï ï^ décrit une surface normale à lllïi;
soient p et p' les rayons de courbure de M', ^'h la longueur HIIi ; les
rayons de courbure de H soïlt p — Â et p ' — À ; ceux de ll^ sont
p + A , p ' + À ; en portant dans la relation (^2), on trouve que pp^
est constant et différent de À2. La surface II a sa courbure con-
stante.

Considérons un cercle H, qui décrit une convergence ï, 2 0 conju-
guée à la sphère P; le centre H du cercle sera sur le cercle P$ ce
cercle sera formé des droites isotropes HI^ IIF; la normale à la sur-
face H est la tangente au cercle P. On voit que la point H s'obtient
ainsi : par le point fixe 0 on mené une droite isotrope fixe A, cette
droite coupe le plan'tangent de la surface Q en h; quand on fait
rouler Q sur P, le point h vient en H, II décrit une surface 1,2 0.

Menons ainsi, par le point fixe 0^ une droite isotrope fixe A^ paral-
lèle à A; elle coupe le plan tangent à Q^ en /^. Si Ton fait rouler Q^
sur P^ Ai vient en Hi ; le point ïî^ décrit aussi une surface I,,a0.
Les deux surinées H et 11̂  sont associées. ,

. , . On sait qu'il y a a?2 congruences de cercles 0,2l conjuguées à une
congruence.de sphères 1,20. Les pôles ï et F de ces cercles sont
situés sur les tangentes isotropes, de lasurfaceHet cespôlesdécrivent
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dos surfaces isothermiques. La dé te rmina t ion de ces surfaces in t e r -
v ient dans la première t rans format ion des surfaces isothermiques.

On aune . première série de surfaces i so thermiques situées sur la
t a n g e n t e isotrope de H qui a pour paramètres directeurs

P i 4- iy i, p.2 -4- r/2, p;, -h r/;,.

Ces surfaces se dé t e rminen t en résolvant les équa t ions de Riccat i :

(^
1 au

j^:
( f)r

A,

//

Ces équa t i ons sont compatibles (n0 70). En changeant / en -—/ , on
aura i t les é q u a t i o n s qui dé te rminen t les sur faces isothernnqiies
placées sur Pautre tangente isotrope.

On peut remarquer que chaque réseau i so thermique déduit de H est
para l l è le à un réseau i so thermique d é d u i t do H, .

Si la surlace I I est parallèle à une surface m i n i ma, la su r face 11,
sera u n e sphère, tous les réseaux iso thermiques dédu i t s de H, seront
situés su r cette sphère; par conséquent tous ceux qu i se d é d u i r o n t
de H sont des surfaces m i n i m a .

95. En s u i v a n t la même marche qu'au n° 71, on formera, dans ce
cas par t icu l ie r , les systèmes 2!, 41- Prenons comme point de départ
les d é t e r m i n a n t s orthogonaux (^ et (4 (n 0 94); fo rmons un nouveau
d é t e r m i n a n t orthogonal (Y :

Ji

^

ayan t p o u r rota l i o n s

( a ces 0, e si u0, ^•sin0, ni

{ b cas Q^. /sin 0, À' sin 6, /i '

où 0 est une constante arbitrsiire. On vérifie facilementy en tenant
A un. Éc\ Norm^ (3), XX. —JUILLET rgoS. 35



274 <- G U Î C Ï I Â I U ) .

compte des équa t ions ( ï 8) et (i 9), que toutes les re la t ions q u i d o i v e n t
exister ent re les ro ta t ions sont sat isfa i tes .

Soit alors (N) un réseau 0 correspondant au dé t e rminan t 0'; dési-
gnons par N.2/ la droite passant par N et ayant pour cosinus direc-
t eu r s^ , , ..., oo1^ définissons de même les droites Nj", N-s", N^, NT]'.

La droi te N.^/ décr i t une congruence a ï , 41" La coordonnée com-
p l é m e n t a i r e qu i rend la congruenee 2! est i; les coordonnées complé-
men ta i r e s pour la r end re 4 1 sont z a , , ^a^ , / a^ . De p lu s , cette con-
gruence est 20; en e!Ie(, si l 'on pose
( ;>. 5' ) LY --= cas (9ai, (..i -^. ces Oy..^ ^ '= cas ̂ ^3, ^ := si n <9,

on a b i c i ^
^ ̂ /2 :•:.::: ^z2 , ^^^i^2.

Celte con^ruence est une con^ruence 2 l , 2 ( ) s j»éc ia l c ; e l le es!
caractérisée par ce fait que la coordonnée c o m p l é m e n t a i r e q u i rend
la congruence '2! (avec le choix q u e nous avons fa i t des paramétres
cette coordonnée c o m p l é m e n t a i r e est i " ) est donc u n rappor t cons t an t
avec l 'un des paramètres ( ic i /,,) de la congru,ence sur l aque l l e (die est
appl icable .

Le plan Ny'^' enve loppe un réseau q u i est or t i iogonal a la cou"
gruence NJ/; ce réseau est 2!, 'U), 41 . 11 v <1 deux congruenc i^s 1 , 2 ( )
q u i l u i sont harmoniques .

Considérons, en etÏet, la congruence G qui a pour paramét res direc-
teurs les quan t i t é s ,y^."+-^,, cette congruence est m a n i f e s t e m e n t I ;
d 'autre part, elle est applicable sur la congruence II de l'espace a
quatre d imens ions q u i 'a pour paramètres directeurs les quant i tés
sin 0 (a^-+- (y/c). On arrive au. même ' r é su l t a t en 'changeant i en — i.
On obt ien t ainsi les deux congrucnccs . 1,2 O1 h a rmon iques au réseau.

Les formules qui précèdent pe rmet ten t d ' é tud ie r la deuxième trans-
fo rmat ion du cas général (n° 7i,).

Le réseau N est applicable à la fois sur un réseau de, l'espace a t rois
dimensions et sur un. réseau de l'espace à , quatre dimensions. Ce
réseau estdonc 0, 31, 41- Inversement, tout réseau („), 31, 41. f o u r n i t
un réseau 0 de l'espace à trois dimensions applicable1 sur un réseau a
quatre dimensions et permet par conséquent d'obtenir des surfaces
isothermiques. Ces systèmes 0,,3I, 4Î jouent un rôle important dans
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la dé fo rma t ion des quadr iques , comme nous le mont re rons plus tard.
Cons idérons m a i n t e n a n t la sphère (R) q u i a pour coordonnées

.r',, . . . , x^ ; son c e n t r e R a pour coordonnées
.̂  .r: a',
—- î —= ? —— — o =r x.. -\- IX•. .
p p P ' "

Le réseau R est appl icable sur un réseau (S) de l'espace à q u a t r e
d imens ions qui a pour coordonnées

aiCOs'9 a<>cos0 a^cos^ sîn Ô^ , ^ , ^ , -^.

(^es réseaux sont 2(), la coordonnée complémenta i re é tant -•
. ^On voi t que le réseau R est 20, 20; mais c'est un réseau 2 Û , 2 < ^

spécial , caractérisé par ce ( a i t que la coordonnée complémenta i re q u i
le rend 2() est d a n s u n rapport c o n s t a n t avec u n e coordonnéedu réseau
de l'espace à q u a t r e d i m e n s i o n s sur l eque l i l est appl icable . La
recherche de parei ls réseaux é q u i v a u t à celle des surfaces isother-
miques et l ' i n t r o d u c t i o n de ces réseaux pe rmet de su iv re la deuxième
t r a n s f o r m a t i o n dans l'espace à trois d imens ions .

t)6. S o i t p u n e s o l u t i o n de l ' é q u a t i o n q u i admet comme so lu t ions
c o m m u n e s les q u a n t i t é s ^i, . . . , ^; ^, . . . , / ^ (n0 95). Le p o i n t
K[^1^ ' - ) ^ i) de l'espace a c inq d i m e n s i o n s décrit un réseau appli-

cable sur le réseau F f 1 1 ? - • - y : 4 ) de l'espace a, qua l r c d imensions .\ p p ) " ' l ! 1

Ces réseaux sont toujours 2(), la coordonnée complémenta i re étant ^ •
Prenons pour p une combinaison l inéai re isotrope de t^ ^ , ^ i ; p a r
exemple

p = <x^ -4- /"a;}.

On pourra supprimer deux des coordonnées de F, le réseau K
sera 2! ; il est app l i cab le sur un réseau plan ayant pour coordonnées

. . ! 1 1 1 1 1 ^ et ^ 1 1 , • 1 . 1 ! ! 1 '
P P

De plus, le réseau E1 sera encore une fois 20, la; coordonnée com-
plémentaire étant cette fois^1- Le réseau E-est donc 20^^0, 2!.
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Soient (^, ^, . . . , ^) les cordonnées de E; 1\ et T^ les coordonnées
complémentaires qui séparément le r enden t 2 Û ; les coordonnées d u
réseau plan applicable seront

^'COS^TI et ^s in^Ta.

11 est facile de déf in i r les congruences correspondantes. Soit, G une
congruence au, 2Û, a l ; elle sera applicable sur deux congruences 11
et H, situées dans l'espace a quatre d i m e n s i o n s ; ces congruences I I
et I I , sont d'abord 2!, elles sont applicables l ' u n e sur l ' au t re , elles
s o n t d o n c K . Les congruences qui leur sontor thogonales seront ^1, C.
Cette remarque permet de les former tout de su i te ; considérons deux
d é t e r m i n a n t s o r thogonaux de l'espace à qua t r e d i m e n s i o n s

ir •

ir:

x\

y\
'(i

<

^

y\
^
<

• • • '>•''!,

• • • y\
... ^
... <
... X",

• • • y":
>n
Ç't

• • • <

ayant pour rota t ions le p remier

a, cosî?, ni à^̂,

b, 1 sino, <)Qil == + -,i-,
o a

.l.e secomi
i sino, in :":

• t COS<P,

à^:^^,,

()^
-h ".L ?au

de sorte qu'entre a, b,^ devront exister les re la t ions

( ̂  —_ / ^c? :i)a_
09

^
^^

(26) V'^^ -^î+^£^^is
J^
^9

<^y
^2 4" ^^ 4" silïîp côsc& ^=,0.

^r
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On pourra former un d é t e r m i n a n t orthogonal de l'espace a c i n q
d imens ions

11=

ayant pour ro t a t ions
a, cos^coso,

b, cosO s in o,

.TI

Ji
^i

^
•f}ï

c;;

^o

/ fs in^ s in co,

• /si t i Q coso,

^b

<^1

()o
Ju'

0 é tant une constante a rb i t ra i re .
Lacongruence G qui a pour paramètres x^ . . . , .r;, est û t ; elle est

de plus2() , 2(), carelle estapplicable sur les congruences \\Çx\, ...,.z^ )
et 11< (^îp ..., x^ de l'espace à quatre dimensions.

On pourra avec les fo rmules des deux derniers paragraphes é tud ie r
le passage des systèmes si , 20, 41 ̂ x systèmes 2!, ^0, 20, ce q u i
correspond (n° 73) à la c i n q u i è m e t ransformat ion du cas général .

97. j 'ai pub l i é une Note {Comptes rendus, janvier 1899) r e l a t i v e a
la déformat ion des quadriques de révolution. Les résultats de ce t t e
Note on t été i nd iqués sans démonstrat ion, je me suis borné à dire
que la démonstrat ion repose sur la théorie des systèmes de cercles et
de sphères. Depuis, ces résultats ont été démontrés par M. Darboux
{Comptes rendus, îSgc)) et par M. Blanchi. Je vais donner ici la
démonstrat ion que je possédais.

Soient
Q une quadrique de révolution;
F et F' ses foyers;
C son centre;
A et A/ les sommets de l'axe;
20 la longueur de cet axe.

Soit P une surface applicable sur cette quadr ique ; menons le sys-
tème conjugué commun à P et à Q; soient QL, QI/ les tangentes con-
juguées, QG et ()Q1 les génératrices de la quadrique.
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Tout réseau Q de cet te quad r ique est ;?(), les deux congruences 0

qu i lu i sont conjuguées sont décrites par les droites QF, QF. ('On
vér i f ie que si de F comme centre on déc r i t une sphère, la trace de QF
sur cette sphère décr i t un réseau or thogonal q u a n d Q décri t un réseau
conjugué.) Il en résulte (n° 93) que les deux sphères q u i ont pour
centre P et pour rayon QF et QF' décr ivent des congruences 0, a l .
Les po in t s ou ces sphères t ouchen t leurs enveloppes décr i ron t des
sur faces isothermiques.

Dés ignons par ç etc/ les symét r iques de F et F' par rapport au p lan
( a u v e n t de Q; fa i sons rou le r Q sur P; les p o i n t s F, F", o, ^ v i e n n e n t
en F,, F',, cp , , ç7,. La sphère de rayon QF touche son enveloppe en F<
et 9, ; l ' au t re en F', et (f\.

Les droi tes F^P^ et F^Pcp' déc r iven t des congruences 0; les sur-
faces i so the rmiques Fi et o\ ayant même normale sont ( théorème de
M. Bonne t ) des surfaces à courbure moyenne constante ; il en es(
de même de F', et ç7.

Menons par taxe un plan isotrope; i l coupe le p l a n t angen t s u i v a n t
u n e d r o i t e A; par chacun des po in t s A, A\ F, F\ C m e n o n s la d ro i t e
isotrope de ce p l an , les droi tes a ins i menées r e n c o n t r e n t A en ci, a\
/ f\ c; les p o i n t s a, ci' son t sur les génératr ices QG, Q(7; la d r o i t e A
r e n c o n t r e QL et QL' en / et l\ les p o i n t s / e t // son t conjugués ha rmo-
n i q u e s par rapport à aa' et Fou a

cl x cl'^ ça == a2.

Si Fon fa i t rouler Q sur P, la droite A v ien t en A » , les p o i n t s a, a\
^ \ f, e, /, / ' v i e n n e n t en a ^ , a\, /^, /, ^, [^ 1!^ La d ro i t e A, est nor-
male aux surfaces décrites para^ a,, f^f\ et c^ Les centres de cour-
/•

hure de ces surfaces sont /, et /,, et comme -

ci/i x <h l\ ==a\

c, décri t une surface à courbure totale constante; les points a, eta\
décrivent des surfaces à courbure moyenne constante.

On peut ajouter , , aux résultats i nd iqués , . dans la Note citée, le
résultat su ivant : Les points / , et j\ décrivent (n01 94) des sur-
faces I, 2 0 associées. Considérons, par exemple, la surface/, son plan
tangent est/F, 9^. Les points F< et y, décrivent des réseaux isothor-
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miques déduits de/, (n°94) . On est donc condu i t à la cons t ruc t i on
s u i v a n t e de la déformée d'une quadr ique de r évo lu t ion :

On prend une surface dont la courbure tolale est égaie au carré a2 du
demi-axe; sur la normale à cette surface on porte une longueur c égale
(ï la distance du foyer au centre. Le point ainsi/obtenu décru une sur-
face (S). En résolvant l'équation de Riccati ( ii3) et celle qui s en déduit
eu remplaçant i par — i au deuxième membre, on déterminera sur une
tangente isotrope de S une première série de points F, sur la seconde
une série de points o. Le plan mené par la normale à S perpendiculaire-
ment à une quelconque des droites Fo enveloppe une surface applicable
sur la quadrùfue.

Toutes les surlaces F et o q u i se dédu i sen t de la surface S son t des
surfaces à courbure m o y e n n e constante .

98. Si Fon part d 'une surface m i n i m a , i l faut suppose r dans les
for rnules (le s n08 91 et 92

A = /^, \\ -= le1'^

Les deux dérivées des q u a n t i t é s (dé t enmnan tÀ ' , n0 92)

p^'/c — { y ' k + ̂ 4 )
sont n u l l e s , ces quan t i t é s se r é d u i s e n t à des cons tan tes . On p e u t donc
poser

( 2 7 ) [^k—y'f^--1^!. =/^*
En élevant au carré on t rouve

2/4=.-
En f a i s a n t une s u b s t i t u t i o n orthogonale, on p e u t supposer

/^=p2-=/^=:^,:=0, p^[^

En m u l t i p l i a n t chaque équat ion ('^7) par ;z4, et en a j o u t a n t , on
trouve , !

P'^^P^1'^
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et avec la façon dont nous avons choisi les q u a n t i t é s p

( ^ 8 ) ^==j.

Ce qui montre que la sphère P qui a pour coordonnées x^ . . .,,r^
est tangente à une sphère fixe (la sphère qui a pour coordonnées
< î , o, o, o, i ) . Par une inversion, on peut supposer que la sphère P,
q u i est 0, 2.1, est tangente à un plan fixe II. Le réseau P est alors app l i -
cable sur un réseau Q, la distance de P à un plan fixe II é t a n t égale a
la distance du poin t cor respondant Q à un poin t fixe 0. [J ' a i s igna lé
ces surfaces dans mon Mémoire Sur la déformation des surfaces (Jour-
nal de Maihéniauques, ï8()6), elles ont été étudiées depu i s par
M. Lévv-Civita. j

Le point de contact de la sphère P avec le plan II déc r i t u n réseau
orthogonal isotherme. Le réseau P est parallèle à un réseau G du para-
holoïde de révolut ion.

Si la sphère P est tangente à une spl'ière fixe S de centre 0, la,
somme ou la différence de ÛP et OQ est é^ale au ravon de ï; on
t rouve ainsi les couples de surfaces applicables, telles que la somme
ou la d i f fé rence des distances de deux points cor respondant a u n

- p o i n t fixe est constante. (Surfaces é tud iées par M. Lévv-Civita.)
On i)eii t, r emarquer que la c o n d i t i o n x, "== i: e n t r a î n e

ys+/^5=:o, ^ == o, r^=:o,

de sorte que, dans ce cas pa r t i cu l i e r , le d é t e r m i n a n t A' se rédui t , a, un
d é t e r m i n a n t à quat re lignes.

La droi te de l'espace à quatre dimensions, qu i a pour . paramètres
.r,,^, x^ ^décrit une1 congruence I, C, IL Ce sont. des systèmes que
nous retrouverons plus loin.

99. Si l'on part d 'une surface à courbure moyenne constante» i l
f a u t supposer

A. == cosç, B "= -— sin o,

<le sorte que y sera. solution de l 'équation

^cPo <)2®— -1- -F1- — sm y cosy = o.(h^ au1 ' '
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Les deux dérivées des quant i tés (dé te rminan t A7, 11° 92)

[ ^ ' / c — y ' h
sont nu l les . On p e u t donc poser

(2 C)) P^'A-—//^?^

v^ é tant une constante . En élevant au carré, on trouve

^/^•^ï-t-^-

Nous d is t inguons deux cas :

i° • i •+- ^^o.

En f a i s an t une subst i tu t ion orthogonale, on peut supposer

p^ -= p.^ ~z /)y -= p^ == o, p;, •=: \/ l -4- ̂ .

Des équations (2;)) on déduit

^ pf, x',, — p., ^ p/,y\, —. — ï

et, par conséquent ,

\ '" '"' / * lil »> ""~""" / • •——.~- . . ^ . 7 ^ ^ - " " ~ — — *

\/l + p.1 ^î.-'r [^

On en déduit
z\,=o, '^=.0, rj^=o,

de sorle que le dé t e rminan t A" se d é d u i t f ac i l emen t d'un déterminant
à quatre l ignes,

La sphère î\ q u i a pour coordonnées x\, ..., x^ coupe une sphère
fixe sous un angle constant don t le cosinus est--==^==.'• • • • " ^ ^ ^ i ^ - ^

En t r a n s f o r m a n t par u n e inversion la sphère fixe en un plan II, la
sphère (P) q u i reste 0, 2l coupe ce plan sous un angle constant. Le
réseau P est donc applicable sur im réseau Q, et la distance d'un
po in t de P a un plan fixe II est dans un rapport constant avec la dis-
tance du po in t correspondant de Q à un po in t fixe 0.

Soient Xi /X^X;^ les coordonnées d'e P / X y la distance de P au
ÀIW, Eu. !\'orm., (3) , XX.. — JUILLUT ïcjoS. 36



282 C. GLÎICHARD.

plan II, R le rcTyon de la sphère (P). On aura

X - ÎJ- RA 3 — —~̂ ======: .11.
^/I + p.2

L'équation du réseau P admet la solution

X ^ + X j + X j - R 2 ,
c'est-à-dire

Xf+XJ-^Xj .

Le réseau P est donc parallèle à un réseau C de la quadr ique

( 3 i ) x î + X | — — X S = î ;

par conséquent, quand on connaîtra un réseau P, on pourra , a l'aide
de quadratures seulement, trouver une déformée de la quadrique (3î)
et inversement.

Les congruences qui ont pour paramètres ^/p ..., ̂  et a , , a^, a^
sont applicables; il en sera de môme des congruences (i et 11 q u i ont
pour paramètres
(G) œ[, x'^ .r; .T[,

(II) ^1, ^ a^ —J7—" •
\/I4-^

Ces congruences sont 2!, la coordonnée complémentaire é tant

x = ./~Kirz^^ —i^^.
V I ^p'2 ' v / x^"f x i*

Soi tp une solution de l 'équat ion à laquel le satisfont l e s q u a n l i l é s . r '
ci a; les points A et B qui. ont pour coordonnées

yf ^ , yf ^i A \ ĵ̂  ^^ ^3, " 'Â^1 p ' "p \ ; p 5 7"'''
/ ( . Y ^ ^1 ^ ^3 . ^
V » } . . —— ? -"" î —— 7 —————1 :̂,,̂P P P .P^/I+^2

décrivent des réseaux applicables; ces réseaux sont 20, la coordonnée
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complémentaire étant
l

pv/'TT^
Si l'on prend p o u r p une combinaison linéaire isotrope de c^, a^, a;^

par exemple
?•== Gq-+- î'Oa, • •

on pourra rédu i re de deux uni tés les coordonnées de B; de sorte que
les po in t s A(X., . .., X,) et B(Y., Y^,

V ^ Y — a:î V •— ^Â,/.-"^——5 i l — — — - 5 Ï-2————====
P P pV/I-l-fJL2

décrivent des réseaux applicables. Ces réseaux sont aO, la coordonnée
complémentaire étant

i
— l 2 •
P-

11 on résulte que l 'équat ion de ces réseaux admet la solution

YÎ4-( ,+^)Y| .

Si l/on considère alors les dcmx réseaux de l'espace à trois dimen-
sions ap])licables l 'un sur l 'autre : A,, (X,, X^X;,), B,(Y,|, Ya, î'X,.), on
voi t que le réseau Bi est parallèle à un réseau C du paraboloïde

( 32 ) ' ï!-4-(ï+-)Y|=:2Y..
\ r" /

Donc :
Quand on connaît une déformée de la qucuîrique (3l) on en déduit, à

l'aide de quadratures, une déformée de la quacirique (32) et inversement.

[M. Servant a montré , en in t rodu isan t des éléments différents , que
la dé fo rmai ion dii paraboloïde que lconque est, à des opérations diffé-
rentielles près q u i n ' i n t r o d u i s e n t que dos constantes, un problème
é q u i v a l e n t à la déformation de la sphère : Sur les surfaces non-euch'-
diennes à courbure moyenne comtante (Comptes rendus, 1900). -— Voir
aussi ma Note : Sur la déformation du paraboloïde (Comptes rendus,
1901).] . „ , ' , ! . ! . ^ ! ! 1 ! . , 1 ,
^ , 1 1 1 1 . . • ! ^ ,L+^=0, ^ p.=l\ 1 . - 1 . ! , •
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En faisant âne subs t i tu t ion orthogonale, on peut supposer

pi == pî •===• ps = °? A ~==^ û- ; P. == \

\ étant une constante. Les équa t ions (29) donnent

^ P!, ̂  ==,, ^ py^ == - i,

et, par conséquent,

.̂  + ^< = ^ ? .ry + ^ r[ = — ^ ?
d'où l'on dédui t

^ + /^ == o, r/;, + /r^, ==: o, ^ "+• ̂ ;., == o.

La splière S, qui a pour coordonnées x\, ...,x^, a un rayon con-
stant -; son centre a pour coordonnées

7i / À , ^ /
,_ /y»' _ /-y' _ y" *

tX/ ^ ,. . .,€• ^ , . «X y ,

i l , décr i t une surface à courbure totale constante applicable sur la,
sphère décrite par le point qui a pour coordonnées

}. 1 X-ai, -: ̂ , -.a^
{/ II V

Remarquons maintenant que, si p est une solut ion comm,unc de
l 'équation à laquelle satisfont les quanti tés oc' et a, les deux points

(x\ x^\ ^ fai a^ (X-AA —" ? • * • ? —- et B ---- ? — ? —
\ p p 7 \ p P p /

décrivent des réseaux applicables; ces réseaux sont 2 0, la coordonnée
complémentaire étant--

Si l'on prend pour p une combin.aison.linéaire isotrope de x'^ x^, x^
par exemple ,

p :=: x\ -h ix^

on pourra réduire de deux unités le nombre des, coordonnées de A;
on aura deux réseaux de l'espace à trois applicables l 'un sur l 'autre*
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Les coordonnées de ces réseaux sont :

( A ) ^, ^ ^
0 P P , . /p =:.r -i- ̂ ^.

(B) ÏI, a!, ^ l 1

P P P

Désignons par Xg, X,,, X;, les coordonnées de A, la coordonnée com-
plémenta i re est

^(OC,4-X,).

Il en résulte que l 'équation du réseau admet la solution

Xj+X^Xj-À^X.+fX,) 2 ,

c'est-à-dire que le réseau A est paral lè le à un réseau de la quadrique
Xj+Xl+XI-À^X, ̂ XJ^r,

ce qu i permet de déformer cette quad r ique .

100. Nous al lons i n d i q u e r r ap idemen t les propriétés d 'é léments
de l'espace a, quatre d imensions don t la recherche équivaut à celle
d e s s u r l'a. c c s i s o 111 c r ,m i q u e s.

Les systèmes 0, 40 du cas général (n° 77) d e v i e n n e n t ic i des sys-
tèmes 0, 2L; c'est-à-dire des réseaux 0 de l'espace à quatre .dimen-
sions, appl icables sur un réseau de l'espace à t rois ,dimensions.

Ces réseaux cor respondent au d é t e r m i n a n t orthogonal (L (n° 94);
le réseau appl icable de l'espace à trois correspond au d é t e r m i n a n t
orthogonal 0 < (n 0 ^) . Ces réseaux sont, en outre, appl icables sur
une i n f i n i t é de réseaux dû l'espace à c inq d imens ions , correspondant
aux d é t e r m i n a n t s 0' (ji° 95).

Tout réseau orthogonal à un réseau 0 , 2 L se raL , 20; c'est-à-dire
un réseau 2() app l i cab le sur un réseau de l'espace à deux dimensions .
On fo rme fac i l ement ces réseaux L, 2 Û -

Soit M. u n réseau 0, ^ L ; i l y a deux congruences I qui l u i sont con-
juguéos, le réseau é t a n t 2L, ces congruences, seront en général 2K;
de plus, toute congruence I étant orthogonale à elle-même, elle ne
peut être 2K sans être aC.
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Les paramètres de l 'une de ces congruences G sont

X i =--- .z'i 4- iy^, Xâ -=. .2*3 4- iy^ X.3 -= ̂ 3 4- <y;i, X,'., = ^4 4- ̂ ,

les quan t i t é s x ct j é tan t celles du d é t e r m i n a n t (L. Cette congruence
est applicable sur la congruence (i(Y^ . . . ,Y, ) de l'espace à c inq
dimens ions dont les paramètres sont

Y.=^Cr,4-^,),

les quan t i t és y et ^ é t a n t colles du d é t e r m i n a n t 0" (n0 95).
Ces congruences î, 2K, aC sont les congruences î, 61 du cas général .
Parmi les réseaux conjugués à ce t te congruence , il y en ace3 q u i

sont 0, 2'L; les coordonnées de ces réseaux son t

11, x?, x^ x^
P ? P ? P 7 P"'

p étant une combinaison isotrope de Y ^ , Yy, . . . , Y;,»
Ce passage des systèmes 0, 2L aux systèmes I, 2K. f o u r n i t une trans-

formation des surfaces isotliermiques.
Si M est un réseau, 0,2.L, il y co1 congmences harmoniques q u i

serontC, 2! ; inversement, si G est une congruence C, 2!» tout réseau 0
harmonique à cette congruence sera aL. Ce passage des systèmes 0, 2,L
aux systèmes C, 21 const i tue une seconde transformation du problème.

Si une congruence est C, 2!, sa congruence orthogonale sera, K, si.
A chaque congruence K , 2 l on peut f a i r e correspondre co2 réseaux
conj ugués qui sont L, 2 0 ; inversement, d'un rése-au L, 2 0 on dédui t cc^
congruences conjuguées,, qui. sont K» al.

La •congruence H' qui a. pour paramètre les quant i tés x' [détermi-
nant IT (n° 96)J, et la congrue'nce l'F qui a pour paramètre les quan-
tités ^ [déterminant IF (n°96)] sont des congruences ai, K; elles
t§ont applicables l 'une sur l'autre. Elles sont, en outre, applicables
sur une inf in i té de congruonccs H de l'espace à cinq dimensions;
ces congruences ont pour paramètres les quan t i t é s x des détermi-
nants II (n°96).

On voit que les congruenccs^ II' et tT sont a K . d ' a n e i n f i n i t é de
manières,
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La congruence G' qu i a pou r paramètre les quant i tés y' du déter-
minant ir est 2!, C; i l en est de même de la congruence G" qui a pour
paramètres les quan t i t é s y " du dé te rminant IF.

On trouverait fac i lement les propr ié tés des autres é l é m e n t s in t ro -
dui ts dans le cas général.

101. Il est clair qu'on a une solut ion particulière du problème en
cherchant les réseaux 0, L; c'est-à-dire les réseaux 0 de l'espace a
quatre d imens ions , applicables sur un réseau plan.

J'ai é tud ié ces systèmes dans mon Mémoire. Sur la déformation des
surfaces Çfournal de Mathématiques, 1896, Ghap. VI) .

Ces réseaux 0, L correspondent au d é t e r m i n a n t or thogonal
.ri
Ji
t!

•/h

C •~r

j —

. . . X,,

• - • .n
'<"
'f[\

6b
^ s in y, /n •= y^

()Q^cos9, n ̂ -^

7

ayant pour rotat ions
<:/=.= ^.cosy,

b :=::-— ^.siti y,

ou [j. est une constante et où ç sa t i s fa i t à l 'équat ion
y" o y o _^ ^ ̂  _ o,

ce qui donne
. F ( ^ + r ) 4- F i ( ^ — ( ' ) -

Si. M est un réseau, 0,L, le réseau N qui , lu i est orthogonal est
aussi 0, L. Ces réseaux i n t e r v i e n n e n t dans la déformation du parabo-
loïde de révolu t ion .

Les deux congruences ï harmoniques au réseau M seront C et, par
conséquent, K ; l ' une de ces congruences a pour paramètres

^=:^.+^i, O^^^i-n^ O^^^i'n^ ^=^+ÏYH;

O i » 0^, 0^, 0^ sat isfont à l 'équat ion

(33)
â^i \ y y ào à^''

au àv au àv au à^,
9.
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En faisant varier [j. on o b t i e n t tous les groupes de solut ions quadra-
t iques de l ' équa t ion (33). Toutes les congruences correspondantes
sont applicables; ce qui montre que ces congruences sont K d 'une
i n f i n i t é de man iè r e s .

A chacune de ces congruences sont conjuguées x3 réseaux 0, L
Soit O i , ..., 0,, quatre so lu t ions quadra t iques de (33) ; X une so lu t ion
que l conque ; déterminons Xp * . . , X,, par les équa t ions

^= -)^^Q ^
ùu. au /1] àa)

^X, ,̂ ôl
^——^+0^9

Le po in t A ( X , , . . . , X^) décr i t un réseau 0. Si À est une e o m h i -
na i son l inéai re isotrope des quan t i t é s 0 ^ , , . . , 0 ^ , on pourra s u p p r i m e r
deux des coordonnées de A, le réseau A stî r é d u i t à u n réseau 0 p l a n
isothormique.

Si \ est une fonc t ion l inéa i re non isot rope de 0^ Û y , 0;$, (h,, on
pourra réduire d 'une un i t é le nombre des coordonnées de A; on a un
réseau tracé dans l'espace ord ina i re ; si l'on prend, par exemple, \ = 0,p
le point qui a pour coordonnées X^, X^, X;; décri t une s u r f a c e rapportée
à ses lignes de courbure; on vérifie f a c i l e m e n t que cette sur face es!
une surlace m i n i m a .


