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SUR UN CAS PARTICULIER
DE

L'ÉQUATION DIFFERENTIELLE DE MONGE,
PAU M. W. 'KAPTEYN.

1. Dans un premier Mémoire (3e série, L XVII de ce Journa l ) , nous
avons é tudié les cas les plus s imples de l ' équat ion d i f f é r e n t i e l l e de
M o n g e ; dans celui-ci nous nous proposons de poursuivre ces
recherches en dé terminant les c o n d i t i o n s nécessaires et sulïisantcs
pour que l ' équa t ion

II r + L t -+" M = o

admette deux intégrales i n t e rméd ia i r e s et ces intégrales elles-mêmes.
En adoptant pour l 'équation la forme

r—^r+^^o ,

A et ^ é tan t des fonct ions indé te rminées des variables x, y, ^, p et </,
les deux systèmes de caractéristiques sont définis par les équat ions
suivantes

âz — p dx -- q dy == o, dz — p dx — y dy --= o,
dy -h À dx '==- o, dy — A dx == o,

dp 4, }, (lq 4- y. dx =r o, dp — À dq -4- ̂  dx •==. o.

Les combinaisons intégrables de ces systèmes correspondent, d'après
la théorie, avec,les intégrales communes des deux systèmes linéaires

A(V)=^-),'^=.,

"(V'^-'I^-^-'^--
^fin..Éc. ^orm^(3),^K.. — 3m^w u)o3. : 1 1 ^l
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et
t /\-\ ')v 1 f}vA((V) - ; — -+.\— == o,(-"7 up

1} m - ̂ v-^ ()v-^ , - , ^V JVL,(\)_^+^+(/,+^)^.._^^.

Supposons main tenant que l 'équation donnée possède deux intégrales
in te rmédia i res . Dans ce cas, il faut et il suffit que chacun des 'deux
systèmes l inéaires précédents admet te deux intégrales communes. En
déduisant des équations A(V) =-- o et B(V) == o les nouvelles équa-
tions

C(V)= :AB(V) - - I$A(V) r . ro ,
E ( V ) = A C ( V ) - C A ( V ) - = o ,
F(V) ;=:BC(V)-CB(V)-=o,

pour obtenir le système complet, il est évident que ce système complet
doit se réduire à trois équations indépendantes. Cette condition sera
remplie si les équations E(V) == o et F(V) = o dépendent linéaire-
ment des trois premières. En développant

H. \ ̂  4-A(/, - Ây) ̂  + '•"/^ - / - <)v

.^ , ,,. , /)V

(;(V^——-A(À)^4-A(/,-Ày)^+^B(,.)_^^,^^

E(V)=:-.AA(À)^-^AA(y,-Xy)^-^-[AB(?.)-AA(/.)+C(?,)] ( )X^ ' t . ' ^ " \ ' - / — tï.^\,[J.) -)- l^/,;| —— '="- 0,

<)VV(V)= [C(^) - BA(Î,);| - + [IîA(/. -- ?.y) - C(/, - ̂ .y)^ ̂Jy —— \."^^l^ -- r . l / ) — \^p —— / . y _ ) j

-i-ffïttfï\ î > i / . . \ . r i >-. àV4-[I î .B() , ) -BA(p.)4-G(p.)]^-=o,

la condition cherchée prend la forme

-̂M^ =- AA(^-? .y) ̂  A]BI?.)__A_A(^) + (•;(?,)
A(/) A(p - ̂ y) -B (7*) -'Z^I)———'

"M7)— !̂ = ̂ ^I^MZL^/^^ , KB(5.) -BA(,.) + (̂ .)
A(?.) A(/.-^) --———BY7T=-ATÏir-~-

II faut donc, pour que le premier système de caractéristiques admette
deux combinaisons intégrables, que les quatre équations suivantes
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soient remplies :
^AA^Q^A2^),

3A(}. .)[ .B(}0-A(^)]=2}.[AB(}Q-AA(^)+C(}.)] ,
2} . [BA(} . )~C(X) ]=A(À) [3B(}0 -A(^ ) J ,

2 À [ B B ( Â ) - B A ( p . ) + C ( ^ ) ] = [ B ( } Q ~ A ( ^ ) ] [ 3 B ( } . ) ~ A ( ^ ) ] .

.En remarquant que la soustraction de la seconde delà troisième donne
nAA(^ . ) -3Ca) ] :=Aa)A(^) ,

on voit que le système précédent est équivalent au système
, ^AA^Q^A2^),
) } . [AA(^)-3C(?Q]=Aa)A(^) ,

'> / \ A / ~i \ (' o l "» / "i \ * / \ i . " " i r - r t i / ^ v1 A(-À)| :3B(}>)-A(^)]=^.[BA(X)-C().) ] ,
( ^ . [BB(}0-BÂ(p.)+C(^)]=[B(}0~A(p.) ] [3B(? . ) • A (p.)].

Quand on pose
Ci(V)-AJ^(V)-B,A,(V),

le second système de caractérist iques admettra de même deux combi-
naisons intégrables, si, l'on a

. 2ÀA,A,0):=3Aïa),
) } . [A,A,(^)+3Cia)]^=A,(À)A,(^),
1 A,(À)[3B,(5.)+A,( fx) ]^=2Z[B,A,(}0~C,(} . ) ] ,
( ^Â[BiBK^^BiA,(^Q-^(^)]^[B,(}Q+A,(^)][3B,(7)+

2, Pour déterminer la solution la plus générale de ces hui t équa-
tions différentielles, nous allons d'abord les développer. La première
équation du système (ï) donne avec la première équa t ion du sys-
tème (2), par soustraction et addition,

, ^}. ô\ ai
( ï^ ) , ).-,——r- — "r -r- =0,

^P u^ ^P af/

^ ^(^^^.^(W-.v(W:
\^ àP 1 \àq) \àpj

o.

En combinant de la même manière les équations correspondantes des
systèmes (i) et (2), on obtient respectivement

i à^ ai Ô[Mf f la \ ; À —•-"---*---" r̂ r % __ _--- •)
àp àcf ôp àq
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/ ) [ / , - ) , ̂ '"l î^2^ •U^'/-»^'- l,̂  (n- ^( 1 . 1 ) /.^-,-Â-^J-oX-^^^-^.^-^^

.̂  ' û h f à ' k (n.\ ai/ai ()}.\ . ̂ n
r-::07• ,̂  (,̂  +/^ - ̂  (<)7 -4- ̂ ) - ̂ J'

dii") ,?, ( ^ 4.,, ^L + j^_ +..^_^
v / . ^ ûp 0^ i àp ()s àq à Y j àf/ a s )

-^ -^^ 4-^^ ̂  -^^y- ̂  ̂
y5 (//J- <//? d/̂  ' \àp/ àq ùf/

. < ) ' } , ft)7. <)7.\ -^./^ f)7.\-=.^^^+^^^.^^^p^,

/nih\ - \~ ^'•2À ^^ -,,/' <y1^- <)'-^ \'\^À J21L T/' <;2À <)n

Wàx p à<i Os + Y ôp~ày ~f" 7 'àpjs

4- ?. (/^ ̂  -- ̂  .^.^^ 4_ „ ̂  ̂
' \d/^ ^»y àq ôp ) • àp ()(/

( 1 II/' ) :< /. -——. 4- p -—— 4- V 1 4- ^ '-...A )
l^/tto' ^y^ \()pày ' < ) p ô s ) \

.._ al/ai ôl\ , ..âl/()l à7.\-'3 ̂  ̂  -'- y -ai)+ À- ̂  (<jy + y j.-) '
(IV«) ^.f ^Â , . ̂  -i-/^^^1 ^-//^À^ ^ <;2À _. J2/-(iv ) -/' 1,^^ 1 'l ù^^l\àyô^<l^)~V•\^SY~'~''^

4- ?, ̂ .̂ ,. 4_ „ ̂ \ 4. ,. (^V-. , - ^2/^ ^
' \ à < | à ^ ' ~ I à q à s ) ' " V^^ ' ' ' ô p à z )

. . . . . f à ' h <)7.\ fà-k <rh\ . ()l/âl <)1\
- •u- {-ôy + 'I -ô.) [^ -1- P à.) - 3 ̂  ̂  (^ -»- ' 1 ̂ )

4-.,,^-(^..,^^)^^^V^.,,^,
^y \<'ÀZ' / àz ) àp \ày ' àz }

<-' "•:a—^-/'^-.(^-/'^)i
-'•(^—^L-/^)

<)2^ -4 n ^^ ^ i.- 1 2 ( ^V- ^^ '
'•v{^•+"^)-^sv[^-^

.(aï a\ aï Y , , . 1 ' s i . , ,».\'
•'^+''ô;-lt^)+'••[ïy+'^-f,)

/.l-^^)-^fê^)

"'•^^-/^-(-^'-'•'^^

——.»««—-.*.— *̂ i«». i) u—..„«„,;•.,».»». l «,.L_ 0 / * l »___ ' _ L.., /•» »

t>/>^- ' i)p l i s } • '• \^i)y Yl'S^'S'.,

t / 1 - / v" t UA \+ ̂ gy [-.-.+ 7-.} +

,())*/
+ 3 î. —— ( .^/\

'••OlO'̂ -^-^-^-
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3. D'après le Mémoire cité (p. 261) la solut ion la p lus générale des
équa t ions (F') e t (P) s'écrit

( o \ •} — ̂ JL?Î -±̂  — p

^ / "-/-f-a^-t-^/2"' Q 5

où les six fonct ions ci, b, <?,/', g\ h des variables x, y et z sont liées
par la c o n d i t i o n
( 4 ) y^ac^g^fh-^^.

En intégrant m a i n t e n a n t l 'équation (11^) on ob t i en t a isément

(5) ^=À2Q,+Pi,

P| désignant u n e fonct ion indé t e rminée de x, y , -s, p et Q, une
fonct ion i n d é t e r m i n é e de x, y, -s et y.

En i n t r o d u i s a n t les valeurs (3) et (5) dans l 'équation (II6) celle-ci
se réduit à

,,,^^_3QO,^^Q..Q,).Q,(l,,^-,,PP.^.-3P..P,)

-.' r^- (^ - " ë) - "••"-> (s+ "^+1^+ " T)-^{^^')-'^-pm
où. P' et Q' représentent respectivement j. et —•

Comme le second membre de cette équa t ion est un polynôme du
hui t ième degré en/? et y, il s 'ensuit que les fonctions indéterminées P,
et Q^ doivent représenter aussi des polynômes do second degré
respectivement en p et en y. Posons donc

• P i=A+2:B/?-4-G7?S

Q,=:F -^G/y-hH^S

où A, B, G, F, G, H désignent des fonctions inconnues de x, y et z.
En in t rodu i san t ces valeurs dans l 'équat ion précédente, l'égalisation

des coefficients ,des mêmes puissances de p et cj dansles deux membres
donne vingt-cinq relations. Comme nous n'avons pas besoin de toutes
ces relations, nous nous contenterons d'écrire seulement les cinq sui-
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vantes, dans lesquelles nous avons représenté les dérivées par rapport
à x, y, ^ par les indices T , 2, 3 et i n t rodu i t la nota t ion

(Â- , / ) -^ / -^Â- ,

^ : ^/^(G +• H) = Qch(csh) == Ui,

/r'î ̂  : 8 Wi2 ( C •+• H ) -+- î 2 c / i 1 ( c B — b C )
==:6ch{Ci/i) ^r6bh(Csh) -4- i2C/<( ^/z) = Ua,

/^ </'' : 4 /^ ( w + 2 If- ) ( C -}- H ) -4- 12 de ( CÀ - a C) -4- 12 /^A'2 ( c B - b G )
-:= 6 bk ( Ci // ) -h ï a ch ( <^i //, ) -h 1 2 A// ( b., h ) + 6 ch ( a:, // ) --: IJ „

p^ : SaWÇG "1- H) ~\-lïch•î(bK — aV> ) + ï a /^? (cA — aC)
==: x 2 ÀÀ ( /^ A) -h 6 c// ( « î /< ) -h 6 bh ( ay /< ) --= [J/,,

/74 : 2 û2 A2 ( C 4- H ) 4- x 2 ^A2 ( ̂  A — r/, T^ ) == 6 &A ( ai //, ) -.= U.,.

De ces équations on déduira aisément

C +H -~^"n

, B - & c = — — — f u , - ^ ( J . Y
12C7^ \ C /

T /.- b . 20 y,, \cA — a(.,^ =:: "•"—— LÎ3 — - Us — — U i L
Ï'3C//.2 \ C C /

1 /.-., & .-r ^2 ,.T 2a^ t'T \
&A - a B - 7Ï^ ((Jt - ? IJS + ̂  uî - -^- "•} '

.A-.B=,^(U.-^U,),

par suite
e3 U;; — Z^c2 U/, -h //2 c;U:î — b3 Uî + a ( ̂  ̂  -- a^) Ui := o.

:Ën introduisant dans cette relation les valeurs de U^, U», U^ et Uâ, on
obtient

^.h\b^—acYV,-=.o,
d'où 1 ' , , ! , 1 - ! ' . •

( 6 ) , 1 1 , ! ,(c^)=:o,

et, par conséquent, ! ! ' .

( 7 ) , ! ' 1 ^ . C 4 - H = = o
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00
^ , ^Qi - .
à^' ' à^ ~~

La dernière relation nous permet de réduire l ' équat ion d i f fé ren t ie l le
i, ï ' ^PI <- ^Qià la forme suivante, dans laquelle nous avons remplace -^— et - .

parP'^ e tQp
P^O^-OQ^+Q'P^PTi-PPi)

-Q^^)--'^^)^^^
.P.Q^+^-WQ^.^').\ ày as i \ us i/s )

En introduisant, encore les abréviations
<) à „ à , <)( r= — + p -,-1 H •= — -I- '7 -r '

^A' •• ^3 (̂ ' (̂

l ' équa t ion précédente prend la forme

( 8 ) P2 Q' (Q' Q. - QQ'i) + Q'I" (l^i - l'I'i)
=•-- I:»' Qî (r ( 1:> ) • - PP' Q G ( Q ) -+- P QQ' H ( P )

- I»2 Q' H ( Q ) - 2 PQ (Q ̂  - P ̂  ) •

4. En posant de la même manière

7.=^, ^.=^Q,+P,,

dans l'équation W'1 on obtient
a PQ3 ft ( P' ) - - •->. P2 QH ( Q' ) -4- P' Q2 G ( P ) - P2 Q' II ( Q )

4- 3 P QQ' H ( P ) - 3 PP' Q G ( Q ) - 4 PQ (Q ̂ ) - p <^ )

^ aPP^I^Qi + Q'I'i) - Q^'^'i - p'I)t)
- l^Q^QQ'i- Q'Qi ) - P2Ql(l> / 2- Q'2).

Or, comme on a ,
p'2_app"=Q'2-aQQ",

le second membre est équivalent à

3QQ"P ÎQ>+ aPP"Q2Pl+ ̂ CWQi- QQi)+ Q'2^^^?. - l̂ 'i)-
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En remplaçant dans cette expression les deux derniers termes par
leur valeur dans l ' équa t ion (8), l 'équat ion d i f f é ren t i e l l e précédente
s'écrit, en omet tan t le facteur sPQ,

(9) QG(PO--PH(Q / )+Q^Î (P)~P / G(Q)==P^QP,+PQ"Q,+Q^-P ( ? } Q .
V-»? (/ •—'

En développant, l 'égalisat ion des coeff ic ients des mêmes puissances
de p et q dans les deux membres donne les n e u f relat ions s u i v a n t e s :

i 2 cfA. 4- a ciîi F =rr 2/h i — 2 a ̂  4- 2 a.i ff — 2 b/i 4- ( /;} a ),
p 4q/B 4- 4MP == V(^i4- ̂ ) - 4^+ 4^2— ^ bf^^cf^ ^ (./^),
^ 4<"^'A 4- 4^'^ =' 4.^i— 3a(//24-•^•3)~l-ît^>a;î4-aA^2— 4^>l+âte'3a)?

p2 . ^ (^/'C 4- 2 CÀ F == 2 c/^ — a ("^"2 4- a ̂ r^ — a cj\ + (,/3 <';• ̂ ,
pq 8c^B4-<SÀAG

=: 4.^(^4-^3) -4 ̂ +^) 4-4^3-4 À^-4^^--4^-,+4te^).
</2 a c A A + 3<%/ÀÏI "r-; ^//.^i — 2 a//3 4" ^/ut'^— 9/hl(^-\- ( //;(^),

^îî </ : 4 c^ C 4- 4 <-'A G == 4 ,̂ ;î ~ a c ( As 4-^:0 4-' 'î ̂ 3 4- a fic.î — 4 ̂ 'y 4- ^ (^;t ̂  ),
pc^ : 4 c^B - ^4MH—2^ (6 t l + ^ )—4^A^^4A63—2^^ ; ^ - ^ ^ ^

/.^"^/2 : a c A G -h 9.c/< If "=: ac;;^ —- 'îch^-\- ^/ie.^— 9.c/i^+ (/^c).

A cause des équa t i ons (6) et (7), la dern ière relation ne nous
apprend rien de nouveau. Les autres se s impl i f i en t en i n t r o d u i s a n t
les mêmes équa t ions (6) et (7). En e f fe t , on a

r 2/(cA, — aC) 4- 2 a ( A F ~/H) =: a (<V; 4- a (a^-) 4- (^a),
^ ^/(,.B ~ /.C) +4^F -/H) ̂  a(^/) + 4(6^),
ç 4 ^ ( ^ A - ^ C ) + 4 ^ ( ^ G - ^ H ) = 4 ( ^ i ^ ) ^ ^ ( ^ ^ ) ,
^ ^(^ IF-/H)^(c,/)+2(c^•),
pcf 3 ^ ( c B - ^ C ) + 8 Z / ( A G ~ ^ H ) = 4 ( ^ ^ ) ^ 4 ( ^ ^ ) + 4 ( ^ ^ ) /
^^ ' 2 Â ( c A — , a C ) = : ( ^A) ' - -h î t ( ^A) ,

p^q ,4 .C(AG-^H)==4(C3^)4-2( (?^) ,
/^2 4 À ( c B - Z / C ) = : 2 ( ^ À ) ^ 4 ( ^ A ) <

De ces équations ]e déduis d'abord les relations

cA^aC-^^^^^^1^ ^n />r ̂ (^"^(M)ÇA ^L ̂  .---—-^..^—^^^^^ , cB - ̂ C - -——^^^^^^^^ ,

^F^/H-^^Û^ /.(^^^il^^i)^^^^
[ 1 , , 1 - a ^ " 1& ' yc 1 . 1 ., ' •
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ou, en posant

(a,:h) = A/-, (b,k) == B,, (c,A) = C,, (/,A) == F/, (^-A) == G/,

et en remarquant que
/ ( / r , A ) - / - ( ^ A )

A:(4- aB,c A — a L =
C.4-2B,cB "-- ^C

/ F /ri ^-—^^--^(^3// r — / S"l "^- ————————,—————— ?•7 a cA
A C î — ^ p G ; ;

/// G — ^ n. •=-=- ———~—— -
0 2 C'A

Quant aux autres relations, on les réduira aisément aux formes
suivantes :

h c V i •== c^' A 2 "— a^' C a — c/ A. 3 4- ci c F 3,
^Fi^ ac^l'L-- a ^•Ca~- a<y S^r-i- ^CF;},

a //c G, ~= cA A ^ — ali €3 — c^" A ;̂  4- "î ^fc G ;i,
c;2 G i =: c fi S î ^ --- /^ //. (^ ̂  •— c,̂ " 1 ï ;; -}-- ^c ( 'S ;{.

Pour (aire voir que les dernières relations ne sont pas indépen-
dantes, je remarque que, en d i f ï e r e n t i a n f c par rapport à ^, y et ,s
l 'équation (6)? ou

'̂ bï _. / ^ti

^ "'"' A2 ^: A ̂  F1

on ob l ient

( i 3 )
A F î • • • " 2 ̂  G-1 •== c A i — 2 A B i -h ^ G i , .
A Fa --- 2 ̂  G'â -= c A g — 2 b B 2 4- ^ G^,
A F 3 ~ ^ ^ G 3 = : c A 3 — - î A B 3 .

Si, maintenant , on compare les deux valeurs de 1̂  et ensuite les
deux valeurs de G-i, on trouve respectivement

^•[^Aa — i AcBâ 4- ( % /^ - ac) G, ] = c'/A^ — 2 ^q/Ba 4- c( //2 — ac) F»

et
/ / . [^As— a^B^4- ( 2 ^ ^ — 0 0 ) 0 2 ] ^C'^A..}-- 2bc^'K^ ac ( ^ 2 —ac)G3 ,

d^où,
c A g — a A B 3 ~ = = AFg—2^x3.

Après -une légère réduction, les trois relations, restantes prendront
Ànn. Éc\ Nûrm., (3), XK .—AOI ÎT igoS. ^8
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les formes suivantes :
^ \ ^ — 2 ^ B, 4- ^ C i = ̂  A 3 — '2 ̂  B ;>.,

(4) . c2Aâ----^I^I+ (a^- ̂ ) C^c^F:,- •V'G;,),
c(^Fi - 1 1 - 2/Gi) == ^cA^— 2aclL+ ^^C,.

5. Après avoir trouvé les relations qui se déduisent de l'équa-
tion (IIP), arrêtons-nous un njioment pour en dédui re u n e consé-
quence qui nous permettra de s implif ier encore Féq n a t i o n (8) q u i
n'est autre que l 'équation (W).

En substituant les valeurs

A^^^^^^
C 2 C/l

B^C-^±Ac ^ ch

que l'on tire des équations (i i), dans
P=:A4- ^ ' H p + C p \

on obt ien t
l\-z c ( a .4- a bp -h cp^ -1- —," [ A y -4- a 1'̂  4- a (Ci 4~ a B,( )/<]

C? •' w"

OU

•F, r;:: ..̂ l» 4- —7 [A, 4- 2 B,4- 2 (Ci 4- ^B;,)//),
<; '-.i en

et en différentiant par rapport bp
C<.. î

P^:^P/4^,((.4^B.).

On aura donc

p/ p^ _ pp^ — [ ̂  (a B ^ 4- Ay) — a (a S^» 4" GO 4-- (a B \ 4- A 3) ̂  4- (^ 1 ,̂ -h Ci) c^ ]

ou, d'après (14^

p 'p^pp^^[A,+aB^^C^ 24-(A34-2B^)/>3=^^ J 4-/,^ ̂ .

Par -suite,
( i 5 y , •' pq>^pp^(,(p)^piL^)
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et de même

(16) (yQ^QQ^-HCO+Q1^-

En introduisant ces valeurs, l 'équation (8) se réduit, après division
par PQ, à cette forme :

„„ yH,?)-,..^)-^-?^)^^,-^;,,

L'égalisation des coefficients des mêmes puissances de/? et q dans
les deux membres de celte équation ne donne rien de nouveau.. Toutes
les relat ions qui se déduisent des équat ions (1P) et (IIP') seront donc
comprises dans les équat ions (G), (7), ( ï i) et ( i .4)-

G. L 'équat ion différent iel le (II.P) que nous allons étudier a présent
s'écrit, en in t roduisan t

À=^, ^r:=-PQ,4-Pi,

P^P^Q'Qi " QQ[) 4" Q^VCP'PI 4- PP\)
r r - aP^QHtP^-aPQ^ 'KQ' )

4,. .Q^y(,(P)^pp/QîÏ(P) + PQ(yG(Q) - P^IKQ).

En profilant des relations (i5) et (î6), on obtient la forme plus
simple

pp/ 0{V
^PÏ1(P /) - -îQ^W) - P'I^P) -h Q'G (Q) ̂  -^ l ï (c ) - ̂  G ( A ) .

Si main tenant on développe les deux membres, on verra aisément
que l'égalisation des coefficients des mômes puissances de/? et q ne
donne aucune relation nouvelle.

7. Il nous faut maintenant réduire l 'équation (IV^. Pour y arriver,
nous la mettons d'abord sous la forme ^

.PGG^)-.^^II(-A)4-M,(^)4-P^H(,.)

= 9.1GW 110) - a^Ha) + 2 ̂  GO) + .r-^ H(^) .
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Or, on a
aPG.!1^ ^ 2/^.1^) _ 2 À G O ) H ( À )

-n ^ lî^) - . à ,,—— - ,. . . ( Û^,,3^^^^.,^^H(,)^,^H(A)^
(?/j.

- - » ̂  ^</ - ^ /^^-^ / ^ " \ ^/J-/,(,^=,(,(^-_,(,(/,)^
..•.-Ln^^p'^K,,)-,,^!!^,), ,

6//> À2 ( ] [ } l ()/J t '

par suite, l 'équation précédente s'écrit aussi
^

/, H ( Â ) r) îï(}.) ., Jq ., ^ ï î ( a )
a G ——— ~ î^ -,- •--— 4- (x ^-L 4- Â12 — --.F =: o.A " ()/} A /.•' ^ L1

En introduisant

on aura
^^Q^PÎ,

par suite,

e(:

^-«(QO-.Q.11^^^^^^^^^^

^îi^^oo ^JDAL^^ II:(pl)^ . ̂  ., „ ^ ^ ̂  .̂..̂ ..,..... ̂  .,,,,....̂ .,.,...

). <) lî(^) ^ / i > ^ à H: ( À ) . ^ 1 I ( P , )^ ^ ̂  . _ 2 ̂  - 1, J ̂  .̂ - 41- A- ̂  -^ .

Avec cette valeur, l'équation se réduit à la forme
^

p H ( A ) à HO.) ., (hf ,, (^ H ( P i )1 1 2(j -^— — 2 Pi "-- ——- 4" 0 ̂  4- /.â y- -^ =: o.
A 6^ À À2 ()p h1

Si maintenant on introduit

-4
on'obtiendra après quelquesTéductions faciles ! ' 1' 1 , 1 1 -

(18) Q4PGH(P) ~a(P) H(P)-PP, IÏCP') 4 ,p / p^ i ;^ (P)4~ p ^ H ( P ; ) -....- W 11 ( P O

=P 2 lQGH(Q)-G(Q) l I (Q)4-QQlG<Q04-Q / QtG
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Cette équation admet encore une simplification notable avec les
relations (i5) et (16).

En effet, en opérant avec G sur l'équation

Q^Qi-QQ' i^-H^O^-^H^c) ,
on obtient

QlG(Q / ) -4 -Q / G(Ql ) -Q^(Q r l ) -Q\C(Q)+( . îH(0)
^ Ï^GXQ) ̂ OcI^L

Avec cette identi té, l'expression entre parenthèses du second.
membre de l 'équation (18) prend la forme simple

^(Q^-Q^1^.

De la même manière, en opérant sur

P . I^ -PP^GCÏ^-^CKA) ,

avec H, le fac teur entre parenthèses du. premier membre de l'équa-
tion (18) s'écrit

- !^l:Ï(I^)+pq^(^^).

En divisant par P2^)2 , l 'équation (18) se réduira à la forme

(19) l'ii^ ^G111^0 =^[G(Q^+H(P^): | .

Or, ^ ^,/,
G ( A ) ^ , , à , , H ( c ) <} , <) ,
"TT ̂  TxlogA + ̂  ̂ Io^ —^=^logc+^ lo^c, .. ,,^1^ „

.|Q,=:(,î-+-Hy, . .iP^.B+(:^,

par suite
/ <) à \ f à , , à , , \ ( à à \ f à , ô , \(^^ ̂ ^j (^logA+^-^tog^ - ̂ ^ +^J ̂ lo^+^log^

^^1 ^ii ^11 ^H <}B ^B <}C ^C^_ ^ ...̂  ^ ...̂ ^ ...̂  q -,— .4- /•/^ —. ̂  . ̂  „.}.-. ^ ..,-,-. -4- // —~ .-[- pq _.
^.t" (̂  <Ar 6?-3 ^ / c^ / ÔY à^
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En comparant les coefficients des mêmes puissances de p et y, cette
équation donne

. . (m ^^ ^lo"^,
à y àx àx à y b c

()C rf(î ^ . h
P'' ày^^^àyà.10^'

à?> 011 y- , h^ ^+^===^ l^ lo^ î

àC àïl à2 , h
p n : —— -I- —— := -̂"; lOg - ,/ / àz à^ ô^" <••'

ou, on f a i san t a t ten t ion aux relat ions ( ( > ) et (7),

( à^ à^ _ à2 . h
^^^j^-^-^^^^

àG ^ à^
ôy àz(ao) . ^+^=0,

àK _ ^C _ .
^ " ôx ^~ °9

S. Il nous reste encore à étudier l'équation différent iel le (1V^) q u i
est la plus compliquée.

Écrivons d'abord cette équation dans la fonno

^GG(^)-4¥(i(|) .-^III:Ï(^+.^ft(^) -^PIl(l)

, = 3{(?(^-^|G(X)^^(iy]+^IP(À)+4^I3 (} , )^4^^ .H: (À)ûp •- - - / • l \^/ j ' / ' ^y v '
1 : . a,,/ „ ' \6)i,^ \ , /r)^Y "> ^ ̂  ^/^\a

, 4~.A^G(^+2A^H(^+^-^^^-A-^^

,., au. . dÂ .ç à^p. . . ^ 2 Â^4A^^2Ap^4^P^^-^^^,.

lîn substituant
À^^ ^r r^Q.+P, ,

cette1 équation se réduira, si l'on fait attention aux relations ( ï 5 ) ,
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(16) et (17), à f e t t c forme symétrique

Q a [ 3 P Q 2 G G ( P ) - s P Î Q G G ( Q ) - 3 ( r - G 2 ( P ) + 2 P Q G ( P ) G ( Q )

' + p : T , s ( Q ) + 3 P ' Q ° P l G ( P ) + P P ' Q P l G ( Q ) - 4 P Q 2 P l G ( P ' )
- aPP'C^G (P,) 4- aP'P'G (Qi) + iP^GCP'i ) + SP^Q'PJK.Q)

- 3 P Q Q' P, II (P) + 4 P Q Pi (Q ̂  + P T) - 2 pî ̂ ( l" Q • + Q3 p • )

-I- aPP'T)2?? -+- 3P2Q'2P^Ql+ P'Qîp'i2

— POP, (3PQ'Q'i + aPQP'i + P'QP^

-l- P^ - a P ^ Q H U t Q ) + a P Q ^ H H C P ) + SP^H^Q)

- 3 P Q U ( P ) Ï I ( Q ) -Q'H'CP)^ SP-Q'Qi ïHQ)
+ PQQ'Qi l l (P ) - ̂ ^"QQi l tCQ' ) - a P ' Q Q ' ï I C Q i )
-h a Q3 Q' II (Pi) + 2 P2 Q 2 1 1 ( 0', ) + 3 P' Q'2 Q i ̂  ( P )

- 3 P l" 0 Qi G ( Q ) + l\ P Q Q > (Q ̂  + P ̂ j )

_ aQî ()- (PÎQ,+ Q'Pi) - o•P2QQ"Qï — ^P^Q'PiOi
()Z -,

l" Q2 Q? -i- P Q Qi ( 3 P' Q P'i -9- P Q t'"!+ p Q' ̂ 'i )J ̂  0-

En remplaçant dans cette équation GG(P) cf. l-IH(Q), d 'après(i5)
el, (16), on obtieiidl'îi ;iisément

( a ) (y - a P8 Q G G ( Q ) -)- a POG ( P ) G ( Q ) + P2 G2 ( Q )

'-i- aI^P'G^Q,) -h SPM^PJKQ) - 3PQQ'PJI(P)
_ 02 G2 ( P ) -l- P' Q1 Pi G ( P ) + PP' Q Pi G ( Q ) — '-î P Q2 Pi( î (p/ )

..^.^G^-^PQP^Q^-.P^)

„ ap. ̂  (pîQi+ Q2?,) -I- aPP'Q'PÎ 4- 3P2Q'^PlQl

^ piQîp'^- PQP,(3PQ'Q, -1- aPQP"i + P'QP'i )j

'.- P2 "%PQ''HI-I(P) -2PQH(P) lï(Q) - Vîl9^)

' - ^ -2Q ; •Q 'H(P l )+3P 'Q 2 Q^G(P) - -3PP 'QOlG(Q)
+ p 2 I P ( Q ) + P Ï Q / Q l H ( Q ) - ^ P Q Q ' Q l H . ( P )
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-.P-OO.ÏKQ'î-aP^r-H^+^PQQ^Q^-P^)
"*" C \ /

_30• ;^(P2Ql+Q'P.)-2P2QQ''Q';--3P'2Q3PlQl03 -1
_ ps Q2 (Y^ + p Q Q , ( 3 p' o F', + -2 P Q Q"i + P <^ Q'i ) 1 = °-

Remarquons maintenant que, d'après les relations (i5) et ( i G ) ,
on a

p2 Qî p ' î _ Q2 (,â ( p ) + p' Q2 l>i G ( P )

=_- p ' Q î p i G ( P ) -i- P"•!Q2Pï + ^y—^—GÇ/i) - -^- (^(/O.

aPP'Q'PÎ - aP^Fi P'i ~ aPQ^'iG (P')

^„^.2plG(.)-..PyP,(^-^,).

- PQC.'îPQ'Qi + P'QP'i ) Pi + .'îP'Q'Pi H(Q)
^P'Q2P,<i(P)-P'• ÎQ2Pî

_ ̂ ^^(h) -SP^^^Q,-!- 3.p2.QQ4>l K(c).

En ajoutant ces trois équations, on voit qriR la somme des termes
des premiers membres est divisibio par P; en effet, cette somme
se réduit à

,[-,,,•:<^^ l̂,(/.,.31•^
'-^•<,.(/.)-...,>-i>,^-î:./.)-"-y-'.y.}

La somme (les termes analogues de la seconde partie du pre-
mier membre de l'équation Ça) se réduira de la même manière à la
frtFm P

Q^p,-M^l<^n(c)^^^^^^

+ p^- IP(.) + .P-Q, (^ - -1 c,,) -• 3P"QP,Q,J.

En introduisant ces valeurs, l'équation (a) sera divisible par PQ;
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' en omettant ce facteur on obtiendra

( A ) Q ^ — 2 P Q G G ( Q ) - ^ - 2 Q G ( P ) G ( Q ) - ^ - P G - 2 ( Q ) - ^ - a P 2 P ' G ( Q l )

— 3 Q Q ' P l I l ( P ) - + - P ' Q P l G ( Q ) + 2 P Q 2 G O ( ^

^Q,.PP^3P'P.^,^3J^Q^^^_P^^^^

-^(^-^^^(^-p^)'

-aP^P^+CrPi)

-t- P a PQHII(P) — 3PH(P) H ( Q ) — QIP(P) -f-- 2Q2Q'II(P,)

— 3 P P' Q, G ( Q ) 4- I» Q' Q i H ( P ) — a P2 Q H îî(^)-

_,p^Q^3Q^.^,^3P^QQ,^,^P^^^^

-..P'Q,(^-^^4PQ,(Q^-.P^)

-aQ^CP^^-h-Q'Pi/J^o.

Pour s imp l i f i e r encore cette équation, remarquons que

a G ( P ) G ( Q ) = a G ( Q ) fpiP'-PP', + ^(A^,

par suite

a G ( P ) G ( Q ) -t- P' Pi G ( Q ) — 3 Q' Pi II ( P )

= 3 P l [ P / G ( Q ) - Q'H(P)] + a G ( Q ) [^-G-(A) - PP',"],

ou, d'après l 'équation (17),

2 G ( P ) G ( Q ) - ^ - P / P l G ( Q ) - 3 Q ' P l H ( P )

.-3p.[.(P^-Q-^)-^H(^^G(.)]

+2G(Q)[^G(A)-PP," | .

Aiin. Éc, Nomi-, (3), XX. ~ AOCT iQo3. ^9
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Ajoutons aux deux membres

^(Qi^P^+îJ^GW

.^G^^.W^Q.^-^/..,

alors on aura

2G(P)G(Q)+1^6(0)-3Q4\H(P)+4P,(Q^+P^)

,Q-J^-^^G(7^^^H(c)^.QP.(^

^^pp/^+^^^K^-^/^-^Q)^^7')-1-^]-

Une discussion analogue donne

- .H(P)I-KQ) + Q'QJKP) - 3P'Q,G(Q) + 4Q>(o^ + I' ̂ )

^p^Ql^AQ^H^^3P^^,^.,^

^^QQ.^^^^H(c)-ap?^-.H(P)^H(c)-,-QQ._.

Si maintenant on introduit ces valeurs dans l'équation (6), on
pourra omettre de nouveau un facteur PQ. De cette manière, on
obtiendra

-îQGGCQ^+G^Q^aPPTxCQ^+^G^-^G-W

.^p.Q^Q^O^.oQP^^^C^A)-^/.

+ 2QG(Q) [G^ -P\1 + 2PHH(P)- IP(P) + 2QQ'1I (P , )

_ apîH11^ + ÏÏIPCC) - 2^(P2Ql+Q1?,) +'oPQ,^.

ij)!Q,H(c)-2p^c,--.PH(P)fIÏ^+Q.1=o.
c c L c J



SUR UN CAS PARTICULIER DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE MONGE. 807

Or
G(h} G'-(h') _ a7^GG( / ^ )—3G Î (A )

2 ( j — ^ - - — — ^ — _ — — — — — — — — ^ ,

--H(c) H^c) acHIKc)^!!2^)
2H-^---^-=————————^———————,

--4^(pîQi+Q'-p,)+ioQPi^-noPQ,^|

___<(P,^Q,^PQ,^,.QP,g,

donc enfin

(21) Q F- a G G ( Q ) + 2Q'H(Pi) + î^70 G(Q) - aP', G ( Q )

^^Ir^^-^i/^Q27'^71^^^^.?.^

+ P f2tIII(P) + 2 P ' G ( Q i ) - 2I^H(P) - 2Q'JI(P)

^^^^^^-^•^^^^.Q^
c e e ^'^ j

+ G2 ( Q ) + tl2 ( P ) - 4 ('P2 ̂  4- Q2 ̂ î-) = o.
\ (/-" (/<» /

Cette équation du sixième degré en p et y doit donner les dernières
relations entre les inconnues-

9. L'équation (21) peut être présentée sous une forme encore plus
simple. En effet, en calculant le coefficient de p^q dans le premier
membre de l'équation (21), on obtient

^^l + ,6ôc âG -h 8(^)H + 8(^) - ̂ ^b,c-3bc,)
c az c

_2^(2^C-3&C,)+8c(cg+&^-) -(4&3C,-4^^)-32^^J==0

ou,
(c) c< ^^=6c^4-(^c)H4-^(^c)+^(63c)-(^c) .

Or, en difïerentiant la relation connue (i i)
^^b L à c^^

c a ôx h c-
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par rapport à y

f-^^i^l^-^-^-
ou, d'après les équat ions (7) et (20),

(^) ^^^^^.^(^c)H+c2 ^^ î0^4+(^3C)- -^(^C t ) -6 t , (^3C) .
v ' (^y ()z 2 ûw (T/ " A

En ajoutant les équations (c) et (rf) on trouve

d'où

, (T- , h c1 ^ , c
çï — — l o g - = — -——— lo^ , .,Ar ^y c 9. ox à y h

y , c^^log^=o.

On voit donc que
c =: fonction de ."r multipliée par une fonction de y,

parce que, d'après l'équation (6), - est indépendant de^ . Or, comme
la valeur de "X ne change pas quand on mult ipl ie le numérateur et le
dénominateur par un même facteur, on ne-d iminuera pas la général i té
en choisissant

c=X,
A=-Y,(^)

en désignant par X une fonction arbitraire de x et par Y une fonct ion
de la seule variable y*

D'après les équations (^3) on aura
, , G ( /Q==H(c )=C3==/ i3=o ,

par suite, l'équation (ai) prend la forme

(23) Q f - 2 G G ( Q ) + 2 Q / H ( P O - 2 P ^ G . ( Q ) ^ 2 P l ^ o |
L az .1

-1- P [ a H H ( P ) + aPT^QO - aQ' tH(P)+ a Q , < ) p ]L <fs j

+ (P(Q) - II^P) - 4 fP»()Q! + Q^} == o.
. , \ . 0^ ! €/S /
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10. Avant d 'é tudier l 'équation précédente, nous allons in t rodui re
les re la t ions (n), ( i4) , (20) et (22) dans les expressions de P., Q,
P . e t Q , .

Pour y pa rven i r , j 'écris les équat ions (s 4)
,, ô (f- — cic à b2 — ac

ch2 — ~—77,— == y" — ——,-î— ?à.r fi1 àz, b1

,) b^^_^^^^
( "Jy———— ^6 àz ^

.̂  à ÉlZL^^c^Âg2-"^.
' "'ày ^ -^ àx ^

En posant Ir — ac == g1 —fh == a2 et en faisant a t tent ion aux rela-
tions (22), ces équations se r édu i ron t aux suivantes :

ôa , ()a àh—. /•i _ „,„ f/ _"".— —— v \ '" \ f()x àz <)z
, àa ()a ()^II — === g "-.-••• — a -Y"1-1 •>

()y 0 ()z ()^
, / . àa ôb\ f ùc^ ôg\h^^-^)^c^^^a^

Soil a == -4-^ itioî^ lus deux premières s 'écriront<)((
yu ' yu

ùb à^ àxà.
— ^ —:— b = c
()3 OU ' ()t^

àz as

yu • • yu

d^:)ù

'ï^^'^
()s àz

C— (u 4- <¥>), àx '
i) r= ————.—————5

fJU

Ts
Jz^u^^

^^ _ ^ — ;

• , as, , , ;
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o et ^ étant des fonctions arbitraires des deux variables x et y. En
substituant ces valeurs dans la troisième des équations précédentes,
celle-ci donne

<r-9 _ ^
Ax? ^y '""' .̂z? dy

On aura donc
(? — ^ =:^—— Yl,

où Ç représente une fonction de la variable x et Y] une fonction de la
variable y.

Posons, au lieu des valeurs trouvées pour b et g,

^(a+y-^)
^==__——————

—- ( K -i- ® + •n}

A ̂ ("+^•4-0

et remarquons que

alors on voit que

(24)

et, par suite,

(25)

^(«+^+0

II + S -(- VI -= U + ̂  + ̂  == p,

/=

/<i('9

^ 2 — — ^ 2 ^ ^ _ ï

C """ CPJ

/?!r^—^lr"^
h •w k^

En introduisant ces valeurs dans P et Q on a

p^^^i+^a)'—! ^^G2^).
c^" c^;

(26)
n ~ ̂ (^^q^y-î _ À2 H^P) ~ i
' /"^ • , ^ ^ ^ —

Pour déterminer P< et Q< nous avons les relations (20), qu i ,
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d'après (û3), s'écrivent
(m

ày
àG
àx
àG
àz
àc.
àx

àC
ày
(m

as
•• o.

On y satisfera de la manière la plus générale en posant

3i i

B= (h
à^c

àa G="
à!
à y'

a étant une fonction quelconque des variables x, y et z. Or cette
fonction doit dépendre de la fonction y à cause des relations (i r ) . En
effet, d'après ces relations, on aura

ou.

B=

(y ̂  -

àff
à^
àcr
ày

ĉ-^̂
i

^3

^

^îi

î.1,
2

Ï

2

àa
^=

àff^=

^ î-—loàse
à ,

—-lo
ôy

à /
=^(

à 1
=^[

C
fr — »4
^ A "

c
"'A"

•^\^y'<'»\,^'

d
~às

ô
~ as

4-£i
3 <;

, A,
4-^

b
c

^
À

3

" 5

En posant
(27) o"==log(^v/cAp),

ces équations se réduiront aux suivantes :

^
àx

EL
ày

v! à!
^3 as

^1 ̂
v'd as

qui font voir que p représente une fonction arbitraire de ^. 11 s'ensuit
que

(a8)

B
1 ^ ÔX Vz ' 2 C

c == „ ^5 ^a1 P

<:x=-

àa

àa—~—

àa
~ ày

^ ^

Ï^'t'î P^^ -±: 4-. L- ^

=-(?-

-. p̂
.t»

A,
îîi ~

^

^£^p
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Pour déterminer les coefficients A et F, on subs t i tue ra les va leurs
trouvées dans les expressions

a p «3-4- a^iA -= — L 4- ————— ?
C 26"

F f p ^'2-+-/3r == — ,- L !— ———,—— ?
/<! -2 /l

que l'on déduit des relations (i i). De cette man iè re on ob t i en t

A ^ ' ^^T'L P' ^LÎlLJl̂ 11

^ c2^ p ^(^a
(29) ' ,. /^(.':I-i P' , /^2^2^^^j ]. ̂  ̂  _ .̂̂  ^ 4- ———^———.

d'où
P,=P^P4- t-c l GCi.O^-1- GGOQp c cç^g r;i

.Q^^^Q+^iK^-^-in^.).
? /^ /^3 ^ 3

(3o)

De la discussion précédente, il résulte que, si l 'on choisit a rb i t ra i -
rement c comm.e fonct ion de;r, À comme fonct ion de y, v comme
•fonction de.r,y, z et p(^) === p comme f o n c t i o n de (>, les fonctions

. I) ^ pt2(^ , pÀ = : ^ , ^_^- ^ A ' i

dans lesquelles P, Q, ' P , et Q, sont déf in ies par les équations (26)
et (3o), représentent la solution la plus générale des équat ions d i f ï e -
rentielles (P), (1:̂  (IP), (II 6) , (IIP), ( I I I 6 ) et (IV^.

11. 'Revenons, maintenant, à Téquafcion (-23) que nous avons
déduite de l'équation (IV6). Je dis quela solution précédente satisfait
aussi à cette équation. En.effet , la partie dépendant de la fonction
arbitraire s'écrit

,W [û PB (£_')^H(P)^ „(,,)}

-.PP-[%QG^)^^G(Q)..^0(.)'l
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— a QG ( Q ) £. -^ Î  -+. s PU ( F ) p- -^ (V

4- .O^^Hp^,p^P:^o,
05 p (• 03 p /< '

^-^t/pJ"FP"-P'2 ' ' ^+ .l l" p' <':i:i^ Q+^ l^Q . — — . .
P / / ^ lL P" // p n p / / ^^

- 4 02 [PPiriFl! r! p 4- ^ ̂  p .4-. ̂  !i ̂ ^L p2 c p c p c ^:;4 os rpFln£l! ri î » 4- ^ ̂  p
p2

 " " " '

Or, 01 ii a

i:i i \ ̂  ̂ ~r H(,), G ̂ ) = £P—£: ̂t. \ ̂  P P — P,p;" p2 , p / p
par suite, le coeflieieni, de ^—^•j— prend la tonneû0'— p'

.̂,, I(.)- ̂ ^.-^-W^

> S>0 •> I U )
L^ ^, [(^( ̂  -l- y^ ) - ^ 0 <-,] - ̂  î1 , [ I.̂  ( ̂  + /n'.) -•1- ^ P <-3 l

^ l ^ ) ^i^")
•= :•••"-7••%>- ^yl.^ra—y'c.r-^ ( / / i ^ -— '7^;})^] —' :-7""•l- ^ ^ [ ^ ^ i — ^^'3 + (^i — ^^^'Y •

On v o i t donc que ce coenicient se rédu i t à zéro, parce qu 'on a
/^^ ̂  ^-^^ ̂  Q^ ç(^ ̂  ^^^ ̂  (^

^t^—/^;»" Ac.

O u a n L a u coeHic i en t de^ il st^ réduira, aussi à zéro,
-. 1 " . ! ! ^ . .Kn effet, écrivons ce coe f f i c i en t

,,, (^ + ̂  ̂ /H(P) - P/(,(QJ + ,,PQ [̂ l̂  - r(^'

,,„, / i ^ o î r f p \ / /p2 6<> y3^!»-' , / , > , , / i* y''\
-1- ;îp(-)f'» i -jt - 71 T.) ̂  4"3 ( 7T ^ - Ï -^J -+- • 1 u '13» (^ - f)

et remarquons que Von îi

. „ ̂  -, ̂  ̂ /U(P) - p'a^j „ .pQ [̂ m.̂  ..„ ̂ILî 7

//IL C' /& y |

= ̂ Q (CP + 2 /<Q)G(^ ) - 1^ (/<Q + 2CP)1I:(<-,) ,

--//z/i?,. &'<?• Kl or ni», (3)i X X » — AX)I:T if)o,3.
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et p o
, po. ^<iQ -1^ - UÏQ rA.,I[(.-)ïI(^)-^ ( , ( < • ) (;x(. ' ,)]+4PQ'^ ( 7, - ,:•)
' - •' \c as h as i c/«';i l- " '• -, •

/ „ (^ ^-) - Q! ̂  =^ F P2 " ('') " ( ̂  ) - Q'2 (r ( " )< ; ̂  + 8 PQ t';!;• ( Ï ~ '"" ) '' •''^ h àz c ai I (':, - '

'alors, on voit. que co coctRcient ;i<lrnct l'oxprcssion sulvanle

•AP^(c•l>4-•/-/<Q)G(.•,)--?• I^(/ 'Q-^-^l>)"(^)
(•.li " " •
+ iÊ0 r /i2 H (,. ) H ( c, ) - c2 ( ; ( c ) < « ( f, ) :1

C/i-Vs

^ i [pq i (c )T l ((',) - Q-2 ( : ; ( ( • ) (« (»';,)].
^':t

Si, miiiiif-eiiant, dans cet-lc expression, on met,

(,(„).—'il>' cl IK*')"--^,0''t / tf /* ,'i 1 1 .

d'après les («qu i t t i ons (-26), on obt ient

„ p' o ̂ i'̂  1' c l* + 2 II 0 - c P - a A Q :1
(;/(

.)_ y ? Q/ liLtIl} [ - /< Q - 2 Cl» -I- A Q -)- '.'. '-• P ] - "•

On voit donc que le premier membre de l'éqiial.io» ( ^ ) ••st inde-

jîoiidant de la (onction arbitraire ̂ •
Quant au reste, que nous passerons SOIIA silence, on vérifiera ais»'-

inent qu'il se réduit aussi à zéro.
1 1 s'ensuit que la solution précédente est la solution cherchée, qui

satistait de la manière la plus générale a toutes les équations ditlé-
rcntielles de l'Article 2.

12. Considérons, maintenant, pour déterminer les intégrales inter-
médiaires, le système complet

,HV)=^-^--o,' ' àq ai)
i)\ à'V . . dV àV

B(v) :=^-} '^+^-À?)^"^"=ot

C(V) =- A (X) ̂  - [^ + <7A(Â)] -^ + [BO) - A(^ ̂  --- o
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oa le système Jacobien équivalent

A.(»(V)=Ç-'-Î.Ç=o,ôq àp

( - \ \W(V\ - 6?v i ^^AO) <)V À B ( A ) ^ ^ A ( Â ) - À A ( ^ ) à\ _( , , , ^ |S (^-^ - 4 - ^ y - ^ - - ^ — — — — — — — — — — - à p — — - 0 -

ni; r v^ - ̂  i 2 X -t^^ ̂  ̂  AMr:B-W 6?v -^ -] v / '"' rJ/ • " A (À)" ^ -l A(t)~ " "àp "~<>•

La première équat ion de ce système s'intègre sans d i f f i c u l t é et
l ' intégrale générale est u n e fonct ion arbitraire de x, y, z et

^ . ï + cG i -t- hïî(3^ ) ^= -————-——..ï ..,- cG ï — hR
I) osons donc

Y r=cp(.r,y^, u)

d a n s les équa t ions ..B^CV) = o et (^^(V) == o, alors on aura,

i^-^^-11"''''^-.f^-^^-'^+^c"^-'-
II, f a u t , m a i n t e n a n t , développer les coefïlcicnis de ces équations en

f o n c t i o n de x, y, z et u.
Soit

m =.h\(^ V - ï ), n = c ( À2 H2 - ï )
alors

. - - . , /' m \ 2c7n'.( -, , ,, y,,.A ( À ) =:: A — -jr: — ——-- À ( c (-x --i- h H ).
V n 7 /^

En posant , pour un moment :ï — AH = y, ï -L- ÀH === 5, on a

par suite

ï 4- c G o
j — c G y 7

,, y u — rî y?< — S r,c G =^ '..——. ^, n == —•————~ — ~ 1 ,
y ̂  4» o ^ 0^3 ("y .M -h o ) Ça

— 4 y ̂  ̂ u ^ -, 4. ̂ ^ n y TY y ^ ( I I "-""I )DZ =: - — — L / — y ,.̂  —:....... c y à, À = -————T-, ,? c G- •4- h H == f————.—
( y ^4 - ^ ) 2 ' c^yM^-c^ y / / - h o

A n \ ^ a À ^ À ( ^ - ï )
A^)--^^y-
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et en t in

—+p
V(/ . ) / CP3(« —— i ) t 'y

a A _ 7 /< -+" ô o — / ^î _ ^ -+- » _ ^j
AIT) ""h (7 """ /^(/r^Ty " "2A7~3" 03 '"" /^ ( /< — 1 ) e;t

1^ o n r o b t c n i r les c o e ffî c i e n t s

,,., , , ou ^^p^O^àfi. A B ( A ) + ^ A ( / . ) — À A ( ^ ) ou
lï^(u)^^ 4- ———^——— ̂  - — — — — — — — ^ — — • - ^

au 'î À 4~ // A ( À ) <)^ î̂ l̂ Zl̂  ^/
^ 4^ ^ - ^ ^ ^ ^ ^ ^

OH
ï ûa 2 C i / / ,, 9.c/i / ( ) ( v , r)lï \— .̂ — "^ -̂ —. „ „ . . „ . „ . . , . , , ^ g .— —— ( „- -„.... — , j / _ ^—« i
// //*r / /À m \ ûx d^' ]

\ ()/{ 9. d^ „./ 2 cft. 1 <){} - <)îl \
~ ^— —^^ - _ _ « j j[ „>-,-. .,.-.„„« 1 » , - ^ ^ . , ^ - « ^ .......,.-.„.-. 1 ^

u i ) } ' / i m \ à y ()y J
\ OU 9.C/t. f Û(x .. ()}i \

a àz ^ l î i \ J3 (")^ /

i <)u 9.ch.
// ôp " " " " " pi Ày

nous comniencerons par l ' éva lua t ion (le

A ( i . x ) - B ( À ) .
D'abord on a

A(^ )==A(A 2 Q,+ P^^À^A^Q,) -h a À Q i A ( A ) + A.(.S.\ )
ou

p.=L^p-,^<,(,,)^^GG(.>)

-(-)•==^^- l"^ï l((•)4-^I l^<('^
^ir,

i»-^!0!^, o-^11^-
- cv\ - ~ tn'i

par conséquent

A(P)=- ̂ , A(Q) :-:•: 'ÎAn, A (A)=- ^^'—A11-!,
;̂i 1 .̂"i 1 ^^ U



En s u b s t i t u a n t ces va leurs dans

V(P,)^A(P)-^-^

A(Q,)=^A(Q)^^",

on ob t i endra

Aw=^^w^+l,»)-/,^^,+uV|^-\(c-+l'-}+•'i'^^+^
i l p ' \ c II / //.r; îj

•^ 7. / ()G . <^H \ 4 ?.2 f c G 4" h H ) ,,.,,, ,
— -,-- "y" + A — 4- J—^—————' SI H r).

//, \ ôz à^ 1 i ' ^ Q '

Pour dé t e rmine r e n s u i t e B C A ) , i n t r o d u i s o n s A == — • Alors on ax / " 1 " ' ' " 1 1

,,.. f " ô/n àfi -, / àfîi ôfi\B (/.) :rr — il —— — m •-- — /. n — — m —
//2 ^ </r </.r \ </}' ày ]

• , / <)^/ ()/i\ à ni
+(^" ^)^ /^• ^^^-"^^

Or,

r)/^ . ., / ,, <)(i\ r^/z c'i , ,.„ à\\-•:.-.. ̂  ^cA-<; f j <; + c "Y-- ? — .i::-: --". /i 4- a c A 2 1 1 ^ -Y-' / ( , , ., / ,, </Mi \ UK l-l , ).. </il-- == ^c/ns [ (^ (n + <" , ' •••• ? ~T— ^•1: -1-" /^ -h '^c/r IB .—3
c/./' \ ox ) (),c c u.i'

^/^ /L> „, ,, ^G un , g, / , „, , ù\\ " \^ ":,: ^ " ///, 4-.. ^ c;^ /i <•;. »:,-« , —— :::: 3 CÂ I-ï //,„ H, -,1.-. //. —— ,
ri y A riy </f \ "' oy 1

àin ,, „ ()G on ,^y ()îi----- =: a c2 // ( ;• -— > — •= 2 c/r 1;!. —— ?
<îz ()z u^ v^

àftt „ . ,,.— •= a ^ A r ^ t x ;
^

])ar su i t e , après une légère r é d u c t i o n ,

, , , , , ^ A ^ Â ^ / P 0\ , / C i . //,.,\ ^ c / i ^ l l . ., ....î $ ( /. ) ̂  ————i^ (; L» -...̂  .,-: ^ /, .,.2 4- /. .,.„:. 4- —.-J——— ( c (s -h A H )
' / //. p V / ^ c / \ c h ) n

^ 1̂  ( c G. ̂  h il ) G H: ( p ) 4- ̂ ^ ( c G 4- Al!) H 11 ( r ).

r f

En réunissant, le coefFicient de 11- dans A ( ; x ) — B ( Â ) prend la,
f o r nie

B := ̂  [a^.G + Ml) - /.(G- + ÀH)] - ̂ ^.(p - Q ) G,
/<è '^' \ '" " /
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ou, parce que
P Q ___ ( cGH-AH) (cG — hîî)
Jï ^ 7 """ c A ^ j ?

R = 2 X [^ — /i(G 4- XH)] — 1^̂  (cG — Mï).

eu désigHtinI par a la fonction cG + AH.
Il s'ensuit

1{ .= ̂  [9,(c2(:p- i ) — cG(<îG 1 — Ml)] — ̂  ( c A G H a — a)

_ 2À^ _ sP(cG-+ÀÏ I )_, _^. _ ^^

On obtient ainsi

A(p.)^ï^7.)^ ̂ ^^^ &1 ..,- ̂ (cG +A l l ) n ïâ (< - )

^ lîp (cG + AH) GH (P) + 'c^ (.G -h // lî )

2 Â / r ) G ^S\
^ T Ç V ^ 4 " ^ /

lîn revenant inamtenant aux valeurs de Bo)l(^) et C0^^), nous divi-
sons d'abord l'expression précédente par

A (5.) 2c/»^(cG-4-Âll)

puis nous soustrayons la valeur de (x== X^Qi + Pi . De cette manière
on trouve

^^Mïl̂ ^J^^A.CÂ)
^^ ^ £! ̂  2-GH( <-) ~ •î.... GGO') - ...r>t G

f-^/n»^ p ('3 • ('.'î Ct'it

' ^___'î ^^ " ^^4' CÂ<» j ( c G -4- h II ) ^ ̂  + Jz ) '
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ce ( l u i d o n n e

W^d/.) __ ___ ̂ ji ,, __ ̂  (}G _ ̂  (M
u " l ï i in ôx n àx

^. lîc/l ( I{ "h i -, M //<)G . •- <:)lï ^
/n. \c^^(n —i) ra/ \^

'ïcfu^ " ci i /^G ôG\ ï/âH àii'
-^-;te+^^.,

. — - — \ y —{— —— i --—— -4-. ̂  . ,„... ^ „„ -.„. 4. ̂
^3 / r.> \ <À2' .̂:,ni CP;^ i'a ^^.z'

/^(x . (m\/n — + / —
V à^ ôz ^ £.

c/^(c(x + A H ) > <? p "

Dans cette expression, le coeff ic ient de — "h A—7 se, rédu i t îi zéro.(j•^ (/ •»»
lî n <k tïe t, c e c o e (1 i c i e n t s'écrit

' t'i (f. -h 1
^p^ (-.t^( „, ̂

;u/7/. "" // 4-
/n (^(r/

o
i

-i- /;

,)+

ni
cAç^
y u -

ct^^y//,

i
^(:x+
\- o

4" o )

i
h II]

i
cç',.i(^-

r} U.

- i ) ( y //, 4- o ),

Quant a u x . au t res ternies, i l s s ' annu len t tous^ excepté le d e r n i e r ; on
auru donc le résu l ta t s imple

B^(/,)..:::^Ê./.
c F

En calculant de là même manière C^1^//) on obt ient

C,.(,.)^.

(.es équat ions d i f férent ie l les (33) se rédui ront donc aux s u i v a n t e s :

i à^ f u. +i t-'A à^ '.ui o' à^
1 „..,„„). _.l_ j ,_____________ __ _-, \ _J.. J.,̂ . ___ L— . ̂ —L —- -• ( ï

àx \ ̂ c : } (a—i) t^/ us c p ̂  ~" " f

()^ f a 4- î es\ ^y r<> ̂  p7 ()^
à y \/w.^(u—ï) ^3/^-3 A p c^^

(^e système complet à quatre'variables admet deux intégrales com-
munes, dont une seulement peut être déterminée sans conna î t r e c e(-
la fonction p.
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Cette i ni é û: rai e c o m in u 1 1 e s e ra

^=^^;

soit î&.> la seconde, alors l ' in tégra le in t e rméd ia i r e cherchée p rendra la
fo rme
(35) o,=/Y^-),
" / . - ./ \^ ^ —— , J

/"désignant mie fonc t i on arbi t ra i re .

13. De la même maniè re , les intégrales du second système

'A^^-l-^o,' àf] <)f/
à V ^ /;2 - • 1 1 p A.. i ( /. ) àV 7. A , ( \j. ) -1-- À 1 î i ( À ) — .̂ A, ( /. ) ô \ '36) B^(V)r:

A,{1) ^à.v A, (7.) /}/.

r- •>) v Jvl L. ̂  4^ A ̂  x ) r)v A • ( ̂  ) + B i ̂  ) r)v"1 ^ ; ~ Jy "'~A., (y^"— ̂  "~ -—•j^yy-— ̂

se détermineront. En oilet, l'intégrale générale de la prenuère é(|iia-
tion s'écrit

Yrr: 6(.T, J, ^, t ï ' ) ,

où ^ représente une ibnetion aï 'h i t i^ai re et

î +c ( , i — / d î
^'^T'^^^x'TÏTn'

En s u b s t i t u a n t cette valeurde V d a n s la seconde et dans la t ro i s i ème
d e s é q u a t i o n s (36), o n o 1 ) t i e n t

à^ ( w-\-\- ^î\à'b 2 (F p' ()'b
cÀr \,/;('3(n'—i) (';,/ (h a p ^~1"0»w
^ _ ( _tl'^jii^, ,̂ ^A à^ ^v ^ à^ày \h^(^ —, Q iw ̂  "" r 7 ^ï "'"oï

Une première intégrale, commune de ce système sera.,̂ ;̂
si donc on appelle l a 1 seconde, qui exige la connaissance1 de v et de la
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fonction p, ^a» alors la seconde intégrale s'écrira

w ^/fes> '
/désignant comme tantôt une fonct ion arbi t ra i re .

14. Il ne sera pas sans intérêt d 'ajouter un seul exemple.
Choisissons

, _ „ . , . — „ i —JL / - — - L
(.' ._ ^y^, P ^ ? ^,2 î • ^.2 5

alors
G ( p ) ::̂  j ( ̂  + p ̂  ), II ( »' ) = ̂  ( ^ -4- <7J ),

GG( ( ' )=2 /^y , HH(^)=^<y. r ,
_ y2 (s 4- pscY — x^ /. _ f!!5 !̂:̂ '̂ !»̂ ^

•[ :=: •-——~^^?—- . U - ^.^,

.:.,,̂  _ y2 ( 5 ̂  /? x y a ̂  .... y- - .:r2 ( .̂  -+- qy y 'A ^p^ ———..^^^—— - ̂  , - Q^ ————^^_.__ ^ ̂  .

^ -[- y ( s + /^ .̂  ) .r2 + ̂  ( ̂  + (] y^ ^
n ̂  ̂ ?-̂ ry7T^77^ ' j-2 — ̂  (. ̂ -r^y) *

Le système (34) devient
(^ÎP /.t.' u -t- î ^ \ ^y 2*:r^, ^y _
^^ + \^y •̂ "7 :̂̂  ^^ y^ ()a w'

()(p ( Y H -h ï jA ^y _ î2Lî  îlï —
7)~y \1' Ti — î y ) àz .r^ ( ) ( ( . """" ' *

La première de ces équations donne
y ==: COUS t.,

,rz (a — î ) ' ,^^ —:———r =:const.,
^^ ^

^ ̂ ! ̂  ̂ iîî l) lo^^=^ ==consl.,
3 ^ \//< -+" î

par suite, l'intégrale générale s'écrit
y ==-ô{y, ^ ^) -

En substi tuant cette valeur dans la seconde, on obtient
(W _ ^ ̂  _ ,.., ,,, (^ _ ... ,
ày y àr ^ as '" '

A)W. Èc.Norm^ (3), X X . — A O U T KJO^. - < I
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qui admet les deux intégrales

^ == y r •=: const., 0o ==: -^— -+- .s' = const.o

Dans le second système {37), on aura

^ __ ,2^ -{- y ( z 4- /^') y2— ^(j-+- g y)
^^^(TT/^ ' .j^^T'^T^/yj)

et
(}1^ f x n' "h- ï z \ à'b a .2' (P 6)'̂
.̂z*' \y w — ï .'ry d^ yz c)'d-' ")7

^^ / y ^' -+-i ^ \ c}^ 2 y (^ r)'L
__t. __ 1 «/̂ . ________ _l_ .̂ 1 __t. t . f __T. —— /•^

"> l t 1 t '1"̂  ~ "—— ^ ——• <,,./ -(}y \.v ( v — ï y j <jz xz <)w

La première de ces équations- admet les-1 intégrales
y —z const.,

xz(w — ï)/1' =: —L-^—— ̂  const.,
yîp

2 x3 x r z ( w — ï ) , ^(-P—is ̂  -.— + —-———^ lo^^——— = consl.;
<> ^/(^ ^/t^ -.̂  ï,

donc l ' intégrale générale sera
^=0(j, /•,.?).,

En substituant cette valeur dans- la s'econde équation, on trouve
à^ r ôO , àO'
. ^ —— .„ ——. .̂. ^ y2 , ^ ̂

^y y ^r à^
dont les intégrales seron<t

01 y2
(9i ==j r =: const. 6?a == ̂  — A' == COTISÎ.

Dans ce cas, l'équation différentielle

(yr—P^^P^Q^Q2?,):^ .

admettra donc les deux intégrales intermédiaires

l[̂ l±2l} -4- xyz(u—ï) , V'̂ l̂ „ r F ̂ ^^ ( ̂  — î ) 'log^=/f^^^
V// 4- î I \/u J

/ /< •

V^ " \/^ "4- î ^ | \/u3
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et
a (y3 -- .-r3 ) .yy^ ( (P — i ) \/(T' — î _ [ ̂  y s ( n' — i ) 1———^^——— -^ — — — — — — ^og —=—— —/ —————— •

v^' v^' '4-ï L v^' J

15. Considérons encore les deux cas spéciaux où X et [j. sont indé-
pendants de x, y etz et où X et p- sont indépendants dep et y.

Dans le premier cas, on a

, __ a -+- à bp -h c/?2 _ ï^
> "~" T'4- ̂ ^q-^f- ~~~ Q ^

où a, h , c , f ^ g ^ h sont maintenant des constantes satisfaisant à la
c o n d i t i o n

À»2 — €ic rr: ̂ •:! —ffi —r a'2-

Pour déterininer la fonction (J. == ^^Qi -4" P i » nous aurons les quatre
équations différentielles

( 1 1 / - ) xfÇ^4-r-^)-3)^f7.^-/^)-^^=o,v^/ ^/> / ^ \ ^// ^y àq of/
,^, , ., ^Â ,,r)A f}a , /^Â\2 .r7À ^u( IH/Q î î Â 2 ^ — , — A2",,1- "-,1- 4- 7.̂  ( ,-- ) + ~ •J- = o,/ t ôf^ ôp ôp ' \àpj àq ()(]

, ,_ , , , .„ f()u dl (}A ()u.\ ^ al
(HP) /, -»1"- — — — ^r 4" P'~ -r- ̂  0»' / \^7 ̂  ^/ ()p ) i àp àq

^,,, ., à^j. „ ,^À /^\2 . 6??.^ 12^^^ , 'îf^Y -( V /) ) 2 /.2 u "•••r'T — a Au2 —>" + -r" — 2 ̂ F- —-;—-- A2 "Jl + 3 —— /j." "-: < > .' / ' à]^ i à/^ \àqj f àp àp \àp} \àp/ i

La première se rédui t aisément à

^Qi 3 ()Q ôQ, i/^Q^2^ «_ r^ ̂  3 ^ dpl ̂  -3 ^Y'P
"-̂ r Q ^ j^ + o2 \6^/ '1^ L^2 i-' ^ ^ l>i \^ Y '

On aura donc ! . •
d 2 p l« 3Î^ £PI 3P^ p^^ ^ .̂ + ^^ î, ,_.L,

^QJ.^ iP' ̂ ^ i^o -r^ . ̂ , ̂ ^ ^^ ^—x^

L désignant une constante.
Une intégrale particulière de la première équation étant.^ P, l ' in-
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lé^rale générale de celte équa t ion l inéa i re s'écrira

]> , ̂  p 1 Jl 4. A (P7 2 — PP^) 4- W \,

A et B représentant, les constantes arbitraires. De la même m a n i è r e ,
C et 1) désignant des constantes arbitraires, on aura

0, ̂  Q \..- ̂  + C( Q^ -„ Q<Y) + DÇ/

lîn substi tuant ces valeurs dans l 'équation (HP) on obt ient , après
u n e légère réduct ion,

p^ Q' ( /^ + B ) •+• F7 <y ( CQ^ 4- D ) = o.

Si, dans cette équat ion, on remplace P par 04- ibp + ^/r et Q par
/4- ^gq 4-Ay2, l'égalisation des coefficients donne

cA •+- h G == o, B =- o, 1) •=: o.

Ainsi , on obt ien t
p,=-p [Ji ^/^^(P'-PP^ L

~QI=Q|^T -h^A^Q^-QQ^I,
l. *'/<' J

ou , en posant
L == 9 .cAM,

P i^AI^M+A^P^-PP" ) ] ,
-Q^cQEM'+A^Q^-QQ')] .

En remarquant que
p/2_pp^^.+.pp^

Q^-QQ^^^+QQ^
et en écrivant

M-4-4^A.=K,
on trouve

Pl•=:AP(K4-APP / / ) ,
-Qi=cQ(K4-AQÇQ,

d'ou
1 ; , , , ;1 ^ . = K ) . ( A Q — c P ) .
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Pour étudier les deux équat ions restantes (III'2) et ( tV^) , Je posee="•
alors i l s p r end ron t respectivernent les formes suivantes

^^^^^^^^^(W'}.:^^^^^^^^^^(^
àp ( ) p ôq Ôq L à/^ \^/

- , à-1 a - (Ïk ou. ^,(àa\ v^011^^ ( (Th V,/- ~ o^ / ' - //• ...,.,.....-...,...„„ -j_ .•î/^ — ^^ — 4» /,2 .— l — À^ —- 4- l -r- { t ~ — <^-
> ^5t ôq ôq \àq 1 \ à p ) \ ( ) q )

E n s u b s f i t \\ a 111 m a i n t e n a n t

/.:-::.r p ^ .= :K(AQ -cP)-

on verra aisément que ces équa t ions sont r empl ies .
Il s'ensuit que la cond i t ion nécessaire pour que l 'équat ion di f féren-

Ij^lle ,. ̂  \^t + p == o, ou ^ et p, ne dépend( ïn t que dep et y, pos-
sède deux intégrales in te rmédia i resy s'exprime de la manière sui-
vante , „ .ff±^^±^ ==p ( //. -./. == ff- -/h ),

j4-^^/~i-/^/2 U
^ . = K À ( A Q — c P ) .

16. Pour déterminer dans ce cas les intégrales intermédiaires nous
chercherons les intégrales communes du système (3i) qui se r é d u i t
a présent au système suivant

(}v „ p àv == o
Jq " Q "àp
()V ( °-P \ Ô^ , , ,? àV
^^(P^^y)^-^^-^

àV f aO \ àV ,,.,. àV^^(^p^^^^cKP^-o.

l/intégrale générale de la première de ces équations admet la
forme

V:=ç(^j, 2, u),
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o é tant u n e fonct ion arbi traire et u désignant la fonct ioni " ' c- •>
f) 4-, cp — y, ^ -4- /^/ — a _ P^ — 20 (Y — 9- a

// ~~ // 4- cp + a ^ + /^ -4- a P' -t- a a (V 4- 2 a

En subst i tuant cette valeur de V dans les autres équa t ions , on
ob lient

ÛQ ( aP \ ^o , .,. au. àv)
dÏ + [p- F'-̂ -Q'J 1).~'^ôp 7)7^-°'
()^ ( 9.0 \ à^ ,. ^^ à^^ ^ ^^ ̂ ^,^J ^ ^cK. ̂  ̂  =o.

Pour simplifier ces équat ions je déduis de la va leur de u
[->^ a^+ (p/^ 9.W.)U

V - ^ • p / ^ . ( P

Avec cette valeur on déterminera

P -

7

à({ 9.a{i
()p "•" i* 7

r suite,
6^9 f" a ( /< + ,i ) ^ b'

' ()x \

û^
à)'

aP ^<y . ( / t .
~ p7^-Q; ~——~ [ ̂ ,7

aQ
P'-t-Q' -

c\ a — î ) c

"~<x( u + i) ^'1 à^
c ( i l , — î ) "A J ()s

'" a ( ̂
;c{~u

à^
(}.Z

' -4-" a a ) /<?

•+-') . ^-i
:r7y 4- ^
+') A''"
—"Ty h -

, .,. r)^- 2 a A .si // —'•- "::: o,
au

y à- a a c K // -r
<^

•
î

y .„ „iic ( ̂  !— J ) A J <J.s

De la première •de ces équations on déduira aisément

9==0(y, r, .y),
où

r == <?2a^Kaî.^,
.̂  = ̂ ^(u— i^e^^3.

..La substitution de cette valeur de ç dïins la dernière.des équa t ions
donne1 1 1 1 11 ^ ! ! ! ! 1 1 1 . 1 1

^ ^ , c a K r ^ + 2 c a K ( ^ ~ & ) ^ = o .ày àr '0 / as
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En combinant les deux intégrales indépendantes de cette équa t i on

,S7^-^ r= COnSt.,

re^^^y == const.,

on trouve la première intégrale intermédiaire cherchée
U^-^^lt _ ly-'a^/raKK^-/;)^-^] ̂ y (^C2^^14-^).

En traitant de la .même manière le second système (\36), on ob t i en t
la seconde intégrale in termédia i re

(y-y-y. /^,> _ ^YW Q—îh^[{g+h)x+cz\ ̂  /"/(p^2aK(/^-c-y}\

où/* représente une fonction arbi t ra i re , et (P la fonction

b + <;/? — a '̂ 4" //</ 4- y.
""" // 4- c/^ -+- oc y -h /< <] — 5<

17. Supposons m a i n t e n a n t que À et p. sont indépendan tes de p et <y.
Dans ce cas les équations différentiel les de l'Art. 2 se r é d u i r o n t aux
suivantes

(W) ^-0,

(IV^ ^^.-^ ̂1 1 , Y » / , , ••.-•——-.—— ^——— —,-«« ,.- _ - . - y

ôx ôy à3C oy
,,„./, -, f(Y^ .,à^\ ^fà^Y ^fà^Y ,^^-IV^) a 7. ( —— 4- A2 -,--, ) -= 3 — 4- À ~i" + ̂ A T' •\rf,2'2 û} / \à^ ) \ uy/ ^

Les deux premières équa t ions font voir que ~k a la forme d 'un pro-'
d u i t d 'une fonc t ion de x par une fonct ion de y.

Posons donc
X ii —A — Y/- ?

où. X' et Y' désignent les dérivées d^une fonction de x et d'une fonc-
tion de la variable y, alors la dernière des équat ions différent iel les
donne

X^ / 9. X^ X/" ~ 3 X/2 2 Y / V1' — 3 Y^ \ ,., ,^ ̂  ̂  ( .̂.——,̂ ^—— ̂  _ . . ^ — — ̂  + j. ( ̂  j ),

F (.r, y) désignant une fonction arbitraire.
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I n t é g r o n s m a i n t e n a n t le système
<^V , ̂  ̂  ̂  •
ôq ' ^/> '

àV . ̂ V , - , âV à\
^. / .4- (^ — /^y) —— — ^ —— :.:;.:= 0,

àx à y " l àz i àp
. JV ,,,̂  âV

— ^2 7> ——" -4- B ( A ) "y~ •:.== <:).
<}^ ^/^

De la dernière je déduis
V==©(*r,y, /y, u)

ou
^ ==: ^B(?>) -h ̂ p.

En substituant ce résultat dans la première équat ion, on o b t i e n i

()Q) ()(£>
L ̂  ̂  /2 __. =: ,0,

()q à if
d'où

(41 posant
?==^ (^, y, f),

r == ^ 4- a À2 <7 •="- ^ 1.) ( 1 ) + ̂  7, p •4- ^ ̂ î <f.

Avec cette yaleur, la seconde équat ion prend la (orme

Or,

ot:

par sui te^

donc

^^ )^+B<^^~oJx "J'y ^ i î^<\;,,-o•

B ( P ) = ^BB (À) + 3(/? 4" )^/) B()Q — 27.^.

2 Â ^ B B ( A ) — 2 Â ^ 1 ; = 3 B Î ! ( À ) ,

a /BBOQ—SB^/ . ) ,^^ ̂  ——^J.^——^....J ^ +1< (^ y) ;

,> / v o / . - T>/^ SB^Â) ..-, 3h(ï)U ( t? ) == ^ (7.» -i- A ^/ ) lî ( À ) "h ——=-—^ ^ — % A F = —-—! c — 'ï y. ¥.
. '2 À Ït /.

La dernière équation différent ie l le
â^ , à^ [ 3B(7.) .,,""| <)^

t ^_^ i __^ l^, | _____ '• _^/ , 1 Q A II * "—— t\"^-"""' /» ' ^ ' » 1 ———»' • y —— -& A A 1 - . • 1 " »^̂ , u«àx ôy \ 2^ J à^
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ou le système équivalent

cl je dy 2 \ civ
~T ^^ T = 3B(X) v —~WF

possède une première Intégrale

X -i" Y;=ccmsl. =G.

Si (.le cette équation on dédu i t y en fonction de cZ', la seconde inté-
grale se déduira de l 'équation l i n é a i r e

<}e 3.^/ 'X / / Y ^ N X,,, ,^^^X/^,+^)^-.-Y,.I<(.,y).

En résolvant l ' intégrale générale de cette .équation l i n é a i r e par
rapport à la cons tan te G', et en remplaçant C'par une fonction arb i -
traire de X 4-Y, on aura, la. p remière inté^nile in te r inéd ia i re
cherchée.

La seconde in tégrale interinédiaire se déterminera, de la même
manière de

X. — Y = C
et

/)/,/ û / \if V i l \ V
^_^X'(-^-^)^-4F(.,^

OÙ
/ f)'): ., (Th \ ^ / ^ ,p---(^•- l-Â^)s+a?•(^-'7)•
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