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I!ES

INTÉGRALES DOUBLES DE SECONDE ESPÈCE
ET CELLE DES

INTÉfïRALES DE TOTA.LES,

PAH M. EMILE PICARD.

i. J'ai dé jà appelé let ton t ion sur les d i f l i cu l t é s qu i se présentent
dans r é v a l u a t i o n précise du nombre po des intégrales doubles dis-
t inctes de seconde espèce (1) r e l a t ives à une surface algébrique

f [x , y, z) •=.(),

que. n o u s supposons avo i r s e u l e m e n t , comme i l est permis, des sin-
f f u l a r i t é s o r d i n a i r e s et être placée arbi t ra i rement par rapport aux
axes (vo i r en p a r t i c u l i e r Acia mal/iemalica, t. XXVI). En désignant
par f ) ( . z ' , y , ^ ) un p o l y n ô m e en x, j, z s ' a n n u l a n t sur la courbe
doub le , le p o i n i c a p i t a l consis te à r e c o n n a î t r e si l 'on peut avoir

( 1 ) Jedcsi^ncr;n ( l o r o m i v î i n t toujours i)(ir p ô l e nombre des intégrales doublos distinctes
de socondo csitccc, d o n t j ' u i dén io i t t ré l 'cxisloncc dans mon Mémoire sur les intégrales
doubles do seconde espèce (Journal clé Mal/icniafu/ue.v, 1898). Dans ma Théorie des
fonctions a/^cbrù/ues de dciu: •variables (L I I . p. 186), j'avais désigné co nombre par p.
J'abandonne cci.l.c notation.; p ;nira tou jours dans la suito la signification que je lui ai
donnée dans d i lTérents Mémoires ( Â n n a i i ' s de l'Ecole Normale, 190 ï , et ÂCÂO mcilhema-
tica, t. X X V I ) , et po est- le nombre i n v a r i a n t re la t i f aux intégrales doubles de seconde
espèce.
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l'identité
Q(.:r, y,^) _ <M ^B(,) __^_..__^+ ^,

A et B é tant des fonct ions r a t i o n n e l l e s de x, y et z (b ien e n t e n d u ,
dans les dér iva t ions , ^ est regardée comme fonct ion de x et y). La
grande d i f f icu l té provient de ce que A et B p e u v e n t devenir i n f i n i e s
le long de certaines l ignes pou r lesquel les le p remier membre de
l ' iden t i t é précédente reste Fini.

2. Il é ta i t essentiel d 'approfondir la ques t ion p lus que Je ne l 'avais
fait précédemment; j ' i n d i q u e r a i ici la marche su iv i e , sans entrer
toutefo is dans le dé ta i l de ca l cu l s un peu longs, q u i t r o u v e r o n t leur
place ailleurs. Dans l ' i den t i t é ci-dessus, on peu t f a i r e d i spara î t re les
lignes d ' i n f i n i i nconnues de A et B et les remplacer par u n nombre
déterminé de l ignes d ' i n f i n i . D'après un théorème f o n d a m e n t a l q u e
j'ai établi antér ieurement (^Annales de l ' E c o l e Normale, i f ) o i ) , on peut
tracer sur la surface p — i courbes a l g é b r i q u e s p a r t i c u l i è r e s

LI, La, . . . » ( j p — i

lellcs qu'il existe u n e intégrale de d i f f é r e n t i e l l e t o t a l e de t ro i s ième
espèce ayant seulement pou r cou ri) es loga r i t I n n i q u e s une au t re
courbe algébrique a rb i t ra i rement cho i s i e et la t o t a l i t é ou u n e pa r t i e
des courbes C ^ , C^, ..., Cp«, et de la courbe à l ' i n f i n i de la surface;
de plus cette in tégra le n'aura aucune au t r e l i g n e d ' i n f i n i en dehors
de lignes du typey== const.

Ceci posé, désignons par

g\ 0,7) ==• o, ..., ^p»,i (.r, y) -.-= o

les project ions des p — i courbes C sur le plan des xy. On peut alors
démon Irer que si

0
71

peut se mettre sous la forme (ïj, on ne d i m i n u e pas la généra l i t é en
îfitpposani que A et B sont de la forme

A =: --Jiî L̂il,..- ïï — ..̂ îil̂ zî j,
Â'i ffî • • • Â'p ~ i fz ? ' """" g\ A^ . • . 6'F-" 1 ./'= 7
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où M et; N sont des polynômes en x et s, à coefficients rationnels en r,
s ' a n n u l a n t sur la courbe d o u b l e ; pour y arbi t ra i re , les q u o t i e n t s

M N
~ et —
ir . (y0 1 b t.

d e v i e n n e n t i n f i n i s seulement , à dislance f in ie , sur la courbe C/. N o u s
avons a i n s i é l i m i n é t o u t e courbe d ' i n f i n i de A et li en dehors des
courbes déterminées C , , . . . , C^ (en la i ssant de côté b ien e n t e n d u les
courbes du. type y == cous t.).

3. La recherche t h é o r i q u e du nombre des intégrales doubles de
seconde espèce ne présente p l u s m a i n t e n a n t de d i f f icu l té essent ie l le .
Ce prob lème se ramené à, c o n n a î t r e si, pour un polynôme Q en x, y
et z d o n t le degré est l i m i t é , on a

Q _ (}A. àïï
f'z ~" ̂ x ày t

Prenons d'abord le cas le p lus s imple où p == i . Alors A et B sont
de la f o r m e

, M(.z-,.r,<") Nf.r,y^)
A ::-: ——..,•——— 7 i5 :— ———^•—— •>

M et N é tant des polynômes en x et ^, à coedficients ra t ionne ls en y ,
s ' a n n u l a n t sur la courbe doub le .

Considérons m a i n t e n a n t la courbe ent re x et z
/(.X-,J, S) =0,

r e n f e r m a n t le paramét re y. Nous pouvons former, par des opérat ions
ra t ionne l l es en y ^ un système d ' intégrales abél icnnes relatives à ce t te
courbe :

/' /* C
f l^./.r, . . . , j i îpd j : , j S.i(Lji\ ..., 1 J/^/.^';

les 'ip premières forment un système d'intégrales distinctes de seconde
espèce, et l ' intégrale r.j/,^
est une intégrale de troisième espèce, ayant comme seuls points sin-

A un. Éc. Norm., ( • ' î ) , XX . — DL-cilMitiiE 1903. 00
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gniiers logarithmiques les po in t s à F i n f î n i 0, et 0^, avec les périodes
logar i thmiques 4-1 et — i (nous désignons par 0^ 0^, ..., 0,̂  les
m points à l ' i n f i n i de la courbe, qu i son t d i s t i n c t s au p o i n t de vue de
la r a t i ona l i t é par rapport à y). Les 1 et les J sont r a t ionne l s en /r,
y et ^.

On démontre que l'on peu t supposer que B est de la forme

B —i ^i I\ -h . . . 4- ^ î p \îp -4- ^Ja 4- . . 4-- C///.L,,

les a et les c étant des fond ion s r a t ionne l l e s dej'. Nous avons m a i n -
î e n a n t à écr i re que
/ , 0 àU
( 2 ) , f^^f

est la dérivée par rapport à x d ' u n e f o n c t i o n r a t i o n n e l l e de x, y et .z.
En expr iman t ce f a i t , on t rouve 2p 4- w — i r e la t ions l i néa i r e s en t re

^i, r/^ . . ., a.̂ ,, <"^, .... /•// , ,

et leurs dérivées premières; a u c u n e i r r a t i ona l i t é par rapport a r ne
s ' i n t rodu i t , et ces re la t ions c o n t i e n n e n t r a t i o n n e l l e m e n t y. Il est a lors
aisé de rnon t re rque , si l 'on pout satisfaire à ce système do ' î p 4-//z "— B
équa t ions di l i ferent iel les l i n é a i r e s à coefÏlcients r a t i o n n e l s en y en t r e
les a et les c, onj)ouiTa met t re — sous la forme demandée. Or, c'est

«/ ^
là un problème élémentaire ( { ) .

4. Dans le cas où p est q u e l c o n q u e , la s o l u t i o n repose sur u n e
ana lyse ana logue . Aux fonc t i ons r a t i o n n e l l e s 1 et ,1, i l f a u t en a d j o i n d r e
d'autres se rappor tant à chacune des courbes G. On forme u n e in té-
grale a b é l i e n n e

f \\idx (H/ ralioîtt iel le en :jc, y et z )

{ } ) II n'est pas s;ms i t i t o r ô L dj remarquer que k1- p rob lô in ' î que nous venons (Je tnulcr
généralise le problème fondamental relatif à l 'cxisLence des intégrales do (lilîerenlielle.s
totales de seconde espèce ( t ranscendf in tes)* Dans ce problème, Q est nu l , a insi que
les ( r t; en suivant la méLhode du texte, on forme iminediaternent le système d 'équat ions
(li(Ïerentielles, donnanL les Oy d 'une manière { ) lus rapide qu'à la page i(î:"> du Tome 1 de
ma Tiléor'lc clés fonctions a/^c^ru/ues' de deux 'variables.
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r e l a t i ve à la courbe en t r e rr et z, /(.r, y, z) ==o, qu i a pour points
s i n g u l i e r s l oga r i thmiques le point à l ' i n f i n i 0, et les po in ta de la
courbe C; ayan t la v a l e u r considérée du paramétre y, avec les périodes
l o g a r i t h m i q u e s -h i en ces derniers po in t s et — d-^ en 0, Çd^ é t an t le
de^ré de C/) . On mont re alors que l 'on p e u t met t re B sous la forme

.B —.: ai li-i . . .4- v.îi^îp~\- 7^2-; • • •+ y//,<!//, 4-r^Sli-1-. . .-i- r^.._J:Ip-.i,

les a et les 7 étant des fonct ions rationnelles de y et les T[ des con-
1 iV 1

s tan te s.
On écri t alors, B ayant ce t te nouvelle valeur, que la différence (2)

est la dérivée par rapport \\ x d'une fonction rationnelle de x, y et ^.
Ceci nous donne ^p -1- rn — î relations linéaires entre les a, les y,
leurs dérivées premières et les constantes Y).

Le problème est donc ramené à reconnaître si l'on peut déterminer
les constantes Y], de manière que les équations différentielles linéaires
précédentes puissent être vér i f iées par des fonctions rationnelles dey,
[)robléme ne présentant aucune difficulté théorique.

En résumé, quand on connaî t un système de courbes C, il est
possible de. reconnaitre si une ident i té de la forme (i) est pos-
sible, et par suite de dénombrer les iruégrales clistirtcles de seconde
espèce.

5. A j o u t o n s que lques remarques iiïrporlantes. On peut, à chaque

courbe (;,, fa i re correspondre une e x p r e s s i o n — ^ où Q, est un poly-

nôme en x\ y, z suscept ible de la forme indiquée. De plus, aucune
c o m b i n a i s o n l i n é a i r e a coe f f i c i en t s constants

iiL î̂ ^— ĵ̂ ^^/.
ne peut se mettre sous la f o r m e

à / [] ô ( V \
à.Aj'J^ ôy\fj'

11 et V é t a n t des polynômes en .r et -s, à coe f ï i c i en t s ra t ionnels en y ,
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E n f i n toute e x p r e s s i o n — ? susceptible de la forme (i), peu t s 'écrire

A_iJ3jJ^___4- Ap..i Qo-.i ^ / U \ ^ / V \
/.—————— + àx [fj + ̂  [fj î

les A étant des constantes, U et V ayant la signification ci-dessus.
Toutes les considérations que nous venons de développer sont u t i -

l isables, quand on a pu dé te rminer un système de courbes C. Elles
sont numériquement applicables à une surface donnée, mais on com-
prend qu'elles ne p e r m e t t e n t guère d'énoncer sur le nombre po des
intégrales doubles d is t inc tes de seconde espèce des propos i t ions géné-
rales. C'est en les combinan t avec l 'é tude des périodes de cer ta ines
intégrales doubles que je suis arrivé, après bien des efforts, à ob ten i r
que lques lois générales que j ' i n d i q u e r a i dans le Mémoire s u i v a n t .
Arrêtons-nous seulement sur des cas par t icu l ie rs très s imples , q u i
nous donneron t cependant l 'occasion de fa i re une remarque géné-
rale sur le nombre po .

6. Nous avons déjà eu l 'occasion d'utiliser la f a c i l i t é avec laque l le
s 'appl iquent nos théories générales aux surfaces dont l 'équat ion est
de la forme
(^ ^/(.r,y). .

A la vér i té , el les ne r e n t r e n t pas dans la catégorie des sur faces a
s ingu la r i t é s ordinaires, mais cependant , avec peu de modi f ica t ions ,
les théorèmes généraux t rouvent leur a p p l i c a t i o n . I l y a en p a r t i c u -
l i e r , pour ces sur faces , un nombre p q u i a u n e assex grande a n a l o g K ï
avec la l e t t r e des ignée plus hau t de la morne man iè r e (voir, en pa r t i -
cu l ie r , vl/^/ia^ ̂  f^o/^ A^/wa^, 1901 et K)o3).

Si, pour la surface (3), le nombre p est nu l , toute expression de la forme
Pf.r, y)

-———=- (P polynôme en. x et y),
v/(--^y)

suscept ible de la fo rme àx •+- ^B, peut s'écrireÛJ! à y Y

^(^ , ^ ( ^ \
^V\/// ^Vv7/

M et N étant des polynômes en ûû, à coeff icients ra t ionnels en y .
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Prenons, en par t icul ier , les surfaces
^=/(.r)F(r),

où /(.r) et F(y) sont des polynômes a rb i t r a i res de degrés 2 / ) + i
et 2 y •+• i. Sous cette c o n d i t i o n que les polynômes précédents ne pré-
s e n t e n t pas de par t i cu la r i t é s spéciales, on peut démontrer que l'on a
p o u r la surface précédente p == o, et l 'on en d é d u i t que le nombre po
des in tég ra les doubles d i s t inc tes de seconde espèce est donné car la
f o r m u l e

pu—^/-

7. Le résultat précédent peut être inexact dans certains cas parti-
culiers. Supposons que/C^r) et F(j) soient du troisième degré. On
aura bien py== 4» s'il est impossible de satisfaire à l'équation

fl.r ,, r/y
-;:=-— — ^ ———::: (L é tant in'e constante convcnaS;)Ic)

\ ' j \ - 1 ' } vF( . r )
en in'enant poiir.r une loilction raîionriel le de y (ne se réduisant pas
a il ne cons îan le ) ; mais, dans d'autres cas, il n'en sera pas de même.
Par exemple, si les douxpolynomcsyetFsont identiques, le nombre?
n'esl plus nul, et l'on démontre que

poumi t o u t e f o i s que les f o n c t i o n s e l l ip t iques correspondant au. poly-
nôme du t r o i s i è m e degré f{x) n 'admettent pas la mul t ip l ica t ion
c o m p l e x e .

Les conc lus ions sont encore d i f férentes si nous sommes dans un
cas de m u l t i p l i c a t i o n complexe» La valeur du nombre p a changé
N cette m o d i f i c a t i o n a sa répercussion sur la valeur de py . On trouve
alors

p,"-=2.

Tout cela résu l te f ac i l ement des résultats établis pages 358 et sui-
vantes de ce Volume.

8. Les exemples précédents suffisent pour appeler l 'at tention sur
u n e circonstance extrêmement remarquable : je veux parlera carac-
tère arithmétique de l'invariant p^. Ce nombre peut ne pas dépendre seu-
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lement àe questions de configurat ions et de singularités re la t ives à la
surface algébrique, La n a t u r e arithmétique des coef ï ÏL.ônIs de l'équa--
.lion de la sur face i n f l u e sur sa va l eu r . Ainsi , pour la surface

z%- •^ f ( x )/ ( y ) ( /i K> 1 y î ( o in e cl u t ro i s i è in e d e ̂  ré ),

le nombre p,o est égal à trois en général. Ce nombre s'abaisse à deu.x\
quand les coeHIcients dc/(x) s a t i s fon t aux condi t ions a r i t hmé t iques
relatives à la m u l t i p l i c a t i o n complexe. L ' invar iant po est donc, à ce.
p o i n t de vue , b ien d i f f é r e n t de son ana logue ip dans la théorie des
courbes a lgébriques ( p é t an t le genre de R i e m a n n ) , ou des genres
géomét r ique et n u m é r i q u e / ^ et /^ a u j o u r d ' h u i classiques dans la
théor i e des surfaces a lgébriques .

9. Reprenant la surface à s ingula r i tés o rd ina i r e s , nous rappel lerons
encore qu ' i l résul te de nos recherches an t é r i eu re s que :

Toute intégrale double de seconde espèce

r rp(.y, y^)^ciY
J J -—^^^^^^^^^^^

(P étant un polynôme s ' a n n u l a n t sur la courbe doub le ) se ramené à
nn nombre [imité d'intégrales de seconde espèce

w yY^^,'^)^^
(le polynôme M^- s ' annulant sur la courbe double) par la soustraction
d'intégrales de la forme
/^ r r ' <) fu\ <) / v ' , 1 , .(') J J ^(^"-^hJj^^
U et Y étant des polynômes en x et z à coefficients rationnels en y et s'an-
nulant sur la courbe double.

On peut évidemment supposer qu'aucune combinaison l inéaire des
intégrales (4) n'est de la forme (5).

i0. Supposons main tenan t que l 'intégrale double

((n r f'̂ ifi.ZLil̂ L.̂ ^
t.7 ^ J
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(P po lynôme s ' a n n u l a n t su r la courbe double) ne soit pas de seconde
espèce. Celte in tégra le au ra ^p rés idus re la t i fs à la l igne à l ' i n f i n i de
la s u r f a c e . A d m e t t o n s qu'on puisse t rouver 2p in tégrales doubles

de la forme p récéden te , tel les que le d é t e n n i n a n i d'ordre ip tonné
avec l ' ensemble des résidus de ces in tégra les soit d i f f é r en t de zéro.
On pour ra alors de l ' i n t é g r a l e ( ( ) ) r e t r anche r une in tégra le con-
venable

A l A i - i - A ^ . t ^ h . . . 4 - À 2 / , A 2 / ,

( l e s A é tan t des cons tantes) , de t e l l e sorte que la différence soit une
in tégra le de seconde espèce. On a donc la conclus ion s u i v a n t e :

On peut trouver un certain nombre s (F intégrales de la forme (6),
soient

^,. f Ç^lj^^l^^. (,:=:,^ ...,.)./:/'
l^s pol-y nomes P/- en (,r, y, s) s annulant sur la courbe double, de telle
sorte (lue fouie intégrale (20) soit susceptible de se mettre sous la forme

.»,......,- ̂ fj-^^^^,
/es a étant des constantes, LJ et Y étant des polynômes en x et z à coeffi-
cients rationnels en y , s annulant sur la courbe double.

On peut d 'a i l l eurs supposer que s est le nombre minimum, c'est-
à-dire q u ' a u c u n e combinaison l i n é a i r e des €) n'est susceptible de la
l'orme (5).

1.1. Nous avons a d m i s qu 'on peut t rouver une intégrale de la
forme (6), d o n t les -ip résidus relatifs à la ligne à l ' i n f i n i de la sur-
face o n t des va leurs a r b i t r a i r e m e n t données . Pour l'établir, considé-
rons u n e in t ég ra le abé l i enne arbi t ra i re de seconde espèce de la courbe
entre x et z ,

f(x, y, z) •==:() r
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qui soit de la forme

( 7 ) /p(w)^

P étant un polynôme en x, y et -s, s ' annu lan t sur la courbe double .
Envisageons l 'équat ion différentielle l i n é a i r e E d'ordre ' 2 p , r e l a t ive
aux 2p pér iodes de cette intégrale regardées comme f o n c t i o n s dey;
nous avons déjà bien des fois considéré cet te é q u a t i o n E, qui a j o u é
u n rôle essentiel dans nos théories, [laçons-nous dans le cas, qu i est
général, où cette équa t ion n 'admet pas comme in tégra le un polynôme
en y . En désignant par co(y) une période arbi t ra i re de l ' i n t ég ra l e
abé l ienne (7), nous avons vu an té r i eu remen t que

J o ) (,/)<}',

prise autour du point à l ' i n f i n i , é ta i t un résidu de l ' i n t ég ra l e doub le

r rp(.r,y^)^/rJ J..—^_—.

Considérons 2p périodes dist inctes

de (^ ) ' On a les développements a u t o u r dey == co
y , ^ y "ï y " " " ^

(,), = a'/ y ' 1 "h c / ! ; i ' i ' ï y^-1 -h . . . 4- —— 4- -'-.r --h-. . . 4- —— 4" . . . .y r r'
Les ^p fonctions oo^ sont l inéairement indépendantes . De plus, il n'y
a pas de combinaisons l inéaires des o^-qui se réduisent à un polynôme
en y.

11 en résulte que, pour k pris suffisamment grand, les 2p expres-
sions l inéaires

( ^ ) 01^-4- a^^'"'1^-. . .4- a/,(y.T1 ( /==: ! ,2, . . . , a / / )

aux indéterminées
a^ a^ ..., a/,

sont l inéairement indépendantes , car si, pour toute valeur de k, ces
expressions l inéaires notaient pas indépendantes, tous les détermi"
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n a n t s d 'o rdre 2/? (o rmes avec les oç7' se ra ient nu ls , cl l'on p o u r r a i l
fo rmer une c o m b i n a i s o n l i n é a i r e des co/ se r édu i san t a u n p o l y n ô m e .
Le nombre k é î a n f c pris su f l i s an ' imen i ^rand, envisageons l ' i n t ég ra le
d o n l ) l e

r fcû(y ' )P(^ , v ,3 )
jj————^-————^^,

ou 1 on pose
^( y) ::= r/i ^/-'-1 + ̂  y7'—2-!- . . . -h ^//,--iJ --h ('"//,•,

l ( ts <2 élani des indéterminées. Les 'ip résidus de celte inlégrale double
sont., au fac teur ^r:i prés, les expressions (S). D'après ce qui précède,
on peut choisir ces iiuléterminées a de manière que ces expressions
aient lel les valeurs que l'on veut , puisqu'el les sont l inéairement
indépendantes . Il est donc établ i qu'o^ peu/ trouver une intégrale
double ((;) ayant 'ip résidas arbitrairement ehoùù. Cet te remarque
nous sera uti le dans le Mémoire qui va suivre.
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