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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

[’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR LA
THEORIE DE GALOIS
1
SES DIVERSES 4;!3:‘.’[3:!{/\I,IS,-\'I‘I()NS,

Par M. K. VESSIOT.

INTRODUCTION.

1. L’objet principal de cette élude est Pextension de la eélebre
théorie de Galois, pour les équations algébriques, aux équations
lincaires anx derivees particlles, de la forme

n
(1) :j; !-Z/l,-(l, liy <oy ly) :j/,/ vz o,

(=1
¢l aux systemes complets de telles équations.

Cette extension a ¢t¢ indiquée par M. Drach dans sa Those (');
mais, 4 cause de certaines lacunes dans les énoncés el les démonstra-
tions, il nous a paru utile de reprendre la question, afin d’arriver a
des résultats bien précis.

Nous avons abandonné la méthode de démonstration de Galois, que
M. Picard (*) a réussi, comme 'on sait, & étendre au cas des équa-

(V) Annales de I’ Feole Normale, 3¢ s6rie, t. XV.

(%) Voir, par exemple, le Traité d' dnalyse de M. Picard, t. HI, Ch. XVIL

Ann. Fe. Norm., (%), XXI. — Janvier 1gof.



10 L. VESSIOT.

tions différentielles ordinaires, linéaires ct homogéenes. Dans Te cas
actuel, en effet, "emploi de cette méthode se heurte a la difficulte sui-
vante : le passage d'une solution & une autre ne se fail pas, en géne-
ral, par des formules rationnelles. ,

La méthode que nous avons employce est tout analylique. Nous
I'avons exposée d’abord sur la théorie de Galois elle-méme, dans un
premier Chapitre. En voici le principe :

Etant donnée une équation algébrique, que Pon considere comme
remplacée par le systeme (S) des relations entre les racines 2y, ..,
et les coellicients, on étudie d’abord e probleme fondamental suivant :
Quel parte pewt-on tirer de la connaissance de cerlaines relations ()
entre x, ..., &,, en r’employant que des opérations rationnelles? Notis
montrons que Pon peut déduire do systeme | S, A] un systie ana-
logue, dont le systeme |S, A] admet toutes les solutions, el qui est,
comme nous disons, auwtomorphe : co qui veul dive que ses diverses
solutions se déduisent de 'une quelconque enfre elles par Tes sub-
stitutions d'un groupe G, qui est dit le groupe assocdd an systéme,
ou simplement le groupe du systéme. On remarquera que (8) est deja
un systeme automorphe, ayant le groupe général pour groupe assoeie,

Des lors, si 'on se place au point de vue de Galois, e'est-i-dire si
'on cherche & classer toutes les relations rationnelles en oy, ..., 2,
existant pour une équation algébrique donnée, on voit que on pent
se limiter & ne considérer que des systemes [S, A rationnels of auto-
morphes. Bt Uon arrive, presque immédiatement, au résultat suivant,
qui n’est qu'une forme dua théoreme de Galois

Il existe un systéme | S, A automorphe et rationnel, tel que toul sys-
téme (S, A] rationnel (automorphe ou non ) en admet lowtes les solutions,
a’_es gutl en admet une : le groupe de ce systéme est le groupe de rationa-
lité ( groupe de Galois) de | dquation.

Il est du reste facile de déduire, de cet énoneé, 'énoned classique
de Galois.

Cette méthode montre le lien qui unit, dans cette théorie, le pointde
vue de I'invariance numérique des fonctions des racines, aunquel s'est
attaché Galois, et, aprés tui, M. Jordan, au point de vue de linvariance
formelle, qui semble avoir ét¢ celui de Kronecker, L'équivalence de
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ces deux manitres de (raiter la théorie est (rés importante au point de
vue de ses applications.

On voit, enfin, par la marche que nous venons d’esquisser, e lien
qui existe entre le point de vue de Galois, consistant & examiner les
simplications que peut présenter la résolution d’une ¢quation donnée,
et le point de vae qui consiste & chercher comment on peut tirer parti,
pour la résolution d’une équation quelconque, de certaines circons-
tances particulicres données : point de vue qui fut celui d’Abel, et,
dans un autre ordre de questions, celui de Sophus Lie.

2. Dans un second Chapitre, nous appliquons la méme méthode aux
¢quations différentielles ordinairves, linéaires ¢t homogenes. Nous
complétons ainsi, de maniére i la rendre entitrement rigourcuse, la
démonstration que nous avions donnée autrefois, dans notre These,
de Ja double propriété da groupe de rationalité de Péquation, Nous
montrons Péquivalence de Pénoncé que nous avions donnd, conve-
nablement interprété, et de I'énoneé de M. Picard.

La méme marche s"appliquerait plus généralement i des systémes
automorphes d'équations différentielles, ordinaires ou anx dérivées
particlles, pourva que le groupe associé au systeme considéré (¢’est-
Sn—lgliru qui, effectué surles fonctions inconnues, échange les solutions
entre elles) soit un groupe de transformations fini, dontla transfor-
mation générale soit définie par des ¢quations rationnelles.

L'extension de Ta théorie de Galois & de (els systemes a ¢(¢ indiquée
par Fauteur, pour les systétmes d’¢quations différenticlles ordinaires,
el par M. Cotton pour les systemes d’équations aux dérivées par-

tielles (*).

3. Dans le troisicme Chapitre, nous commencons a nous oceuper
des ¢quations (1). Nous (raitons Ie probleme préliminaive fondamen-
tal, ¢’est-a-dire que nous substituons & Péquation (1) le systéme (S)
des relations différentielles iant do¢, ¢y, ..., ¢,, les fonctions ., ..., x,
qui constituent ~ intégrales indépendantes de (1), ¢est-i-dire une
solution quelconque de (1); et nous cherchons & tirer parti, par des

(1) K. Vesswor, dnnales de le Facalte de Towlouse, . VI, H (§V). — Corron,
Comptes rendus, t. CXXXIV, p. ag.
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opérations rationnelles, de la connaissance «.,l’(eqlml,ious dilléren-
tielles (A), satisfaites par certaines de ces solutl(n‘\s.. .

On arrive i définir un ensemble, en général l[lfllll,.(](‘.
automorphes (') dont les groupes assocics sont d}x méme Lype, 4:!.
entre lesquels se répartissent les solutions du systeme [}h,,A]. Mais
aucun de ces systémes automorphes n’est rationnel, en gmm('al. '

On est done en présence d'une difficulté toute nouvelle. Nous
I’avons tournée en montrant que Uon peut former -ationnellement un
systeme automorphe, dont le groupe soit encore du méme type, qui
wadmetle que des solutions de (8), et qui admette une solution
de (S), se réduisant, pour ¢==1¢,, a des fonctions rationnelles de
iy « s by sUpposces données.

systmes

Lo dernier Chapitre est consaeré i la discussion de la théorie
esquissée par M. Drach. D’apris ce qui précide, on voil que les sim-
plificalions qui peuvent se produive dans Pintégration d'une équi-
tion (1) donnée ne sont pas de la méme nature pour les diverses solu-
tions de équation. On obtient, dans tous les eas, les simplifications
les plus grandes, en se bornant aux solutions principales, ¢'est=i-dire
dans lesquelles @, ..., #, se réduisent, pour une valeur particuliere
t=1t, de ¢, & t,, ..., t,respectivement. Nous arrivons, pour elles, i
Iénoncé suivant, qui est lanalogue du théoréme de Galois :

Parmitous les sysiémes rationnels | S, A |, admettant une méme: solution
principale, tl en catste un, qui est automorphe, et dont chacun des autres
admet toules les solutions. Son groupe est le groupe de rationalité de
Uéquation. Les groupes de rationalité correspondant a diverses solutions
principales sont semblables.

Nous indiquons diverses autres formes de cet énoncé; nous mon-
trons aussi comment il faut le modifier pour Vappliquer i une solu-
tion quelconque.

(') Nous appelons, généralemont, systéme diffirenticl awtomorphe un systéme diffé
rentiel dont toules les solutions s¢ déduisent de ['une queleongque d'entre ellos par ley
transformations d’un groupe, effcetuées sur les fouctions inconnues dans los Gyuations
qui définissent cetle solution. Le systéme (S) est aulomorphe; son groupe Gtant e
groupe ponctuel général. Les systomes automorphies ont 6l6 considérés souvent par
Sophus Lie.
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On peut, enfin, se placer & un point de vue tout dilférent, pour
;aractériser une ¢quation (1) qui est spéciale, ¢est-i-dive dont le
groupe de rationalité n’est pas le groupe général. On cherche des
transformations Q qui, clfectuces sur 7, £, ..., {,, ol laissant ¢inva-
riable, n’alterent pas Péquation (1). L'ensemble de ces transforma-
tions Q forme un groupe, isomorphe au groupe ponctuel i 2 variables,
et dont les équations de définition sont rationnelles. Pour une ¢qua-
tion (1) donnée, on peut se demander quels sont les sous-groupes de
ce groupe, dont les équations de définition sont aussi rationnelles. La
réponse esloque ce sont tous ceux qui conlicnnent un cerlain
groupe (K), qui estisomorphe au groupe de rationalité de I'équation.
On retombe done sur des résultats tout i fait équivalents aux précé-
dents.

Tous ces résultats s'¢tendraient sans peine i des systémes complets
d'¢quations (1). Nous avons, pour abréger, Taissé de coto cetle géné-
ralisation. ,

Il serait naturel de chercher a étendre la théorie en remplacant le
systeme (8) par un systéme automorphe tout i fait quelconque. Mais
on se trouve en présence de nouvelles difficultes, sur lesquelles nous
reviendrons dans une autre oceasion,

e s G

CHAPITRE 1.

SUR LES EQUATIONS ALGEBRIQUES.

I. — Probléme fondamental.

4.(knnunznnuslhvunsuxphqué,nousnouslwopusmns(hanuwndrc
d’abord Ta théorie de Galois par une voie nouvelle, entivrement ana-
Iylique, que nous n’aurons ensuite qu’a suivee de nouveau dans les
Chapitres suivants, consacrés aux diverses généralisations de cette
théorie.
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Devant analyser les conséquences & tirer, pour une ¢quation :1.1;,;(*~
brique donnée quelconque, de Pexistence possible ‘l‘f relations
rationnelles entre ces racines, nous commencerons par aiter le pro-
bleme suivant, qui sera fondamental, dans notre méthode.

Etant donnée une équation
() P(z)=am—p at=t - pyat =t — b (1) Py 0,
on suppose connues une ou plusieurs relations entre scs ractnes g, .., X,
(A) Gl v an) — 0 (k1,2 oy g,

rationnelles et entiéres par rapport a ces ravines. Quel partt en peat-on
trer pour la résolution de P () - o?

Nous remplacons, i cet effet, Péquation (1) par le systeme équi-
valent

- Wl Y
(b) S E Py 2 T P ey R LTI L

dont les »!solutions se déduisent de 'une quelconque d'entre elles
par les substitutions T du groupe général de 2 lettres, Nous désigne-
rons par o une solution particulitre quelconque de (8)

(o) & oy (E:=1,9, .0, n),
et par Ta la solution nouvelle donnée par les formules
(To) Ta;=o; (Ceay, 0, 000, ),

ot Tar; désigne, suivant Pusage, celle des indéterminées a,, ..., x,
par laquelle la substitution T remplace 2. Nous supposerons les
racines de P(z) = o inégales, de sorte qu’étant données la solution =
et une autre solution o de (S), il existe une substitution T et une
seule pour laquelle T est identique 2 o : nous dirons alors que T
transforme o en o'
) 03 . cpn f e v ’ B

L’hypothese est que le systéme [S, A, formé de Pensemble des
¢quations (S) et des équations (A), a au moins une solution. Nous
supposerons done que o est une telle solution. I1 oxiste alors une fa-
mille de substitutions T, dont nous désignerons 'une queleconque
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par T, et telles que les diverses solutions de [S, A| soient représen-
tées par le symbole général To.

Il pourra arriver que la famille des T se réduise a la substitution
identique, c¢’est-a-dire que le systéme [S, A] n’ait qu'une solution :
elle se déterminera alors rationnellement, et I'équation P(z) = o
sera résolue. Ecartons ce cas.

I’idée bien simple qui va nous servir, ¢’est qu'on peut déduire
de (A) d’autres systémes ayant avec (S) le méme nombre de solu-
tions communes. 'En effet, si Pon effectue dans|S, A] une substitu-
tion T quelconque, cela n’en change pas le nombre de solutions; et
comme (S) ne change pas, on obtient le systeme [S, TA], ou (TA)
désigne le systéme

(TA) Gu(Tay, ..., Tx,) =0 (A =19, ..., ¢),

qui est 'un quelconque des systémes annoncés. Les solutions de
[S; TA] ont pour symbole général TTe, ¢’est-a-dire T(Ta).

La considération du systeme (TA) pourra étre utile s'il a des solu-
tions communes avee [ S, A, ¢’est-a-dire ’il existe une des substitu-
tions T, soit T,, telle que T, Tosoit de nouveau dela formeTas ce qui
revient a dire que T, T, ¢ est-i-dire la substitution Gquivalente & T,
suivie de T,, est une des transformations T, que nous appellerons T,;
ou enfin que Pona T==T,'T,.

Nous pouvons, en particulier, supposer que 'une des solutions
communes est o : la condition pour qu’il en soit ainsi est alors que T
soit de la forme T='. De sorte que nous allons considérer, en méme
temps que les systemes (S) et (A), les divers systémes (T-A).

Toutefois Uintroduction de¢ ces systémes ne peut étre d’aucune uti-
lité si chacun d’cux admet toutes les solutions de [S, A]. La condi-
tion pour qu’il en soit ainsi est que, pour chacune des substitu-
tions T, les diverses solutions de IS,;i"“"A-], gqui sont de la forme
générale T, T, soient aussi de la forme Tgo; ¢est-d-dire que, A
deux sg_bstituti(n'ls T quelconques, T et 'T},, en corresponde une troi-
siecme T, telle que on ait

ToTtaTy on Ty = TgT.

(Cest done que les substitutions T forment un groupe (G ).
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Remarquons de plus que, d’'une maniere génerale, les substitutions

qui transforment une solution quelconque T,o de [8, A ] en les

. == . ’ ! e gt e , , \
diverses autres solutions Ta ont pour symbole général T,'T. Dans I
cas actuel, ce sont donc encore les substitutions du groupe (), et

nous pouvons dire :

Dans le cas particulier que nous venons de supposer, toules les solutions
de [S, A| se déduisent de 'une quelconque d’enire elles par les substtu-
tons d’un groupe (G), et iy a autant de solutions que de substitutions

dans ce groupe.

Nous donnerons & un tel systéme le nom de systéme automorphe.
parce qu'il ne change pas par les substitutions du groupe (), etnous
dirons que (G) est le groupe de ce systéme.

On remarquera que (S) est lui-méme un systeme automorphe, et
que son groupe est le groupe général.

2. Ecartons encore ce cas particulier, ¢t imaginons toutes les solu-
tions communes a la fois & [S, A et i chacun des systemes (1A )5
elles seront de la forme générale ®s, les © constituant une famille de
substitutions T, dont fait partic la substitution identique. La pro-
priété qui définit les ©, parmi les T, est la suivante : une substi-
tion O quelconque est une substitution T telle que, pour chagqoe
substitution T, soit T,, il existe une solution de (T,'A) qui soit iden-
tique & Oo; c'est-i-dire une autre substitution T, soit ’tl‘;l,, telle que
T T o soit identique & ®7; ou encore telle que 'on ait

(2) Tela' =20 ou 0T, Ty,

Cette propriété suffita prouver que Uensemble des @ est un groupe ((;).
Soient, en effet, @ et @ deux quelconques d’entre elles, ot considé-
rons un produit de la forme (06')T, : dapriss Ja propricté de @, il se
réduit & la forme ©Ty; ef, par suite, apris la proprieté de @, i la
forme T,. Donc (00") jouit de la proprieté générale (2). I appartiont,
du reste, & 'ensemble T, d’aprés fa propriété de @, puisque @ est une
des T. Done (00') est bien encore une des substitutions 0, ce (qu'il
fallait établir.
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Les solutions @s sont done les solutions d'un systéme automorphe,
composé des ¢quations (S) et de toutes les équations des divers sys-
temes (T—*A), dont fait partic le systéme donné (A).

3. Si Pon reprenait les mémes raisonnements, de maniére i avoir
constamment, pour solution des systémes considérés, une autre solu-
tion de [ S, A, par exemple T,=, il faudrait considérer, au Lieu de la
famille des T, celle des substitutions T,'T. Alors, 'une quelconque
des substitutions T,'®T, appartient & cet ensemble, et le produil
(1,'0T,) (T,'T) lui appartient encore. On arviverait done i un
groupe contenant le groupe Tl-'y',‘ ((i)'kl“",,,. Mais, inversement, le méme
aisonnement prouve que, si ® appartient 4 ce nouveau groupe,
T,O T, appartient i Pancien. On en conelut que le nouceaw groupe
est tout simplement le groupe transformé du groupe () des © par la
substitution T,

Il en résulte que les solutions du nouveau systéme automorphe ont
pour symbole général @ Tz, ou encore qu'il se déduit de Pancien
immédiatement par la substitution T,. De sorte que la résolution de
Pun de ces systemes entraine celle de Pautre, et que Pon peatindifleé-
remment se borner i considérer Pun ou autre. On peat enfin remar-
quer que, s'ils ont une solution commune, on a une identite de la
forme @,T, == 0,, ¢’ est-h=dire T, "6, == @y mais alors toutes les
substitutions ®'T, sont des substitutions @, et les deux systémes ont
les mémes solutions.

Plus généralement, deux quelconques des systémes que Pon peut
ainsi obtenir, ou bien ont toutes les mémes solutions, ou bien nont
aucune solution commune. Gela revient & dire que Ta famille des T
peut se mettre sous la forme d'un Tableau rectangulaire :

1 ®, ¢, P
T, O, 0,7, cee O, T,
hil"g» Oy 'I'[L 1 (“)z'!"‘p, w1 e (")(r 11'u~-1

dont les diverses lignes correspondent aux divers systemes anfo-
morphes entre lesquels se répartissent les solutions de [S, A .

dnn, fe. Norme., (3), XKL — JAsviER 1904, 3
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4. La discussion qui précede montre clairement la marche i SuIvre
pour résoudre effectivement le probleme posé. . |

On formera tous les systemes (TA), eton cherchera s7ihy enva qui
aient avec [S, A ] au moins une solution commune : ¢’est un pro-
bleme d’élimination, que I'on sait résoudre. Si le systime [S, A] 2
plus d'une solution, on a vu qu'il en est toujours ainsi. 11 pourra
arriver que tout systéme (TA) ayant avec| S, A] une solution com-
muane admette toutes les solutions de [S, A]: ¢'est le cas ot [S, A
est automorphe. Les vérifications faites donnerontalors toutes les sub-
stitutions duo groupe de ce systeme.

Passons au cas général. On retiendra 'un des systemes (TA) ayant
avee | S, A] au moins une solution commune, mais n admettant pas
toutes les solutions de [ S, Al Sott (T, A) e systéme,

On cherchera alors les systemes (TA) admettant an moins une des
solutions du systeme [S, A, T, A, obtenu en adjoignanta |8, A Tes
¢quations (T, A). Siochacun de ces systemes admet toutes les solu-
tions de [S, A, T, A, celui-ci est P'un des systemes automorphes dont
on a élabli Uexistence.

Sinon, on retiendra Pun d'eux, (T,A) par exemple, admettant
au moins une des solutions de [S, A, T, A] sans les admettre toutes;
on ladjoindra & ce systeme pour former {5, A, T, A, T, A |, sur lequel
on opérera de mémes; el ainsi de suite.

En continuant ainsi, on arrivera nécessairement i un systéme
IS, A, T A, ., ThA], tel que tout systéme (TA) qui admet une de
ses solutions les admetle toutes. Cest Mun des systémes automorphes
entre lesquels se vépartissent les solutions de [ S, A[. Les autres s'en

déduiraient sans diflicult¢ par des titonnements analogues aux pro-
cédents. Mais il suffit, dapres ce qu’on a vu, d’en avoir un seul.

Toutes les opérations que Uon « eu a effectuer sont rationnelles.

[I'résulte, en définitive, de tout cela, que Uon est toujours rament,
par une suile d’opérations rationnelles, @ un systéme S, A'|, de méme
nature que le sysiéme donné [ S, A |, mais automorphe.
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II. — Des systémes auntomorphes.

5. Nous devons maintenant ¢tadierles systemes automorphes. Nous
aurons hesoin, i cet effet, du théortme suivant :

Itant donné un systéme d’équations algébriques entre des indetermi-
nees &, ..., x,, rationnelles et enticres par rapport @ ces indétermindes :

(3) Fplry, ..., )= 0 (h=—=1,0, ..., p);
st une équation de la forme
(/l) (\)(".11 ~"7"'/z) A",

ot Q est une fonction rationnelle de ses arguments, admet toutes les solu-
tions du systéme (3), la constante g se caleule rationnellement au
moyen des cocfficicnts des ¥y et de Q.

On ¢earte, bien entendua, Te cas ot le numdérateur of Te dénomina-
(eur de la fraction rationnelle Q s"annuleraient pour toutes les solu-
tions de (3), puisquion pourrait alors prendre pour g une valear
constante arbitraire.

Nous partons de ce résultat connu, que tontes les solutions de (3)
se repartissent en systemes généraux de solutions, dont chacun est
détini de la maniere suivante : ey, ..., 2, s'exprimentrationnellement
au moyen d'un certain nombre d'inconnues auxiliaires y,, ..., Yo
qui sontlices par une scule équation, algéhrique, rationnelle et en-
tieres et les coefficients de ces formules auxiliaires apparticnnent au
méme domaine de rationalité que ceax des 1.

Exprimons que (4) admet toutes les solutions appartenanta 'un de
ces systemes généraux @ nous remplacerons, dans Q, les a; en fone-
tion des y;, ce qui donnera, i Ta place de (4), une équation de méme
forme

U(,)‘,, e Yy )T,
qui devra étre satisfaite par toutes les solutions d’une équation alge-
brique unique _

J(‘)’l, cey Yg)TmOg
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ce qui revient & dire qu’on est ramené au cas particulier o le sys-
téme (3) se réduit & une seule équation

(3" F(&yy «onyy) =20,

Tout revient done & démontrer le théoréme dans ce cas.

Supposons, & cet effet, que (37) contienne Uune des indétermindes,
2, par exemple, au degré m. En nous servant de (37) nous ferons
disparaitre de (4) toutes les puissances de a, supéricures a la
(e — pyieme. Mais alors (4) ne peal plus étre une conséquence de (37)
sans étre une identité; et comme, par hypothese, Q n'est pas inde-
terminé, il se réduit 2 une constante qui est la valeur annoneée

pour g.

6. Considérons maintenant un systéme automorphe queleonque,
¢est-d-dire un systeme d’équations algébriques rationnelles of en-
tieres en &y, ..., &, dont toutes Ies solutions se déduisent de Pune
quelconque d’entre elles par les substitutions d'un groupe (G on
suppose, de plus, queles solutions de ce systeme (B) sont en méme
nombre que les substitutions de (G), ¢'est-i-dire que chacune de ees
solutions ne demeure inaltérée par aucane substitution de (G, autre
que la substitution identique.

Supposons que ce systeme (B) soit le systeme (3) du numéro pre-
cédent, et que Q(x, ..., x,) soit 'une quelconque des fonetions
symétriques élémentaires des indéterminées z,, ..., 2, Si nous rem-
plagons @, ..., z, par l'une des solutions de (3), nous obtenons une
certaine valeur g, et I'équation (4) admet alors toutes les solutions
de (3). Nous pouvons done, d'aprés le théoréme précédent, caleulor
rationnellement la valeur g.

Toutes les solutions de (B) sont done solutions (’un systeme

(b) E‘Z‘" =P Z.’;im’/“ =2 ] Ay ey Ay Prus

que nous pouvons considérer comme connu. Kt ce systeme (B) est de
la forme [S, A[, considérée aun® 1, & moins qu'il se réduise an sys-
teme (S) lui-méme, ce qui arriverait si (G) était e groupe ;.;4'&1)(-1':1]:
P o NI & 1t torlt \ o . . e
Kcartons ce cas particulicr, et supposons, comme nous avons déji



SUR LA THEORIE DI GALOIS ET SES DIVERSES GENERALISATIONS. 21

fait, que 'équation P(x) = o, ¢quivalente & (), n’a pas de racines
¢gales. Nous allons montrer que les équations (A), associées 4 (8)
pour définir le systeme automorphe (B), peuvent étre remplacées par
une seule équation, de la méme nature.

On sait, en effet, former, et cela d’une infinité de manieres, une
fonetion rationnelle Q(x,, ..., «,) qui admetle les seules subsititu-
tions du groupe (G), qui ne devienne indéterminée pour aucune so-
lution de S; et telle que, si deux substitutions du groupe général la
transforment en deux fonetions algébriquement distinetes, ces fone-
tions ne prennent des valeurs ¢gales pour aucune solution de (8).
(Cest ce que nous appellerons, pour abréger, un wnvariant caractéris-
tigue de (G ), a discriminant non nal | relativement a (S)|.

Soit alors o Ta valeur que prend Q pour une solution particuliere

quelconque du systeme (B). L’équation

(5) .‘42(.‘1:,, PN P ==}

admettant toutes les solutions de (B), la quantité o se caleule ration-
nellement, dapres le théoreme du ne 5. Et il résulte des propri¢iées
de Qque le systeme |8, (5)] admet toutes les solutions de (B), el
nen admet pas d'autres. Laforme | S, (5)] est done La forme canonique
annoncée pour le systeme automorphe (B).

On sait qu’en supposant Ps Paroeor Pa indétermings, les diverses
valeurs que prend Q(z,, ..., @x,), pourles diverses solutions de (8),
sont racines d’une équation résolpante dont les coefficien(s sont fone-
tions rationnelles de p,, ..., p,. Les hypothéses faites sur Q reviennent
a dive que, lorsqu’on remplace, dans les coefficients de cette résol-
vantle, py, ,.., p, par les valeurs particuliéres correspondant au sys-
tome (B) donné, cette résolvante ne devient pas identique, et que son
discriminant ne s’annule pas. La constante o est alors une des racines
de cetlte résolvante en Q du systeme (S).

Réciproquement, si on adjoint, ausystéme (8 ), une équation de la
forme (5), olt Q est un invariant caractéristique de (G), a discrimi-
nant non nul, ¢t olt » est racine de la résolvante en £, on obtient un
systéme automorphe ayant (G) pour groupe. Car e systéme [S, (5) ]
ainsi obtenu, étant compatible & cause du choix de la valeur de w, est
automorphe et a pour groupe (G), en vertu des propriétés de Q.
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=

Le résultat obtenu peut done g'énoneer :

La forme générale des sysiémes automorphes que nous avons « lf()/I.S'I'l/‘l".I'I‘I'
sobtient en adjoignant & un systeme () une équation de la forme (%),
ot O est un invariant caractéristique, < discriminant non nul, du
groupe (G) associé aw systéme autormorphe du groupe considére, ct oit o
est une des racines de la résolvante en 2 du systéme ().

7. Revenons maintenant au probléme du § 1. Nous pourrons
énoncer les résultats des n® 3 et 4 sous une forme nouvelle en
disant :

I résulte de Thypothese faite [a savoir que Fon connail les ¢qua
tions (A)], que Con connait la valeur o que prend un incariant earae
leristique Q(ay, ..., ) quelconque,  diseriminant non nud, d'un cer-
tain groupe de substitutions (), quand on vy remplace 2y, e, pur
une certaine solalion v, = %, ..., &, 2, du svstcme (5).

Parmi les solutions du systeme [S, A se trouvent toutes eelles du
systeme |8, (5)] 5 et les autres se répartissent entre les divers syse
ttmes obtenus en associant & () Pune des équations

€ (’l‘,,;l',, cey Tirg) = (=, o, 00y 1),

Plus généralement les solutions de (S) se répartissent entre les
divers systemes obtenus en associant & (S) Pune quelconque des
¢quations

(6) Q(Tay .., Tay )=z m,

ott T est une substitution ahsolument quelconque. Tous ces systémes
étant résolus dés que Pun d’eux est, il est tout i fait équivalent de
se donner les ¢quations (A), ou de se donner lune quelcongue des
équations (6).

Done le fait que U'on connail les équations (A) est enticrement rqur-
valent aw fait que Uon connail 'la valeur o de Uinpariant caractéris-

ligue Q.
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8. Nous placant encore au point de vue du § I, nous pouvons sup-
poser que on connaisse deux systemes différents, tels que (A),
ayant avec (S) des solutions communes, et chercher & en tirer parti.

Cela reviendra, d’apres ce qui précede, & connailre deux relations
de la forme (5),

(7) Q(xyy ooy ly) =0, Q (&, ooy wy) =0,

correspondanta deux groupes (G) et (G). 1l pourrait se faire que (S)
neit pas de solution satisfaisant & la fois aux deux équations (7).
Mais il suffirait alors de remplacer la premiere de ces ¢quations par
une des équations (6), que on choisirait, par tatonnements, de ma-
nicre que le systéme (S) ait une solution commune aw moins avee le
systeme formé de cette équation (6) et de Q== .

Supposons done que le systeme [S, (7)] a aumoins une solution :
les autres s’en déduiront évidemment par les substitutions du plus
grand sous-groupe (G”) commun a () et (G’). On est done en pré-
sence d'un nouveau systéme automorphe relatif i ce groupe (G”), el
caractérisé par une relation nouvelle

(8) QF (s ooy ry)

On verrait du reste facilement que les solutions de tout systéme
formé de (8) et de Pune des équations (ransformées, soit de Q- - o,
soil de Q= w’, s¢ répartissent en systémes formés de ("S') el de
diverses transformées de (8). 11 en résulte que si Pon avait remplace
les Gquations () par deux de leurs transformées, choisies de manitre
davoir en commun une solution de (S), on obtiendrait comme équa-
tion finale une transformée de (8). De sorte que le fait que on con-
nait la seule relation (8) est entierement équivalent i hypothese.

Ges conclusions se généralisent immeédiatement pour le cas ot Pon
aurait un nombre quelconque de systémes (A) admettant des solu-
tions de (S).

III. — Le théoréme de Galois.

9. Nous supposons maintenant une équation P(x)==0 donnée,
dont les coefficients appartiennent & un certain domaine de rationa-
lité (R) donné.
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Nous disons que I'équation est spéciale dans [R l,. "1l Tui u()l‘l:(’ﬁp(»xnl
quelque systéme de relations [A], dont les coeflicients apparticnnent
a [R], et admettantune solution de (8) sans les admettre toutes. Dans
le cas contraire, 'équation est dite générale ("). '

Supposons I'équation donnée spéciale, et cherchons i préciser le
degré de spécialité de cette équation. D'apres les dt’evvlnp!muwntr»
précédents, on est en droit de ne considérer, parmi les relations [A
possibles, que celles qui se composent d’une équation unique de la
forme |5, et qui admettent une méme solution 5 de ().

En dCautres termes, tout revient # caractériser Uensemble des
fonctions Q(a,, ..., x,), i cocflicients rationnels dans [ R |, et a dis-
erimanants non nuls, qui prennent une valeur numérique rationnelle
quand ony remplace v, oo, parles valears ey =20y, oo, 0,00 2,
constituant une solution s de (S).

La discussion du n®8 prouve que le sous-groupe maximum, com-
mun aux groupes de ces diverses Tonetions, a lni-meme un invariand
caractéristique faisant partie des fonetions considérées, Soit (1) ve
sous-groupe commun, et J(x,, ..., x,) cet invariant caractéristigue,

Réciproquement, soit Q(a,, ..., 2,) un invariant d'un groupe ()
contenant (IM). I’ équation

52(-”’1’ sy :’rh) — ‘(“?‘(ah couy Oy )

admet toutes les solutions du systéme formé de ($) et de équation,
rationnelle dans [R],

(9) Wy, ooy @)=V (o. oo, ay) = .

1. e 1o A . \
Done, d’apres le théortme du n® 5, Q(a,, ..., o) est une valeur
numerique appartenant i [R].
On obtient donc un premicr énoncé du théoréme de Galois :

St Lon considére toutes les Jonctions Q(x, ..., x,), rationnelles en
Ty wney Zyy A coefficients rationnels dans [ R], 21 DONT LE DISGRIMINANT NE
STANNULE PAS POUR L'EQUATION CONSIDEREE, {'ensemble de colles de ves Jones
teons qui prennent unc valeur numcrique rationnelle dans | R | (/II(I;I(/ on

(') Ces dénominations paraissent dues 4 M. Drach. — Foir su Thise ( Paris, 1804,
page 32. L
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v remplace x,, ..., x, par les racines de équation donnce, prises dans
un ordre déterminé, towours le méme, est identique a ensemble e
celles de ces fonctions qui ne changent pas quand on vy cffectue, sur les
(ndélerminées x,, ..., x,, les substitutions d’un certain groupe (17).

Cest done I'équation (g) (ou T'une de ses transformées), ¢est-
a-dire, en somme, le groupe (I') qui lui est associé (ou 'un de ses
(ransformés) qui caractérise la manicre particulicre dont Péquation
donnée est spéciale.

Remarquons que, chacune des fonetions Q de 'énoneé précédent
correspondant & un systeéme automorphe, cel énoneé pourrail se rems-
placer par e suivant :

[ ensemble des systémes awtomorphes, rationnels dans | R, et qui cd-
metlent une méme solution de (S), est identiqgue a ensemble des sys-
(émes automorphes, admellant cetle solwtion, et dont le groupe conticnt
un certain groupe (I'). Lorsque la solution de (S) considérée est ren-
placée parune autre, le groupe (I') est remplace par Pun de ses trans-
formes.

On peat ¢galement donner & cet énonce une forme un pea plus
large, en se servant de ce résultat du ne 4, que les solutions de tout
svsteme [ S, A, rationnel dans | R], se répartissent entre divers sys-
(ecmes automorphes qui s’en dédaisent par des caleuls rationnels. On
peut done dire :

A toute dquation P(x) = o spdeiale correspond une famille de sys-
témes awtomorphes, rationnels dans [ R, trans formes les uns des autres,
el lels que tout systéme |S, N, également rationnel dans | R, admet
toutes les solutions de Uun quelcongue de ces svstémes des gl en admet
une. Le systeme |8, ()] est un de ces systémes automorphes.

10. Au point de vue théorique, il est intéressant de montrer que
I'enonce classique du théoréme de Galois se déduit facilement de ee
qui précede.

Soit. d’abord J (2, ..., 2,) une fonction rationnelle de ax,, ...,
&,y dont les coefficients apparticnnent & [R5 et supposons que
Ty, ooy 2,) soitun nombre / faisant aussi partiec de [R]. L’équa-

dnn. Feo Norm., (3), XX = JANVIER 100t h
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tion
(IO) "-T:('I"l’ --','l‘n)"""/‘“ 0

constitue un systéme (A), rationnel dans | R, et admettant b .-.n1n-
tion =. Done, d’aprées Uénoncé precedent, il admet toutes les solutions
de [(8), (9)]- Comme la solution la plus générale de [S, (g)] est

O = o (E==1, 9, ..., 1), ou ap By (o1, ouall),
© ¢lant la substitution générale de (1), on aura done
F(Oay, oo, Qo)== [==TF (% o vos Zu )

cest-i-dire que F(z,, ..., @,) est numeriguement invariante par Jis
substitutions de (17).
Réciproquement, si i a celte propri¢té, Péquation

Ty ooy 'y T (s oven Z0)

admet toutes les solutions de [S, (g5 ete dlapres Te theoreme
du no 5, son sccond membre, eesti-dive b vcalewr numerigue de
F(oyy ooy @), appartient a [ R,

On a donc retrouvé les deux parties de Pénoned de Galois,

11. La théorie qui vient d’étre faite pour les systemes automorphes
tels que (S), peut s’étendre i tout systeme automorphe (B), relatit
a un groupe (G).

D’abord on pourra traiter pour un tel systéme le probleme fonda-
mental analogue & celui du § I, et par la méme méthode, On arrivers
a ce résultat que, de tout systeme compatible formé de (B etd équn-
tions telles que (A), on peut déduire, par voie rationnelle, un nou-
veau systéme automorphe, relatif & un sous-groupe de (G), et don
(B, A) admet toutes les solutions. Bt Pensemble des solutions de
(B, A) se répartit entre divers systiémes automorphes, transformés du
précédent par des substitutions de (G).

Considérant ensuite un systéme automorphe (B) donné, dont les
coefficients appartiennent i un domaine de rationalite [R] donne, on
dira qu'il est spccial, il lui correspond quelque systeme déqua-
tions (A), rationnelles dans [R], et telles que (B, A ) ait an moins
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une solution, sans admettre toutes celles de (B). Dans le cas con-
traire, le systeme (B) sera dit général.

Avec cetle terminologie, le théoréme de Galois, pour 'équation
P ()= o, peut s’énoncer :

A toute équation P(x) == o, sviciars dans | R |, correspond une: fu-
mille, et une seule, de sysiémes automaorphes, rationnels el GENERAUX
dans | R, trans formées les uns des autres par les substitutions du groupe
genéral, et dont toutes les solutions appartiennent aw systéme (S) équi-
calent a l'cquation proposce.

Bt plus généralement :

A tout systéme automorphe (B), rationnel et seician dans | R |, corres-
pond une: famddle, et une scule, de systémes auwtomorphes, ratronnels et
GENERAUX dans | R, (ransformés les uns des autres par les substitutions
du groupe (G) de (B), et dont toutes les solutions apparticnnent au $ys-
éme (B) donne.

L'un quelcongue de ees syslémes généraux a pour groupe un sots-
groupe de (G), qui pourra ¢tre appelé le groupe de rationalite de (B),
comme le groupe (1) du n® 9 est appelé Le growpe de rationalité de
P,(.‘I') = ().

Enfin, la méthode quia 616 suivie s'appliquerait encore, sans modi-
fication, au cas de systemes automorphes dans Ta définition desquels
interviendrait, au licu d'un groupe de substitutions, un groupe forme
d'un nombre fini de transformations 'une forme queleonque, Klle
sappliquerait done, en particulier, au cas d'une ¢quation abélienne,
le groupe correspondant ¢tant formé de transformations rationnelles
effectuces sur une seule indéterminée.

IV. - Sur la résolution des systémes automorphes.

12, 1l est facile dinterpréter la partie de la théorie de Galois, qui
concerne la réduction progressive du groupe 'une équation donnée,
comme étudiant les conditions de la résolution des systémes auto-
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morphes les uns par les autres. Pour abréger, nous nous hornerons a

marquer la suite des idées, ct i énoncer les résultats essent ivls., ’
D’abord, si un systbtme automorphe a pour groupe associc (n
groupe intransitif, il peut s¢ remplacer par plusm'n.'.s'. svstmes anto-
morphes & moins d'inconnues, ¢l i groupes (ransitifs. On Pe-u! done
supposer qu’on ne considere que des systémes automorphes i groupes
transitifs.

Soient (B) un tel systéme; ((x) son groupe; (G un ROUs-groupe
de (G). Sil'on cherche a former un systéme antomorphe (B), ayant
pour groupe (G°), oul'un des sous-groupes de () homologues de (G,
et dont les solutions apparticnnent a (B), onest conduit i ehereher
une racine d'une certaine ¢quation résolvante. Mais cetle ¢quation
résolvante peat ¢tre spéciale, et Pon doit lui substituer un systeme
automorphe résolvant, dont Te groupe (G estisomorphe i (G s ee
groupe (G st simple, si (G7) contient un sous-groupe imvariand
maximum de (G), Si Pon a résolu e systéme automorphe resolvant,
on peut former rationnellement un systeme antomorphe ¢ B7), dont
fes solutions appartiennent i (B), et avant pour groupe assoeie e
plus grand sous-groupe (G”) de (G') qui soit invaviant dans (G ),

De la résulte que la résolution detout systeme antomorphe, a gronpe
non simple, peutse ramener a la résolution suceessive d'une suite de
systbmes automorphes & groupes simples.

13. 1L reste & étudier inversement a quelle condition la résolution
@'un systeme automorphe auxiliaive peut rendre spécial nn systeme
automorphe général donné; ¢’est-b-dire permet de le remplacer paron
nouveau systeme automorphe ayant pour groupe associe un sos-
groupe du groupe du systéme donné. La conclusion bien connue osl
quil 0’y a pas liew d’employer, comme systémes auxiliaives, danfres
systemes que les systemes résolvants considéres dans le numero pre-
cédent.

On prévoit par li que la difliculté du probleme de L eésolution d'un
systéme automorphe dépend, non da nombre des inconnues, mais de
la structure du groupe associé au systéme.

On pu.ut, ('lérrumt,rm‘, en effet, que, sil'on a un groupe queleongue
de substitutions (G, ), isomorphe holéodriquement au groupe (G du
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systtme (B) donné, mais ne dépendant pas néeessairement du méme
nombre d’indétermindées, on peut former rationnellement un systeme
automorphe (B, ), ayant (G,) pour groupe associ¢, el dont la résolu-
tion entrainera celle de (B).

i 31 .

CHAPITRE 11.
SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES ORDINAIRES.

I. — Probléme fondamental.

4. Nous allons voir, dans ce Chapitre, comment la (héorie, déve-
loppée par M. Picard et par lautear pour les ¢quations différentielles
lin¢aires ordinaires, peut se calquer sur la théorie da Chapitre préeé-
dent. Nous montrerons ainsi le lien entre Ta méthode suivie par
M. Picard et qui se trouve exposée dans son Traited o Analyse, of celle
que Javais autrefois adoptée dans ma These @ cette derniére pretait i
certaines objections qui se (rouveront levées par les développements
qui suivent.

Reprenons done la marche suivie dans le Chapitee précédent of
traitons d’abord le probleme fondamental suivant :

Ltant donnée ' équation
o' (/IHI,,

(1) Pl (//'“A () (‘[/”'7 .1 Aeeo o pall)re 0,

on suppose connues une ou plusieurs relations différentielles entre n fone-
tions &, == o, (L), ..., &,==2,(L) constiltuant un systéme fondamental
dintégrales de cette cquation. Ces relations, que nous désignons, pour
abréger 'éeriture, par

(A) Gl ooy y)=20 (h=1,2, ...,4),

sont supposées rationnelles par rapport aux variables x,, ..., x, of
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par rapport & leurs dévivées. Quel parti en pewt-ow lurer pour Uintégra
tion de P(x) =02 . '

Ce probleme a été traité par Lie (1); la solution que nous allons en
donner ne differe de celle de Lie que parle mode d'exposition el I
forme sous ]aque]lu nous 1’)1"(&5011(01’0115 les résultals, '

Nous remplacons d’abord U'équation (1) par le systeme cquivalent
d’equations différentielles en g, ...y,

(S) Api(¢) +Ap=0 (A1, 2y ooy 1),

ol 'on a posé, pour :1])1'(‘;_;('1',

, . o.r; et
A = ddéterminant de ] ey (//’ e N T N T
A lot . | oo, A N BT LV PR L ]
o determimant de | ey, T o o g
(¢ 0, o, .

Nous désignerons par s une solution queleongue de (5

(o) A () (F 1y 2, vuuy ll ),

¢’est-h-dire un systbme de fonetions satisfaisant anx équations (8)
n"annulant pas A ce n'est pas autre chose qu'un systeme fondamental
dintégrales de (1), Toutes les solutions de (8) se déduisent dune
solution o quelconque par les diverses (ransformations du groupe
lin¢aire homogine général, dont la transformation génerale sern
représentée par
n
(T) .*1,',’«::}:(:[/.1'11 =Ty (i ~1,n

jet

sy YL

Nous désignerons par To la solution définie

par les cquations
(Ta) Tz (1) A I N /3

et par (TA) le systéme différentiol

(TA) G (T, vey Ty oo (h 1,0, cea )

(1) Leipziger Berichie, 1y mai 1801,
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obtenu en remplacant, dans les ¢quations (A), les fonctions incon-
nues par les expressions T, 11 est essentiel de remarquer qu'il n’y
a quune transformation T faisant passer de Ta solution s i une autre
solution s” quelconque. Nous pourrons dire que le systéme (S) est un
systéme différentiel automorphe relatif au groupe linéaire homogene
aénéral.

Nous appelons en ellet systéme awtomorphe tont systeme différentiel
dépendant de » fonctions inconnues &, ..., 2, et de pvariables inde-
pendantes ¢, ..., ¢,, dont la solution la plus générale se déduit d'une
solution particuliere quelconque en effectuant sura,, ..., @, la (rans-
formation générale d'un groupe fini ou infini; tel, de plus, qu'une
solution du systeme n’admette aucune transformation de ce groupe.

15. Cela posé, on peut reprendre, & peu pres mot pour mol, en
changeant seulement partout le mot de substitation en celui de trans-
Jormation lincaire komogene, les raisonnements du Chapitre préec-
dent. Nous abrégerons done un peu.

Nous supposons que o soit une solution de [ S, A el nous désignons
par le symbole To toute autre solution de ce systéme : fes T sont done
une certaine famille de transformations T. Nous pouvons écarter le
cas olt celle famille se réduit a La seule transformation identique : la
solutton unique de | S, A se caleulerait alors rationnellement.

GConsidérons les systemes |8, TA] qui admettent la solution o @ o
sont les systemes de Ta forme [ S, T A , Stehacun d'ecux admet toutes
les solutions de [ S, A, ¢’est que les T constituent un groupe et que
[S, A est un systéme automorphe, relatif i ce groupe. On le constate
en verifiant que le systeme (TA) ne peut avoir avee [S, A une solu-
tion commune sans admettre toutes les solutions de [S, A]. Et I'on
détermine le groupe correspondant en cherchant toutes les transfor-
mations T qui laissent [ S, A | invarian(.

Dans le cas général, on verra, en raisonnant comme an n® 3, que les
solutions communes i tous les systemes [_S, T A ] sont données par
le symbole général O, ol © est la transformation générale du groupe
formé par celles des transformations T (elles que tout produit @1 soit
encore une transformation T.

1
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De méme, les solutions communes i lous les systemes [ S, TA ] wl-
mettant une autre solution de [8, A] seraient de la forme

(T,107,),

¢ est-i-dire correspondraient & un_groupe transformé du groupe
des @ par I'une des transformations T

L'enscmble des solutions @, par exemple, est défini par un systéme
automorphe relatif au groupe des O, et qu'on obtiendrait facilement
si 'on connaissait 5. En effet, en exprimant que e systeme (TA)
admet la solution 5, on obtiendrait certaines équations de conditions
entre les constantes arbitraires ¢;; figurant dans T. En éerivant en-
suite que les équations du systeme (TA) sont des conséquences deees
tquations de condition, on obtiendrait un certain nombre d'cquations
qui, jointes d (S), définiraient le systeme automorphe eherehé,

Les solutions du systeme [S, A ] se eépartivont entre une suite finie
ow infinie de systémes antomorphes analogues, relatifs anx groupes
(ransformés du groupe des O par les diverses transformations T,

[6. Sans connaitre rien que les équations (A) on pourra frouyver
'un de ces systemes de la maniere suivante :

Employons de nouveau la méthode des coeflicients indétermines of
éerivons que (TA) admet une solution de [S, A sans les admettre
toutes. Cela donnera certaines relations entre les e, dont on deyvea
;aleuler une solution particulitre queleonque @i cette solution cor
respondm un systeme (T, A), etlon considérerale systéme [S, AT, A

Berivant de nouveau que ('TA) admet au moins une solution de e
systeme, il se pourra qu'il en résulte que (TA) les admelte toutes,
Dans ce cas [S,A, T A | serait le systtme automorphe cherehe.

Dans le cas contraire, on retiendra les relations entre les e, qui
expriment que (TA) admet une solution de [S, A, T, A] sans les ad-
metlre toutes, et Pon calculera une solution particulitre queleongue
de ce systeme de relations entre les eyt olle correspondra i un sys-
teme (T,A) qu'on adjoindra au systeme [S, AT A qui sera ainsi
remplacé par le systéme nouvean [S, A, T, A, T, A sur lequel on
opérera de méme, et ainsi de suite.

Gomme un systéme différentiel compatible ne peut admettre uu
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nombre illimité d’équations du méme ordre, algéhriquement indé-
pendantes, la suite des opérations se terminera. Cest-a-dire qu’on
arrivera 4 un systeme [S, A, T, A, ..., T A] tel que tout systéme (TA)
admettant une de ses solutions les admette toules. Cest le systeme
automorphe cherché.

Soit (¥) ce systéme. Les solutions de (8) se répartissent entre les
divers systemes (TZ). Les solutions de [ S, A se répartissent aussi
entre divers systémes (TX) dont on obtiendra la forme générale en
¢erivant que (TE) a comme conséquence les ¢quations (A) @ cela
donnera des relations entre les ¢;; dont on aurait 2 chercher la solu-
tion générale.

Au point de vue pratique, il n’y a aucun intérét & celle recherche,
puisque intégration d’un des systémes (TE) entraine celle de tous
les autres, car on peut obtenir, au moyen de caleuls de la méme
nature que les précédents, les transformations T, qui font passer de
Pun de ces systémes & un autre de ces systemes, supposés donnés.

La conclusion est, en définitive, que on est wwjours ramené a un
systéme | S, A | awtomorphe, dont toutes les solutions appartiennent a (),
el les opérations nécessaires pour cela sont enticrement rationnelles,
saul celles qui consistent & chercher des solations particulitres de
certaines relations algébriques entre certaines constantes.

II. — Des systémes automorphes a groupes linéaires.

17. Soit (X) un systeme différentiel automorphe, relatif 4 un
groupe (G) linéaire homogtne. Soient x,, ..., x, les fonctions incon-
nues, ¢ lavariable indépendante supposée unique, et soite, = o (1), ...,
x, == ,(t) une solution : nous pourrons supposer, comme cela se
présente toujours pour les systémes automorphes auxquels nous avons
6té conduits, que «,(¢), ..., z,(¢) sont des fonctions linéairement

signification de A n°® 14) n’est pas unc conséquence des équations
de (2).

Ann, e, Norm., (3), XXI. — Janvien 1904. b
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: ST A,

Considérons alors Vune quelconque des fonctions différentictles "y
(voir n° 14), et soit — p;(¢) la fonclion de ¢ & laqunll(f elle se réduit
pour @, =0, (2), « .., Tp= o, (¢). Léquation différentielle

A
(2) Ap==pr()A=o0 ou A, e ()

est une conséquence des équations (¥), puisqu'elle admet toutes les
transformations T, ct, en particulier, toutes celles de (Gy, de sorte
que, admettant la solution @, == o, (1), ..., @, == o, (0) de (X)), elle les

admet toutes. 11 en résulte que cetle méme équation (=), consideree
i, ofn

comme ¢quation algébrique en vy, ..., 2, R g0 estune eons

séquence algébrique des équations du systeme (X), differentices jus-
quia Pordree n. D’oit Fon conclut, au moyen du théoreme zéndral
du n° 5, que la fonetion py () se caleale rationnellement an moven
des coellicients des équations (X) et de Tears dérivees,

On peut done considérer le systéme (X) comme compose d'un
systeme (S) connu et de cortaines autres équations (A),

Le groupe (G) peut étre considére comme connu, ear e'est, en vertn
des hypotheses, le plus grand groupe linéaive homogine laissant (%
invariant : ¢’est de plus un groupe algéhrique, et on pent faire en
sorte que les parametres figurent rationnellement dans ses ¢quations,
On peut, par suite, calculer un invariant differentiel caractéristique
de ce groupe, que nous désignerons pour abréger par Q. ..., 0,
cela veut dire que les seules transformations lincaires homogines

que Q admette sont celles de (G). Nous pouvons supposer de plus (1)
que Q ne devient pas indélerminé pour @, =< o, (1), ..., a, - ,(1):
et que si Q(xy, ..., @,) et Q(Tw,, ..., Ta,) ne sont pas identiques,
oy, .oy o) et &(Tay, ..., Ta,) ne sont pas non plus des fonetions
de z identiques.

On voit alors que le systeme formé de (S) ef de Péquation unique

(3) Qg oo w,) Loy, .. u,)

admet toutes les solutions de (£) et pas dautres; et il on resulte, par

(1) Poir, sur co point, Brke, Meath. Annalen, 1XLIX, p, 5=,
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un raisonnement semblable & celui que nous avons fait plus haut
pour 'équation (2), que le second membre de (3) est une fonction
w(¢) qui se caleule rationnellement au moyen des coefficients des
équations () et de leurs dérivées. On pourra done toujours supposer
les équations (¥) données comme se composant des équations (5) et
d’une ¢quation unique

(4) Qxg, ooy xn) = w(L),

ol @ est ce que nous pouvons appeler, par analogie el pour abréger,
un ineariant différentiel caractéristique de (G, dont le discriminant r'est
pas nul pour le systéme particalier (S).

La fonction o (¢) est du reste lice, comme 'on sait, aux fonctions
pi(t) par une relation différenticlle que Pon sait former et que 'on
peut considérer comme une résolvante en L de 1'équation P(a) == o.

18. Revenons maintenantau probleme du § 1. Nous pouvons dire
qu'd rdsulte de Uhypothese faite que Uon connait la valeur o (L) que
prend un incariant caractéristique 2, @ diseriminant non nul, d'un
certacn groupe lincaire homogine ( G), quand on y rempluace v, ..., 2,
par unce certaine solution du syst’me |5, A |5 de telle sorte que le Sys-
teme |5, (4) ] niadmet pas de solution qui n’apparticnne i [ S, A

SiPon supposait connus plusicurs systémes tels que (A), ayant
avee (S), séparément, des solutions communes | ¢’est-i-dire, d"apres
ce qui précede, plusicurs Gquations analogues a (4)], on montrerait
dabord, en raisonnant comme au n® 7, qu'il n'y a nulle restriction
supposer que le systéme formé de (5) el de toutes ces équations a
lui-méme des solutions; el que, par suite, on peut remplacer toutes
ces cquations par une scule de la méme forme, ol figurera un inva-
riant caractéristique i discriminant non nul du sous-groupe commun
aux divers groupes qui correspondent aux diverses équations (4)
données.

III. --- Théorie rationnelle d'intégration de I'équation linéaire d'ordre 7.

19. Nous supposons maintenant une équation particuliére P(ax) == o
donnée dont les coefficients appartiennent & un certain domaine de
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rationalité donné [R]. On doit considérer comme fatsant p:n-l‘iv de ee
domaine toutes les fonctions de ¢ qui se présentent sous la fnrxfw de
fonctions rationnelles de ¢, des coefficients pi(0)y et de leurs derivees,
ot peut-étre de certaines autres fonctions de £ connues ef de lv.urs
dérivées, les cocfficients de ces fonctions rationnelles pouvant efre

des constantes absolument quelconques. .

Il en résulte que, si on se trouvait, relativement a cette équation,
dans les conditions du probleme du § 1, les coefficients des équa-
tions (A) étant supposés appartenir au domaine (R), les coefficients
de tous les systémes automorples que nous enavons deduits appar-
tiendraient encore au méme domaine; el, par suite, il en serait (e
méme de la fonction o (¢) qui figurerait dans Uéquation () corres-
pondant i l'an quelcongue de ces systémes antomorphes.

Nous dirons précisément qu'une équation P o cesse detre
gendrale pour étre spéeale, STil existe quelpne systeme d'cquations (A
dont les coefficients apparticnnent i [R] el quiadmette cortaines des
solutions du systeme (), équivalent i la proposée, sans les admettre
toules. Pour préciser le degré de spécialite de Pequation donnde, il
faudra done caractériser tous les systimes (A) satisfaisant aux condi-
tions énoncées.

Mais, d’apres la remarque que nous venons de faire, jointe anx
résultats du ne 16, il suffira de chercher i earactériser Fensemble des
diverses équations de laforme (4) qui satisfont aux mémes conditions,
c’est-a-dire U'ensemble des fonctions différentielles Q(a,, ..., a,),
4 coefficients rationnels dans [R| et & discriminant non nul, qui
deviennent, quand on y remplace x,, ..., a4, par les founetions
=0, (1), ..., 2=, (), constituant une méme solution queleongue
de (S), des fonctions de ¢ appartenant elles-mémes au domaine | R |

Alors les raisonnements que j'ai exposés dans ma these deviennent
tout & fait rigoureux, tandis qu’ils sont en défaut si Pon ne prend pas
le soin d’¢carter les fonctions de Q qui ne sont pas i diseriminant
non nul et que Von est en droit de laisser de eofé d"aprés Ta diseussion
que nous venons de faire. L'énoncé du théoréme général, analogue i
celui de Glalc-bis, que jai donné dans ma these, est done oxaet, ayee
cetterestriction qu’il ne s’applique qu'aux fonetions € i diseriminant
non nul.
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On pourrait, pour arriver au méme résultat, employer des raison-
nements calqués sur ceux du n° 9. Comme au n° 9, on peut aussl

énoncer le théoréme fondamental sous une forme un peu différente,
en disant :

1 existe un lype de groupes linéaires homogenes algébriques, tel que a
chacun d’euzx correspond un systéme automorphe, dont les coefficients
appartiennent aw domaine | R et dont toutes les solutions sont solutions
de (S). Tout systéme | S, A|, dont les cocfficients appartiennent a | R},
admet toutes les solutions de Uun quelconque de ces systémes automorphes,
dés qu'il en admet une. Et lout systéme automorphe, dont le groupe est
algébrique et contient celui de l'un de ces systémes, et qui admet 'une des
solutions de ce méme systéme, est rationnel dans | R|.

20. Indiquons enfin comment on pourrait arriver, par la méme
voie, & I'énoncé de M. Picard.

Soit d’abord 7(a,, ..., 2,) une fonction rationnelle de z,, ..., x,
et de leurs dérivées, et dont les coefficients appartiennent & [R], et
supposons que 5o, (4), ..., «,(¢)] soit une fonction /(¢) du do-
maine [R|. L'¢quation

(~’> 'T:'("'h --'w"'n)w"./‘([)

constitue alors un systeme (A). On en déduirait, par la méthode des
§ I et I, une ¢quation (4)

(h) Qg o, ay)=n(l),

¢galement rationnelle dans [R| el dont Ie premier membre est un
invariant caractéristique, adiseriminant non nul, d’un certain groupe
linéaire homogene (G); et (5) admet toutes les solutions du sys-
ttme [S, (4)], dont on peut supposer qu’il admet la solution
xy=0o,(t), ..., x,==u,(¢). Si donc O est 'une quelconque des
transformations de (), on a
A0 (L), ..., 0a,(L)]=/(1),

” S M
¢’est-d-dire

’T‘[.(”)“1(‘)7 R (’90!,1(5)] :::j[al(t)! o -9“/1(1);];

de telle sorte que & est numériguement ingariante par les transforma-
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tions de (G). Comme, d'aprés le premicr enonee, ({r) contient e
groupe de rationalité de I'équation, correspondant i la solution

wy= oy (L), ooy = 2 (L),

la premire partie du théortme de M. Picard se trouve ¢lablie,
Réciproquement, dire que § admet numériquement, poura, = 7,(/)
(i=1, 2, ..., n), les transformations du groupe de mlum,lhtv de

Iéquation, tel qu'il est défini dans le premier énoneé, ¢es! dire que
I'équation

(6) ﬁ%(.‘rh Cey ) !sf[f:/.,((';, cey 2y ()]

admet toutes les solutions dusysteme automorphe, rationnel dans R,
correspondant i ce groupe, dapris Pénonee du numéro preeedent, 11
sullicalors de se servie du théoreme du n® 5, comme on U fait g
n® 17, pour 'équation (2)5 et Pon conelut que Te secomd membre
de (6)appartienCau domaine [R]. Cest T seeonde partie da theoreme
(qui restait & clablir,

21. Nous bornerons i ces indications sur les équations linfaives,

Remarquons sculement que les mémes méthodes s"appliqueraient &
des systemes automorphes, oft figureraient une ou plusicurs variahles
indépendantes, et relatifs & des groupes de transformations finis, en
supposant connue la forme genérale des équations qm difinissent
Vune quelconque des tmnsh)mmtmm du groupe associt an systime
considéré.

Onsait que lextension de la théorie de Galois @ de tels systimes o
été indiquée par I"auteur et par M. Cotton.
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CIAPITRE III.

SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES, LINEAIRES ET HOMOGENES
DU PREMIER ORDRE.

I. — Probléme fondamental.

22. Nous considérerons dans ce Chapitre une équation de la forme

: vy 0% N, de
(1) P(x) == o0 z/»,(t, Ly <oy by) oL 0.
["'il

Tout ce que nous en dirons s’appliquerait, avee des modifications de
détails faciles, & un systeme complel de plusicurs équations de la
meéme forme.

Nous désignerons par o une solution quelconque de (1) @ nous
entendons par la un systéme de 7 intégrales

(g‘) "7'.1-::“1([1 tlv LRI (,,), RS ] "("II»‘:aII(‘dj tl’ R ln)y

qui soient des fonctions de ¢,, ..., ¢, indépendantes. Nous dirons
aussi que o est une solution du systeme

(8S) At prA==o (fe=a, 0, 0., n),
ou
A= D0E , i D (24, - ey @) .
D (¢, Dy s Lty by by oy )

et que on doit, en réalité, substituer & P(x) = o dans toul ce qui
suivra. C'est un systéme automorphe, car ses diverses solutions se
déduisent d’une solution & quelconque par les transformations

(T) zi== (&g, .., ) = Ta; (=21, 2, oo, 1),

du groupe ponctuel général, et deux transformations T différentes,
appliquées & une méme solution o, donnent toujours deux solutions

nouvelles distincetes.
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Comme dans les Chapitres précédents, nous désignerons par Tz la
solution définie par les équations

(To) Tay=o; (L by vy bn) (6 1,2 cony 2)s

Si cette solution est connue, ainsi que o, la transformation T est
entierement déterminée.

Cela posé, nous allons reprendre Ianalyse des Chapitres precédents
et traiter d’abord ce que nous appelons le probléme: preliminaire
fondamental (') :

On suppose connues une ou plusiewrs équations aur dérivees partielles
entre ,, ..., x, ¢l leurs dériées prises par rapport @ t, 1y, ..., L, qui
sont satisfaites par une solution (o) de (S). Quel parti cn pewt-on tirer
pour lintégration de (S)?

Nous représenterons symboliquement par

(A) Gplay, ooy ay) =0 (4

L2y oy ),

les relations données, que nous supposerons, pour plus de nettete,
rationnelles et entiéres par rapport a .y, ..., 2, of lenrs dérivies,
ainsi que par rapport h ¢, £(, ..., £,. Muis on pourrait supposer plus
généralement qu'on s¢ place dans un domaine de rationalité quel
conque de fonctions des éléments considérés, dans lequel les difli
rentiations et les ¢liminations seraient, par définition, des opérations
rationnelles.

Enfin, nous désignerons par ('TA) le systéme déduit du systibme (A)
en y remplagant chacune des fonctions 2, ..., 2, par les expressions
Tz, ..., Ta,, et les dérivées par les expressions qui en résultent par
différentiation. Nous I’éerirons symboliquement

(TA) Gr(Tey, oo, Ta,) =0 (A, oon, ).

23. Ces notations posées, nous considérons le systeme différen-
tiel [S, A qui admet par hypothese la solution o5 et nous pouvons
représenter les autres solutions par le symbole général Ta, les T

(1) Traité par nous, au moyen d'une autre méthode, daug les Comples rendus
(t. CXXVII, p. 544).
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¢tant une famille de transformations T bien déterminée. Cetle famille
se réduirait a la (ransformation identique, si [S,A] n"avait d'autre
solution que 5 : celte solution se caleulerait, dans ce cas, rationnelle-
ment. Nous ¢carterons ce cas, ol I'intégration de (8) est achevée,
tout le probleme de Pintégration de (S) étant de trouver une solution
queleonque.

Considérons tous les systémes (TA) qui admettent une méme solu-
tion de [S, A], lTa solution = par exemple. Comme les solutions de
[S,TA] ont pour symbole général TTa, les systemes considérés sont
tous ceux pour lesquels T estde Ta forme T2 Nous allons done imagi-
ner lensemble des solutions communes i (ous Tes systémes l S, T A l

I pourrait se faire que cet ensemble ne {06 autre que Pensemble
des solutions Te de [S, Al Onmontrerail, comme au n® 2, que les T
forment alors un groupe (G), et que les solutions de [S, A] se
deduisent de 'une queleconque dentre elles par les transformations
de ce groupe; de plus, aucune de ces solutions n’admet de transfor-
mation de (G) qui la laisse invariante. Le systéme | S, A serait done,
dans ce cas, un systeme automorphe, relati f aw grouge (G).

24. Bearlons encore ce cas facile; et soit @5 le symbole général
des solutions de (S) communes i tous les systemes (T='A). Les 6
forment un ensemble de transformations T. On démontrerait, comme
au n® 3, que cet ensemble de T ost caractorise par ce fait que ¢’est e
plus grand ensemble de (ransformations @, appartenant i lensemble
agénéral des T, o telles que, pour chacune d'elles, chaque (ransfor-
mation de la forme ©T soit encore une transformation T. On prouve-
aitencore, comme an n® 3, que cet ensemble des @ est un groupe (G).

I nous faut montrer maintenant que les O sont les diverses solutions
d"un systéme automorphe, composé des cquations (8) et d'un systme
() dautres équations différenticlles.

Soit, en effet, (Ay) Pun des systemes (T 'A, qui admette la solu-
tion o sans admettre outes celles de | S, AL ECeonsidérons le systéme
[S, A, Ay obtenu en adjoignant les équations (A ) i eelles de [S,A].

H pourrait se faire que tous les systémes (T-'A) admettent toutes
les solutions de [S, A, A ]: ce systéme serait alors le systéme auto-
morphe annoncé.

Ann. Ee.Norm., (5)y XX — Fiynien 1gof. 6
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‘Sl n’en est pas ainsi, soit (A,) un systéme (I ! .‘\ ) qui u':uhu.vth*
pas toutes les solutions de [$,A, A ], B considérons e systeme
[S,A, A, AL Si tout systeme (T-*A) en admet toutes les .\uln‘tim’x:.
co systeme [S,A, Ay, Ay est e systéme :mhmmrplir annonee. .‘:»'l
nen est pas ainsi, on continuera la méme marehe, ¢ estei=dive gquion
aura une suite de systemes

lSa\l, [S’\r‘\ll’ [S’ \" A \5l" e

dont les degrés dindétermination ivont (oujours en déeroissant,
Chacun deux admet tontes les solutions @ s el eelte suite se continue
Gant qu’on n'arrive pas i an systeme quio n"admette pas nnigruement
ces solutions.

Comme ee sonl toujours des équations nouvelles du meme ordree
maximum que Ponajonte poue passer d'un de ces systémes an suvant,
il résulte des proprictes géncrales des systemes differentiels que Tes
opérations indiquées ne peuvent se poursnivee definiment, On
arrivera done o un dernier systeme qui sera e systéme antomorphe
annoneé |8,

25. Il est elaiv que cette suite d'opérations ne pourrait se faire
effectivement sans connaitre d"abord la solution particulivcre o consi-
dérce.

Sans nous préoceuper pour le moment de cette difficulte, remar-
quons que, sil'on reprenaitees caleuls en partant d"une autre solution
T de {8, A, ils devraient conduire i un systeme automorphe qui ne
seraitautre que l S, TA'[, et qui aurai pour groupe assoeit le groups
(T-1GT). Cela se verrait comme le fait analogue du no 3

On-en conclut que les solutions de (S, \) se partagent en une serie,
Jinie ow infinie, de systémes automorphes dont les groupes assoeies sont du
méme lype et dont la forme géndrale est [ S, TA l

Du reste, Uensemble des solutions de 1 S) lui-méme peut se répartir
entre les divers systemes automorphes de la forme [STA] dens de
oes systemes ne pouvant avoir de solution commune sans etre jden-
Liques.
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26. Nous allons voir que Von peut, cw moins jusqu’a wun certain poin

déterminer la forme générale des <ystémes [S,T!\./ ] el determiner entic-

rement awlant de systémes | S, TN | que Uon voudra. Kt cela, par des ope-
rations loules rationnelles.

Partons du systeme | S, A ] et formons le systeme (TA), en laissant
pour le moment indéterminées les fonctions 2, qui figurent dans la
transformation (T). EC exprimons que le systeme [S,A, TA] a an
moins une solution : cela donnera un systeme d’équations difléren-
tielles entre les fonetions o, qui nest jamais impossible el que nous
appellerons Te systeme auxiliaive (Hy). I pourra se faive que, pour
tout systeme de fonctions o, satisfaisant & ce systeme (), Tes équa-
tions (TA) soient des conséquences des ¢quations [ S,A] = ¢est le
cas ol fe systeme [ S, A ] est antomorphe. Nous pouvons 'écarter.

Nous désignerons alors par g,= 2" (£==1, 2, ..., n) une solution
quelconque dusysteme (Hg); et nous désignerons par (A ) Pensemble
des équations (TA) correspondantes, ot nous anrons remplacé les
lettres g; par les lettres 23", et d’oft nous pourrons faire disparaitre
an certain nombre des dérivées des o, en tenant compte de ce
qu’elles sont une solution du systeme auxiliaive (1,).

Celafait, nous considérons de nouveau le systéme indélerminé (TA)
el nous ¢erivons que Te systeme (S, A, A, TA) @ au moins une solu-
tonscequi fournira un systéme d’¢quations différentielles auxiliaires
entre les o, dans les coellicients desquelles figureront les 2. Nous
Pappellerons Te systeme CH) LT pourra arriver que, pour toute solu-
tion du systeme, (TA) admette toutes les solutions de (5,0, A, ):
celui-ei serait alors, sous le bénéfice des équations (1), auxquelles
les 28" sont assujeltis, un queleonque des systemes automorphes
[S,TA] que nous cherchons. (Cest ce que nous exprimons en disant
que nous poss¢dons dans ce cas la forme générale de ces systémes
automorphess; mais on voit que, pour la déterminer effectivement, il
faudrait intégrer le systeme auxiliaire (11, ).

En poursuivantainsi, suivant une marche calquée sur celle dun° 214,
on arrivera, dans le cas général, au résultat suivant

On auraune forme générale des ¢quations des systémes automorphes
| S,TA], dans laquelle figureront un certain nombre de systemes
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de fonctions indéterminées des variables oo a0

’
' { (1. 2 L1 L S Dy
oM, el .y R T  T T oo

Y T2

qui sont supposées vérifier un cerlain nombre de r(*il:n(‘iuus diﬂ'c*r«;n«
tielles, nécessaires et sulfisantes pour que les équations en ql‘wTh«'»u
définissent 'un quelconque de cos systémes automorphes consideres,
Ces relations se répartissent en plusicurs groupes : (ll,', ) (1 ) e
(1,_,), et les relations (H,_,) liententre effes fes A‘ premiers ».\’stvuvuw
des fonctions g; indélerminées. De sorfe que Pinfégration vnm'plvh'
des dquations (1), (1), «.., (1) fournirait fous Tes systemes
[S,Tx\"], et qu'une solution queleonque de Pensemble de ees 4'-quw
tions fournirait 'un quelconque de ces systemes, qnon ponrrnl
admettre ére Te systéme [S,A], sur legquel nous avions raisonne
d"abord.

IT. - Des systémes automorphes,

27. Pour aller plus foin, il nous faut étudier de plus pres e
systemes automorphes, afin de pouvoir introduire feur forme cano
nique. Cette forme a ¢té donnée par Lie (')ys mais il nous seva utile
de la retrouver directement, ot d'en élabliv diverses propricdés, Nows
nous servirons i cet effet de quelques résultats, que nons avons
démontrés dans un Travail préeédent (%), b que nous rappellerons
d’abord, aussi bricvement que possible. s concernent la thioarie
générale des groupes continus de transformations, finis ou infinis.

Les équations de définition des transformations finies

U \ .
'7’1:‘-'.)“'(."‘17 cens &y ) Loy o, ooy ny,

de tout groupe continu (() peuvent se mettre sous la forme, donnie
par Lie,

(I) Uh‘(fl) ey Yuy ey )",A(J”‘h’") =gy, ,,.,,l‘”) (5 Ty 25 vy [0

(1) Leipsiger Berichte, 18y5, pe 9B2 el Suivantes,

2 g Chéerin o > v / ;
(2) Swr L Théorie des groupes continas ( Annales de 1 fivole Normle, ortohrs 1gu'h),
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ol
Obrre ,’1,,,},#

3 C ) -
s b datt. . Qalin
Les U, constituent un systéme complet d’invariants différentiels
de (), quand on considere les ¥, comme les variables (ransformées
par le groupe, et les 2; comme non transformées; les o, se déduisent
des U, en y remplacant les fonetions v, ..., y, respectivement
para, ..., a,.
Une autre forme des mémes ¢quations a ¢t¢ donnée pae M. P Médo-
laghi. Iy intervient un certain groupe anxiliaire infini ¢, dont la
(ransformation générale est de la forme

(11 l’i - ?i(""l’ ceally) (Cny 0,y oo, n),
L) ~ D) \ -
== Lig(ttgy oy II/,[...'T';’/Y""""‘“), o) ($:=1,0, ..., p);

ot les g, sont des fonctions arbitrairves, les g% désignant leurs
dérivées partielles; etoit les Ly sonCdes fonctions déterminées de leurs
arguments.

Si Pon ne garde que la seeonde série d’équations (1), on obtientles
Cqualions

(1) L VN T P o AR (s = 1,% ...,p),

1 2 Yy " ’ . ) 1 1 g ‘1 ’ 4 . 1 ‘)‘\ s ,'7.....’:,,
qui sont celles d'un groupe fini £, si Fon y considire les o ’
comme des constantes arbitraires. Résolues par rapport oo, ..., w,
elles s"¢erivent sous une forme analogue

! o ) ’ ’ 5
(H) R WAV oy y eel) (5 1,2, o ).

L

Le théoreme de M. Médolaghi consiste en ce que on a identiquement,

. , 6 |
s l'x(.,,) fy oo Yur v o) /"v"' )
T . ’ . fy . ! LTI
(Iv) W LTI STRTIT 'S NI P I [ PO yipe |
( (s 1,0, .0,p)

Cette forme est utile, quand on a i faire dans les équations (1), ou,
plus généralement, dans les ¢quations de Ta forme

, . 46, . )
(ON) Uslyty ooy Yy ey 0P ) gy oy n) (550, 0, iy )y

des changements de variables.
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10 Si on fait dans les Uy, sur les variables indépendantes, une

transformation quelconque

(T) x=¢; (21, ey Xn) (i=m1y 2 ces 1),

on a, en désignant par y, BB Jes dérivées particlles des y, par
) < SN

rapport i ces nouvelles variables, les identités

5 1 » f i
(\l} l"s(,‘.la ey Vg ooen ’)'I/“‘ﬁh 'ﬁ"" "')

LTI

| , . ,4ﬁ|.4..,,'5,,| 4 H -
o= lul ‘/,(_)u e Yo e Y yoeee ) Yy

(8 1,2 cuun )y

qui s'éerivent aussi, cu égard i Ta correspondance des formules (HT)

ot (11),

V2 1 o K]
(VI') Uy ooy Vs oeen e i)

by 1 . . . PR
‘L_gl...[i/,("_),, voy Yo - .._l,‘"' L

. [P

(8 omym, i ).

Il en resulte que le systeme transformaé de (V), par la transforma-
tion T effectuée sur les variables indépendantes, ¢’est-i=dive le
systeme

T [ ¢ 4 ‘ \ \
Ual i veen Yur ooor yBoeeBo Ly 00ty oo al) (5o 0y ),
Ky 9 N . ’ " .
ot Pon remplace les a; par leurs valeurs, s’ éeril
17 . N it B0 T Y
Us(ois ooos s ...,y/fhm-ﬁn..,) Sy, ) (s-nya, 000, ph,

. avee
(VII) ‘
Ly v . e , . ' . 5
Os(‘l’l: ceey Ly ) ‘LA‘[.}I(',JH vees Pudroeens //p(?lv cens W) ey ’?’,"'” . "‘l

(h.,...l, ";" .,.,/l).

2° Supposons, en second lieu, quelon effectue Ta transformation
sur les variables indépendantes ; et posons

— 4 2
e mr St P
Yo=Y oos Yu) (ka0 ), Y L S

J i
().l""“. . I),I"Z“

Yar la comparaison des formules (1), (1) o (1Y), Te systéme (V)
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s'écrit d’abord, 4 volonté,

A3y

(V,) '[i.c[ml(,)'n B yn\)’ ey {’)/1(3’17 CEREY )’n)!-._)/ ,-..,’Jn)“_]:[}s(.l?], ...,.l',l>

(s=1,2,...,p)
ou

(V1) Lil0i(xy,y cony @)y ooey Op (s ooy ‘1,',,,)|..._'V‘f3'~-~~"7n'...]:ms(')',, c oY)
» J

(s==1,9, ..., p)

Le systeme transformé, que nous considérons maintenant, s’éerit
done

Lsl00(as ooy )y ooy Op(asy oy )] ooyl L = g (e )

(§==1,2, ...,p).

Etudions les premiers membres. Nous considérons les (ransforma-
tions du groupe £ suivan(es :

§ ap= (e oo, 2y,) ({==1,9,...,n),
| vy=Ls(uy, ..., 11,,[....)"fn'-wa"’...) ($=1,2, ...,p);
S ap =Xy, oo, ay) ({==1,2,...,n),
[ wj=Ls(dy, ..., w0, ...gs'fl'-'"’:"'...) (s=1,2 ...,p);
((@i= ._)7,-(.1,-,, ey ) (i==1,9, ..., 1),
/( == Lg(eeyy ooy u,,]...“'jf:l""'a"’...) (s==1,2,...,p).

Dans les conditions actuelles, la troisicme est le produit des deux
premicres, ¢’est-i-dire que 'on a identiquement
IA_;(/LI,...,{/[,f....)_/‘/f:“-”":"’...)::l..\.[...L/L(ul,...,u,,!....)'f;;““"':"'.,.)..‘!...@'.’71'-~v’3n'. J)

(§521,2, ey ).

Done on a

Loy [0y (@0 ey @)es oo Pl Bl o Ly L/L|_01(:1:1,..‘,.L',,‘)...i...‘)'"jaw--va"'...]...[... qﬂjw--,am,,,;
($=1,2, ...,p).
De sorte que le systeme transformé s’écrira

Lyt La[ 0, (2, ..., ,'1;,,_)...]....}‘f/f7l~~'~v'7rt’...:|...|...q;f/’71"""7rv’...":m_‘-(qol, )

($==1,2, ..., p),
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¢'est-d-dire, i cause de 'équivalence de () et (117,

Ls[el("‘vh ny "l'n)i 0/1(‘1'15 vy Ay ’ ")"‘;'" """ ""i-“l 2N l..Tl' sy Vo)

(s=21,2 .00y 2)s
ou hien

'QN[’-’—)I(J’U "".)"l)’ cery 0’/1()‘1! '--7,7'11)‘,'“ ,y.’;("”“""""l /l.s("'i"""'.u'

(S0 0,9 ooy )

(V)

avee
- . ) , . . ! P TIR
W Vs e 3’/1)?773’\.«'[,"’1(5,"1’ ey )y e Ly e D) iee 2y
| ($ 1,2 ooy i)

20

30 8i I'on cherche enfin les équations de définition du gronpe
transformé du groupe (G) par la transformation T, on les obtient en
combinant les deux résultats préeédents. Ce sont done eelles qui e
déduisent des ¢quations de (G, éerites sous Ja forme de Médolashi,
¢est-i-dire

(]‘() "\‘.'»‘[-.")l(.yu --'v.yu)9 rery "’/z(,"l« ce V) eyt REREEY My

($e o0 00 p),
ou

(IX7) Lglovg (@5 vy 20y veny 0, (B4 woey 24)f o0 Yl )

(s=21,2, .. P

TN O S PRPPPR

en y remplacant les fonctions o, par celles qui en résultent par les
formules

(X) oy, eoey ) e Lslog(wy oo @0y onsy P TP P} P /:"»~‘ ’]

('*'7" L2 cony )

ouleslettres o;désignent, parabréviation, les fonetions vy,
7,

Rappelons enfin quelle est la signification précise de ee nouvean
groupe (G'), que nous désignons par [T (G)'T'|. L'une des transfor-
mations de () étant

Yi==Ox; (F==1,0, ..., 1),
la transformation correspondante de (G') est

Tyi=0Tw;,  ou  y;=[T-107T]r, (i

Sy Ly M)
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28. Revenons aux systémes automorphes auxquels nous avons ¢(¢
conduits au paragraphe précédent. Bt soit [S, A’ Pun d’eux. Nous
pourrons d’abord, au moyen des relations P (r)=o0 (i==1,2,...,n),
qui équivalent au systeme (8), faire disparaitre des équations (A")
toutes les différentiations par rapport ¢, qui n’y figurera plus des lors
que comme un paramétre arbitraire. Supposons que cela soit fait.

Soit alors

(7) i =i (l by ooy ) (C==1y2, ..., n)

une solution de ce systeme aulomorphe. Nous supposons expresse-
ment qu'il y en a dans lesquelles les fonetions o; sont indépen-
dantes, ¢’est-i-dire que les ¢quations du systéme n'ont pas comme
cons¢quence la relation A = o. Gela concorde du reste avee les hypo-
théses faites au paragraphe précédent.

Faisons alors, dans le systeme [S, A, le changement de variables

’

(=) U, liozm (Ul by ooy ly) (6= 1,0, oo, 1),

Le systeme (S) se réduaiva

(),l,',' )

()/! [} (7 Ty Yy w sy 1)

et les cquations (A oun systeme (A7), admettant la solution

DO (Eoa, 0, oo, n),

ctdont les autres solutions se déduiront de celle-lTa par Tes transfor-
mations du groupe (), associé au systeme considére : les équations
de 'une queleconque de ces transformations ne deveont, bien entendu,
pas contenir le paramétre ¢ Cou ). Du reste, si Pon suppose que le
systeme est sous forme complétement intégrable, en dillérentiant les
équations (A7) par rapport i £, en tenant compte des équations (S),
¢’est-i-dire en considérant Coujours ¢ comme un paramdélre, on ne
devrea obtenir que des conséquences des équations (A’). D'oit on
conclut que 'on peut ¢erire les équations (A7) de telle manivre
que ¢’y figure pas.

On voit donc que si, n"ayant plas d'égard i la variable ¢, on consi-
dere les diverses solutions de (A”) comme définissant des transforma-

Ann. Fe. Norm., (3), XX. — Fiyrigr 1go4. 7
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tions qui remplacent Ies variables £y, ..., £, par les v:u-ml»l(‘.s Er s T
ces équations (A) ne sont pas autre chose que les équations de défi-
nition des transformations finies du groupe (G); et quelles ont par
suite la forme (1) (n°27), aux notations prés employées pour désigner
les variables, ¢’est-a-dire

ey (- \ ’ t .
(l\’> U.\'(xly s Ly ey ‘l';x‘['l“'“’p")’ S M,-((l, crey /u) ("’ Ty 2 cees [2)s

ot 'on a posé
PILIE f"'.r'/.
N CTIRON P P .

! BY/ I YA
Nous n’avons plus maintenantqu’a faire, ensensinverse, le change-
ment de variables (2). Dans les ¢quations (S), cela redonnera le
systeme (S); dans les équations (A'), cela donnera, en vertu des
formules (VIT) du numéro 27,

(A Ug(aryy cory @y ooy ‘.,.:/1';......{1,,.' B /N A I P B e M O T

avee

(3) Gs(‘, ‘l’ L] (/I):“: r\‘_ll(”l(ah vy “/1)7 “rey "’/4(“11 Ly “/")l"'u}'“'n +a ,

(S‘,‘m. 1,2y o0y [')1
ou encore, i cause des identités (1V) du numéro 27,
e 4 N
(4) 05(ly Liy vevy )= Ug(ctsy vony Gy wony afrreBol Ly (s a0, o, s

ces dernieres formules résultant du reste, immédiatement, de ce
que (o) est solution de (A").

Nous avons obtenu-ainsi la forme canonique annoneée pour les
¢quations (A") @ les inpariants fondamentavy qui figurent dans les
dquations de definition des transformations finies de (), sous leurs
Jormes de Lie, sont égales & des Jonctions conreues des variables indepen-
dantes t, t,, ..., 1,.

Aux notations prés, ona done un systéme tel que le systime (V) du
numéro précédent, puisque ¢ joue le role de parametre. On pourra
donc employer les formes équivalentes (V') et (V7), ¢'est-i-dire ici

(5) Leloeooy gy onny Ly Yewn om0 T 0y ey L) CES PN D)
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el
(6) Ly[eee 04 (L, Lyy ey bu)en o 2o I =g (@yy oy 20) (51,2, 005 )
De plus, si Uon transforme le systeme [S, A’] par la transformation
(T) = 0;(xy, ..., Z,) (i=1,2,...,n),

effectuée sur les variables dépendantes, on obtiendra, en vertu des
formules (VII) et (X) du numéro 27, le systeme [S, TA'], o les
dquations (TA") se déduiront des équations (5) ou (6), en y remplagant
les fonctions o, qui figurent dans les équations de definition dw groupe (G),
prises sous la_forme de Médolaghi, par les fonctions w,, données par les
Jormules (X), qui donneraient, sous la méme forme, le groupe T=' (G)T,
et en conservant les mémes fonctions 0,(¢,t,, ..., ¢,).

29. Quand un systeme automorphe [ S, A’] est donné sous une forme
quelconque, pour le ramener & la forme canonique du numéro précé-
dent, on peut opérer comme il suit. On cherchera les équations de
définition du groupe (G) associé a ce systeme. Il résulte des raisonne-
ments du n® 28 et de la propriété fondamentale des équations de
détinition d’un groupe, que ¢’est le plus grand groupe de translor-
mations T laissant le systéme donné invariant. Ges ¢quations de défi-
nition s’obtiendront done par des calculs rationnels, et 'on pourra,
par des calculs rationnels aussi, les ramener & leur forme de Lie, ¢’est-
a-dire calculer les fonctions invariantes fondamentales Uy, [ n’y a plus
qu'a les prendre pour variables nouvelles & la place des dérivées ou
fonctions inconnues par rapport auxquelles on peut résoudre les ¢qua-
tions (A’), supposées déharrassées, comme on P'a expliqué, des déri-
valions par rapport & ¢, pour obtenir les équations canoniques
cherchées; et cette derniére partic du caleul n’exige encore que des
¢liminations, ¢’est-i-dire des opérations rationnelles.

On verrait encore treés ncttement que les 0,(¢, ¢, ..., ¢,) font
partie du domaine de rationalité dans lequel on opére, en appliquant
le théoréme du n° 5, comme on le fera au n° 42 du Chapitre suivant.

Appliquons ce résultat au systeme [ S, A’ auquel a conduit ana-
Iyse du paragraphe précédent; on peut le supposer ramené & la
forme (5), oltles w; sont en évidence. Etil résulte du résultat obtenu
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a lafin du numéro précédent, sur les systemes [ 8, TA’], que les fone-
tions auxiliaires ¢/, introduites au n° 26, ne figureront dans ces
équations (3) que dans les expressions des fonetions o5 el que,
au contraire, les fonctions 0,(¢, ¢;, ..., 1,) seront enticrement con-
nues. »

On pourra donc représenter les divers systémes l S, ;l‘.\'J de lee manicre
suivante, plus simple que celle du n® 26. On gavdera les équations (5)
obtenues, mais en y considérant les fonctions g comme des fonetions
indéterminées. En ¢erivant que le systéme [ S, A | donné admel fontes
les solutions du systéme |8, (5)], on obtiendra un systéme unique
déquations différenticlles auxiliaires (1), définissant Tes systemes
de fonctions o, correspondant aux systemes IS. 'l\\',. ¢esteidire

b

définissant les divers groupes T ' G)T associés i ces systemoes.

30. 1 reste & montrer que Von peat déterminer autant de systimes
[S, TA"| que Con voudra; ¢est-i-dive déterminer les fonetions o, qui
figurent dans les équations (5) ou (6), de manicre que ces equations
admettent une solution de (8), arbitraivement choisie,

Nous nous donnons pour cela les fonetions

L 3 A e
(7) J"nw':(lh-“:ln): ey ’2 STty ey Uy

auxquelles se réduisent, pour une valeur arbitraive 22 ¢, les fone-
tions ay, ..., a,, qui constituent la solution considérée. On peut
supposer que ces ¢quations (7) peavent se résoudre par rapport i
Lis ooey Ly pulsque ¢, est arbitraire; soient

(8) ll-:':rj'ﬁ,‘(w‘,’,.~.w",(l),... 2 T 7S

les formules obtenues par cetle vésolution; elles permettent de eal-
culer les dérivées de ), en fonction bgalement de ', ., 2y par des
formules

WG B . s
(9) A g, LY ),

Les conditions qui expriment que (6 ) admet Ta solution considerie
sont done
(o) w2, o, aly=L,[...0,01, Brs oo Budeeicyiva, i (T A P

(s Ly oiia 7)),
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c'est-i-dire, puisque les 2|, .... z, sont indépendants,

(r1)  ws(a@y, ..y 2,)

= Ll O Loy Bi(gy e oy @udy ooy Ba(@1s ey @) loee 113003, (Z1s ooy @) en s

(s=1,2,...,p)

Les formules deviennent tres simples, si la solution considérée est
unc solution principale, ¢’est-a-dire si 'on a

R - P VN )
(12) R A C = L.

En effet, on a i faire dans les équations (5), @, =1, ..., x,==1(,.
Et, comme leurs premiers membres ne sont autres que les fonctions U,
ils deviennent, d’apres la définition méme des oy, les fonctions
s (Lyy « .o £,). Onadonce les conditions

g( by ooy bn) == 05 (Loy Ly ooy b)) (§5 1,2 ooy )y
ou encore, en changeant les notations,
(l‘;) o (2, .. y Xy ) = 0.\‘(‘(” Ly ooy Ty) (s=1,02, -~-v/’)-

Ces calculs ne s’appliquent plus, si (G) se réduit & la transforma-
tion identique, ¢’est-d-dire si le systeéme [S, A”| na qu’une solution,
ou, plus généralement, si (G) n’est plus un groupe continu, ¢’est-
a-dire si le systeme |S, A" | cesse d’élre un systeme différenticl, pour
devenir un systeme algébrique.

Examinons ce cas particulier : les ¢quations du systéme [S, A’|
pourront se mettre sous une forme telle que les dérivées des x; n’y
figurent plus. Ce seront alors des équations rationnelles en ¢, ¢,, ..., ¢,
dontles coefficients dependentrationnellement de z,, ..., 2, des fone-
tions o introduites dans les calculs du n® 26, et de leurs dérivées.
Elles détermineraient pour x,. ..., &,, si 'on connaissait expres-
sion des fonctions 2, des fonctions de ¢, ¢,, ..., ¢,, indépendantes
par rapporta ¢, ..., ¢,. Donc, maintenant, elles doivent se réduire i
un systéme d’équations algéhriques en ¢,, ..., ¢,, déterminant ces
indéterminées; el lon pourraréduire ce systeme, par la théorie géne-
rale de I'élimination, & la forme suivante : une équation unique (R)
entre ¢ et ¢,; et des formules (R") donnant rationnellement ¢,, ..., ¢,
en fonction de 7 et ¢,, et ne contenant ¢, qu’a un degré inférieur i
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celui auquel il figure dans 'équation précédente. Gomme, du reste,
les systemes [S,TA’] se déduisent de [S, A’], en faisant, dans les
coefficients de celui-ci, des transformations ne portant que sur
Xy -y Lny o0 VOIt que si [ S, A7 doit donner pour (R) une équation
ent et ¢, décomposable, il en sera de méme quand on laissera dans les
coefficients les arbitraires ¢ ct leurs dérivées, en lenant compte
seulement des équations auxiliaives (11;) qui lient ces arbitraires. De
sorte que le systéme [S, A" |, méme sous cetle forme en partie indé-
terminée, se décomposera en plusicurs autres, que Pon (raifera
séparément.

Nous pouvons done supposer I'équation (R) ivvéductible en 7 et /.
Désignons alors parA,, Ay, ..., A, les coefficients de (R) et des (R'),
qui sont certaines fonctions connues dea,, ..., .2, des 2" el de leurs
dérivées. Nous éerirons lun ’eux, symboliquement,

Y . R . i
Ly /./,'..l,, ...,;l,,! e Yy (-l‘, R ) B

Le groupe (G) est défini comme Ie plus grand groupe de transforma-
tions, qui, effectuées sur le systeme [(R), (R)], laissent ee systéme
invariant.

Sous la forme olt 'on a ramend ce systieme, cetbe invarianee exige
que chacune de ces fonctions A, demeure invariante. Le groupe ()
est donc défini par les équations

Ml oy @l 9 (@) Dl e | )

(Pegym, oo, ).

IFen résulte que, parmi les 2y, il y en a au moins 2 d'indépen-
dants; et que, si on les prend pour inconnues auxiliaives, leurs va-
leurs ¢n ¢, ¢, ..., ¢, sont uniques, aussitot que les ?',"‘snnl, choisis.
Drailleurs les relations qui peuvent lier les 7, sont indépendantes de
a4 Q i arficuliorp o v nay s H
?a solution I)dl[.l(:UlH,l ¢ (Nl()!)(.(,(.‘, pour o, car le passage d une solution
a uneautre se fait, comme il a ¢6¢ remarqué plus haut, par une trans-
formation effectuée sur 2, ..., 2,, dans les h, cux-mémes. Ces pelas
tions ne peuvent done étre que des conséquences des équations
auxiliaires (H;), et sont par conséquent connues. lin plus de ces
relations, les A, ne sont liés 4 ¢, ¢,, ..., 1, que par les équations (R)
et (R”). On peut done, sans avoir a4 déterminer los ':4;’". caleuler les

+
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expressions 0,(¢,4,, ..., t,) des A, en fonction de ¢, ¢, ..., ¢,. Et,
d’apres la remarque faite plus haut, il y en aura n d’indépendantes,
c’est-a-dire qui donneront un systéme d’intégrales de l'équation
P (x) = o. Dans ce cas, celle-ci s’intégre done rationnellement (*).

Des considérations analogues s’appliquent au cas ou (G) est un
groupe continu, et montrent comment on pourra opérer pour ramener
le systéme [S, A’] & la forme canonique de Lie

U(xyy ooy Tuy oo ey x‘/‘@h---’ﬁ"", o)== 0y Ly ey L) (s==1,2, ...,p).

’

Les premiers membres dépendront des ¢ et de leurs dérivées,
mais la forme des fonctions £ correspondantes n’en dépend pas; et
nous avons montré dans le Mémoire déja cité comment on obtient ces
fonctions, connaissant les U,.

Du mode de calcul indiqué résulte, en particulicr, que, si (G) est
intransitif, les valeurs de ses invariants d’ordre zéro en fonction de
L Ly, ..., 1, sont connues rationnellement.

ITI. — Discussion des résultats obtenus.

31. Ladilférence essentielle avee les résullals analogues des Cha-
pitres précédents est Uintervention de ce systéme (H) auxiliaire, dont
on est porté & penser qu’il ne pourra étre intégré en général. Nous
montrerons, par un exemple simple, qu’il en est bien ainsi.

Auparavant, voyons comment on vérifiera, en général, que le sys-
teme | S, A] donné est compliétement intégrable. On pourra supposer
que les équations (A) ont ¢té débarrassées des différentiations par
rapport i ¢, et qu’elles forment, par rapport aux autres variables, un
systéme complétement intégrable.

Cette premiére vérification ¢tant faite, imaginons que l'on fasse,
dans le systeme [ S, A], le changement de variables

U=y, G==fi(ly by ovy by) (C=1,2,...,1n),

(') Silon veul caleuler une solution principale, on aura & résoudre une ¢qualion algé-
brigue ayant son groupe de Galois isomorphe au groupe (G ).
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dans lequel les f; sontles fonctions qui constituent une solution quel-
conque de (S). Le systéme (S) se réduira i

(§> : g _ (£ 1,2, ..., n),

et la condition d’intégrabilité cherchée sera que, si l'on diflérentio les
équations (A), provenant des équations (A), par rapporl i /" consi-
déré comme un paramétre, on n’oblicnne que des conséquences dos

¢quations (A). En dautres termes, la condition est que le sys-
710
i
Refaisons maintenant le changement de variables inverse. La trans-

\ - 3 . - Y {
teme (A) admette la transformation mhm[cslmuln;

ST S oK . ‘
formation infinitésimale an S change identiquement en

)0

X oK ”1
P(F) = o - Z/»,(l, liy ooty l,,)’)/ ;

[
de sorte que la condition cherchée est done = 12 que les ¢quations (A
forment un systtme completement integrable, relativement aux va-
viables ¢, ..., ¢, seules; 20 que ce systeme () admette Ta transfor
mation infinitésimale P(F), que on devea prolonger en considérant
@y, .2, comme des variables non transformdées.

32. L’exemple que nous allons traiter est le suivant: nous prenons
pour équation (1) I'équation

Cda oo

1h) . () e M ()
(h) () o M )4)1, !
ot M est une fonction rationnelle queleongue, et pour systeme (A )
léquation unique

*x ( da\* Qe
1h b e (LY e T ey
(15) Lo = L3 ‘()[1) } Wlf(l) O,

ou /() est également une fonction rationnelle quelconqgue.
La transformation P (¥) prolongée est ici, en posant

oa -,
o, g T e
. . dF Jal N OF Jar
16 P(F)uo: e o, M= o' M oo .
(16) () g M at, M o LM o.r
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Comme I’équation (15) ne contient pas ¢, exprimer qu’clle admet
la transformation (16) revient & exprimer qu’clle admet la transfor-
mation

oOF _ ,oF ., OF

2 = >
Lo, wry !

24

dx'y

¢’est-a-dire qu’elle est homogéne, en considérant ¢, comme de degré 1,
', comme de degré — 1, et 2, comme de degré — 2. La vérification
est immédiate : le systeme (15), (16) est complétement intégrable.

Appliquons la méthode du n° 26. Nous faisons dans (15) la trans-
formation indéterminée

(17) ' = (x).

Cela donne I’équation nouvelle

d*x “Qr P o dax \? dx
t ————w’2z2(~-— (5 - S(e) 52 =0
Yo P \()11/) + ‘(()z, A )(}z1 ’

CDT
T

qu’on peut remplacer, pour 'associer avee (15), par

Gry gt (On:
o) 2 [ S =L —) 0
(% )4 <()ll) T ()t,) ’

¢est-a-dire

o.r

(18) JA T e -

La condition pour qu’elle soit compatible avec (15) est
(19) o o= () — 1= 0;

ct, si elle est remplie, (15) est une conséquence de (18). 11 est
visible que les opérations doivent étre arrétées la. L’équation (18)
constitue avee (14) le systéme automorphe [S,TA’] quelconque de
la théorie générale, le systeme auxiliaire (1) étant ici 'équation (19).
Or cette derniére est une équation de Riccati ne présentant aucune
particularité : le résultat annoncé est done vérific.

Nous devons donc conclure que le véritable part & tirer, dans notre
probleme, de la connaissance du systéme (A), ne doit pas éure cherché
dans U'intégration méme de ce systéme, mais dans celle des systémes plus

Ann. Ee. Norm. (3), XX — FivRiEr 1gof. 8
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simples, automorphes, quon en peul déduire rationnellenent ; ot par
exemple, dans celle des systtmes de la forme )

(20) Ls[ - 0/1( t, ll» sy l”), A ! . '/1‘_(/%’“”0“)1 f)»'([(n e v "]'Il)

($==1,2, «.., )

dont chacun admet comme solution une solution principale de (5)
dont on connait les données initiales. Si, par hasard, cette solution
principale appartenait i (A), toutes les solutions du systéme (20) [
appartiendraient aussi.

En d’autres termes, ¢'est par la détermination des fonetions

Oty tyy ooy ly)y

servant a construire les systemes (20), qu'on wtilisera le plus acantagea-
sement la connaissance des cquations (A ).

33. Bn ayant égard a la forme () des systemes (TA”) on peat défis
nir les fonctions 0,(¢, ¢, ..., ,), que nous avons appris a ealealer ra-
tionnellement, de la maniére suivante :

Ce sont les fonctions de t, 1y, ..., t, awrquelles se réduisent les inva-
riants  fondamentavx: de Uun quelconque des groupes ponetuels ()
en Xy, .oy X, faisant partie d'un méme (ype, lorsqicon v remplace
Xy oeny T, par les fonctions de t, t, ..., 1, constituant l'une des solu-
tions de (S). Pour que ces fonctions restent Ies mémes pour les divers
groupes (G) du méme type, il faut que, pour chacun @"eax, la solu-
tion de (S) employée fasse partic d"une famille de solutions, associce
a ce groupe.

Sil'on considérait un groupe (G) détermingé, ayant pour cquations
de définition les ¢quations

", ,.(J 1 N
(21) Ug(@yg, oovy ity ..., alpoeBa sy (L, L) (s, R

(1) D'aprés la nature des caleuls & faire pour obtenir ley Le et les 8, quand ou eonnail
les Uy, los cocfficients des T, et des L5y considérés comme fonetions des .:’;;"""'7'*‘, dont ils
glépamlcnt rationnellement, peuvent 6ire des fonctions alzébriques, non r;n‘i/umw.llus. desly,.
Mais il sera toujours facile de modificr les équations (20 ) de maniire & les rendre entii-
rement rationnelles, par de nouvelles éliminations.
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ol . .
St 00,
2B Bl — gt iy
b I —_— 3 ﬁ 2
OLbr ... dLie

toutes les fonctions 0,(¢, ¢,, ..., ¢,) obtenues en substituant dans les
premiers membres de ces équationsles diverses solutions de (S) satis-
feraient 3 un méme systéme, qu’on peut appeler un sysiéme résoleant
de (S). Nous allons indiquer comment on déterminera ce systéme
résolvant : le résultat auquel nous parviendrons montrera qu'il est le
méme pour tous les groupes (G) d’un méme type.

Le systéme cherché doit évidemment s’obtenir en éerivant que le
systéme formé de (S) et des équations

(22) Uy (@ ovy @ -"7'1"‘/?1""’6"); ce)=05(8 by oy ) (s==1,2,..0,p)

est complétement intégrable. Pour obtenir ces conditions, nous n’au-
rons qu'aappliquer la régle obtenue au n° 31.

Nous avons d’abord 4 écrire les conditions d'intégrabilité des équa-
tions (22), considérées scules, et ¢ étant considéré comme un simple
paramétre. En vertu de la méthode de recherche des groupes d’un
méme type, que nous avons exposée dans un précédent Mémoire (1),
on obtient ainsi un systeme (@) d’équations dillérenticlles Tiant les
fonctions 0, aux arguments £, ..., ¢, qui définit Vensemble des
groupes du méme type que (G) :en ce sens que, si on remplace
dans les équations de (G), prises sous la forme de Medolaghi,

Lol oovon(@y, o2y {,__;1-.(/(71.--.,3”\, =, . t) ($==1,2,..,p),

les fonctions o, par les divers systemes de fonctions 0, solutions de
ce systétme (&), on obtient précisément les ¢quations de définition
des divers groupes semblables & (G). Nous pouvons considérer ce
systéeme (&), définissant les groupes du type de (G), comme calculé :
fa solution générale en est du reste connue, ((;) étant connu.

A ce systeme (€) nous devons maintenant, d’apres la regle dune 31,
adjoindre les relations obtenues en éerivant que le systéme (22) admet

(V) Sur la Théorie des groupes continus (Annales de U Lcole Normale, 1903 ).
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la transformation infinitésimale P(F). Or, pour caleuler P(U), nous
dF 1 " P . .

remarquons que le terme 5 de P(I) na pas aintervenirs nous pou-

vons done remplacer P(F) par

n
~ il
}_‘[)f(lr by <oy ) ;){;’

eSSt

et ¢ ne figurera pas explicitement dans les caleuls. Nous pouyvons, par
suile, appliquer la formule générale de prolongement (3) du n® 1 du
Mémoire cité, en tenant compte des identités (20) du n®7 du méme
Mémoire. Avee les notations de ce méme Mémoire, 1l vient

/)‘l.o‘n <oy Oy

- . \
PO)= X sl U)ot s

%y e, Oy

ol Ies A,z SO0 les coellicients des transformations infinifeési-
males du groupe ¢, dont La définition a ¢t¢ rappelée an n® 27,

Les équations dadjoindre aux équations (¢) sont done, sous forme
enticrement explicite,

n
()Oc ()Oq . /)"u"““g'"’
23) == (b byy vy ) = z A
( ) Ot = pl( r ’ ”)()li o'l!"'!“'(l
fuxl M

(1,9, 00, )

)'IIZ;,.--.%,]I (Olv ey ,’,1’

aveo
pl - Py
VAN T

Le systéme résolvant cherché est done le systime [(&), (23)]. On
voit bien qu’il ne dépend que d’éléments communs i fous les
groupes (G) d’un méme type. Kt le résultat que nous avons tiré de I
connaissance des équations (A) est que rows connaissons une solution
rationnelle de ce sysime résoleant.
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IV. — Nouvelle interprétation des résultats précédents.

34. Les résultats de I’étude de notre probléme fondamental, que
nous venons d’énoncer sous diverses formes, sont susceptibles d’une
interprétation toute différente, que nous avions indiquée autre-
fois, dans une Note insérée aux Comples rendus de U Académic des
Sciences ().

Pour y arriver, nous introduisons le groupe formé par les transfor-
mations de la forme générale

U:h llir:-y,i(ly tlr-'-,‘n‘) (i:"?'; -"7">7

qui laissent I'¢quation P(2) = o invariante. C’est ce que nous appel-
lerons le groupe des trans formations Q : nous les considérerons du reste
comme des transformations entre les scules variables ¢, ..., ¢,
puisque ¢ ne joue que le role d’un paramétre. Nous éerirons done
une quelconque d’entre elles

(£2) L=z (b by ooy b)) = 2L (E==1, 2, ..., n).

Introduisons encore, comme précédemment, une solution quel-
conque o de (8), et considérons-la comme définissant elle-méme une
transformation des mémes variables
(%) bz o (ly by vy b)) o 2ty (Em==1,2, ..., 1),
de sorte que les équations qui définissent cette solution s’¢erivent
symboliquement

() = Xl ou L= XV, (:L'_‘::':I, Dy ey I).
Par la transformation (), ces équations deviennent
e Bl XA, ((==1,9, ..., n);
et, pour qu'elles définissent une nouvelle solution, il faut et il suffit

qu’il existe une transformation T telle que ces équations soient iden-

(1) Tome CXXVIIL, p. 544 et suiv.
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tiques & celles de la solution T, qui sont

Tz, =3 ou @y T-12¢, (6 1,0, oo, n),

ce qui conduit & la relation symbolique
3Q=T-13,
ou encore

(24) Q- =311 X,

Remarquons alors que, si I'on effectue cette transformation dans
les équations d’une autre solution T’s quelconque, on obtient
T =33 VT3 T1 X1,
ou
TT ey = 2ty clest-a-dire T, Xt
¢’est-a-dire une nouvelle solution. ,

La formule (21) définit done le groupe des transformations (25 ¢est
le groupe transformé du groupe ponctuel général par la transforma-
tion X. On vérifierait sans peine, ce qui est évident « priori, qu'il ne
dépend pas de la solution o employée,

35. Reprenons maintenant le systeme (8, A), donné dans notre
probleme fondamental, et cherchons le groupe des transformations €
laissant ce systéme invariant. Nous raisonnons comme au numéro
précédent, en appelant X la transformation fournie par une solution
quelconque o de [S, A et Toles autres solutions de [S, A, comme
plus haut. On trouve immédiatement que, devant changer & en une
autre solution de [S, A, les transformations Q cherchées sont de [a
forme '

(25) Q=3 10713,

ot les ® appartiennent & 'ensemble des T. Effectuons done cetfe
~transformation dans les ¢quations d'une solution Ts quelcongue, et
écrivons que cela donne une solution Tz, Nous avons i identifier les
deux systémes

Towi= 3(Z1013) (=013,  (i=1,9, ..., n)

et

T vy = 24, (F=1,2, ..., n).
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Cela donne I'égalité symbolique

) T-10-13=T'—3,
ou bien
(26) OT =T.

Donc, chaque transformation Q appartenant au groupe cherché est
une transformation de la forme (25), dans laquelle ® est une trans-
formation T telle qu'a chaque transformation T en corresponde une
T’, donnant licu & 'identité (26). Nous retombons sur la définition
des transformations © du n® 24.

Done, le groupe des Q est le transformé du groupe (G) du n° 24
parla transformation X. On vérifierait facilement, ce qui est évident
d’apres sa définition primitive, qu’il ne change pas si 'on remplace
la transformation £ par celle qui correspond & toute autre solution
de [S,A].

Appelons (K) ce nouveau groupe et cherchons ses équations de
définition. D’aprés les formules (1X) et (X)) du n® 27, ces équations
seront, puisque ¢ ne joue que le role d’un paramétre,

Lol Oute, 0y ooy )y P L = 0,00, 4, ey )
($==1,9, ..., p);

en posant

el
Os(y by ooy 1) = L[ (e 0 (g vy @)oo afBo Bl ]

(s==1,2, ..., p).

Sinous comparons ces dernicres formules aux formules (3) du n°28,

nous constatons 'identit¢ entre ces fonctions 0, et les fonctions 0

précédemment calculées. Le groupe (K) a done pour équations de

définition

(K)  Lalee 00, by ooy )| €0 B 2= 0,08, by oy ty)
(s==1,92, ..., p),

olt ¢ est un parametre arbitraire, non transformé.

36. On arrive donc & ce résultat remarquable que tout le parte que
nous sayons tirer de la connaissance des équations (A) depend essentielle-
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ment de la nature du groupe (K), formé des transformations Q& qui
laissent le systéme | S, A| invariant.

Nous pouvons, de plus, maintenant, substituer i la méthode preéeé-
demment donnée pour la formation du systeme automorphe (20) une
méthode bien plus simple. Tout revient, en effet, & la détermination
des fonctions 0, et des fonctions &, ¢’est-i-dire tout revienta mettre
les équations de définition du groupe (K) sous la forme de Medolaghi.
Or, on peatobtenirimmédiatement les équations de définition de (K),
sous une premiére forme, en éerivant que une queleonque de ses
transformations laisse invariant le systeme | S, A 'y a plus ensuite
qu'i passer de cette premiére forme i T forme canonique de Medo-
laghi, opération qui a ¢té ¢tudice dans Te Mémoire déja cité, Les
caleuls a faire pour cela sont tous rationnels (). On ne doit du reste
garder des équations de définition considérées que celles qui ne con-
tennentaucune différentiation par rapport a 7; si Fonoa ¢liming des
Gquations (A), comme il a ¢té expliqné preeédemment, toute difle-
rentiation par rapporta ¢, ona simplement a cerive les dquations de

définition du groupe de transformations, effeetudces sur les seules
variables ¢, ..., £, et qui laissent le systéme (A) invarianty et 7 ne
figure dans ce caleul que comme un paramitre,

Gela résulte de ce que, pour détiniv complitement e groupe (K),
il faudrait joindre aux ¢quations éerites i la fin du n® 35 celles qui
proviendraient des ¢quations qui expriment que e groupe () ne
transforme pas la variable ¢. Cherchons les équations ainsi obtenues :
nous partons des équations

5 =0 (E==1,0, .0, n),

ol les ; sont fonctions de certaines aulres variables indépendantes
Biy ey 55 ebnous devons faire d’abord sur ces variables Ia transfor-
mation X, ¢’est-i-dire

Biz=m oy by ooy by) (6=, 0

by vy 1)

L] d A 0 . . v ’ ‘
¢’est au fond la méme transformation quia été employée an ne 313

(') Avee Ia vestriction indiquée ei-dessus, dans It note de Ia patges 58,
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elle donne les équations
P(x,)=o0 (E==1,2, ..., n).

Nous devons ensuite faire la méme transformation sur les @y, ¢’est-i-
dire poser

r

&= (L /',1‘ s by) (=215 9, ooy 1)

ce qui donne

o,

et

n
BE?. O 0o , . .
i g8 2 ‘P()=o0 ({==1,2, ..., n).
AN |

Or, on a

P'(e;) = Nt (e L, o, ) =0 (C==1,2, ..., n).

Les équations précédentes deviennent done
n

Z 0z,

()//l

k=1

Py —~pr(e, oo, ) |==0 (6==1,2,...,n),

c’est-a-dire, enfin,
(K" Py —pile, O .., 0) O (L= 1,9, ..., n).

Or, ce sont précisément les ¢quations que Pon obtient quand on
exprime que la transformation (Q)

o=yl Ly oy by) (f=1,9, ..., n)
laisse invariante 'équation P(ax) == o, ¢’est=b-dire le systeme (S).

On obtiendra donc un systéme équivalent aux équations (K) dun® 35
en se servant seulement des équations (A), comme il a été dit plus
haut.

Les seconds membres des équations ainsi obtenues, et ramenées a
la forme de Medolaghi, seront, en général, non pas les fonctions 0,
cherchées, mais des fonctions des 0, el de 2.

Mais, en faisant ¢ ==, dans ces ¢quations, on obtiendra les équa-
tions de définition d’un groupe semblable & (G). On pourradonc éerire
les ¢quations (5) du n® 28, les o, et les 0 y étant, pour un moment,
indéterminées. Kt il ne restera plus qu’a identifier avec le systeme

Ann. L. Norm., (3), XXI. — Fevnir 190j. 9
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obtenu par le caleul du n® 26, pour obtenir Fexpression explicite des
fonctions 0.

Remarquons enfin que le systéme [S,A"] que Pon arrive & con-
struive, par une ou Vautre des méthodes precédentes, esten quelque
sorte doublement auwtomorphe, puisque ses solutions s’échangent tran-
sitivementaussi bien par les transformations du groupe (K, effectuées
SUr £y, ..., 4,, que par celles du gronpe (), effectudes sura,, oo,
Ce groupe (K) est du reste le méme pour tous les systemes |8, TA7].

Comme on a, de plus, pour toute solution o de [S, A,

(K) 3 '(G)X,

on voit que Uintégration du systeme [ S, A7 revienta la détermination
dune certaine famille de transformations changeant (G en (K. Ces
considérations s’appliquent 4 une classe (res Gtendue de systemes
automorphes.

37. Lintroduction des translormations € va nous conduire i nne
propriété importante des systemes résolvants introduits an n® 33, En
reprenant les notations du n® 7 de notre Mémaive, déjiv eité, sur les
groupes continus, nous pouvons dire que les ¢quations (273) expriment
que la multiplicite

(27) = 0Ly Uiy ooy Ly) (8 0,7 ouuy 1)

admet la transformation infinitésimale

n
Jar N Ji N ) s B
(28) — Z//,'- R A P
e i, R e T 7 R
il IR TR

Les ¢quations (@) expriment qu’elle fait partic d'un ensemble e
multiplicités homologues par rapport au groupe infini, dont la trans-
formation infinitésimale générale est

(29)

.

P oK y S T .
alt l“"”‘”?}"ﬂ + 24 ; 11 AVTE

1 1
: 78 B AT

1]

1 )y oy

A ) I MY PN P " [t h f H 4
les 2; 6tant arbitraires (voirn® 15 du Mémoire Lilé).
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Onenconclut que lasolution générale dusystome [ (@), (273)] — [ou
e mualtiplicité (27) corvespondante | = se dédait d'une solution par-
ticuliere queleongue [ oudela multiplicite (27) correspondante | -
par les transformations du groupe infini formé des transforma-
tions (o0 qui laissentla transformation (28 ) invariante, ¢ est=h-dire
qui correspond anx fonelions 2; satisfaisant i
Cal N~ Ji ~ .
BV IR 3 )

o e L)1 dd ()
Or cotte condition définit précisément Te groupe des transforma-
tions L2,

bone, /e aqroupe qui crhange les solulions duw systéme résoloant  est
somorphe e groupe des Q. c'est-a-dire auw groupe ponctuel géncral
worariables, Satransformation infinitésimale générale est (2g), & con-

dition que :‘:; Ly :j:, vosoit L transformation infinitésimale générale du
gronpe des £,

Ce fait donne & penser qu'il 0’y 4 aveun intéret i considérer ces
systemes résolvants, pour intégrer Péquation P(r) - o, tant que
celle-el ne présente pas de parcticularités. Nous reviendrons sur ce
point un pen plosloin.

Hserait enfin facile de verifier que la recherche des fonctions Oy est
lice o e determination d'une classe de sous-groupes du groupe: des €2,
asavolr des sous-gronpes quiappartiennent au méme type que (K);
et cela redonnerait Tes derniers résultats que nous venons Cobtenir.

e 5 O o

CHAPITRE V.

SUR LA THEORIE DE M. DRACH.

I. - Le théoréme fondamental.

38. Revenons encore, pour un moment, sar le probleme du Cha-
pitre précedent, en conservant les mémes notations. Kt supposons
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(ue nous connaissions deux systémes, de la forme du systeme (),
ayant séparément des solutions communes avee (S).

En raisonnant comme aux Chapitres I et 1L, on conclut des résal-
tats du Chapitre précédent qu’on pourra former deux systemes auto-
morphes [S, A, ], [S, A, ], relatifs i deux groupes (Gyyet(Gy), etayant
en commun une solution arbitraive de S35 par exemple, une solution
principale quelconque. Le systeme [S, Ay, A, | sera alors Tui-meéme
un systéme automorphe, relatif au groupe formé des transformations
communes i (G,) et (Gy); el ¢’est i la recherche d"une solution de ee
nouveau systeme que sera ramené le probleme de Pintégration de (8).

Ceei montree, en particulier, que Pintégration complote de 'un
queleconque des systemes résolvants considerés au n® 33 entrainerail
Pintégration compléte de (3), car elle donnerait autant de systiémes
[S, A L[S, Auls - oo que Pon voudrait, relatifs i des groupes sem-
blables entre eux @ el tous ces groupes ne peavent avoir de transfor-
mation commune autre que b transformation identique, puisque le
aroupe ponetuel général est simple. Cela prouve que, comme nous
"avions dit plus haut, pour une équation P () - o absolument géne-
rale, il 0’y a pas d’intéreta essayer de Pintégrer en se seevant de ees
systemes résolvants.

Revenons au cas des deux systémes (A) queleonques donnés, En
nous servant des résultats du n® 36, nous pourrons déterminer denx
groupes (K,), (Ky) de transformations Q, par leurs équations de défi-
nition. Cela donne du méme coup les ¢quations de définition du sous-
groupe commun i (K, y et (K, ), qui est un transformé du sous-groupe
commun & (Gy)et (Gy).

39. Nous supposons maintenant une équation P(x) — o donnéoe,
a coefficients rvationnels en ¢, ¢, ..., 1,. Bt nous disons quelle st
speciale s'il existe quelque systeme de relations (A ), rationnelles par
rapportat, ¢y, ..., 4y parrapport d a,, ..., el par rapport i leurs
dérivées, qui soit compalible avec (8). Léquation est dite générale
dans le cas contraire.

Dans cetle définition pourront étre considérées comme rationnelles
toutes les fonctions des arguments précédents appartenant 4 un cer-
tain domaine de rationalité | R[. Ce domaine sera défini par certaines
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fonctions fondamentales @ et toutes les fonctions construites ration-
nellement Cansens habituel du mot) avee ces fonetions fondamentales
et des variables considérées, eb toutes celles qui se déduisent de telles
fonctions par des différentiations el des éliminations appartiendront
i lil. On considére, en d'autres termes, comme opérations ration-
nelles non seulement celles qu’on désigne ainsi en Algébre ¢élémen-
taire, mais aussi les différentiations ot les opérations consistant i éli-
miner des variables entre des équations finies déjh rationnelles par
rapport i ces variabless et aussi celles par lesquelles on exprime
"equivalence de deux systemes d'¢quations de Ja méme nature.

Les opérations par lesquelles nous avons traité le probléme fonda-
mental du Chapitre précédent sont done toutes rationnelles, si les
cquations (X)) données sont elles-mémes rationnelles dans le do-
maine |R] considére. Avee cetle hypothese, lTes systémes aulo-
morphes auxquels nous sommes arrivés sonl cux-mémes rationnels :
cenx du moins qui seront déterminés par la condition dadmettre une
solution principale donnée, ou toutau moins une solution définie par
des valeurs initiales appartenant au domaine [R ]

Ces principes posés, nous allons pouvoir preciser le degre de spe-
cialitd "un systeme (8) donné, et diseuter Ta théorie esquissée par
M. Drach dans sa These.

40, Les rosultats des no 30, 31, 32 montrent, en effet, qu'a tout
systeme rationnel (A) compatible avee (S) en correspond un admet-
tant comme solution une solution principale queleonque de (8).
définie par ses données initiales, et qui est transformé d'un systeéme
dont toutes les solutions apparticnnent i [S, A]. Ge nouveau sys-
tome doit done étre considéré comme au moins aussi simple que

[S, A

(el nous conduit a nous limiter, aw moins dans une premicre etude,
awr systemes ( A) qui admettent corme solution une méme solution prin-
cipale determinée o, de (5).

Les résultats des mémes numéros nous montrent encore que, de
tout systeme |8, A] de eelte nature, on peul déduire rationnellement
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un systeme [S, A & automorphe dont toutes les solutions appar-
tiennent & [S, A], et admettant encore 5, comme solution.

Au point de vue ol nous venons de nous placer, nous sommes done
en droit de ne considérer parmi les systémes | S, N| rationnels, admettant
la solution 5,, que ceux qui sont awlomorphes; Puisque NOUS POUYONS
dire, dapris ce qui précede, que ce sont les plus simples.

Kt il résulte immédiatement de fa discussion du n® 38 que, parm:
tous ces systémes, ily en a un dont les solutions apparticnnent « tous les
awtres (et méme, d’apres ce qui précede, i tous Tes systemes |8, A
rationnels admettant la solution 7, ). Nous pouvons dire que ¢'est le
plus simple de tous. Soit [S, B ce systeme, el (G) son groupe:
(G) sera appelé e groupe de rationalité de P () = o, correspondant
au domaine de rationalite [ R, et a la solution principale .

Il vésulte encore de la discussion du n® 38 que le groupe assoeie
lwn quzlconqu: des systimes awlomorphes [h', Al rationnels et adpect
tant la solution =, contient ().

A cerésultat on peul joindre une réciprogue.
Tmaginons une équation differentielle queleonque, de la forme

(1) Qlry, ooy yy on ,Iv"/‘(?"""l'i"’,...|[, TIPS R

dont le premier membre soit fonction rationnelle de tous ses argi-
ments; et supposons qu'elle soit vérifice par toutes les solutions de
[S, B]. Je dis que la fonetion g du second membre appartiont aussi
an domaine de rationalité [R].

En effet, cette équation est une conséquence algébrique (¢lest-
a-dire en considérant (ous les arguments qui y tigurent comme des
indéterminées) des équations du systéme [ S, B] mis sous forme
complétement intégrable, différentices, le cas ¢ehéant, jusqu’a
I'ordre de Q.

[lsuffit done d’appliquer le théoréme général du n* 5 pour con-
clure que g se caleule, par voie rationnelle, au moyen des Geuea=
tions [ S, B] et de la fonction Q; puisque nous supposons les ¢limi-
nations ct les identifications possibles dans le domaine (R,

Pour plus de netteté, on pourra s’astreindre i n’admettre, dans le
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domaine de rationalité | R], que des fonetions des dérivées des a; qui
sotent rattonnelles, au sens élémentaire du mol, par rapport i ces
dérivees, Tes coeflicients de ces dévivees dans ces fonetions pouvant
ctre des fonetions des variables ¢, ¢, oo ¢, oo, a, rationnelles
an sens plus général défing an n 39, Etant donnée Ta forme (rouvée
pour les équations de définition de tous les groupes-types connus,
cotte restriction ne saurait ¢lre génanfe,

Aors, sile groupe (G) est transitif, ce ne sont que les dérivies
e qui interviennent dans le ealeul précedent, et Pon est rigou-
reusement dans Tes conditions de Lo démonstration du théoréme go-
neral dun® S sure lequel nous nows appuyons.

Side groupe (G est intransitif, on fera d’abord Tes éliminations
niécessatres ponr se débarrasser partout des fonetions oy, o0, 2,
que Pon ponrera supposer fgales i ses invariants Fordre zévo dis-
finets, B Pon sera ramend au eas d'an groupe transilif, pour une
cquation Pocey o oby oo variables indépendantes seulement. Dans
eooealenl, on ponrra avoir i faire cortaines résolutions d'équations
finiess il estelate que Poncodese, si besom est, wdjoindre aa domaine
de mationalite Tes coefficients de PP Ce et ceus des invariants fonda
mentans du nouvenn groupe dans Tequel ¢G) e sera Gransforme,

Gotte Tegiere diffentte tient o Pineertitude soe Ta nature des opéra
tions qui interviennent dans b démonstration die théoreme daon” 5,
quad on opere dans un domaine de vationalite queleongue, Fle
tient done i L naturee meme de Ly question, Mais elle disparait abso-
Tment side domaine [ B estCle domaine naturel des fonetions ration-
nelles, an sens osueldu mot, par rapport & 4,70, oo e, o,
et benrs dérivies,

Nows nons en tendrons i Phypothese, motus restrictive, faite plo
Bt sue B en supposant dorenasant gque Fon est toujours dans le
cas dlun gronpe (G teansitfy ee que Pon pent réaliser, Teoeas
celiéant, comme nous Favons expligué, Nons pouyons alors conclure,
o0 toute ASSHIRREE, (e, S01S 08 /I_V/m//u{wus'. la fonction g(1,0, o l,)
est rativnnelle,

12, Imaginons, en partiendier, nn systeme automorphe queleongue
assoeie i un gronpe dont les équations de définition (des (ransfor-



72 L. VESSIOT.

mations finies) soient rationnelles, et admettant la solution 5.
Les équations de ce systtme sont de la forme (1); ety st le groupe
associé au systéme contient (G), le systeme admet foutes les
solutions de [S, B]. Done, en vertu de la rvéciproque  pre-
cédente, les scconds membres des équations du systéme seront
rationnels.

Done, tout systeme awtomorphe, satisfaisant awx conditions cnonceées,
et dont le groupe associé contient (), est rationnel.

Nous sommes ainsi arrivés & un théortme tout i fait préeis, et qui
est Panalogue du fameux théoréme de Galois. 11 ne sera pas inufile
de 'énoncer & nouveau en enlier.

-—

3. Tugorine voNnSMENTAL (Premier énoned ). Elant donné un do-
marne derationalited | R| defind par Uadjoncetion, ao domaine naturel, d ‘un
certain nombre de fonctions de vy, o5 0 0L o Ly oneconsidere wune
Cquation V() = o dont les cocfficicnts apparticnnent d ee domaine | R |,
dont aucune iniégrale ne puisse se calealer par ke résolution d cquations
Jinies rationnelles dans | R, et qui soit spéeiale dans | R |. On {magine
tous les groupes de transformations en ., ..., &, dont les trans forma-
tions finies sont dcfinies par des équations de définition rationnelles
dans [R]s et les sysicmes automorphes |S, A\ correspondant o ces
groupes, et contenant les équations (8) : ces systémes definissant. par
conséquent, corne (), des fonctions x,, ..., ax, des variables indepen-
dantes t, ¢y, ..., t,. Cela posé :

' A C‘/l,.‘(t(/ll(’t A.s'()’/ulm‘n /)l'l/l(f[//'(l/:’f 7, (e ( b) (:n/‘/'(f.s'/)u//(/ un groupe traz-
siif (G, de Uespece considerde, appelé groupe de rationalité de [ o
tion P(x) = o, et jouissant des propriéiés suivantes :

7y 2\ 3 . v N 7 . .

19 Tout systéme | S, A |, de lespéoe considerée, qui admet lu solution Ty
et dont les équations sont rationnelles, a pour groupe associé un groupe
contenant (G );

Ho T verome | S s [P ostde ‘ol y

2° Tout sysieme | S, A, de Uespéce considérée, dont e Lroupe associe
-, ' M ) 3 ] 3 ] ' Y Y
contient (G ), et qui admet la solution =, se compose d'cquations ration-
nelles ;
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30 Al existe un systeme | S, B, avant (G) pour groupe associé, et ad-

meltant la solution o,

Les résultats du Chapitee précédent nous permettent d’ajouter
immdédiatement :

Les groupes de rationalité, correspondant @ diverses solutions princi-
pales, sont seinblab!es.

On pourrait, plus généralement, d’apres les résultats du ne 30,
substituer dans P'énoneé précédent, i la solution principale =, toute
solution qui, pour une valear convenable ¢, de la variable ¢, se
reduirait o des fonctions @, ..., ) de ¢, ..., 1,, définies par des
¢quations

- e N oy ) ; G
Lime (e, ooy ad (E1,2, ..., 0),

dans les seconds membres desquelles figureraient des fonctions
B, ..., a,)appartenantau domaine de rationalité [R |, Le groupe
de rationalité ainsi obtenu serait encore semblable & (G). D'une
maniere plus précise, ce serait T='(G)T, T désignant la transfor-
mation

('T) P 'l’j,x(‘:‘.r“l, ...,:‘1;,,) (=1, oou,n),

liant cette nouvelle solution @, ,.., 2, a la solution principale o,
supposée correspondre i la valeur 7, de Ja variable 2 (). La condition
que nous supposons est done que lasolution considérée soit lice &
une solution principale par une transformation (T) rationnelle.

’

44. Pour les autres solutions de (8), on ne peuat rien dire de gé-
naral. Mais il existe certainement des solutions pour lesquelles le
théoréme est faux, I n'y a, pour s’en assurer, qu’a se reporter i
Pexemple du n® 32, le domaine de rationalité [R] étant le domaine

(1) Los groupes do rationalité qui correspondent i deux solutions principales différentes
sont semblables, en goénéral, par une transformation qui n’est pas rationnelle ni méme
algébrique.

dnn. Feo Nornt., (3), XXI — Fiviin 1904, 10
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naturel. Pour toute solution principale, on a le systéme [S, B,
olt (B) est

or

R o
f e, ’

et le groupe de rationalité (G) est Ie groupe linéaire homogene

&= ax

car ¢’est le groupe associé au systéme |'S, B| précédent, il n'a pas de
sous-groupe transitif, et Uéquation considérée n’est pas intégrable
algébriquement, pour une fonction rationnelle M(2) quelconque.

Or les solutions qui satisfont & Péquation (15) du n® 32 ne peuvent
satisfaire & aucune équation rationnelle qui n’en soit pas une consé-
quence. Bn effet, on en déduirait une ¢quation rationnelle du pre-
mierordre, d laquelle satisferait la solution considérée, Cette nouvelle
¢quation, devant admettre la transformation infinitésimale P(F),
serait, d’apres ce qulon a vuau n® 32, de la forme
.r

- ay o, t) 0,
’)dx, ) ( 1)

(2) Sl

en désignant par e (¢, £,) une solution queleonque de Py == o. L,
comme le premier membre doit étre fonetion rationnelle de tous fes
arguments qui y figurent, il ne peut contenir o, Sans quoi, ¢tant

R . . de « qe ) "
fonction rationnelle de et ¢'est-a-dire de 2 et ¢, :)/'- s les coefti-
“1 1
. ) < e \¥ . ' .
cients des termes monomes en a* (1, 0/> seraient des fonetions
"1

rationnelles de ¢ et ¢;3 et comme, dCaprés la forme de (2), ils ne
dépendent que de o, 2 serait fonction algébrique de 2 et z,, ce qui est
impossible.

Léquation (2) se réduit done, en réalité, i la forme

da
/(tl /)[l 9 .‘1«') S5y
J étant fonction rationnelle de ses argaments, e 'on en conelu
S5 wm(a),
1

@ ¢lant une fonction algébrique.
Gette équation devant étre compatible avee I'équation (15) du
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n® 32, & () devreait étre une intégrale de Péquation de Riceali
' b o f() 1= 0,
ce qui estimpossible pour une fonetion rationnelle /(2) quelconque,
puisque cette ¢quation de Riceali n’a pas alors d'intégrale algé-
brique.
Les solutions de équation

y N 1)1 g /).('
(14) I(J>'V(N }/lM(l)()ll, 0
(qui satisfont i

. ot , (()lr' \>“ .

(o) ! i o LAy, } ()/,/(l) N

ne satisfont done i auvcune équation rationnelle qui ne soit pas une
conséquence de ces équations [(14), (15)]5 et comme ces équations
ne forment pas un systeme automorphe, le (héoréme ne peut s"appli-
quer i aucune de ees solutions.

II. Deuxiéme forme du théoréme fondamental.
45, Nous allons maintenant transformer Uénoned da n® 43 de
manitree a le rendre plus semblable i Fénoncé elassique du théoreme
de Galois,

Nous considérerons les diverses fonctions Q de Ta forme indiquée
au n” 4L Pour chacune d'elles nous désignerons par Q Ta fonetion
de s, b0 oot i laquelle elle se réduit quand on y remplace les fone-
tions at,. ..., @, par celles qui constituent une solution principale o,
toujours la méme. Les diverses solutions du systeme formé de (8)
et de Péquation Q= Q peavent se representer, sans ambiguité,
par T, T désignant Tune quelcongue des transformations d’une
fumille détermince de transformations T. Nous dirons alors, par défi-
finition, que Q, considérée comme fonction des intégrales de P(x) = o
qui constifuent 1:1 solution a,, admet numériquement les (“V(‘»l'.\'(“S
transformations T, et pas d’aulres.
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Cette définition s'appliquerait encore au cas oit Pon partirait d'une
solution absolument quelconque, au licu de partiv de la solution =, :
bien entendu, les transformations T scraient alors remplacées, en
général, par d’autres.

Mais bornons-nous d'abord au cas ol =, est une solution principale:
Q s’appellera, pour abréger, la valewr numérique de Q.

Supposons d’abord cette valeur nunu‘nquv rationnelle, ¢’est-i=dire
que ce soit une fonction de ¢, ¢, ..., ¢, appartenant au domaine de
rationalité [R. _

Si Ie systéme [S, A] formé de (S) et de Q = Q, est automorphe, son
groupe se confond avee 'ensemble des T, qui, en vertu da théoreme
fondamental du n® 43, contient dés lors (G). Done R admet numéri-
quement le groupe (G).

Sile systeme | S, A considérd n’est pas automorphe, nous savons,
par le Chapitre préecdent, qu’on en peat déduire un systéme auto-
morphe rationnel, admettant la solution 7, et dont toutes les solu-
tions apparticnnent i lensemble des Toy 5 e'est-i-dire dont e groupe
ne contient que des transformations T. Or ce groupe contient ()
d"apres notre théoreme fondamental. Done, dans ce cas encore,
Q admel numériquement le groupe (G).

Réciproquement, si Q admet numériquement le groupe (), on
peat appliquer le théoreme du n® 41 & P'équation Q == Q; ¢'est-i-dire
que la valeur numérique de Q est rationnelle,

Done, sous les hypotheses énoncées en détail au n® 43, on pent
dire :

Tutonine voxpamestan (Dewxidme énonce). — A toute solution prin-
cipale, x;=a; (L, Ly, .oy l,), (E==1, 2, ..., 1), correspond un groupe (( )
de transformations ponctuelles en x,, ..., x, et un seul, possédant la
double propriété suivante :

19 Toute fonction rationnelle de t, t,, ..., t,; de Xy eeey i, el de leurs
dérivées, qui, considérée comme fonction des intégrales o, ..., o,, a une
valeur numérique rationnelle, admet, au méme poinl de vue, ¢ est-rt-dire
numériquement, les trans formations du groupe ().

2® Toute fonclion de la méme nature, qui admet numériquement les
trans formations de (G, a une valeur numérique rationnelle.
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Ce groupe () est identique au groupe de rationalité du premier
cnoncé (n° 43),

16. Le théoreme sappliquerait encore, évidemment, aux solutions
plus générales définies au n® 43, et qui ne sont, en somme, que les
solutions principales des ¢quations déduites de P(a) == o par une
fransformation rationnelle effectuée sur les variables ¢, ..., 7,. Mais
que pouvons-nous dire pour des solutions absolument queleonques?

Soit Ts, une telle solution, absolument quelconque, mais qui
sera toujours la méme dans ce qui va suivee; 7, désignant toujours la
solution principale qui donne () pour groupe de rationalité. Nous
désignerons par Q ce que devient Q gquand on y substitue eetle solu-
tion T's,.

Supposons dabord Q rationnel, et considérons encore le systeme
[S, Al forme de (S) et de Q= Q. Dapris 'étude générale du Chapitre
precedent, ce systeme a fa propri¢té suivante @ ses solutions se répar-
tissent entre des systemes automorphess soit [S, A'] eelui d’entree cux
qui admet T solution To,. Alors le systeme [S, T A" admet Ta solu-
tion 7, et d'apres ce qu’on avaan n® 30, est, par suile, rationnel,
Son groupe est TCGHT ' si (G7) est le groupe de |8, A]L Or il con-
tient (G, groupe de rationalité relatif i o, Done, inversement, (G
contient le groupe T *(G)T.

On voit done que Q, considérée comme fonetion de la solution T,
admet le groupe T 1 (G)T qui est absolument déterminé. La premitre
partie de Pénoned da numéro précédent sTapplique done encore i la
solution Ta,, en substituant & (G) le groupe semblable T '(G)T.

Passons a la seconde Partie. (Dest-h=dire que nous supposons ici
que Q, comme fonetion de la solution T#,, admet Te groupe T 1 (G )T,
Je dis que fa valenr numérique Q st encore rationnelle,

Considérons, en effet, le systéme antomorphe, ayant pour groupe
associe T (G) T, et ayant T, pour une de ses solutions. D’apres les
resultats do n® 29, 1 s'obtient en adjoignant i (8 ) des équationsde la
forme

v 1,’4 > s . — .
(';} x‘«(/vllv --"4//11"'v"'l""“""'v"') ”"\'("'17"»7"/1) (’5 ’1)‘7'-'7/’)-;

oit les premiers membres sont ationnels el connus, tandis que les



78 E. VESSIOT.

fonctions o, ne le sont pas, mais ont des expressions bien détermi-
nées. Alors, d’aprés le raisonnement du n® 41, I'équation Q== Q
admettant toutes les solutions du systeme [(8), (3)], Q s'exprime
rationnellement au moyen des coeflicients des équations (3) el de Q.
Etles o, ne peuvent figurer dans cette expression, puisque Q ne
dépend que de ¢, ¢, ooy 4 Plus exactement, si les o, et leurs déri-
vées figuraient dans cetle expression, on pourrait imaginer qu'on y
donne aux z,, .. ., @, des valeurs constantes, ¢’est-i-dire qu’elles se
trouveraient remplacées par des constantes. De toute facon on voil
que (_) a bien une expression rationnelle en ¢, 2, ..., 4.

Done le groupe T ' (G)T jouit, pour la solution Vs, des dewa pro-
priélés 1° et 2° de l'énoncé du n® 1.

47. 11y a cependant une dillérence essenticlle entre e cas de la
solution T, quelconque et celui de Ta solution =, La voiei :

Powr la solution o, il existe un systeme rationnel ' avant pas d autres
solutions que =, et celles quien derivent par les (rans formations du
groupe de rationalité (G ). Tandis que pour une solution 'V s, quelconque,
il n'existe pas, en général, de systéme rationnel admettant pour ses seules
solutions T, et ses transformées par les diverses transformations du
groupe T (G)T.

[étude faite au n® 44 sur I'exemple particulier du n® 32 montre
clairement cette différence.

D'une manitre plus générale, considérons deux systémes rationnels
de la forme [S, AJadmettant Ja solution Tz,. Si aucun des deux n’ad-
met toutes les solutions de autre, on en déduira, en réunissant los
¢quations des deux systémes, un nouveau systéme de méme forme, ef
dont le degré d’indétermination sera moindre. Comme le degré d'in-
détermination d’un systeme ne peat diminuer indéfiniment par ad-
jonction de nouvelles équations, on en conclut que, parmi tous les
systémes rationnels admettant la solution Vs, (l v en a un ot un seal
dont le degre d’indétermination est minimum, et tous les autres admettent
Jorcement toutes les solutions de celui-la.

Sinous appliquons a ce systéme la méthode de réduction du Cha-
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pitre préeédent, il se décompose en systémes automorphes, dont les
groupes sont, d’aprés un raisonnement fait au n® 46, des transformos
d'un méme groupe contenant (G). Les solutions de chacun de ces
systtmes automorphes doivent se répartic & leur tour entre des sys-
(mes automorphes dont les groupes associés soient divers groupes
transformés de (G). Car le fait se produit pour tout systéme auto-
morphe, dont le groupe contient (G) et qui admet la solution =,
puisque ¢’est un systéme rationnel [ S, A admettant cette solution;
el les systémes en question sont des transformes dun tel systéme.

Done les solutions du systéme rationnel |S, G|, de degre dinde-
lermination minimum parmi - cewxr qui admettent la solution  quel-
congque 'l‘a'(,, separtagenl enlre des systémes ((ulr)//m//;/ms dont les
groupes associes sont semblables aw groupe de rationalite (G, correspon-
dant « 7.

L'un queleconque de ces systemes antomorphes sera de Laforme (3),
ou Tes Vosont rationnels, tandis que les o sontdéfinis par un systéme
differentiel aunxiliaire (1), obtenu en exprimant que le systéme
[S, Cladmet toutes les solutions de (3).

Kt e systéme (1), dont les équations sont rationnelles, est tel g’
w'existe aveune cqualion différenticlle rationnelle, ayant asee lad, conune
solution commune, celle qui correspond aw groupe T '(G)'T, et qui ne
sotl une conséquence des cquations de ce systéme. Car, s'1len Glait autre-
ment, Teosystéme |8, G ne serait pas le systéme d'indétermination
minima, parmi les systémes rationnels admettant la solution Tz,.

48, Ce systeme (H) contiendra les ¢quations du systéme (&) qui
donnerait les fonetions o, fournissant les équations de définition de
tous les groupes du méme type que (G) : cela résulte de la théorie
que nous avons donnée, dans le Mémoire déja cité, pour la détermi-
nation de ces types, puisque le groupe (K), ot Pon considére ¢ comme
an paramétre, est du type de (G), et est défini parles fonetions 0,5 et
que Pon a (n°28),

Voo Ll 00 (G 8y, ...,t,,),...i...,?’fﬂ""a“‘,...) ($521,2..,0)

Ces équations (&), qui sont des conditions dintégrabilité du sys-



3o E. VESSIOT.

teme (3), sont les seules équations que le systéme (1) doive néces-
sairement contenir, d'aprs notre étnde des systémes résolvants
(n° 33).

Donc, pour les solutions Tz, absolument queleconques, Te sys-
teme (I) se réduira au systéme (@).

Il en résulte également qu’il y aura des solutions correspondant i
un systéme (H), formé en adjoignant aux ¢quations (@) des équa-
tions rationnelles absolument quelconques, compatibles seulement
avec les équations ().

Telle est la raison générale des fails que nous avions constatés sur
I'exemple particulier des n® 32 et 45.

III. — Troisiéme forme du théoréme fondamental.
49. Nous allons faire intervenir maintenant les considérations
du § IV du Chapitre précédent.
Nous sommes arrivés, dans ce qui précede, i cette conelusion qu’il
existe un systéme automorphe rationnel | S, B, dans lequel les équa-
tions (B) sont de la forme

(B Lale s Onltoy @y ooy )y oy lfonsBon e 0,000, 0y iy )
($=21,9, 000, )

et tel qu’il n’en existe pas de méme forme, possédant un degré d'in-

détermination moindre. Le groupe (), associé i ce systéme, est le

groupe de rationalité, relatif i la solution principale 7,, qui corres-

pond & la valeur ¢, de ¢.

Done, d’aprés le n® 35, il existe un groupe (K) de transforma-
tions Q, ne se réduisant pas i la transformation identique, ot qui ne
se confond pas non plus avec le groupe général des transformations €,
dont Ies équations de définition (de ses transformations finies) sont
ationnelles.

Ces équations de définition sont précisément

S R R e I N P R B M O T
(K) (s==1,2,...,p),

I

t o L
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Le groupe (K) est, du reste, le transformé de (G) par la transfor-
mation X,, qui est définie par les équations

AN N A I R P- 7, (d==r1,9,...,n),

qui détinissent aussi la solution o,.

Supposons que les équations de définition d’un autre groupe (K')
de transformations Q se trouvent rationnelles. Alors, d’aprés la for-
mule (24) dun® 34, il lui correspond un groupe ponctucl (), défini
par lidentité symbaolique

(4 (G’)"T’”E(»(K’)Eo‘;

ef, en faisant ¢ = ¢, dans celte identité, comme X, se réduit alors i la
transformation identique, on reconnait que les équations de définition
de (G7) se déduisent de celles des équations de définition de (K*) ol
( ne figure que comme parame(re eny remplacant ¢ par ¢, (Gf. n° 36).

Les equations de définition de (G7) sont done rationnelles. On
obtiendra, par suile, un systeme [S, A| rationnel pour définir
ensemble des solutions o de (8) telles que les transformations X qui
lear correspondent, comme iba été dit au n® 34, satisfassent a Piden-
tité symhbolique

(e MK )X 0.,

Cesysteme |8, Al admet, en vertu de (), la solution 7,. Cest un
systeme automorphe, dont Te groupe (Gy) est le plus grand groupe
dans lequel (G7) soit invariant. Car, si l'on pose g = Ta, ¢’est-d-dire
YT X, onovoit que T oest définie par Ta condition de laisser ()
invariant.

Alors, d"aprés fe théoreme fondamental, (Gy) contient ((x). Mais
fe plus grand groupe de transformations Q laissant [S, A invariant est
le groupe (K, ), defini par Pidentité (n° 36)

(K)o X1 (Gy) 2.
On en conclut, i cause de (4) et de la formule analogue
(K)o =X, 1 (G) X,
que (K7) est un sous-groupe invariant de (K;), et que (K,) con-

fient (K ).

Ann. Lo Norney (), XXI — Mans o], '
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On remarquera que I'on avriverait & la méme conclusion, par la
méme voie, si lon supposait seulement que ce sont les équations de
définition des transformations infinitésimales de (K’) qui sont
rationnelles.

50. Nous allons considérer, inversement, un groupe (K') — (de
transformations Q) — contenant (K'); en supposant que ses ¢quations
de définition sont rationnelles par rapport aux dérivées des o par
rapport aux Z; (voir n°34). Considérons encore le groupe (G), qui lui
correspond par Ja formule (4) : il contient (G) et est, par suite,
transitif. Ses équations de définition se déduisent d'une partic de
celles de (K") en y faisant

) .
L=l L=y, Uy (F=x,2, ..., n);

ellessont done rationnelles par rapportaux dérivées des 2, par rapport
aux a; et se mettent sous la forme

E-v[ ces on (& e )y ], .7',-"7'“'"’7"’, v ey )

(s==1,2, ..., p"),

oit les ¢ sont des fonctions rationnelles de leurs arguments, tandis
(ue nous ne savons encore rien sur les o,

Mais, si nous éerivons que ces ¢quations admettent toutes Tes solu-
tions des équations de définition de (G), qui sont rationnelles, nons
obtiendrons des formules donnant les o, (2, ..., @) en fonetion
rationnelle des o,(@), ..., &) et des variables 25 ot a. On le verrait
en raisonnant comme au n®41. Orces formules ne peuvent lier les 2!
aux «; : elles prouvent donc que les 5‘,(_.1:,, ooy ) sont des fonetions
rationnelles de x,, ..., ,.

Donc les équations de définition de (G”) sont rationnelles (*).

Considérons alors le systeme automorphe [S, A, qui a (G') pour
groupe, et admet la solution o, D'aprés le théoréme fondamental, il
est rationnel, puisque (G) contient (G). Done les équations de défi-

(1) Ce résultat permeltrait ’énoncer le théoréme fondamental du n® 43 sous une forme
un peu plus Jarge, en imposant seulement aux groupes considérés la condition que leurs

¢quations de définition soient rationnclles par rapport aux dérivées des ; par rapport
aux x;.
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nition du plus grand groupe de transformations Q qu’il admette sont
aussirationnelles. Orce groupeest, d’apres len®36, le groupe £ (G/)5, 5
¢’estdonele groupe (K'). Done, sous leshypothéses faites, les équations
de définition de (K") sont rationnelles.

Pour compléter le résultat, il faudrait examiner s'il en est de méme
pour tous les sous-groupes invariants de (K’). Cela parait certain pour
ceux qui échangent transitivement les variables ¢;. Mais nous nous
bornerons, pour le moment, aux résultats précédents.

Nous pouvons, en résumé, énoncer le théoréme suivant, qui est,
en réalité, une troisieme forme du théoreme fondamental du n° 43.

Turorimg voNvAMENTAL. ( TToisicme énonce.) — Si I équation P (x) = o
r'a pas d’intégrale qui se calcule algébriquement dans le domaine de
rationalité considere, ot si elle est spéciale, ol existe un groupe (K) de
trans formations L), dont les trans formations finies sont définies par des
cquations de definidtion rationnelles, et qui ne se réduit ni aw groupe
genéral des Q, ni « la seule transformation identique. Toul groupe de
trans formations L, qui contient (K), a ses équations de définition enticre-
ment rationnelles dés qu'elles sont rationnelles par rapport aux déripées.
It tout awtre groupe de transformations L, ayant, pour ses cquations
Sinies, des dquations de défindion rationnelles, contient ce groupe (K),
ow est un sous-groupe invariant d'un groupe contenant (K).

Ce groupe (K) est semblable aw groupe de rationalite de Uéquation,
relatif 4 une solution prineipale quelconque oy, par la transformation
de e, ...,x, ent,, ..., L, délinie parles équations mémes qui donnent
cette solution 4.

Si Péquation est générale, le groupe (K) n’est plus que le groupe
gonéral de toutes les transformations €.

La nature du groupe (K) est caractéristique de la maniere particu-
licre dont U'équation donnée est spéciale : cela résulte de sa similitude
avee le groupe de rationalité.

I’avantage de cette nouvelle forme du théoréme fondamental est
qu'il 0’y a plus i teniv compte de telle ou telle solution de I'équation
donnée. Il n'y a qu'un groupe (K), tandis qu’il y a une infinité de
groupes de rationalité (G), pour une méme équation.
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51. 11 existe une classe étendue d’équations P(a) == o, pour les-
quelles on peut dive immédiatement quel est e groupe de Péquation.
Ces équations se définissent de la manitre suivante :

Nous supposons connues les équations de définition des transfor-
mations finies d’un groupe quelconque

(5) Us(%"“ cry '7";17 --"‘vlj"‘"m’(l"}r"-)‘7‘:":(”5("'17-~ -y ) (s Sy e 1))

et nous supposons P'équation P(x) de la forme

n
, da ~ o
s — Ec(ly by oy )
(»)) e f qu(l7 Ly, > [”)(),i 0,
(o1

\ . N S , :
ott les fonctions Z; sont celles qui figurent dans une transformation

=t
infinitésimale du groupe (5), dépendant du paramétree ¢, et qui serail
par conséquent

"

XF > . JF
‘ - ;l'(l7'lh ces  Uy) .

: ().l'i
e
Alors le systéme
(7) Us(ag, oony 2y, ...,.'19‘;“~--»"»)).“r: g (Lye ooy ty) (s 1,9, ooy )

admet la transformation

or
()ﬂl

2

n
N,

zgl(t’ lyy o x tn.)

=y

d’aprés la propriété fondamentale des équations de définition d'un
groupe quelconque, et admet par conséquent aussi

n

I COF

0',/' '*V‘zgl(tv by vy by) (1/:"
VRSt
. ‘ s ,

Donc, d’aprés le n 31, Ie systéme formé du systéme (S) équivalent

i (6) et des équations (7) est un systéme automorphe : et ce systéme

admet ici toutes les solutions principales de ($).
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Done le groupe de rationalité de (N) contient le groupe (5). On
prevoit que, st XF e présente, parmi les (ransformations infinitési-
males de ce geoupe, dépendant d'un parameélre, aucune particularité,
le groupe (5) sera précisément le groupe de rationalité de I'équa-
ton (6).

On le vérifie sans peine pour Pexemple particulier du n® 32, pour
lequel Tes équations () se reduisent

l !)'l', - l
e
BRRATA.

Live, dans U Intraduction, page 15, lignes 1o el s

.ot son Lous eout qui, ayant leurs Gquations de définition rationnelles par rapport aux
dérivées qui y figgurent, contiennent un cortain groupe (K, isomorphe holoddriquement au
grope de rationalité de Pégquation; et des sous-groupes invariants do coux-K.



