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SUR UNE FONCTION TRANSCENDANTE
ET SES APPLICATIONS

A LA SOMMATION DE QUELQUES SÉRIES. , ••

PAH M. GEOKGES VORONOL

INTRODUCTION.

La formule sommatoire d 'Euler -Maclaur in et la f o r m u l e de Fourier,
pour le développement de la fonct ion j\x) en série t r i ^ o n o m î H r i q u e ,
ont leur origine commune dans le théorème s u i v a n t ( ' ) :

" ̂  l) n < h

THÉORÈME. — La somme "r- ̂ /(^) -+- ï- V/C^) P6111 etre développée en
1 1 '>u " S a

série infinie

nih ll<il h w ,b
(I) LÏf{n)^L^'(•n):::z f ̂ ^^X2 f /(^)COS27T/1^;^^

'.>. ',̂ , Ja n^ J(t

à condition que la fonction fÇx) soit contimie dans l'intervalle ci <^ x <^ h
et ne possède dans cet intervalle quun nombre limité de maxirna et de
minima, a et b étant deux nombres réels quelconques.

En faisant dans la f o r m u l e ( I )
/( n ) ==/( x --{- ; — n ), a :;.-: ,r, b --.--:: x -h i

( 1 ) ^ofez, par exemple, VorUswi^Gn ûbcrZaliîe/ttIleoriGvon LeJGUfte-Dirî.cfilet, ti(ii '?uîs-
gegebûii von Dedokind (Viorle Auf la^e , Braunscliwoig, 1894, supplément î, p. ^M ) et
aussi le Mémoire do M. ¥ l'an cl : Sur la formule sominaloira d'Ealer ( Mailieniathchf
AiiHalen, M. XLVil, p. 4,33}.
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et en supposant que o < x < i , on o b t i e n t Péna l i t é

^.r+l ^ ,...(..i
j\x} =: i /(.^ + j ̂  ^) ̂  + V a ^ /(^ ..F i . « ̂  ( .OS^TT^ /; <;//

J X '*wàl J y

II ^ 1 ' •ïl

qui, après la substitution / = x -+" i — u, se réduit a la série (h*
Pou rie r

A'^^j /^<)^+^ acoyaîr^^ y /'(^)cosa7r/«/^..4-2sin^7T^r /* /(//)snr>r
!

//}snr>r://7/^
// :sr 1 L ll' () tl•/(»

(o<.r<ï).

1/intégration par parties ef fectuée dans la formule ( 1 ) eonduil. a
résultat suivant :

., // /// -1"11 «
( 1 . 1 ) ^f(n) -:j f(,c),U •+-^(-..,)/. 1 /.,,( /,)/'<•) ( / / ) /.,(«)/f/.,(,^|

">" " /r . Il

r'
+ ( • ' ) ' " / '•m .i^V'î""^)^ (M ( ,a , , . . )<^ „

oit l 'on ;t posé

/•o(,z-)= IE(,/;) -i- a V^li^^^ <,, /,„. „, v ( - / > / • • ^-«"".-•-,..1-//.",• ""."
2 -^^ '•'•T'.H " ' ' jHui ( •IT-//!7»! i - '• 1 1 ' : / ! ) " 1

( / • ^ 1 , 2 , . . . ) ;

le aymbolo £(a,-) a la valeur o quand x in-sf, pas un nomhn. <> iU i<> , .
•t £(a?) == t quand x est un nombre onikir.(

.l^n s
devient

En supposant quo a o(, h soicnl des noinhrcs entiers, la Cornuilc fil )
,,,/..^ (, 1 \ • i /

,../, '"-i
.,^.,. . ̂  , . .,,... ... r'I'

.̂)̂  /(-)^+^A,[/</.(^.-../(.)(,)|^ (..,.). ('r^^f^^yi,y
''" /»•::--0 ^ /y^::-0

(^^::I ,2, . . . ) ,

où A,o= ^ A<= ̂ , ....
•*" î ïî
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C'est la formule sommatoire d'Euler-Maclaurin avec le reste pré-
senté sous la forme de Poisson (1).

La formule (II) présente une généralisation de la formule somma-
toire d'Euler-Maclaurin due à M. Sonine (2).

Dans les recherches concernant la sommation des séries m u l t i p l e s ,
on rencontre souvent des sommes qu i dépendent des valeurs des
fonct ions discont inues. Dans tous ces cas la formule sommatoire
d'Euler-Maclaurin n'est plus applicable, et l'on ne parv ien t , en
général, à surmonter les difficultés qui en résu l t en t qu'à l 'aide des
méthodes particulières.

Le problème le plus simple de cette espèce est le s u i v a n t : étant
donnée une fonction analytique f(^) et une/onction numérique ^ ( n )
qui n'es/ déterminée que pour les valeurs entières de la variable n, on

//5^ „//<//
demande la valeur de la somme ^ V ̂  (n)f(n) 4- !- "V T (n)f(n) (:ï).

tt><l f^=tl
Les études que j'ai faites pendant plusieurs années des différentes

sommes de cette espèce m'ont amené à remarquer que la f o r m u l e (I)
peut être généralisée, et je suis arrivé au résul ta t su ivan t :

"i-J' / /< / .
ÏHÉOÎŒME. — La somme ̂ ^^(n\fÇn) + ̂ y^(^)/(^) peut être

, , 1 ' , . . / , . n>ll n - ' ndéveloppée en séné infime
l^h / /</>

(k) ^^^A^+^^n)/^)
^><l n'^a

^ h w ^h

•= /(.Z-)^(^)<:/^^VT(/O / f{x)w.^ix}dx,
Ja ^ J-

( 1 ) POISSON, Mémoire sur le calcul des inté^rcdes définies (Mémoire de l'InsUUil de
France, année i8^3, t. VI, p. 571).

(2) M. SONINR, Sur une i/uégrcde définie couterutiit la fonction nurnôrufua \,x:\ (.Kultc*-
tins de l'Université de Varsovie, i885, n0 3, et aussi: Sur les polynômes de lïernoidll ai
leurs applications {Bulletins clé r Université de P^rsc^ie, 1888, n0 3; (en nusa).

( 3 ) ^oj'cz, par exemple, doux Mémoires de Kronecker : ï0 Ueber eine hei Anwendun^
der partieUen Intégration nûtziic/ie Formel; 9° Ueber cine mmmatorUclic Functuîn
(Sitzungsberichte der Académie der W isscnsc/taften zu ferlin, 1885 , p. 8 4 1 , et 1889, p. 867);
'voyez aussi : F'orlesungen ûber Mathematlk wm Kronecker, M. î, Leipzig 1894, (). x / Î7) .

Ann. Éc. Norm., ( 3 ) , KXL — MAI 1904. < ^y
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à condition que la fonction /'(<z*) soil continue dans l'intervalle a<\'r<^
et ne possède dans cet intervalle (junn nombre limité de fnaxim.a ei de
minirna, â-(.r) et a(.z?) étant deux fonctions analyli(juey ( l u i ne dépeiî-
dent (iue de la fonction rurmérù/ue T (//..).

Lo bu t (le ce M'émoire est (le d é r n o n f - r e r le (Jléoreme énonce dans le
cas où la fonction ninnérique T(^) désigne le n o m b r e dos d i v i s e u r s
du nombre ent ie r posi t i f n. J'ai obtenu le re jnarquabie résu l la !
suivant :

En supposant (lue le symbole ̂ (n) désigne le yiomhre des dïvisenrs du
nombre entier positif' n^ on peut poser dans la f annule ( ^ ")

3(^):::= lo^ 4- 2(^ et a{a') — ^[^(^^e) -^ YK^'^^)^

où C désigne la constante d' Haler et les f'onefitHis ̂  u') et ^(..r'J rénjie/ii
les équations dijfferenti elles linéaires du second ordre

. , d^x} ^(.r) .. . , ^'^(.r) r/y,r.r)
î x —ll-,-l,•l-/ 4- —.-"--•/ ---.: ( ̂  ) :l:,:lr < > /!(/ ,r --• • • 1 , - 1 - - 1 1 -11.1- - 1 1 1 1 - 1 1 1 - .--1111--11 1 1 1 } • • '/< {.r •1-111:.- o.

' a.z^ da: < t . î " - fia'

Les intégrales à^ équations diflereniielles ( i ) soni iHf^î ennnnes
de'l.ïuis les travaux (le Fourier et(l(ï Poisson ( 1 j. On les appelle quelque-
fois f()neti.ons de Foarier ou de Ue^ef ou encore fon.efio/is f'yi/n'"
drulues. .l.es fondions ^{x) et ^(.v1) renirent dans la classe des
fonctions étudiées parM. (LNeumann et on les appelle aussi fonefJons
de .Neurnann de la seconde es))éce (a) ,

La. fonction que je désigne par^(^) {)eul être n^îrésentée par l'in-

( 1 ) Foiîiui-;lii Tfi(îoiic (uwÏytiqw de In ('.fuileur^ C}iîi(î. VI, $» . 'î'î'', {OfÏttvn.^ (le Fourier^ *
t. 1, l^aris, 1 8 8 8 ) ; PoissoN^ M.éfiwïrc w la (th'trihudun ((c la c / i t d c ï i r (IffUfi les corp^
ïsoUde^ Socllon W\ p, 33') [/ounud de l'École rofytwitulfitu^ i^' c^tsicr, ÎHA'!).

f 2 ; rofcz M. C. ^sEïjMAN^, Thwic der ne^el^cf/cfi, F u / K l i i s i i c f i , i^yày^ îWj;
AL LOAÎMIÎL, Silidiefi abci' die /je^wl'.w/us/i Fif/ictionc/i CL(.ïip%î^, ,î8GH^ ^î* Kîrm^^ Étude
des fonctions de Fowier (Annales fîciwf{fi(fiwf! de l'Épie ï^ormala wp(/r/Wï'€^ mapplé-
ment, au i. XÏ, iHB%); MM. GIUY ANI) MATHKWS: A Ti'catim o/i l^wl jwt.cî.^ns wui
iheir applications to Pllysicy (London, 1^9^)»
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tégrale définie
/•»co Q—'ît^x

^ • ) = 2 / ————d^
Jl ^ / 2 — 1

à condi t ion que la partie réelle de \/x soit posi t ive .
Quelques-unes des propriétés de la fonction '$(;r) o n t été ind iquées

par Riemann (1) et démontrées par Stiel t jcs ( 2) .
La plus impor tan te propriété de la fonc t ion '^{x) q u i , a ce que je

crois, n'a pas été publ iée jusqu'à présent, est la su ivan te :

THÉORÈME. — Le carré de la fonction d'Euler ^(<f) peut être repré-
senté par l'intégrale définie

P {s ) -== ( x^ à; ( x ) dx,
" ' o

à condition que la partie réelle de s soit positive.

'En vertu de ce théorème, la fonct ion S(^) rentre dans la classe des
fonctions remarquables qui sont définies par l ' équal ion

( 2 ) P- ( s ) — ( ' .TS-1 Ï ( .r, /• ) dx
'•' o

pour les différentes valeurs do l ' indice k. D'après cette déf in i t ion , on a

£0, 0=^ et ,(.y,2):::::,;(.r).

Comme la fonct ion exponent ie l le (T^ appa r t i en t à la classe des
fonc t ions définies par l ' équa t ion (2), en toute jus t i ce il f audra i t , à
mon avis, les appeler ultra'exponentielles.

Je déf in is la fonction T](^) par la formule

., ̂  = Un, ̂ 1^±P1Î^ZL:^^.
p „- o ^

à condi tion que x ^> o et p ^> o.

( 1 ) RIEMANN,^/* Théorie der 'Nobilisclien Farbenrin^e ( Bleïïwnn'fï gesamrnelte mathe»
iiîcttische ^Ferke. Leipzig, 1876, p. 58).

( 2 ) STIELT.TES, Recherches sur quelques série.'! ^cml-conver^ente^ ^Annales scientifiques
(le l'École 'Normale supérieure, t. III, 1886,5 p. %oï).
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Dans mes recherches un rôle impor tant a p p a r t i e n t aux f o n c t i o n s
cylindriques que je désigne par ^/c('^) et ï]/f(^'), (^ = o, ï , 2 , . . . ) .
Ces fonctions sont définies, d 'une part , par la f o r m u l e

2Ï(L} r .. ,̂
E,(x)^^ ———^ ^ f.r^( ^ -.-. i ) ^d l .

• V4"' ̂

à condition que la partie réelle de \/x soit positive et, d^aulrc part, par
l'égalité

^,(^) îin îr^±P^±Mr:ï^^^ où .,.>o ^ ,>,.
p ^ o ^

La fonction $/c(^) peut être développée en une série semi-conver-
^ente(1 )

, r- / / - i

(3) ^(^î^^^)'"^-2^ ^y,.,̂  ^ ^ [̂ :4".Jix.:l:,.,l) ( I Î Â < '4' 2;l-- ̂ )-(^' "+" î -- •^ ,

^(jrj^y-
1 ) ( 9, À' "4" ;>- // •

nî^O^)'1
^ ( ̂  Â'+ ^ ̂  — î ) ( 2 /. •4- ^ // ~" 3 ). » . ( ̂  /> 4- » •-1 ^ // )

où [& <^ .î et ri^k, (/c == o, ï , 2, ...).
Ce développement subsiste pour toutes les valeurs complexes de (a

variable x, les valeurs négatives de a? et la valeur x s= o étant exclues.
Le développement de la fonction ̂ (x) en série semi-conver^enHc

est le suivant :

«) yuM^^r ̂ lytî ti.^^^ ^(K)^/-
X COS 2 t/A* 4" 71: ( À — /.' 4" "î: )

L ^\ '^Â
^ ( 2 ̂ J ĵ̂ ;1"̂ ) ( ̂  ̂ ' 4" '}. n — 3 ). *.( a À' -^ ï — ^ // ) j- - - . - . - . . . . ^ - . ^ _ , , , ^

où — i<à< i , <^>o et /^À, (A= < > , î , ^, .,.).

' ( î ) Voyez, par exemple, lu Mémoire de Hankol : Die Cflindwfttrîctwfwi w^ und
weiter Art ( Mathemûtische Annulera Bd* Ï, p- 491),
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La forme remarquable du reste de ces séries permet de les em-
ployer avec succès dans les recherches concernant les fonctions ^.(.r)
et y]/,(;2?), quoiqu 'on fa isant n = oc dans les formules (3) et (4) on
obtienne des séries toujours divergentes, quelle que soit la valeur
de x.

J ' introduis dans mes recherches une nouvelle fonction ^(x\ repré-
sentée par la somme de la série in f in i e

< 5 ) ^(^^^T^K^2^).

n^zi

La fonction g{x) est tout à fait analogue à la fonction ———. Une
^TC-fc- — j

(les propriétés les plus importantes de la fonction ̂ _ est, comme

on sait, le développement de cette fonction en des fract'ions simples

— — — — - - _ 2 _ i _ I _,_ ' V / i r \e^-,~ -^+^^+^^^-^^+^——^}.
il = 1 /

La fonction gÇx) jouit de la propriété analogue, et l'on a la formule
fondamentale

(.).,.,=-,̂ -,c--̂ ^ ,̂.),,,,̂ ,̂̂ .
n = l ' /

Je déduis cette formule à Faide de la formule connue de Riemann ( ^ )

TT.V^ ces —
(7) ^•-s)=-^pî-^(.)ç(,,).

1 1 est digne d'attention que la formule précédente et la formule de
niemann, mise sous la forme

4 cos2 ̂
^^-'^T^^^î2^)'

We^.'y"'' dle Anzahl der primzahien wter ^rgegeben Grosse {Riemann,
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présentent le résultat de l 'application de la formule gênerai t* (^) aux
cascas

./O)^:^^) el /(.r),=.^~«.

On en pourra i t conclure que la formule de Riemann (7) peu! se rv i r
de base aux recherches concernant l ' a p p l i c a f i o n u l t é r i e u r e de la (or-
mule (^) aux fonct ions numér iques T(^, A) déf in ies par l ' é q u a t i o n

ç,,,,,,,̂ ,̂A).

La formule f o n d a m e n t a l e ((>) fou rn i t un moyen à l'aide d u q u e l on
ti^jf

peut représenter ,la somme ̂ r:{nl)f{n) pîH' ̂  intégrales dédi i i i^ .
// ';.• i (

De cette manière je trouve l'expression suivante* pour la fonction
numérique 9/i:(^>) représentée par la somme

/ / ' ' . .r
'%.^ , ( . / " "•— // ]^0,(,r)^^T(«F -^ < ..
n .:. ' (»

W o,.(^)-^r(«)(•/•.^//) ,
// ;,:. ' (»

^) =^"'(^^ (los< -I- " C)^ -^ Ç2(-- /,)( 1 "^' ̂ '^ 1 /•, (,.)

OU

^'=0, •I, ^ . . .

(9) <t

( /^- ( ^ f \k
r,{x} ̂  ^ o^^) - a ï ^ . ^ g ^ ,u

' ' ^ v
\ (^

+ ̂  j [ ( i i y ' y ( ^ . ̂  + I I ) - (- ^)^^(— ̂  - t i ) \ i d i ,

Le symbole T(.Z') a la valeur o quand x n'est pas un nombr<i en t ie r
positif et désigne le nombre des diviseurs de x quand ^est un nombre
entier positif .

D'après cette formule, la fonction ana ly t ique
/c

L11^ ( .„-,- f U ,̂ .,/i
^ ' '^V. f ••i \ \ ' / ••^(,o) ^ i^ (l̂  -^C) ̂  -,- ̂ Ç.(- .) ̂  ̂ ^
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présente la valeur asymptot ique de la fonction numérique ç'A.(^'). La
question de savoir : avec quelle erreur la fonction ( î o ) représente-t-elle
la fonction numérique ç/,(^), surgit nature l lement .

Le cas le plus simple de k = o a été l'objet de plusieurs recherches (<).
On représente ord ina i rement la fonction Ço(^") q01 ^st dé f i n i e par

la formule

9o(^) ̂ ^^O)

sous la forme su ivan te :

9o(.^)^^'E

Lejeune-Diriclilet a démontré que la fonct ion Oo(.^) a la v a l e u r
asymptot ique

•r(!o^,r+2C~ i)

qu i représente la fonc t ion Oo(.r) avec une erreur dont l'ordre no sur-
passe pas \/.r. Peu de temps avant sa mort , l ' i l lus t re ^éoinetre a fa i t
une nouve l le découverte c o n c e r n a n t i a (onc t ion ^ ^ ( x ) , comme on peu t
le conclure , d'après la lettre de Lejeu.nc-Diric. l i let à Kronecker datée
da 2,3 j u i l l e t i85<S ( 2 ) , mais les nouveaux: résultats concernan t hî
fonction ^ o ( x ) trouvés par Jjejeune- 'Diricli let n 'on t pas été piî'bliés,
et, jusqu 'à présont , on n 'en sait pas plus sur le reste de la formule

o,, ( x ) -=" x ( log'.r + 2 C — i ) -h Ït ( .r) (;; )

qu'après la pub l i ca t ion , en 184.9, du célèbre Mémoire deLejeune-Diri-
chlel : Ueher die Besiùrirnung der 'miiLlereri lÏ'erthe in der Zd-hlen-
théorie ( ! { ) .

La recherche de l'expression analytique précise pour la fonction

( 1 ) Voyez Zahlentficone von Paul BachmaniL Leipzig 1894, Zwciler Tlicil, XIII Abschnilt,
P- 397•

(2) Lûjeurie-DirwMet's FFerke, Bd. II, Berlin i8(.)7, p. 407.
(3) J'ai dômoniré récemment quo l'ordre du rosl,e II (x ) ne surpasse pas celui de la

fonction t/.ylo^-r. F'oycz mon Mémoire : Sur un problème du calcul des foncllo/u' asym^
ptotiqucs (Journal fur elle reine und cingewandtc Mathcmatik, Bd* CXXVI, p. '241).

(4-) Lejeune-DInchlet '.y Wcrkc^ Bd* II, p. 49-
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numér ique Ço(^) présente un problème f(:mdamental en vertu (l(.ï la
formule

/^ ,
OQ yT(^)/(^)=ç<)(^/(^)~?<>(^)/(^)~ / o"^)^1)-

n>a

r 1 1
Dans cette formule le symbole f ^^Çx)f/f(a') désigne rh i l é^ ra le

^ / y
d é f i n i e prise dans le sens de Stieltjes (1 ) et a la valeur b i en d é t e r m i n é e
tant que la fonction/"(^r) est con t inue dans l ' in te rva l le a<^z.*< h.

En vertu de la formule (9)» la fonct ion Oo(^) a pour expression

( l ' A ) O,, ( X ) = X ( JO^.Z' -h '2 C — I ) + j 4- -;• T ( .Z" )

- 2 ^ ,^(t.)d( 4- ^ [ .̂  ( - .r -i - ^) — ^ ( — -y — 11)\ i dt,
^.r t/(l

A l ' a ide de la f o r m u l e (^), j^^ t rouve

f |^(_ ̂  4. ̂ ) _ ^(_ .̂  _ //)]^//
»/o

- lim VT( i i } ̂ A.̂ i::!.̂  ^).
""ô^o^ 4Tr2^

/r ̂  1

La recherche de la l imi t e de la série obtenue o(Ïre le plus de d i f f i -
cultés, quoique tout le problème se réduise à la quest ion de savoir
s'il est permis dans la formule ob tenue d ' in te rver t i r l 'opération expri-
mée par le signe de sommation avec celle qui est expr imée par le
si^ne l im. Je ne suis parvenu à donner une réponse aff i rmat ive à cette
ques t i on que par l 'analyse asse% délicate.

rai réussi à démontrer que la (onction r^(x) d é f i n i e par la for-
mule (9) peut être développée en une série i n f i n i e suivante :

( ,3) .,(.)= ^^(,.)-^-j;^(.)(~•)^^^^^^^^^^
n î=; î,

(/:-^0, î^2 . * .),

P) STÏKLTJKS, Recherches ,wr /^ fr'ncth^s cwtl/nu^ ( Afir-talef de U Faculté d/"^
Sciences cie Toulouse, t. VIIÎ, ï^, p. 7 1 ) .
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En verta des développements (3) et (4) (les fonc t ions 1;/,^(^) et
y]/,+i(^) en séries semi-convergentes, j 'obt iens pour la fonction r,,Çx)
l 'expression remarquable suivante:

(.4) /^)——(.^ ^^^-^a^+3^[)(2^7•)-(^+3-a7)
/,,:.=,(»

COS /i ̂ \l~n~7v. + 7T f\ — k — • I") 1
X Vr(^--i-^^^ v / A - 4 - À ;!

n^ (^^n) ï "t'4

+ (^, )/.-H ̂  ̂  y ̂  +1 ̂ A±^±^)iaÂ^^
^ a'^ÎJÀ = 0

^ ^-.^^
X^T(^)—————^-^

//==i (4^^) 2 ":h"4

+ ̂  -> ̂ ^/~:
 "h /î (^ l̂l/l±lK^^ /').....y ^^^^-

x V __lî )_
^ t±r ^
/<= l (47T 2^) si 4

+ ̂  I)^•^eW7Ï^+•^±^±^^
2 i• ÏA•l

^ ^-/.Tty/^i
_X^T(^)——————^-p

^=i (^n) ï +/;

ou — ï < &< ï , o< £ < î etr^4~ i, ̂ ^+ t , (/{"== o, i, 2,...).
A l'aide des formules (9) et (ï;4), je démontre les propositions sui-

vantes:

1 . La fonction analytique

r ^'f ̂  _ / y '̂ ^ ( _ T ̂  ^A--5.^^^^^-I)L^^

représente la fonction numérique ç/c(^) définie par la formule (8) ap '̂
/• ^ î,

///?e e/r^^r ^/^ l'ordre ne surpasse pas celui de la fonction ^J \
(^==1,2 , . . . ) .

^tu/ï. Éc\ .Norm.^ (3), XXÏ — JL'IK x^o^. 28



2 ï 8 (;EOiir.i':s vonoNoï,
I I . La fonction

h
/ • • • r / r . __ /V . -^ f.-.-.ïV. ^./t"-/,

^ i-L^(,o^,-,(^/<-i-^(.-,)^,). ̂ __^

,-1 o^(,.) + ̂ f^ + :(•<^--^,-L•),^/•±^ ±.3- r:.:-- '
/. =-- 0

<;0s[47:^+?(x.....--../<-..^)j

/ /= ! . (^T?2 / /)"1"2"" "̂

représente Ici fonction numéti(/ifc c>^ (^ " ) r/(YY; /^//^ eî'n'ur do/d l'ordn' //r

surpasse pas celui (le fa fonction x 'f' '' on k ' : o, i, 2,... et /// ^ ^ i, 2, ...,

II en l'ô^iîllc, i»ar (îXt' i ï ipIo, < ( i î ( 1 la fonction
/' , / 1 - 1 1 - - 1 - 1 1 1 1 " T. \

, •/-' < ' O S ( q[7TV //l•r " • " • 1 1 ' "7 )

^ ( .r ) = X (\^X +• ^ ̂  — 1 ) -h ^ d - ^- T ( ̂  } •••-i1-11 ^ V/T: .^111^ ̂  T ( // ) ----.:-—^ ^-...^—;^. — -^.L
1 1 ^ / / : , l l • ' î ( ' (TT ' /O 1

jonil (le la propriétc suivatî lo :

La valeur numérUfue de lu di^ére.nw ^oC-t') -" '^u("^) /r//// y^/^ ^/
limite, o a mesure (lue x croît ifi/ln ifneni.

A l'aide (la <léveloppement(i ' i^(lo la (onciion/^(^) en urne iultinie
(4 à l'aide de la (ornuile (x i), je démontre deux théorèmes fondamen-
taux :

TlïÉonÈM^ 1. •— La somme ^^(^')f(n) peul être développée en série

in/inie

ii ':,. h
/, h

( Î 1 : Ï ) ^T(^)/(^)= / f^•)(\^^IA{\)d.r^^{b}j\h)~^^^^^^^
.//>« " < À

^ ^h

"+-y%7(/^ \ f(x}\î{!^nx}^^(f^n^)\d.r,
n^i J t t
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a condition gué la fonction f(x) ml continue dans l'inlemdie (a, b) et
qu'elle ne possède, dans cet inlermile r/unn nombre iimùè de maxima el
de mininia.

1 i i < h • • - • '•

THÉORÈME I f . — La somme ̂ ^ (/?)/(/?) peu.1 êire développée en série
n>"

' l i t l ^ / / / - l

(IV) 2T(//)/(/?)"r::/' /(•r)( lo^••r+2c)^'+2(-Q/1'^•(^)/*- </

+(--,)''-^.(^f/'M^.^^
j „ {n'^ r ï ]tt • ' i

àcondUlon que. la jonction f(x) au m dérùm f'(x), f'(a'),
/'(///)(^) bien déterminées el limitées dans l'inlerçal/e (a, b\ (m== i, 2,...}.

l.a Cormult* ( 1 1 1 ) présente nn cas parliculier de la formule géné-
rale (^) et est tout à tait analogue à la formule (l).

La formule (IV) présente une généralisation de la œlehre formule
somrnatoire de Poisson.
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PREMIERE PARTIE.
SUR LA FONCTION ULTîU-EXPONENT'ISÎLiJi: £( . r ) .

SECTION I.
SUR LES FONCTIONS Ç/,«) ET -/u,^), ( / • - o, i , -.,, ..,;.

Définition de la fonction £( . / •) .

1. Considérons l ' intégrale ( l o f i n i e

r(^) — / K^ir^fldV { ^ - ^

qui représente la fonc t ion c o n n u e P^) a c o n d i t i o n que îa [ )ar t ie réelle
de la variable ^ soit positive. Le carré de la (onct ion F m peul , é ( r e
de t in i par l ' in tégrale double

y< * /., -*

P(^) ::•::.:: i ï {uvY-^e^^dff^;
J(, ,/„

m e f lec tuant le changeinent des variables^ et e d a n s cel l<^ intégrale
à l'aide de la subs t i tu t ion

on obt iendra

En désignant

tic :::::. x < • ! ,̂.41...(l :_.: /^
9,^// / t '

p(.)=r..-.^r^./,"*^ ^ff-Ïi^C

^-ï^ 1 ,̂.- ,.//,
3 V ^ — — . }J,, J, i/^—}

/ . /<a:l fî^-Ïl^'X

(') Ç ( ^ ) -= / - .̂~':.̂
^ i/^—i



SUIt UNE FONCTION TRANSCENDANTE, ETC.

on aura, à cause de l 'égalité précédente,
52 l

P(^)=: ( x^i(x)dj.1.

Nous appel le rons ultra-exponentielle la fonct ion ^(.z") représentée
par l ' in tégrale d é f i n i e ( f ) y tî cause d 'une cer ta ine analogie qui existe
entre les propriétés de la f o n c t i o n ^ (.f) et celles de la f o n c t i o n expo-
n e n t i e l l e c""-''.

2. Nous avons ob tenu l ' intégrale ( ï ) qu i dé f in i t la fonct ion ^(^•)en
supposant que la var iable .z* soit posit ive. Met tons ma in t enan t de côté
celte restriction et considérons l ' intégrale (r) en a t t r i b u a n t a; la va-
r iab le ;r toutes les valeurs complexes-

Pour que l ' in tégrale ( ï ) a i t un sens, il est nécessaire que l'on a i t
choisi pour le radical \j^ une dé te rmina t ion de tel le sorte que la par-
l i e réelle de \jsc ne soit pas négat ive. Cette c o n d i t i o n dé f in i t complète-
ment le radical \/^ tant que la va leur de ,r n'est pas négative; dans le
cas <y<^o, on peut prendre le radical, purement imaginaire \/x avec
une dé te rmina t ion arbi traire, et l ' intégrale considérée aura toujours
un sens ; dans le cas x == o, cette in tégra le devient i n f i n i m e n t grande.
On en conclu t que la fonc t ion ' ^ ( x ' ) ne peu t être dé f in ie u n i f o r m é m e n t
dans tout le plan de la variable complexe x à l 'a ide de l ' intégrale (i),

DEFINITION. — On, appelle uhrcl'expoîîerzdeUe la fonction E, (,'z;) repré-
sentée par finie y raie définie

/•aî o /y-â^/AM ^(1')=/ ̂ r"
à condition yue la pariie réelle du radical \jx soit positive.

En vertu de la d é f i n i t i o n établie, la fonction Ï ( ^ ) est bien détenni-
née dans tout le plan de la variable complexe x, les valeurs négatives
de x et la valeur x == o étant exclues.



Propriétés fondamentales de la fonction c'(.r).

3. On peut donner à l ' in tégrale q u i dé f in i t - la fonct ion Ç(.r) la
(orme suivante :

^) -. r^fi^ +. r\-^ (..-,.....-!- » ̂  ̂ .j,, ^ j, \v^—i ^/
A l'aide de la fo rmule connue

(0 Ç c^ft ̂  - ̂  lo^ , ^/ï ̂  ( : ,.- f ' (. .̂ -.. ̂ fi) <u

oii C désigne la conslante d'EnIer et de régalilé précédente, ou
ol)liendra

(.) £(,r)^«,|o^,vÇ-..-,(3+^ ^((-rr^^)^....^^ ( " ̂ ^ ( . ' ^ ''h//
-4 ' t J^ ^y/^t f ) ' '

En observant que dans la formule (i) log2 yS esl, i)!^ avec une
détermination

log îî </r = j o^ ̂  | ̂  | 4- ^ i: ou „ î <- ^ ̂  7: ^
<>- " " ',î

ou aura
ak)g2/T ::̂  %Io^a 4.-., (og,r;

Puisque, d 'autre part,

/'» Ofî / i»,/ - i_-^U^,<,,,,
-'i \ v < - — i t/

on peut mettre l'egalitc (a) sous la formo suivîtnU1 :

;-(,„) -_-.- )og,,, - aC + 3 r1 (, .... ,.-.,</î) f/< ̂  ^ r(,._^S) ( [ _ < ,\ ^

•/» ' «-'1 ' \i' (/^î—îy

A l'aide dey théorèmes connus sur les valeurs moyennes des iiifc-
^ralcs déHnics, on obtiendra pour la fonction ^ (a;) l'expression sui-
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vante :

(3) c ( ^ ) = = — l o ^ . r — 2 ^ 4-^8^ où |^| <i.

Prenons les dérivées par rapport à la variable x des d e u x par t ies de
la fo rmule précédente ; i l viendra.

^(•r) = - L + ̂  f ^W^ + -^ /" .̂̂  /,._ ___\ ̂
•' ^ yW, { ^TT^-,)^9

et l 'on p e u t poser

( .1 ) ^(.r).....:-!.^^^ on 1^.^
(A /./-

^ ,l.es formules (3) et (4) (ont voir deux propriétés importantes de la
fonc t ion S(.r), à savoir :

I. Lufîomm(^(x) + Io^ le/ni vers /a limite ~ 2C (/uami le module
de la variable ^ décroît ifïjimnwn.

. 1 1 . U prodaU x^ Çx) lendven la Umile - r (/uand le module de la
variable ^ décroît inpnirwnt.

•l. l^i^nons les dérivées par rapport à la var iable x des deux parties
de la f o r m u l e
f "' \ /* %J *î fÏ-~~''it\/,V.

( • > ) ^(.r)=/ î iA
Ji V//,2 — i

< * t m u l t i i ) I i o n s les résultats obtenus para*; on aura

-,- ,, r- r " ' te-^ ,.r ç / ( ,r ) =- — ^ /^ / -,_r:— ̂Jl \/^ — 1

Prenons de nouveau les dérivées des deux parties de la fo rmule
ob tenue ; il viendra

^(•v^re-^(^--L\-dt-
d'^• Ji \ \/x)^~=~,
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et l ' in tégra t ion donne

^'^(•r).- r^^e-^
———•„——— -^ 1 „. ^^^^_, ^//
^ J, ^_(

(.l'on il résulte, à cause de (5),

( 6 ) ' ^-^)

ou, au t r emen t ,

(7) ...q^^^,(,^,
/̂.,-r- <-/.z" b ' /

L'équation dinej^ înt ie l le obtenue appar t ien t à la classe des équa
tiens dif férent ie l les l inéaires du second ordre qui déf inissent les fone
tions cyl indriques ou de Bessel ( < ) .

1/équat.ion dilTérenlieIk; (7) et les c o n d i t i o n s complémen ta i r e s

nrn,^ ((r)-14' lo^(r] ̂ ^ 2C» lî"» ^^(^Q - --1-1

définissent u n i f o r m é m e n t la (onct ion ul t ra-exponentiel le I; (a1).

Développement de la fonction ^ ( . r ) en une série.

5. Considérons l'intégrale déiinie

r1
f ^^

j^
J ^{xi)cU,

pétant un nombre positif, aussi petit que l'on voudra. En effectuant
1 ? i n tégra li o n, o n o b t i e n t

/..î

^(^)_^(^p).4- i ^Ï!{xt}dt.
t/A

( ' ) ^v-es leMcmoirc de M. J. Nicolas : Élude des fo,ictu,iin du Voww ( Annale mw-
tifiqiies du l'École formate supérimrv, supplen-Xint, au Tomo XI, iWy,).
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Comme, a cause de la formule (G) du n0 1, on a

^'^i)__ .̂.,,̂ ,̂

l ' intégration par parties donne

r 1
^ (^) :=: L(,rp) — ^p^(^p) logp — ̂  ^ log^ (.^) ̂ .

nn faisant tendre la variable p vers la l imi te o, on trouvera

r '( i ) U .v ) :-::•: — 1 og.2- — a C — ,:r ^ Io^ ̂  (,z" Q ̂ ,
«/y

en verta des propriétés de la fonction Ç (^) démontrées au n° 3.
Les t ransformat ions ul tér ieures de la, formule obtenue peuvent être

effectuées à l 'aide du procédé suivant :
Considérons l ' intégrale déf in ie

f cc(l)^.rl)c/l,
../p

la fonc t ion a('1/) é t a n t prise a rb i t r a i r emen t . En désignant

r 1
^ a(^)^:-:::|3(^)

^i

(•'^a^w,
Jl

on obtiendra, à l 'aide de l ' intégration par parties,

W f a(^i;(^0^=-ê(^p)!3(P)'^•^P^(<rP)7(p)+•<:rf y { t ) ^ ^ t ) d t .
Jp ^p

L'application de la formule obtenue à la fonct ion

(3) aoC^-Io^-
Ann.Èc, Norm., (.ï), XXÏ. — JON 1904. aQ
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condui t à la série i n f i n i e des in tégrales
..i ^ ..\
\ ^{t}Ï{xt)dl, 1 ^(/)i:(.r/)^ ..., ^ ^Kf.r/)^7, . , .

Jp ,7p ...̂

dans lesquelles les fonct ions

y ^ U ' ) , y ' i ( . ^ ) , • • - » <y-n.(^), -.

sont l iées par les relations

M) ^ a,(/)r//=p,(Q ci f ê^0^^^-^^ ( ^ -0 ,» , ^ . , . ) .
' - } i t - / 1 f<

(), J^es égalités oblenues Ibnt voir les propriétés su ivantes de la
fonction a^(^), n == o, i , 2, ....

.1. La f onction ^,( f)est. jîosilwda/^l^i/HcrmIlco < / •< i r/ y (léaroU
toujours.

\ 1. £a fo'neuon a/^ ( / ) a /w/r exprès faon

W ^(^)=, /^(01og^ 4-^(0,

A(0 ̂  ̂ (0 ̂ ^^ (l eux polynômes du degré //.

Des égalités (4) on déduira, a l'aide des difÏerentiaiions successives,
l 'équation

^^(^^(/-^ï)^^^^^^^ (Â'^O, î,,, ...),

De l'équation obtenue et des égalités (4) et(3) découle la propriété
suivante de la fonct ion ^(/), (n ==1 o, r , a, ,.. ") :

1 1 . 1 . . La fonclion cy^(l) a ses dérwées ^(t), ,.., ̂ ^(l) ^annulent
quand l == ï, tandis gué la valeur correspondante de la/onction ̂ n '11!1 'n ( / )
est toujours ^rtl +1 ) ( ï ) == ~ ï.

En observant que la fonct ion a^(/) a pour expression

y-n{t)^ Pn{t)\^t^{/,,{t)
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où^(^) et qnÇt) désignent deux polynômes du degré n, on en conclut
que la propriété (III) définit complètement la fonction ^,,(t\

En di f férent iant n + ï fois la fonct ion a//( /) , par rapport à la
variable t, on trouvera

.;,""(,)_ ̂ i;(-,)->.̂ ^ „.„;,,(„
A == 0

et en désignant

n

^-^rr^^^^w -?«),

on aura le polynôme y (^) dont le degré ne surpasse pas n.
Puisque, d'après l'égalité précédente, on a

(6) ^-M)(^^^
ri' \v } ^-|-1 3

i l en résulte que les équations

a^(i)=^ o, a/^(i)=o, . . . , a ; f ^ ( i ) ^o et ^^^(,)-=-.i

sont équivalentes aux équat ions

o ( i ) = o , ^(t^o, . . . , 9(^-1) ( j ) = o ei 0^(1)^-1,

d'où l'on conclut que
( f ____ T \ II,W=-^L,

et, à cause de (G), il v ient

( 7 ) <<•"(.)=-^(^.

En développant la fonction a/,(/) en série dc.Taylor

^ ( t ) = ̂ ,(t) 4- ̂  ̂ (,) +.. .-ï- (—ir^,) + r'c^z^^^,^^
' C/1 • - • •

on o h l i t ^ n d r a pour la fonction a^(^), en vertu de (III) et (-), rcx-
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pression suivante :
, r 1 ( / . ^ u Y ^ n — ï Y ,

-nW———^j^ -———^^^^^^^^

L'intégration, dans la formule obtenue, peut être efÏectuée aisé-
ment, et, après les réduct ions , on arrivera an résul ta t suivant :

^ =^^^ ? log 1 + . (- 4- ; 4- .,. ̂  ̂ ) - . (. + ̂  4-... ̂  i}^ ;
),=o

dans cette formule le symbole i + ^ 4-... -h ^ a la va leur o (j u a n d A — o.
En vertu de la Ibrmule ob t enue et de (5), on peut présenter les

polynômes /^(/) et ffn(l) sous la forme suivante :

—— ^».A^,(Q=^^,-^^^

(8) ,̂«Â - / ï î \ / i^- ^~Â - / ï i \ / t î \"Ï
^(0 = 1 tn(7r:-ïpp tt (• • ! . f • • • • '-. ~-,) "-3 (' ̂ . j • • • • ' >,} I ^[Ai(7r:-^^ • - - • >.

(/^•=o, l , ^ . . .).

7. Revenons main tenan t à la formule (2); en y posant oc(/) =i%^,,<Ï)»
on aura

r 1
(9) ^ ^i(z)c(.^)^

^ ..
=- S(^p) P/«-i(p) 4-.rp^(^p) a/,(p) 4- .,r ^ ^//,(^)^(^0^.

^p

Puisque, à cause de (4) et, (5),

^(p) =^m(p) logp 4- ///„(?) ei ^^-i(p) ̂  p /4, (p) lo^p + /Up) 4- p^(p).

on obtiendra en fa isant p := o

lirn [— ^(.y;p) (3//^i(p) 4" .^(^p) ^/«(p) ' ! ̂  /^ / / ( (û) (lo^.r- -h aC) — ^7^(0)
p-^o
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et, à cause de (8), il v ien t

lim [- ̂ p) f^- i (p) + ̂ "p^'p) ^«(p)]?„-;(>

-^nl-10^-20-"^"^-1--^)!5

donc, en faisant p == o dans la ronnulo (9), on aura

,r-"^l^-,(<)^(.r0rf<-^,|-l^-^-^-^'+i-l-•••-^-^)]
^n

-t-.^'-'-'f <%m(<) Ï.(,-Et)dl.
l-" 0

En ;il,(,ribu;tiil au nonibre TO les valeurs^ =1,2,. . . , /^—i ci-en fai-
sant la somme des («galites obtenues, on aura, cri vertu, de (i) et (3),

co) s(^-';SÀ[-lo^-ac-h•<l+^--14)j
/. ="; 0

-l-./'" ( ff.„-l(.!}^'l)df•
J\\

En désignant
B,^)=::^ I a / ^ i ( / ) ^ (^^ )^

«/o

on peut donnel1 au reste R,,(.r) la forme suivante :

^(^^-^^'^..(^(loR.^-.--^^-'-^'1---^)^^^^^
Jo

Cornau1

- f'1 c.....,.., (Q(lo^ + ̂ -^ ̂  =: lim ̂ ^W^'^ + 'c) "" a/l(p):l

^o

et

lirn|^.(p)(Io^^^C)-^(p):|=,^^^^
p.=0
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1^ (.r) „= .̂̂ ... [ — jo^.r ~ aC + ̂  fi -I1- I- 4-. . . •+ L-r
/À ' / < : L \ '•>- //- ! ^ [

.1
+ x11- ^ a/^i (^ |^(.r<0 + Ioç.:z^+ 2 CJ (U.

i.' n

En vertu de la f o r m u l e (3) du n0 3, on aura

i ( < v £ ) 4- lo^.z^ 4- 2 C -: S-8 \/.î7 où [ 3 [ < i.

En observant que la fonc t ion a,,.,, (/), d'après ce q u i a été d î t au n° 6,
esl positive dans l ' interval le o < / < i, on peu t poser

/ ^/^"i (0 [U^) "I- lo^^<t 4- 2 C] ̂ (î ̂  ̂ 8^? / a,/ .t ( ̂ ) ̂  ou
*•'" ./o

et pu i sque
( ^//^ (^)^r_-...,-L ,

»/(, / / I // !
il vient

/ a//.-,-i ( / ) |"^(^/) 4- lo^.r/ 4- ^C'I ^/.-;=;^^ 1/.7- ..../.........., ,
^o ' /À ; fl \

donc le reste It^(^) aura pour expression

.H. ( ̂  ) - ̂  - lo^-. » .(:..., . ( i 4-- ^ 4^-...,. < .-.h ^ J 4-. ^ H .̂ !

o ù ) 5 <i .
En subs t i tuan t le résul ta t o b t e n u dans la f o r m u l e (10), on aura

(.0 ^) =2 A [- ̂  - .C 4..̂  . (. 4.< ^ 4...4- 0J 4.̂  . 8^ ̂

ou ^ < r .
La (brmule ob tenue subsiste, q u e l f e (|ue soi t la va leur complexe de

la variable ^ les valeurs négatives de w et la valeur ^ — o é tan t
exclues,
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En f a i s a n t /z == ce, on obt ient le développement connu en série
i n fi n i e

00
(1^ ^~^^[--}0^-^+^+^•••+^

de l ' in tégra le par t icul ière '^Çx) de l ' équat ion d i f rérent ie l lc l inéa i re

^(.r) dH^),r ^^- -4- ̂  — — ç ( ^ ) ^ o .

Sur la fonction ^(.r) complémentaire à la fonction ^(.r).

8. On ît|)[)el l(ïra, eomplérnentaire à la fonclion ^ (.z-) la fonction T] (,r)
détinie par la formule

(0 ^(.z.) ., lim iir-.;̂ ^^^^^^
p...o ^

a c o n d i t i o n que ^ ^> o d p >• o.
A l ' a ide de la fo rmule (î i) d u n 0 ? , on obtient

. (-1.4- p.) =i; i::̂  [- io,(-. ̂  p o -. c ̂ . (^4 ̂ ... + ^
:-. (—^4-p^ ' ).,..i... 3^8 /-"ïT"p7 ̂ —

/z ! n 1

^(^.. ̂  po ::::::̂  (::-̂  F iog(- ̂  - p/) -. c -. (i + ̂ ~... + ̂ )]
À :1:1-; 0

.„„..».—,~,——^ c»», ,7* — o l'y1

4- ^i 8 y— ,:z' — p^ -——.———* v > n\ ni

ou &o |<x et & < [ < T .
:En observant que, par hypothèse, ̂ > o et p > o, on trouve

lim lon'f— .y 4- p0 = lo^^' 4" TCI et lim log(— ̂  — pQ =- \^x—r,i,
?::-,--() lli^ • l / ^ p^y
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et, en vertu de (i) et (2), il vient
n

^•^•)=2^^[-10^-2C-1-2('-^4+•••+-OI+&8^^1
'À=0

où x ^> o et — t <^ 2r <^ i.
En faisant n == co dans l'égalité ob t enue , on aura

,̂ (_ y'fÀ r / i i VI
(3) r̂ ;) =^^^ [ ̂  lo^ - 2C+ ̂ i + ̂  + . . .4 -^1 .

A l'aide de la série i n f i n i e obtenue, la fonct ion " / ] ( x ) peut être
dé f in i e un i fo rmément dans tou t le plan de la variable complexe ^, les
valeurs négatives de^ et la valeur,r === o é lant exclues.

lîn d i i ï e r en t i an t la série i n f i n i e (3) par rapport a la var iable x, on
démont re ra que la f o n c t i o n 'r\(.^) vér ide l ' é q u a t i o n d i f f é r e n t i e l l e

/^ d^(x}(4) _.̂ _,,:̂ ,̂ (.,,)

o u » autrement,
^r^x) d-d(a') . ,^ — ^ L ̂  ..^v + ̂ (.z-) =.: o.

a.r2 d.r ' '

L'équation d i f fé rent ie l le obtenue et les condit ions complémentaires

lim \n[x) 4" lo^'j ^— 2( î , l im .yï/(.'^) —:— ï
l.rj.^0 ' 1 ' ' l,rj : o

définissent un i fo rmément la fonction '/) (a/').
A l'aide du développement de la (onction r\ (^) en série i n f i n i e (3),

on déduira la formule suivante ;

(5) ^) ̂  lim ̂ i=:̂ t̂ rLl̂ ^^
p - 0 ^

où.'r ^> o et p ^> o.
En vertu des relations (ï) 'et (5), nous appelons ca/n[)lérnenlaires

les fonctions ^ (.-r) et Y) (^).
Dans ce qui suit on ne considérera la fonction T) Çx) qu'à condition

que la variable x soit positive.
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Sur la fonction ^-(^) (/c==o, 1 ,2 , . . .) .

9. .Donnons à l'intégrale qui définit la fonct ion ^(.'r) la forme sui-
vante :

y*w a—"^v"^ ^
^ ç x ) ^— j •-—=====• —=====, a^.

^i V 6 — i V^-+- i

En supposant que la variable x soit positive, on aura

/'w Q-'-U^X

o < ç(.r) < v'3 f "—== ̂ ;
./i y^ — T

et puisque
/—— ^-2^^ Q^X

\/ï 1 --_== ̂  = \/7r --.--rr-î
Ji y<î — r ^x

on peut poser
ïi^—^^ (^x
Ç (̂  ,Z ^ —— .7 -^—— 6 V

v^ou ."r ^> o Cït o <^ & <^ i -
En vertu de la fonmile obtenue, on conclut que toutes les inté-

grales définies

^(^)==f^(^)^ ^)^f ^(x)dx, ..., ^(^)=f ^(.r)^ ...
,̂r •^.r ^x

ont un sens.
En posant ^o(<r) == S(-^)» on peut déf ini r tontes les fonctions

^1 (.%•). ^(.X.-), ..., ^(.Z-), ...

par la formule générale

(i) ^(.^)=:f ^(.^)^ ( / c = = i , ^ . . . ) .
«-'r

En, prenant les dérivées par rapporta la variable x des deux parties
de cette tbraïule, on aura

^Ï)^-^(.^) ( /€=, , . , . . . ) .

Ami. Èc.Norm., (3), XXÏ. — Jum x9o4. ^0
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En faisant k •===- ï , on obtient

(^ dMœl^^ï(^YW ^ - ^x),

d'autre part, en vertu de la fbn'nule (6) du n° 4, on a

^W.^._^__^,^

il en résulte
^(.z.)=-^(^)+A,

A étant une constante fixe. En observant que les fonct ions ^ (.r)
et x^Çx) tendent vers la l imite o q u a n d la variable ^ croît i n f i n i "
nient, on en conclut q u e A^= o; donc, on a

(3) ^(^).=-.^•ê/(^).

Intégrons les deux parties de cette égaillé eni re les l i m i t e s ^ et x),
il viendra, à cause de (x) ,

^(,r)=.rÇ(^)+^(^).

En intégrant de nouveau, on trouvera

?3(^)=.2-^(^)+ ^a (./•),

et ainsi de suite. En général, on aura

(4.) ^(^)~^^--(^)4-(^~.Q^--...-i(^) (^= '^ 3,.-).

De l 'équation obtenue on peut é l i rn ine r les ionct ions ,̂ ..^(x) et
^.^(^)? ^n vertu des équat ions

^-=.-^,(.) .. f^^^^,.);

il viendra
(^(*') , / , ,,^/,, (,/,•) , , .•'- -- ̂ .r- •+- (« • - • A ) -^-- - <;,, (,^} ==- o.

(yest l 'équation diiïcrentiellc géricnilc des (bnclions cylindriquc.s.
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10. Nous avons défini les fonctions '^i(.-r), ^('z*), ... par la for-
mule (î) en supposant que la variable x soit positive. Les formules
obtenues

^(.2-)=^), ^(.2Q==-,<(^)

et
^.(^)^.r^,(.2-)+(Â- --i)^(^) (/:=2, 3, ...)

peuvent servir au prolongement ana ly t ique des fonctions ^(^),
^(.r), ... dans le domaine de la variable so où la fonction ^(^) est
bien déterminée. Dans ce domaine les fonct ions considérées peuvent
être représentées par les intégrales déf in ies suivantes :

THÉORÈME. — L'intégrale définie

(5) ^(^)^^•_ lœ r\t^^'^e^d£ (/•=o,i^,...)
B ^ /• -+ -g ) j ^

représente la fonction ^/.(^) pour tolUes les valeurs complexes de la
variable x\ les valeurs négatives de x et la valeur x ==== o étant exclues.

Dans le cas A '==o , le théorème énoncé est évident puisque nous
avons désigné ^»(^)= ^(^) o^ e^ vertu de la formule (2) du n° 2,
la fonction ^(^) est représentée par l ' intégrale définie

ê(.^=.r.-^^j i \///— î
En d i f Ï e r en t i an t cette formule par rapport à la variable x, on

obtiendra, a, cause de (3),

^(^)=2^ r-^c^-c^
Ji ^2 — r

et l ' intégration par parties donne

^ (,.%1) = 4 .z' ( ^^^T ̂ "-2^1' ̂
Ji

ou, ce qui revient au même,
'> TV 1 ^ /k<<s i <-à:,(^)=-,•.•21(-l/ (^-,)2.-"^^;

' • v a / ^i

donc, le théorème est aussi démontré dans le cas fc= î.
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A l'aide de l 'équation (4), on démontrera que la fonction ^(.r)
sera représentée par l'intégrale définie (5) à condition que les fonc-
tions ?;/,, ..,(^) et ^ ^{x) soient représentées par les intégrales corres-
pondantes (A = = 2 , 3 , ...).

Siir la fonction 7^(,%-) complémentaire à la fonction ^/,(.'y) ( A " = o , i y 2 , . . . ) .

11. On appellera cornpiérnentaire à la fonction ^(.r) la fonction
y;/c(^) définie par la formule

(Q •„.(..) = lim ̂ =^ -h P ̂  + ̂ ^LrigO (/^o, ,,.,...)
0=0 ^

à condition que x > o ot p > o.
A l'aide de l'équation (4.) du n0 9, on obtient

^(— ̂  ̂  p l) ̂  (_ ,̂  ̂  p ̂ ) ̂ ,̂  ( _ „, 4, ? ̂  4, ( /. _ ï ) ̂  ,̂  ( _ ^ ̂ . p ̂  ^

^•("~^— pQ==(—.z' ~ pQ^.-2( ~ ̂  — p04-(/c — ï)^,«i(.~ ^ ~ p ^ ) ;

il, en résulte, à cause de (ï) ,

(à) yî/.^^—.yY]/,^ (.z-) 4- (A*— 1 )^/,^^ (.z-) (/- = a, 3 ,.,).

En vertu de l'égalité (3) du n° 9, on aura

Ci (—.a? -h pQ = - (— .y + pf)^-" .y + p^),
et

^ (_ ̂ .^ p < ) ̂  _ (_ ̂  _ p ̂  ̂  (_ ̂  _ ? ̂  ^

on en conclut que

( 3 ) r^ W == x lim ̂ r̂ ±Mrtii=:̂ .=LPO.
p ̂  o 2

^Ayant^égard au développement (12) (n" 7) de la (bnclion ^(,v) on
série infinie, on trouve

lim ̂ (-^+P»•)+g /(-.^•-pO
p = o ' 2

=|'.(^r[---'̂ .(..4-•-4)]-.î -'•
^.SïQ
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D'autre part, à l'aide du développement (3) (n° 8) de la fonction
y](.z;) en série infinie, on obtient

^ (_,y)X-ir / ï i\-i ^(_^)W
^(^--i^STn^L-10^^),==o ' >.=o
il en résulte

limIlrĵ P':̂ .̂-.̂ -̂ ) ==-./(,.).
p =^ o ^

En substituant ce résultat dans la formule (3), on aura
^(/r)=~/ry/(.z-).

Puisque la fonction x^(œ), en vertu de la formule (4) du n° 8,
vérifie l'équation

(̂£L~ .r^—^ ^ ^ H ^ ) ,

de l'égalité précédente il suit

(4) ^=^)-

A raide de* l 'équation (2), on démontrera que l'équation

(5) -̂=.,,_,(,.) (/-=,,.,...)

a lieu quelle que soit la valeur entière positive de l 'indice k.
En éliminant les fonctions T]/^ ( x ) et r\k.^(x) des équations

rj/,(.T) = — .'r;y]^2 {x) + (A- — i) Yj/^i (.r ),

^-^.(^ CH rf2^)=^,(^,

on obtiendra l'équation différentielle

^f{l^^(,-^)I^^

C'est aussi l 'équation différentielle générale des fonctions cylindriques
présentée sous une autre forme.



238 GEORGES VORONOÏ,

Développement des fonctions ^(.2?) et ^/<,(.z') en séries semi-convergentes.

12. Nous avons démontré au n° 1.0 que l ' intégrale dé f in i e

^)= .̂ ^^ Ç (^ ~ i)' ̂ e-^dt

représente la fonc t ion ^(^) à condition que la partie réelle du
radical \/x soit positive.

Effectuons dans cette intégrale le changement de la variable l
à l'aide de la substi tution

/1-::: 2 u2 4-1 où u > o.

La nouvelle forme de l ' intégrale considérée sera

(i) ^(^) ̂ ^e^^^.^ r ^•(^4- ̂ ^e^^du.
1. ^A 4-- g ) Jy

Sapposons maintenant que le radical \jx soit mis sous la f o r m e

(a) ^ x ^ i r e ^ .

Puisque la partie réelle de \/x est posit ive, l/argument y doit satis-
faire aux condit ions
/ o v TT TT
( 6 ) — ^ < cp <^ --..

J^ Sî

M.enons, de l'origine 0 des coordonnées, la droite OB définie par
Inéquation

(4) ^ (OB) s^ue^^

et par les conditions o < ^ < R ; puis, décrivons l'arc AB du cercle
ayantle rayon R. et le centre à l 'origine 0 (Jig. i). En supposant que
la partie réelle du radical (^2 4- x/^soit positive, considérons l 'in-
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tégrale
[^(^^rî^'^e-^dz

Fig. i.

prise le long du, contour fermé OABO. .Puisque la fonction

z^^+i^'^e-^fi

est holomorphe à l ' intérieur de ce contour, on aura, diaprés le théo-
rème de Caucliy,

i ^tu•(5sî + O^Y^V^ = o.
^(OABO)

En partageant le chemin de l'intégration OABO en trois parties OA,
AB et BO, on obtient

/ z^^+ï^^e-^ftdz 4- f zi/c(zî+iî)/t'"ïe"••^dz =r- f ^(^+ if^e'-^cis
^ ( O A ) « ' ' fAin ^ ( O K i^AIS)' (OA)

/,„!
En observant que le module de la fonction z^Çz2 + i) ^^^V^ sur

le chemin, de l'intégration AB ne surpasse pas la limite

3^-(^.+ i) ^ô^V^I < R^R2"}-- i^^e-^'^^,

dans le cas Ar" i , ni la limite

/,. J. ,̂  /ï- l l•-'^/• iKS(;<).s®
^^(^2 4, ,) " Ï^^X ^ J—————————,
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dans le cas k -==- o, on en conclut que l'intégrale

( z^ (^ + î^^e-^ch
-w

tend vers la limile o à mesure que le rayon R de l'arc du cercle A.B
croît infiniment. En faisant R == co, on obtient, en vertu de (4) et (5),

/»" ^,_i ^oo _^Ï^-M) i

j s^Ç^^iY "2e-'^'xch= j e ^""""u^Çi^e^^- ^ " " ' ï (T'^du.
^0 JQ

En désignant, pour abréger,

(6) ^=a,

on aura, à cause de (î),
/• i 1

_ r» % /(•4-2 r/ "2" Tf l \ ^w i î
(7) ^(x)-^^e-^————^ f ^(.-l-a^/''-^-'"""^.

1 V1 "'î ï / (/^

13. La fonction (i 4" ai^2)1 ' peut être développée en série suivant
les puissances entières et croissantes de au2 :

( i+a^)^^=V(^a^)^^^^^^^— / r(-Â:44-)ro4»i) • c ( a u ) r(.~^1Tï^^^^^

où [£[< î , à condition que n^/c, puisque la partie réelle de a est posi-
tive, en vertu de (3) et (6).

En multipliant les deux parties de cette égalité par î^e-^du et
en les intégrant entre les limites o etco, on obtiendra

^\-(^.^r^--.^(-.^^^^^

^^-^-rr^^h/'""2'1"2'1^"''^
où j & | < î. A l'aide de la foniiulo

F u^e-^du = .' .£^±-1.),
Ju 'î ^rf^
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on peut prêter à l'égalité précédente la forme suivante :

r ^./ ,/c-4 ^i (-a)1 ^ (À~Â<+^)^o-h^-^- i )l ^"(i-4-aa2) ^ e " " ' ^ du =z Y - —-——-—r ——7,————2-—-—————2--J, v ' / ZQ. ̂ ^-,,4 r(--A-+i)Jr(À4-i)

^ (—^ ^(̂ r̂ „±iiïl/^^
2 (^r)""""^ r(-/c+})r(^+i)

En substituant le résultat obtenu dans la formule (7) et en obser-
vant que

;=^

à cause de (2) et (6), on aura

T i N ._ ( /:;. y^'-i -2 v^ „__^i}__^(^)^^.^ c n^^y^.,^

.<rv (ri^î^^^^^^^:^ ^(^i^ r(/^/-+})r(/^ Â-+I)
| )fi ̂  v^)1 ra +1) ' ̂ T ~ "r^ +7)

ou
|3|<i et n^k ( Â ' = O ^ i , 2, . . . ) ;

dans le cas x^ Oy la variable 5 satisfait aux conditions o <; &<; ,i:,
A l'aide des -formules

r(l4»/r+J[) _ ( â ^ + â ^ — ï ) ( 3 / ' - + a À — 3 ) . . . f ; i /c+ï)
^(Â-H) "w ^ " — 1 ~ " 2 ^ : 1 '

et
r(?,—A'4~-|-) , (̂i!Llil[̂ "̂ ^
-r^J^)'':=^ ï / 11~ ^ " ;-

on peut présenterTégalité précédente sous une autre forme

(„ ^)^^?/•-i^4I'(a''+3i-•)'^,^,)•••(•<•+••-a'•)
^ (2/C+2/1—][)(3/r+2^—3)., .(2/f+ï—2/l) |^ ^ ^ ^

où I&KÏ et^^A, (/{•=<•), î , a , . . . ) ; dans le cas,r>o, on, a o<3-< i.
^fww. É€ . ̂ orm., ( 3 ), X X Ï. " J L'm r 904. 31
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En faisant A== o et n == o, on aura

(8) ^,î:)^3--^"^--2^ où |3|<i.

La formule obtenue fait voir la propriété remarquable de la fonc-
tion i;(;r), à savoir : clans chaque point à Vinfirii la fonction '^(x')
s9 annule.

La série (I) ne définit pas la fonction ,̂(,r), puisqu'on faisant
n-=^ on obtient toujours la série divergente, quelle que soit la
valeur attribuée à la variable x; néanmoins, cette série peut servir au
calcul des valeurs approchées de la fonction ̂ k(x) correspondant aux
valeurs de x dont le module est suffisamment grand.

La formule (I), dans le cas/ :==o el ;z'>o, a été obtenue par
Riemann (<).

14. Nous avons défini la fonction 'f\'k(x) au n° 1 1 par la formule

(,) ^(^^li.^-^p^t.—-
p^o ^

a condition que x ^> o et p ^> o.
On peut développer la fonction ^{x") aussi en une série semi-

convergente. En vertu des formules (9) et (I ), il vient

/ ^-4•|/^(^•+-^-!)(2/r'+-<^.?•3)..J%A•4-I-2À) f" r" ^ n / n(ii) ^,(^=\M^) >——^^^^^^^ TT
^(lô^/ ——j^-... . ^

^ ( ̂  h -4- 'A n — i ) ( a /• »•(•-• ^ ri — 3 ) , . . ( ^ A- + ï — a //- ) f._.__^^^^^^^^^^^^^

f — A ' ^ i O v - ' y } " l
' )."o

^- .7 —————

OU
x > o, — i < S' < i et /i ̂  A1' ( k ̂  o, i, a, . . . ).

( 1 ) RIIÎMANN. /^/' Tîicone ileT' Nobili^clicn F(trl)(îtinii^fî( Hicmfiiin'n GczffMffifîlta Ma'
îJieinatï'scfie Werki;^ I.eijr/îg', ^76, j»- 5H). ^q/^s utissi k» Mémoire de îlîîniuîl, /̂ <? Cflui-
derfuncllû/îe/i enter wul zwolter ÀH ( Mathcmathcite Ànnalen^ M. ï, p. / Î O » ) Ot Iô
Mémoire (le STIEI/I'JKH) l^'chwlies fiur qucIqucH sérw^ .wmi-coitwr^nics ( /liuml(îs ficifsn-
ufiquGf! de PJîcoîe Nornwîe supérieure, t. Uj^ (886, {). wi).
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En faisant k = o et n == o, on aura

-rî(^)=:3^. où ~ ï < S - < i .
' \ ] x

D'après la formule obtenue, on conclut que la fonction y](^) tend
vers la limite o quand x croît inf in iment .

SECTION II.

SUH LA FONCTION SOIVSMATOiïŒ g ( x ) .

r^
Inversion de l'intégrale définie ]?(<;)=: f ^- l^(^) du.

15. Considérons l 'intégrale d é f i n i e

/•w

?(.<;) = ^ u^'i^i^d u
J o

obtenue au n0 i qui représente la fonc t ion P^à condit ion qu.e la
partie réelle de la, variable s soit posit ive. En remplaçant dans cette
intégrale s par s 4- i , on aura

p(.):=r^^)^,«yo
en vertu de la propriété connue de la, fonct ion Ï\s), à savoir :

.r^4",«,)=^r^),

Multiplions les deux parties de Tégalité précédente par ̂  ^ en
supposant que le nombre x soit posit if , et intégrons les fonctions ob-
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tenues par rapport à la variable complexe s dans le domaine défini, par
les conditions

.s' == a -+- ti et — co <; t << ce',

le nombre positif ci étant une constante prise arbitraireinent; le
résultat obtenu peut être présenté sous la forme suivante :

fl, -4-. oo /' ,,, ^a -,(-. us i . . 00

JL ( L^^_L- f ^ / ^u)da.
27K J . ^A 27T^ J . .S'2 J " 't/ rt — <» /; »/ (t —. ùù t ——y o

On démontrera sans peine qu'il est permis d ' in terver t i r les intégra-
tions dans l'intégrale double obtenue, d'où il résulte

/./•<•+•«"••/ p.» / , \ /-»(io ^a+^i , »,. . ,

(0 —— / ^ ds== f ^a)da [ —— u Y dx.2TC(^-», ^ J. ./,-», ^( \^y ^
L'intégrale définie

J_ /•""" ' /«Y< </A-
a^/,_»; W ï2

est bien connue. Comme on sail,
/,« + 'A / , \ r /i / / « N * dx ii

-ÎU-». W .2=:10^'
à condition que ^ ^ i et a > o,

i f""-"'/«\.'-^
~^i] . V^) ^'=~~0'*^ft -- w •i. \ /

à condition que o ^ - S i e f c a ^ o.A ' x "' r

On en conclut que l'égalité ( ï ) peut être remplacée par la suivante :

i r^^'T^s) . r" /, ,, . ,
;—-. f ——— ds = / 1 og - ^ ( u ) du.
27r^»^ ^ J. ^ ' /

En intégrant par parties à l 'aide de l'égalitéw^-^
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qui a été obtenue au 11° 4, on trouvera
/T, II -|- 00 ; Tps) ^ i

^)=— f .̂̂
-' ' / 27T^ ; .Z-11'

''-' rt — eo t

La formule obtenue subsiste^ quelle que soit la valeur positive de x,
à condition que le paramètre ci, pris arbi trairement, soit positif.

Définition de la fonction g (^).

1,6. Introduisons dans nos recherches la fonct ion numér ique r(^)
qui désigne le nombre des diviseurs du nombre entier positif n et
considérons la somme de la série inf inie

(i) g(x):^^r{n)^^nœ}.^^^Z^^
n ;";: 1

La fonction g ( ^ ) représentée par cette somme intime est bien
déterminée pour toutes les valeurs complexes de la variable x, les
valeurs négatives de x et la valeur x=o étant exclues. Pour le dé-
xn.ontrer, il suffit de recourir à la formule (8) du n0 13; d'après cette
formule, on aura

^ •4'n; \j'7î"x
Ç ( l.\ ̂  n x ) = £r ^TT ———————^ 0 Ù | S | < J.

( 27T\/ 'fia.')

Désignons, pour abréger, par a la partie réelle de ^x, il viendra
^-47ra^"

(2) W^nx) XVTC————————î-

14^/^p-'

En prenant un nombre positif N, aussi, grand que l'on voudra, on
obtient

^ - V^ ^V.l^t
VT( /Z)^(4^^^) <^Z,T(^~——————^
^ /^N \^n^^

La fonction 'wr^^ de la variable positive u décroît toujours à
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i€-> 4^0^
on en conclut que l'inégalité

yÇ

N > 4 7T2 a'2

(3) ^T(/^(4.7T2/^) <Nê-47TOCV/N"

I ft>N

aura lieu tant que

(4)

En observant que

2; T(/0

|4TC!!3,•|4 ,^N ^T

v r f /^ ^ v T( / ()Z^~~Y ^^--j-,
n>N n> /1---1 / (1 '

et en posante d'après la désignation usuel le (1),

V 1̂ ..) ..-^(^
^^ {; 1-'-" b \ 4 / ?

/^-:1 ^

on obtiendra, en vertu de (3),

(5) ^ r(/Q^(4îT2 /^) <N^4TO^N•^^^(1 )

|4^ | 4
//•>N

à condition de (4).
D'après l'inégalité obtenue, on conclut que la série in f in i e (i) est

toujours convergente, si petite que soit la partie réelle de y^-
En supposant que la partie réelle de yï satisfasse à la condition

(6) B(^)^,

p étant un nombre positif, pris arbitrairement, on aura, à cause
de (5), l'inégalité

S T ( ̂  ̂  ([^ n x ) < N" e^ ̂ p ̂ ii
/C>N (4^) 4

l ) Fojez, par exemple, BACHMAWN, ZciliLentheone, xweitôr Thtôil; p. 3-26. LeJpyJg, 1^94-
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qui subsiste à condi t ion que

N>~ .
i\^-[)

Le théorème suivant est donc démontré :

TÎÎÉOÎÏÈME. — La série infinie (i) dont la somme représente la fonc-
tion ffÇv) est imi fermement convergente dans chaque domaine de la
variable complexe x défini par l'inégalité (6).

En dés ignant x= u + iv, on aura

B ( y^) = \/Ji ( ̂ ^^Ï"^^),

et la condition (6) se réduit à. la suivante :

^^p(p— u).

Sur les intégrales définies qui représentent la fonction ^(.^)
à condition que a' > o.

'1,7. Considérons l'intégrale dé f in i e
,-f tl '-|" û0 /' "lit / l

^•)-----1- ^ ^-p^,
" < 1

 9'fK(i' J _ • '2'

obtenue au n0 15, qu i représente la fonction ^(sc) à condition que
.T> o et a ^> o.

Supposons qu'au paramètres on ait attribué une valeur quelconque
satisfaisant à la condi t ion a > T .

Remplaçante par f{^nx dans la fo rmule considérée, multiplions
les deux parties de .Pénalité obtenue par T(n); il, viendra

,. ft •+ 00 l VI i> / \ / \

rf.)n^-...)=—— ^ I^^^.' ^^^A/-./- (4^.^)^ ^

Prenons un nombre pos i t i f N, aussi grand que l'on voudra, etcon-
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n^N

^T(/0^(4^^^).

D'après la formule précédente, on peut prêter a ce t te somme la
forme suivante :

//.$N

(Q y T^m/iTT2^)^ — f^'^J^L y îl̂  ̂
' / -^ v /s" / °-7r^J^,,/ (/iTr2^^^ /^ t

// ̂ 1 r( "so / n == 1

En introduisant la fonction de B.ieman.n ^(.y), on aura

^-i^
// ~ i

puisque, par hypothèse,

.s- = a + ̂  où <7 >" i,

et l'on peut écrire
nïN

2^'-?(«>--2'^ ^"^^^

En observant que

^ T( / /•) ^ ̂  r(// .)V 'î"^'
2^^
n > N //. ;> N

on peut poser, à cause de l'égalité précédente,
W.SN

S^-w-S^V T ( / À ) ^r ( /< ) ou s <i .

En substituant le résultîil; obtenu dans l'égalité (i), on trouvera
nÏN

(3) ^ T(/îK(47T2^)

-_'_ r^^r^.s-)?^) _, /-"— p(,v) . ^ T ( / < )•» fl 4" oo y
ilif̂ "̂; / . . s .»."^v; ,

.̂.̂ . (4^.r)^^+I^^_^ ^Tr^p^a 7r ( ̂  - « ( 4 7Tii <2'- )' ' ^Ï J,,.... . £ WK^Y 2j " /'<" "
/ï >N
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En observant que

r^)^1^^ ei | r (w) |<r^4-<),
on aï ira

r^i^1^1).

AJ/a ido de celte i n é g a l i t é , on peut obtenir la limite supérieure du
module de Finl'éffrale définie

1 f^"^ Ĵ iL
Ï'TT'l j _ . £ (^XY^l J^-^i (4.^)' "

qui f igure dans la seconde part ie de l 'égali té (2) , il viendra

j_ f^'^J^^^^^^^^^^ ^ ,,L î rti) f^- <//1\.
^ TC i j^ ^ ^ ^ (4 TT^ .-̂  ̂  ^A j "̂  'a Ti: "[4 T^^ ̂  j ^ 'a1 -r^ '

et l 'on peu t poser
,,f<l-l- ••^ t 'B-l.» / , ^ r-^,, -» / l -( .s ' j :7 ! ' (^ i - ( )

--""--; | £--?—:——— fl^ "^ —— •"."•.-.•.-^——..- ou — î .<- c; <-
'>-7r<^.....-^. (^TC-.Z-}- '- .̂ :/ (/l.^".^)"

En vertu du résultat oh ton i ' i , l 'égaJité (2) devient

// _ N

v / . „ • - / / . - » f ' " ! ' A / ^ ^ A • ) C - i ( • v } , ^ r'^^-i-î) v T ( / / )^ r(,^(4^^^ -^ ; ^ -^^^^ .,,« ̂  ̂ ,̂  ̂  -...̂ ;.
// r";: l '" " "i"1' w i • ' ' // > N

En faisant N ==x> dans cette é^ 'al i lé , 011 ol ,) t iendra

i.(«)S(^•»..,-.^J'"'l^.^)^,
/< -:-11:; 1 //

et, à cause de la formule (:?) du n0 i6, on aura

o) ^..)^-l,r"""I^^l^.t ^ f ' J ..^- {(.^xY

Cette formule subsiste à condi t ion que .z*^> o et a ^> \.
Awt. Èc. i^orut.., ( : •> ) , X X I —- h;iN i()o4 ^'î
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1.8. Considérons maintenant le contour fermé A.BCDA (/^. 2)
composé de quatre droites A.B, BC, CD et DA qui sont déterminées de

Pig. 2.

la manière su ivante :
; (AH)

(BC)
(CD)
(DA)

.v;,.:; a 4-- / / ,

.y =: a 4-" TI <', — a < ^ <^ a,

s ̂  — a -|- tl, — T(> < t < ''I\,

^ :„:'-" u — To^, •-1-- 1^ *< (f < ̂ .

A supposer que les nombres p o s i t i f s T() et 'l\ soieni aussi grands
que l'on voudra, et que les paramètres a el a satisfassent aux condi-
t ions

a > j, cl o •< a <. i.

l./intégrale définie

— r ̂ ^i,{,,
' . î i t i j ( (\r:-. /-•)•'

prise le long du contour terme ABGDA, aura, en ver tu du théorème
de Cauchy, la va leur

ï-^,^ ̂_L.. / ^W1^) ̂
'în(^:^ (W^)'

(5)

, (- x'-Y^syc-(•'>•) , r,. (.ï-o^^r2^;,_ (- ^(syc-(^
- [". - ^ ̂ r- ̂  n^r-_ ̂ + [_'>. --—^^,^,---

puisquc la foncticm
r^.ï)?^.^



a deux pôles du second ordre à l'intérieur du contour ABCDA qui
correspondent aux valeurs de la variable s,
(0) s^o

et

(E) .=i.

En observant que la fonct ion .çr(,s') est développable par la série
de Taylor aux environs du point 0 ( . y = = o ) et que la fonc t ion
( s — î ) t ( s ) est développable par la série de Taylor aux environs du
po in t E (.y == r), on obtient

.<? F (.?)== r - - G .y +... e l ( .v — î ) Ç ( .s- ) ::= i -4- C ( .s" — i ; +...,

C étant la constante d'Euler: "il en résulte

[ y2 r 2 / ? " » r2 ( v } " }
•i^^^^^ =-~2C^(0)+^(0)^(0)-^(0)10^4^.^(f\^'ry j^

(.V ̂ ,)-^ (.,)?(,,)-
1 ^ 1 ^ - ^ , ^ 1 1 ^ 1 1 1 — ^

P ( T ) r ( ï ) T ( o •P(.) ,
: 9,(, .... .4... 9, ——__^^——— .— ^__ |o^/)TT-.r.Ï) 47r-".'r /{TT .r ^'ÎT"^'

Puisque
Ç(o)-=-4, Ç'(o)=-ilog^ et r(i)=-C,

il vient

(^-i)^^^)?^)\, ^r^^ç2^)(•^^^^^
.1 i io^^n^r

^^410^^.L""^^ï).S). ' (4^.^)

et l'égal i té (5) prend la forme

T r r'^Hlif i,, 10^4^^r^.v)?^^) / i . . ̂.„.....„„. ., _.i-L.j_^ ^/,v :^— ^ lo^'.z' -- - L • , ,,
^^^Al^I^A,"'"^'^)'^^A, (^7rïî(r)' ^ " 47T^

En partageant le chemin de l ' intégration ABCDA en quatre part ies
AB, BG, C D e t D A , on obtient l'égalité

(6) ; ï . f f /(^ ds 4< f /(^) ̂  + / /(^) ̂  ̂  ( /(^ ̂  |
''''^^ l . ' A A l î i 'Am;) « ' • (Cï» ^I'DA - j

1 j \^[.\T:ÏX
:r:.— ";• lo .̂r — "-t. — —t—î—"•4. " " 2 4^^'
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où l'on a mis, pour abréger,

(7) /(,.)= ri^^.
(4'ÏT -^)

Considérons deux intégrales définies

( f^)cù et. [ /(,ç)^y.
^(RC) ^(Î)A)

En vertu des équat ions (4), on peu t présenter ces intégrales sous
la forme suivante :

(8) f /(,y)A-==~- [ / ( u ^ . T , f : ) , / u et / /(.s-)^- f f( u^T^) du.
"^ J --•« -Aï)A) ^...a ]

Cherchons la l imi te à laquel le t e n d e n t ces intégrales dé f in ies à
•mesure que les nombres To et T^ croissent i n f i n i m e n t . Dansée but ,
co ns i déro n s 1? i n tégra 1 e défi n i ̂

r(^)Ç(.)= F ..̂ .:L̂
j^ ^ • — i

q u i représente la fonction. V ( s ) ^ { s ) à condi t ion que la, partie réelle
de s soit plus grande que i,

En observant que dans ce cas

r /• ' , /"i
rr7 ~j ^ dïl ct -y = J ^•î du,

on peut prêter à l 'égalité précédente la forme suivante :

r(.,,«.,) - ̂  -, ̂  ̂  „.-, (^ _ ^ ., ̂  „. ̂ -^ „

Les deux parlies de l'égalito oh(,ciiue ont un sens à cond i t ion que
la partie réelle de ,y soit plus grande que — r ; on en conclut que la
formule

'•'•"ÏO - ̂ -7 -- ,̂ . -.{'«- (^ - ; ̂  ,) ——/",^....
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définit la fonction F (.y} t{s) à condition que

R ( . î ) > — î et .s'^o, ,s -^di .

lin intégrant par parties, on trouve

•Af:, . . . ^û?( ——— — i ) .4" ^ ^ —T——
•s> ( •sl "-î ) ^ J. \en— î u ) ./ e" — i

(9) r^)^)^— C" r 1- \ u^d —— -
4 ^-ij

Cela posé, supposons que la partie réelle de s soit comprise entre
les limites

— a ^ . R ( ^ ) ^ a , où o < a < î et a > ï ;

on aura les inégalités

(10)
.{'-"(.-
r^d l
j, ' ' ff't- l

•-.) < r
r"

<-/ u^d( ~î—\ (^ ~

»,^ //
e11-— .1

En désignant, pour abréger,

r'^^—^^^rJo Y^-i a; ^

on peut poser, à, cause de (9) et (10),

:r(.QÇ(.Q= ,î A,————. 4^ _. OÙ
^ ( A 1 — ! ) A-

u^ d- =A,

En vertu de l'égalité (7), on aura

/(.) - __________ »_L_ '"ST ,̂ .

[^(^-0 ^J( / iTr^r)^ '! ^(.s- — î )

On en conclut que les intégrales (8) tendent vers la limite o à mesure
que les nombres T^ et T^ croissent infînimen'L

En faisant T^== co et 1\ == ce dans l'égalité (6), on obtient, à cause
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de (4) et (7),

_ f'7'1"'^3^^!^
2TC/^-^ (4^)'

i r——P(.)^(.) i i log4.^
^^Va---^ C^2 '̂ 4. & a 47T2^

et, en vertu de (3), il vient

, , / , r , j,, 1(^4^, i € ^"'r^.s-ÏÇ^.v)(r r) ^(.r) ~-r — y los-.y — -- (,. •— -^——— + ——: y ........ ..^/.y,' / ° ' ' 4. r)' 4^'^ ^^^J y - ^ / (.4^"^>)

Effectuons dans l'intégrale obtenue le changement de la variable s a
Paide de la substitution

S T:= I — cr ;

on aura

^^ r•llll•ll'a•4'^P(^Ç^^^ ^ 1 /••14-a4- /P(I -^)^(i -cr)

^iJ.^..^i ^^r " ' ts " ' ̂ J^.^^ '-•• •••••'(^^^^^^

^ r1-11'^^1^^)^^ ^ t .,l4..a^/p^ ^^)Ç^(, ̂ ^)^

^^La-—/ 747^ " ' ts " ' ̂ J^.^^ '-•• ••••••(^^^^^

A l'aide de la formule de Kiemann (1 )

ç('-0==-(^-r(.)Ç(.v),
on obt ient

1 /• t l 4-a+ ' / '^2(I—^)çâ(r~^ ^ i rw!^t^vw— — — ^ — — — ^ , :,,„„ y ... ,̂ ,
""i+a-^/ \ t / i 4 s m 2 —

. / , ^ ,„... »".y î + o:-.. w i
et la formule (i î) devient

1 , ï,, î o^ 4 TT' ̂  î r '1 "}" " ' ̂ (7"1 e2 ( a' ) ,( î a ) ^ (.^) = — 7 los.^ — - C — --?——— -+" •-—; / ——^—../. c/a1
v / 0 ' ' 4 ^ ^iTT^T 27n, / - . ,7T(7/ 4 H in 2 ••11—

,/ - . a
où. l'on a posé

a =• a 4- t.

( 1 ) RXEMANN, Ueber aie Ânzahl der ïrirmeMen imter ciner gf^êbenen GH)w
{Riem(ïHn\v Werke, p. x37).
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La formule obtenue subsiste, quelle que soit la valeur positive delà
var i ab le x, à condition que le paramètre a vérifie les inégalités

j <a<. 2.

.1 / • < û + ^ / ' ^~~\
Sur l'intégrale définie —— / —— ds.

37^ a . ^Sf 4sin2—

19. Considérons deux intégrales définies, bien connues,

/•1 /^ — — — î _____ /-"À" ^ /''"= ^———1

TTCOtTT.S'rrr 1 —————— dt Cl, ————:= / ———<;/<Ç.
Jo I "~• / sin7r,y J^ j + ^

Ces formules subsistent à condition que la partie réelle de s soit
comprise entre les limites o et i ; en les diflerentiant par rapport à la
variable s y on obtient

7T2 _ f1 //'"ll<l)ë^'^^t;"tïi<>^'^ / , ,,, TT^^COSTT.V /"'•° /•s>-1 lo^ /.»... ,̂ ,....»,..̂ ,,,....,..-..,....., ^_^ t « — . — — . . » . . . . , - ̂  ̂  CL —' . " " — f ———————(i if
sin"îu' j i — / • simrA' J. i + ^

I^a première intégrale définie peut êtreinise sous la forme suivante :

7T2 F 1 /•'•' ^IOL^ , f1 f'^0^1 ,^ _,,-,„. 1 ————^^4- / ———tL-^.
sin^.y J^ :i — / J^ j — / '

En effectuant le changement de la. variable / dans la seconde inté-
grale définie qui figure dans cette égalité, à l'aide de la substitution

u
on aura

r^'^dt^r^^du
J, t-t J, ^-u

et l'égalité précédente devient

^ . » r 1 f!^10^ dt + F ̂ lk^ duw^»,n»w~»—~ ^^^, a - M/fc | I BB^.C<-«sin^TrA" J i — / j i — ^
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d'où il résulte -^^r^!10^.
sm'-TT.y ,/ s — i

En faisant la somme des égalités obtenues

_ ^_ ̂  r ̂ ï^ eu n -7T2COS-^ „ r îi0^ ,it
sm^Tr.y J i — t " " sio2?!:^ ' J 14-^ " y

on obt ient
,, I-hCOSTT.S' /'^ , , / I I \ ,_ ̂  ——^^^^^——— ̂  ^ ^A--I ^^.^ ———— ^ „__.,„„ ^/^

s i n ^ T r A - J^ \ ï — < • r - r - / /

On peut prêter à cette égalité la forme su ivan te :

0) -^==/"^l^;f,-^-h^7)<//•
'..îsm^— <l'0 1'" /

2

Nous avons obtenu cette fi jrmulo en supposant que la par t ie réelle
de la variable ^ 'soi t comprise entre les l imi tes o et i . En observant
que les deux parties de la formule obtenue ont un, sens à condition
que

0< R( .VJ < 2,

on en conclut que la formule (ï) est encore vraie quand la partie réelle
de s est comprise entre les limites o et r?.

20. On peut effectuer l'inversion de l 'intégrale (»,) à l 'a ide du pro-
cédé qui a été exposé au n° -15.

Désignons, pour abréger,

(.) log^.^.^^

il viendra, à cause de (i),

—^^1 ^^{^dL
a s in2"1'"- 0

a
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En intégrant par parties, on obtient, à cause de (2),

7T3

9.sm
2̂

/l00 /.s-
•j -^'Wdt,

puisque, d'après l'hypothèse, o< K(^) < 3,
Désignons

(3) f^'{i)-=:^{t)

et intégrons de nouveau par parties, il viendra

Tr2 r^ /•s'—î—^: / Ld/(/)^,
-î^^ Jn <Ç2T-w t. y (.2
^SH^7^ Jo

a

Cela posé, multiplions les deux parties de l'égalité obtenue par^-.A
aro

en supposant q u e le nombre x soit posi t i f et intégrons les fonctions
obtenues, par rapport à la variable complexes, dans le domaine défini
par les conditions

S r-r::: a. -1- ti (il — oo << / <; oo,

la valeur du paramètre a étant choisie de manière que l'on ait

• o < a < ^ ;

on obtient le résultat suivant :

, ^^i ^^ , /^-TT^'r^ î ^a~]rwi rïv r05

îji_ ds = ̂  x^ / t^'{t) dt.
_ ^ S 9.7:1 J . . _ ^J, T v /

• ds •=. ——; I x8

27T^ 1 2sin^ 27T^/——. ^o
9,

Dans l'intégrale double obtenue il est permis d' intervertir les inté-
grations, et Fon aura

/.-„ fl -\" w i. » .. /-».îio /•o <i -h- <® <! /

-•- / ,^,ds- y ( t ) f ——W^.
^ ,sin^ ^ ^-'- y•Ttl s'

e-/rt •— w /,

/ïrw. Êc. Norm^ (3), XXi. — JUIN 1904. 33
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Puisque

^•/'+. (^)^=log^,
••y a— m i

à condition que te^: i, et
/» cï 4- co ; y

— — — ^ (^).^=0,
27r^J , v / A"2 9

^ rt — 00 l

à condition que o < '̂.z? 51, il viendra

En intégrant par parties, on obtiendra, à cause de (2) et (3),

-. (l 4-. 60 /' - .

ï r TT2.^ , , / X X \
,______ 1 /•/ f ««.„—. | f\ ̂  y /y> j | 1

. j ————'————— «.<•«> -•"«- IVï->t^ l ——————"^ "T" • • 1 - 1 1 - 1 1 1 - - — ! - ' - j y
17:1 j . ,» TC.S" \.7;"-,X .T + î // as i r i 2 — /

/ . 2" a — <so <

d'où il résulte

La formule obtenue subsiste, quelle que soit la valeur positive dex,
à condition que le paramètre a vérifie les inégalités o <^ a <^ 2.

Développement de la fonction g{^) en une série infinie.

21. Revenons à la formule (12)

, . x . l p 10 .̂7^ ,r /^'^"^••^^(.y) ,^•(^) == — - log^ — ~ (J ~ b^— 4. ——, / ——.lA^ ̂
4 ' ^ 4^ ^" ^TC^ I , . ^TTA'/ 4 s in2 —. /- „ .. 2
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où a) ^> o et B <; a <^ 2, obtenue au n° 1.8, L'intégrale définie

I y^00^^),

qui figure dans cette formule peut être développée en une série
inf in ie-

Dans ce but, remplaçons dans la formule (4) du n° 20 x par^ et

mul t ip l ions les deux parties de l'égalité obtenue pa r^ - ' - ' ; il viendra

I . . . X ( î î \ 1 ^+^- ,̂  / ^
—.; T ( n) 1 o p; - ———• "h- ——— ==• ——: / ———-— —-' ds.
27"^ n \ X — / Z X " { - f t J ^TT/. f , . . , 7 7 . ? /Z^

' / 4 s ï n 2 —
,/ . 2
î./'/./—— yj f.

En a t t r ibuant à la variable entière positive n les valeurs satisfaisant
aux conditions

o < n^ N,

faisons la somme des égalités obtenues, on aura
/<£N , » ^ N

1 ^ , , . X ( 1 1 \ î ^ l l ^ œ l ^-i, ^ ( ^
y r ( /Q loff "- "—— 4- ——— = ——. / ————— ^ . —— ds.

'>,7T2 Âaà ' , / 1 " n \ X — //. X 4- /V 371^ | TTA* A«i /^

En supposant que le paramètre a satisfasse aux conditions î <;a<;2,
on peut poser

/^N

2^-çï(.s•)+.i;T^) où |s|<,,w^'^'w
n^ï /î>N

et l'égalité précédente devient
ft^N

Ï V^^^.^f î . î

(,)^^(n)los^fl\ ^^. ^ T ( / î )10f f - ————— •T- —————v / '27T2 ̂  ' / b /•/, \.y — n x + /'̂

±. r't^ia:szl^slcls^— /•"'"'.-^-^y^-^( / f.^^ 27tl / f.^'H M n a
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En observant que le module de la fonction

est défini par la formule
4sin2 -r-

.—, ou^= a +^,

, . , TTA* e^1 -+- e-^—acosTT^
4 s\\\" —

on aura l'inégalité
^a~ 1 /^ '"

2ÎT J^ 6-^TC< ̂  ^~.-?t^ _ ^ ç^g ̂  a5

donc, on. peut prêter à l'égalité (ï) la forme suivanle :

^2^^^ n \x — /& .z* — ii

^ fi-^i

OÙ — ï <^ & <^ 1 .

En vertu de la formule (12) du n0 i8, on obtient

2) ^(^î^-^og^-^C-10^^^^^^
/?=!

ou

K(.,N)=^^ ,^,-^„^^I:^) (-.<&« et .«.<..).-âcoSTraA"^ /i"
/?.>N

En faisant N "= co, on aura

lirn R(^,N)^o,
N=00

et la formule (2) devienf/

/ v t , ï ri 10g4^-^ I V / - , ^"/ î^(^)=«^0^^^(.^^^^^.^
/^ \ .y — n x ."f". /^ ^
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La formule obtenue est déduite à l'aide de la supposition que la
variable x est positive. En étudiant la somme de la série infinie

<c

,-, I , I /-, ÎOS'^T^-.2' I V^ , ^ . x /' •l I \
(4) — yl0^— -C4- ——L~,——— -h ——-, ^(n) Io^ -- —————— -+- -——.—— Pv ' 4 ^ 4^^'' 27r-^—i /z \.a?—n x-^-nf

»=!

on démontrera sans peine q'ue cette série est convergente, quelle que
soit la valeur de la variable complexe x, les valeurs négatives de oc et
là valeur x = o étant exclues.

En choisissant po'u-r l,og;r la détermination

( 5 ) log'A' = 10^ | x \ -î- w i où, — TT < r.) < TT,

on aura le prolongement analytique uniforme de la fonction repré-
sentée par la somme i n f i n i e (4).

Puisque les deux parlies de la fo rmule (3) ont un sens dans le
même domaine de -la variable x et représentent deux fonctions holo-
morphes, on en conclut que cette formule subsiste, à condition (5),
quelle que soit la valeur de x, les valeurs négatives de x et la valeur
x === o étant exclues.

Étude des valeurs de la fonction ^(^').

22. Nous avons défini au n° 16 la fonct ion gÇx) par la formule

^(/r)=:2T(/'u:(47^2/^"y;)-

n = l

En désignant
x == r '̂S

on obtiendra, en vertu de la formule (2) du, n° 16, l'inégalité
d») /—M — 4 TC (;o» — ^nr

(i) I A^) i < v^S7^)6—1——r-
/^ {[^nr'Y .

La somme i n f i n i e qui figure dans la seconde partie de cette inégalité
,1 ç\

tend vers la limite o à mesure que le produit r 'cos^ c'est-à-dire la
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partie réelle de \ Jx , croît inf iniment; il en résulte

1 i m §• ( x ) == o à co n d ition que 1 im R Ç^x ) -=. 4- oo,

A l'aide de l'inégalité (i), on démontrera sans peine le théorème
suivant :

THÉORÈME I. — Le produit xs gÇx) tend zxîrs la limite o quand la partie
réelle de \jx croît infiniment, quelle que soit la valeur de s.

Supposons que la partie réelle de \Jx satisfasse à la condit ion
L ù) -„ /—r" cos —^v/^

le nombre positif^ étant pris a rb i t ra i rement .
En vertu de l 'inégalité (i), il v iendra

00 , ,„——.
_ -f-»« /•,* - •- 'r '!t\j fl p

1^^)1<^ / T C1,T( / / J)1 '———
/ /•^i ( ^ ^ n p ) ^

Le théorème suivant est donc démontré :

THÉORÈME fi. — Le module de la fond ion ^(x) ne surpasse pan une
limite fixe dans le domaine de la variable x défini par l'inégalité

R(^)^;

p étant un nombre posai/\ pris arbùraireme/a. Dans chaque poini à l'in-
fini de ce domaine la/onction ff(x) ^annule,

Considérons, en second lieu, le cas | ^ ;< i . Nous avons vu
au n° 21 que la fonction gÇx) est développable par la série infinie
suivante :

(2) éy(^)=--lo.^.•-^c--!o^
4 •" a t\.^x 2^ ^à v / ^n\a:—n x - ^ r n )

n^il

A l'aide des formules
&îl . , <»

^ /«x^V^^) „. \\'^( \ vi'r(^).Ç (A)^^^^..- et ,D,Î-(/;)==-^^ |og/^
fï^î , ,̂ 1
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on obtient, dans le cas | .r| <^ i ,
^ „ \ w

yr(n)(—ï—-^- --——)=^y^2^-l^(^)j»J v / \ , ^ • — / À x ~ \ - n j ^
n ==: 1 ). = 1

et

i^)lo^(^ ̂ ^)=i4——?(^)^(^),
n := l ). = 1

d'où il résulte, à cause de (2),
&0

^^)^_IJog.^•-^C-JOS4.TC2•7^-—V^-l[^2(sÀ)log^
i..|. «•i i.,̂  Tt »/(-' •'î 7l> j"11**—x = i

( 1 ^ 1 <^.

La Formult* obtenue l a i t voir la propriété suivante de la fonction
é'vr):

,..,., ......... , , . . . , . / .,, ï i lOîî^TÏ'2.'^ i
THÉORÈME III. — La fonction ffÇ'v) 4- 7 log^ + —^—— tend vers

la limite — ï- C à mesure que le module de Icf. variable x décroît infiniment,
'2i

23. Considérons, enfiny le cas

R(^)<^.

En supposant que la partie réelle de x soit positive ou nulle, on aura
r<2/^;donc, en faisant/?<^ on reviendra au cas précédentoù |<2;|<i.
Pour cette cause, considérons la fonction g{— x) en supposant que
la partie réelle de x soit positive.

' En observant que dans ce cas
log("—.r)==log. t?=p7r/ ,

où le signe ± est celui, de la part ie imagina i re de x, on obtient, en
vertu de la formule (2),

^ ( — ^ ) = — ^(lôg^=p-?T<)- ^C

^ N[4^ ^ ,„ y^ , ) A ï ̂  ̂  /„__ ̂  __^
/^TT2^ 2 7T2 ̂  % / \ 0 ^ / \^ '-- n ^ -h I I )

n =. 1
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(3) ^ (—.r )=:—^(^)—-]og^—C

: 'Kl
f.\. 4^2 x ^Tî" 2̂S""' , .Z* — /?. X -h ^ ,

La somme i n f i n i e q u i ^ f i g u r e dans la seconde partie de l'égalité
obtenue peut être étudiée à l 'a ide du lemrne suivant :

LEMME. — Si petit que soit un nombre positif p, pris Cirïntrairement, on
peut toujours déterminer une constante A de manière (fue l'inégalité

T^KÂ,/1/.?

ait lieu, quelle que soit la valeur entière positive de /?..

La démonstra t ion de ce lemm-e n'offre pas de di f f icul tés .
P r e u o n s m a 1 n te n a n t. u ri n o ro 1) r e p o s i t i f p, a u s s i p e t i t q u ( * 1, ' o n v o u d, ra,

et désignons par po nn uombre quelconqcie satisfaisant aux conditions

o < py< p.

Supposons que la constante A.() soit déterminée de manière que
l'inégalité

(4) TO-) <A,o/^

ait lieu, quelle que soit la valeur entière positive de n.
En désignant

x :̂= a -h bi où <y/ >• Oy
on obtiendra

x -i- n. x -h- n
a ̂ /a2^ y<^ . , . „ . - , „ . . , . . y
| c^— /'// [

et, à cause de (4), il vient

T(^) i'y — //- x *t- ^ <aAo\/aî^H- ̂
/ZPo

^x— n^
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A l'aide de cette inégali té, on trouve
265

2 T ( //,

l-'<dr,-x — n x 4- n
I n'>(i-\-\

En observant que

<^^a^y V ——p-,
-—< a- — /^
n>(]

ao

< 2 Ao\/a2-!- ^2 Y
/» > a •+l

/^p»

Tzr^'

y ^^ < _ y ^ __2__ ̂  __i_
^< </.2 — ̂  a^9 ZÀ ( a - /z )^P-P« < a1-? Zà n^ç-^3

//>(l //.:><' n^î '

V —t^^^ v
^ /Y 2 —^ "•' a1"-? ^

L. y __i__^ <- _L- V _'[_
^"P ^ ( ̂  — a) nP-P. ' ai~p ̂  /z^p-po î^ /7a — r^ " a1"1-"? ^1 ( n —. a) /^p-p, ^ ^i~p ̂  ̂ i+p-po

^ ̂ > /f " ("1 /> > { t -^ i // = i

(it ( '̂i posant

^ .Tïp-rp;, = Ç(i + p ~ po ),

on obtient

<" 2;'»)(.̂ -^^4)-ï;(«<^-,-^) <6A,,«,^-p,^
'^-4-Z>2

^f=p—-

D'autre part, on a

// : /i +• i^ -'.•^-__-i__.
^.%'—II X -+• It , o^ Ï^X^'^-^^GrrE^,-

s.___. J
/< — E ff + bi a + E a •+• &(',

+T(F^< + i ) |
\ « — K a — i - ï - h i a+'Ka+ \-\-hl,

et, à raidc du lernme précédent, on obtiendra

(7) V - ( ,1 } ' i
î T^^^^._rt -1 ax — n x + n

" ^ > w — 1

-4/;». Ac.Norm., (3 ) , XXI. — .iL'iLLiiT fg(»4.

<A,
aP

{a—Ea)(Ea-hj—a)

34
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où A, ne surpasse pas une l imi t e fixe, quelle que so i t la valeur posi-
t ive de a.

Kn vertu des inéga l i t é s (5) et (7), on o b t i e n t

I>(^)( ./:.' -— n .'/.-' -4- //
:\a9 ^-h-^

(a — E a ) { E a -h i — a )

on A désigne une constante fixe et, à cause de (3}, on peut poser

W
T:l i

y( — .r) =: — ^-(.r) — - lo^- — C ± -r =p •y-^—

^p±fvZiÏ!
'h 7: |^ a

-^2r^P 4-
•>. 7: | ('.< ( ( I — K ̂  ) ( Ïî <'/- -h 1 --- ( I )

od l& |< i .
Cela posé, supposons que le nombre a sat is fasse aux condit ions

y. <" a —' h n -< [^,

a et ? étant deux (ractions posi t ives données .
Prenons un nombre positir p vér i t ian t les inégal i tés

{ I 0 ) o < p < a

et examinons les valeurs de la fonct ion g{— ^ ) dans le domaine de la
variable x dé f in i par l ' inégali té

( 1 1 ) R(\/-^')<\/p

et les conditions (<)) .
En vertu des inégalités (9), ( ro) et ( r i ) , on aura

K(v/^)>^;

i l en résulte que la fonc t ion ^(^), eu ver tu du théorème I I , sera f i n i e
dans le domaine considéré de la variable x.

En observant qui*

^i±^<i+^<s
a a

„.,.. <"
( a — E a} ( E a "+" i — a ) " ' y . {i — ,S} '
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a cause de (9), (io) et (i : Q, on ob t i en t , a l'aide de la formule (8),
F in égalité

et, a plus forte raison,

^•(-.y)|<PaP,

^(-.r)|<P|,r[P;

dans cette inégalité P désigne une constante fixe.
Le théorème suivant est donc démontré :

TIIÉOHÈME IV. — Que/r/ne peUl c/ue soit. an nombre positif G, pris arbi-
lr(dremenl, on peiu toujours déterminer une constante P (k manière (pie
l'inégal'! l é

|^(-.T)i<P . / • [P

ait lieu à la mde condilion (pie lapante réelle de .r vérifie ks inégalités

a < H (^)- EH (./•)<?,

les fractions positives a et p étant prises arbitrairement.

{A. .TOcre.)


