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SUR CERTAINS SYSTÈMES
DE

P O L Y N O M E S A S S O C I É S ,
PAR M. F/DIDON,

D O C T E U R ES S C I E N C E S .

I.

Soit une série indéfinie de polynômes

IU U^, U^.-, U,A. . .

des degrés respectifs o, i , 2,..., ^^; je dirai que les polynômes de
la série indéfinie

VOA, V.^ V^,..., V^.-

sont associés aux premiers, si l'on a, quels que soient les nombres en-
tiers pi et v, pourvu qu'ils soient inégaux,

j U^V^d^==o.
t/O

J'assujettis, en premier lieu, les degrés des fonctions entières de la
seconde série à procéder suivant la suite naturelle des nombres o, i ,
2, 3,...; et, pour exprimer cette condition, je fais égal à i FindiçeA;
je dis qu'alors les polynômes Uo,o U^, V^,... de la première série
sont éffaux, à des facteurs constants près, aux polynômes correspon-
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dants de la seconde série Vo,n V^i, ¥2,0--•• En effet, l'égalité supposée

f U^i V,,,i rf.r = o
*/o

conduit à là suivante
j U î ç(.r)û?^ == o,

t/O

où ç(^) est un polynôme qui ne surpasse pas le degré p. — i. Il en ré-
sulte que, dans la relation évidente

U^. = AoVo,i 4- AtV.,, 4- A.V^ + . . , + A^V,,.,

le coefficient A^ de V^ est déterminé par l'équation

Ak f ! V,,, U^ ̂  = f I U,,, U^i rf^,
^o i/o

et par conséquent est nul, si k est inférieur à p.. Donc

U^:==A,V^.

On voit de suite que
_ _ d-^^^iYu^.-v^-./r——^——,

où k est une constante, et que ces deux fonctions se changent en la
fonction X,^ de Legendre, si l'on remplace x par x—^«

Mais on peut trouver des séries différentes de polynômes associés,
les termes de la seconde série n'étant plus des degrés respectifs
o, i, 2, 3,.... Je suppose d^abord X == .2, et je détermine, à un facteur
constant près, chaque fonction U^s de la première série Uo^U^—
par les conditions suivantes,

^ U^,! clx == o, f (J^a x^dx = o,
«/o

.̂  U^2^^r=: o, , . ., \ U^.y^-'-'^/.y^o.
^ O ft/0
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Si l'on pose

U^2 == A,, + A, x -+- Â2 x'1 +... 4- Ay. ̂

on aura le système d'équations

AO^A.+^+...+^^_^<,,

1 3 0 .̂ -4- 1

Ao Ai A 2 Au.-^ 4. 4_...^_——i_ === o,
3 4 5 .̂ -4-3

AO Ai Aa Ao— . - 4 - 4 - — - + - . . . •4-——— == o, .,5 6 7 .̂ -4- 5

^o .̂ Ai' 4- •^2 4".. . + "^^ ^o^
a^,— i 2^1 a^-i-i * ' ' 3p.—i

Pour résoudre ce système, je remarque que ̂ expression

A! + -A_ +-A_ +.. ̂ -A——
3C X •+ î X 4- 2 ^-h p.

s'annule pour^ === î, 3, 5, ..., ^ [ J L — î. Donc on a, à un facteur con-
stant près,

A^ A' , A^ ^ ^ ^_^(^-I)(^-3)(^-^)•-(^-^^^^^^^
^ .y+i ^+2 " * ' ^4-^ ^(^+ij(^-+2)...(^4-^)

Pour obtenir A^ je multiplie l'identité précédente par ^4- i, et j'y
fais ensuite x === — i, il vient alors

A.^f^i^^1^1)^'^3)^^^)-^^^^-^
* / I ,3 .3 . . .? . I .2 .3 . . . (^—Z) 9

et par suite, en multipliant chaque terme par (— i)^2^

TJ _Y/ ( ;+ i ) (z4.3)(g^5). . . (z+2Ft~-t ) ,
l̂  ̂ ^( - î) ——^^ .. ï .x.^3. . . (^-0——— ^ t

1^=0 1 1 1 ! ! -

La première série de polynômes étant ainsi déterminée, il est facile
Annales scientifiques de F École Normale supérieure. Tome VI. l5
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de voir qi^on formera une série de polynômes associés en posant

„ ^dv'^i^—ï^
vt"2-———d^——'

Pour le démontrer, je remarque d'abord que le polynôme V^a est du
degré 2.^ etn^a que des termes de degré pair. Or, la manièredont nous

avons déterminé U^2 montre que j V^ <p(^2)^ ==^ o, si y [ce) est unJQ '
polynôme ne surpassant pas le degré ^ — i; par conséquent

I U;x,2 V^,2 Û?̂  == 0,

Jo

si ^ est inférieur à /x. Mais/si v est supérieur à pi, comme

/- F^j^y-^^^ ̂ ,).r ̂ .^ i)-^^^
Jo d^ Jo dxi

on voit que Fintégrale précédente est encore nulle, car la dérivée
d'ordre v de la fonction U^a sera égale à o.

Supposons maintenant X == 3, et déterminons chaque fonction U^s
de la série Uo,»» U^a... parles conditions

f U^3<te==0, j U^a^J^rrsO, f U^s X6 dx == 0,. . . ,
*/o ^ o ^ o

/ C^3a;3lA~3ri;y=o.
t/O

On trouvera en suivant la marche précédente

U -Vf ^i+î)(i^^(i^^^.{i+3^^^
^^Z1 ) i.2.3~Li^3^(^~î) ' l r '

et l'on voit que l'on formera une série de polynômes associés en pre-
îiant

— ^^{x^—iY
' ^ ~ ~ " d ^ - *

Et de même pour \ = 4?5,6,....
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II.

Il est facile de voir que les équations obtenues en égalant à o les
divers polynômes de degré p., U^s U^g... ont toutes les racines réelles
et comprises entre o et ï . Pour le démontrer, je me servirai de la belle
méthode employée par Legendre dans ses Exercices de calcul intégral,
à l'égard des fonctions X/,,

Je rappelle l'égalité \ U^a ï^2) ^x i= 0» °ù y^) es^ au P^ €lu
Jo

degré p.— i. Comme 1 V^^dœ == o, il faut que U^a change au moinsJo '
une fois de signe dans l'intervalle de o à i; de là résulte l'existence
d'une racine a comprise entre o et î, et l'on a par conséquent

* ! U^==(^-a)P.
Mais

j U^z (.r2-- a ' ) dx= o, ou bien f P [x—<2)2 (x+a}dx= o.
^o «^o

Donc, puisque {oc — a)2 et {x 4- a) ne changent pas de signe entre o
et ï , il faut que P en change au moins une fois, et l'on a P = ( x — b) Q,
b étant compris entre o et î . Mais

ou bien

f U^.r'—a2)^2-- b'^)dx==o,
*/0

f Q{x—aY(x— by{x ^a)[x •+-b)dx=o.
J 0

Donc Q s'annule au moins une fois entre oet i,.etc., et la proportion est
démontrée pour la fonction U^a- Relativement à la fonction U^g, je rap-

pelle que f Up.,3 <p(cr8) dx == o, si y(^) ne dépasse pas le degré p. — i .
e/O

r I 1 il : 1 1 • ! ! ! ! ! !
De l'égalité | U^a ûfa? ===o, on conclut que U^s doit s'annuler au

vo
i5.
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moins une fois entre o et i, et que par suite Von a

U^.3==(^-^)P.

Mais

j ^^[sc3—a^dsc^o, ou bien j P(^~ a)2^2^ <^ 4-a2)^ == o.
«/o «/o

Donc, puisque les facteurs [x — a)2 et ̂  -h ax + a2 sont toujours po-
sitifs entre o et i, il faut que P change de signe dans cet intervalle, et
l'on a P = {x — b) Q, b étant un nombre compris entre o et 3 . On a
encore

rv^^^—a^^—b^dx^o,
Jo

ou bien

/ * l
i Q^-- t^)2^ —- b)'2(^'t•+•cl^ -+-^)(^2 + bx -l- 62)rf^===o.

JQ

Par conséquent, (p doit encore changer de signe entre o et i, etc.
Quant aux fonctions V^a» Vp.,3»-"» on voit immédiatement, par l'ap-

plication du théorème de Rolle, qu'elles s'annulent p. fois entre o et i.

III.

Les polynômes U^a, U^.,, U^^... peuvent être définis autrement que
nous l'avons fait. A Regard des polynômes U^a» on p^ut remarquer que
le système d'équations du premier degré qui nous a servi à en déter-
miner les coefficients exprime que, dans le développement du produit
Up^log ( t — 1 ) , manquent lestermes e n 1 ? — 5 — » • • - ? •—^, c'est-à-dire

\ w j wv w *" •w

que l'on a

( i ) U^ïog(^^=R+^^+^+. . .+^4-^+. . . ,

R étant un polynôme entier. Cette relation définit complètement le po-
lynôme U^, a un facteur constant près. Si l'on change x en — x^ on



DE POLYNOMES ASSOCIÉS, i i n

obtient, en représentant U^s p^ï* y (^)?

(2) q?( - ̂ )Iog fi-h ̂ \ = R7 + A + B + J± ̂ ... ̂  Jl _ A^ + .
' ° \ X j X1 X^ ^ X^ X^^ 9

R' étant aussi un polynôme; d'où, en retranchant;

(3) y(.)log(i-^-y(-^log^^^P+^+

P étant encore un polynôme entier.
L'égalité (i) permet de trouver certaines relations entre les fonctions

consécutives V^ Up.^^.--- Si on la multiplie par a?2, il vient,

,TT i / ^ i - B C G H^U^log^i- ̂  = polynôme + ̂  + ̂ +... + ̂ ^ •+- ^= î ^ • • t -

On en conclut

^U^a = LUp4.2,2 + MUjx+1,2 + NU^2 4- SU^,l,2.

Il ne peut pas y avoir d'autres termes dans le second membre, car ils
introduiraient dans la multiplication par l o g f i — ^ j d e s puissancesc' \ se f
2^ — 3, 2^. — 5 de --

3C

De même on trouverait

(^3- x} d^ = I/U^ + WV^ ^ WV^ + S'U^^.,, •

L\ îsT, N', S7 étant des constantes bien faciles à déterminer.
Enfin de l'égalité (i), on peut déduire aussi une équation différen-

tielle du troisième ordre à laquelle satisfait la fonction Up^< Cette équa-
tion, qu'on peut du reste trouver au moyen de l'expression que nous
avons donnée de U^a? ept la suivante

(4) ^-^S^(^—^^-^^^^^^

Elle ne caractérise pas la fonction V^; car, si l'on ne tient compte
que des fonctions entières, elle a pour solution un polynôme du degré p.
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avec deux constantes arbitraires, ou, si Fon aime mieux, deux poly-
nômes, l'un du degré ^, l'autre da degré ^ — i.

On verra de même que la fonction U(x.a = 4^) satisfait à l'égalité

(^^)Iogf,- I .^R+A4-^-^-c4--D+^+...| T v / °\ x ) ^ ;r3 x3 Xe ^
C5) 1 JL JL JL+

( 4" ̂ --' + X^ X^ " ' '

B étant un polynôme, et A,B, C, D, E,..., I , J , K des constantes. Cette
égalité, qui caractérise, à un facteur constant près, le polynôme ^{x) de
degré p, conduit à la suivante, où a et oc2 sont les deux racines cu-
biques imaginaires de l'unité, et P un polynôme :

(6)
^)log ( i - ̂ \ + ̂  [ax} log ( ï - ̂ \ - (a -4-l)+(a2^) log ( ^+^(^)log(i-^)-(^4-l)+(^)log(i~^

:p+^-h•••5

c'est-à-dire que le développement du premier membre, suivant les puis-
sances décroissantes de x^ manque des termes en -? —^ — g ? ' - - ? "^-* On

3C tX!" 3C w

trouve facilement, pour la fonction ^{x} ==y, l'équation différentielle
du quatrième ordre

(,.,_^^;+(^-.)^-6(,--.)(^2^^

dr
+2(^-- ï ) (^-2)(4^+3)^^-^(^- l ) (^-- -2)(3fX4-ï)7==0.

Cette équation est satisfaite par trois polynômes des degrés respec-
tifs p., p. — I , ^ —• 2.

La forme de dérivées d'ordre ^,, que nous avons donnée aux fonc-
tions V^2»V[L,3>--» permet déformer immédiatement des équations dif-
férentielles auxquelles ces fonctions satisfont. On trouve: pour V^,

(^-^)^+^3^-ï)^~3(^-i)(^+2)^^
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p o u r V ^ a ,

(^-^È^3^"3-1^-6^-2^^3^^

-4(^+2) (^+3) (2^- - î )^^ - -3^ (^4- i ) (^^2) (^^3)^==o.

IV.

Je vais donner ici les fonctions génératrices des divers systèmes de
polynômes U e tV pour les indices X= 2,3,4»**- En premier lieu Je vais

calculer y û^U^a,--- On voit que le coefficient de^', dans cette somme^
p=o

sera égal à

^iij_y(^+i)(i^3)(f^5)...(i4>^^i)^
î .2 .3 . . .^^ i . a . 3 . . . ( ^ — i ) *

iA=S.l

^ ..(^_r)^^3)_^3^^)^,
r . à . 3 . * . z

xrx^31^^^^1^3^3^^^^1^^3^3^^^
L t 1 . 2 1.2.3 J

V expression qui se trouve entre parenthèses peut s'écrire

3^"+ï (3i+ï)(3i.+3) (3;+i)(3^+3)(3;^.5)
,+ ,.....,.̂ ._ (^)+{———^———^(2a.)2^l———-^4^-"————/ (2a)^+.. ,,

et, sous cette formey on voit qu'elle est égale à

1 ' . ! 3t-4-i
: ( l — — lât)""", • •

Le coefficient de ̂  est donc

,_„,(.-.,)(^^3——),,_^,-^
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ou bien
I-i-T

(— a}1 d^i — 2,a)~~
r.'aTsTTTï ' d a 1 ' ?

et la fonction génératrice que nous cherchons est égale à

( T \ f'-M^ J ^
V ^~" ̂ ' ^ — l a )
2^ 1 .3.3. . . / âf<^
i=:o

Pour faire cette somme, il n'y a plus qu'à employer la formule de
Lagrange. On trouve ainsi, pour la fonction génératrice cherchée,
rexpression - -y-? z étant la racine de l'équation

axz == a — ------——»
y i — iz

qui, pour x = o, se réduit à a.
Pour les autres systèmes des fonctions U, on est conduit aux équa-

tions
' z == a — —^— — _ „ -^ff .̂

y/1 — 3 z " ^ / i — 4^

qui donnent, pour — ^ ^> les fonctions génératrices cherchées.
On sait que, pour le système Uo,u U^, U^,. . . , on est conduit à

l'équation jz == a — -^^-, qui rentre complètement dans le type des
précédentes.

La forme analytique des divers systèmes de polynômes V permet
d'en trouver immédiatement les fonctions génératrices. Ces fonctions
sont, pour i= ï , 2, 3,..,, les dérivées par rapporta x des racines des
équations

z = x ^ a z { z — î ) , z==^4- az^z2—!)^ z === x 4- a^{zî— i ) , - . . , ,

qui deviennent égales à x pour a == o
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V.

On a dû remarquer, dans le paragnphe III, les équations différen-
tielles auxquelles satisfont les fonctions U^a» U p . , 3 » * - - * L^ première, du
troisième ordre, est satisfaite par deux polynômes; la seconde, du qua-
trième ordre, par trois polynômes. Ces équations ne sont que des cas
particuliers d'équations beaucoup plus générales, qui ont été don-
nées par M- .Hermi t e , dans son Cours à l'École Polytechnique
(cannée, page 19), ei qui jouissent de cette propriété remarquable,
que l'équation d'ordre n est satisfaite par n — i polynômes. Je me bor-
nerai au cas du troisième ordre. L'équation correspondante est

\ (^^a^^b^^c)^

^2v,.

^[(^+a—2)(^—é)(^—e)+(^+p—2)(^—a)(^—6t)+(^+y—2)(^—û)(^

! ! ! ! dr
+(^-l)[(^+(34-y-2)(^—â)4-(^+a4-y-2)(^—5)4-(^.4-a+(3-2)(^

— ( ^ — i ) ^ ( ^ . + a + ( 3 +y —2)j'==o.

Elle admet pour solutions, lorsque pi est entier et positif, deux poly-
nômes qui sont donnés par les intégrales

pbnt>
I (^ „- aY^[z — by-^z— c}^{z — xydz

J a
et

f ( .s--a)a- l(s— b}^[z — c}"^{z—xYdz,
J a

quand a, jS, y, sont positifs. On voit par là que cette équation ( i ) est
une généralisation de l'équation différentielle du second ordre, à la-
quelle satisfont la série hypergéométrique de Gauss et, comme cas
particulier, la fonction X^ de Legendre. De l'équation (i), on déduit
l'équation (4) du paragraphe III, en faisant

a-=o, 6 = = î , c-=:— î , a==—(^—i ) , {B==—a, y==—^.

Je vais tirer de cette équation la relation (3) du même paragraphe,
Annales scientifiques de l'École N'ormaie supérieure. Tome VI. ï6
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en employant une méthode tout à fait semblable à celle dont on se sert
pour déduire, de l'équation différentielle de la fonction X/,, la relation

^^^^^P0^1101116"1".^ ~ ^ " "

Pour cela, je considère l'équation différentielle linéaire du troisième
ordre
( , ) ^^ )g+^(^ )g+L^+My=o .

On peut, par la multiplication, avec un facteur convenable, mettre toute
équation linéaire du troisième ordre sans second membre sous cette
forme.

Soient P et Q deux intégrales particulières de cette équation (2) , En
appliquant la méthode de la variation des constantes arbitraires, on
trouve pour troisième solution

P Ç}dx____ /. r_____p^____
( 3 ) y==P S———j—,-p———5(yÇ~ u / — — T ~ d P " " ^ O ^ 2 "

J^^-^} J^[^-^)
/» //p /^Q

II intervient sous les signes ) le carré delà quantité Q^—P^=F(^)•
Je vais faire ici une remarque curieuse/bien qu'elle n'ait pas de rap-

port direct avec la question qui nous occupe. Par un calcul très-facile,
on trouve que la fonction F(.r) == y satisfait à Féquation linéaire du
troisième ordre

(4) ?^)^:+^y /^)^^[y / /(^)+L]g+(^-M•)r=o.

Si l'on appelle Q' et P deux de ses solutions, et qu'on cherche à for-
dy cK}'mer une équation différentielle à laquelle satisfasse z = Q' -^ — P'-^- ->

on trouve pour cette équation

(5)

<P2(^ ̂ ^^^^S2

+ \_^{X)^[X} + ̂ {X) -r ? (^ )L] ̂

+[y(^ )^ (^ )4 -9(^ )M+îp / (^ )? 'T^)+9 ' ( l y ) L ] ^ : = o t
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Or on déduit cette équation (5) de l'équation (2), en posanty -== y (a?)-s.
Mais revenons à notre question. Dans le cas de l'équation ( i ) , on a

cp(^) == {x — ^)"-^-a4-2(^ — b}^-^[x— c)^-^2.

Comme on suppose ;x entier et positif, on pourra considérer P et Q
comme deux polynômes solutions de l'équation (i). Admettons que a,
|3, y, soient entiers, de telle sorte que les expressions ——-^-—"»

p
——-j—,— soient des fractions rationnelles; nous allons les décomposer<û{x)^[x} r

en fractions simples. Considérons d'abord la première. Soit a une ra-
cine quelconque de l'équation F (a?) = o; on aura d'abord une série de

A hJfractions de la forme,———-,-» ———^ se rapportant aux diverses ra-{x — (X.Y se— a rr

cinés a de l'équation F(^) = o. A et A' seront les coefficients respec-
tifs des termes en ~ et1- dans le développement, suivant les puissancesz z

croissantes de z, de l'expression - . — a + g , — : On trouve de cette
façon
,_ Q(a) , _ Q f ( a ) 9 ( a ) F / ( a ) - Q ( a ) 9 / ( ^ ) F / ( a ) ~ Q ( a ) 9 ( a ) F / / ( a )
^-y^r2^)' A ^ ^(a)^3^)

Mais, si ron remplace successivement dans l'équation (û ) j parP et Q,
puis qu'on multiplie les équations résultantes respectivement par Q et
P, et enfin qu'on retranche les résultats, il vient

LF(.)+^)F'(.)+<p(.)[F^)-^g+^^]=o,

d'où l'on tire

y /(a)F /(a)+ï(a)F / /(a)=¥(«)[Q'(a)P / /(a)-P /(c()Q f f(a)] .

Donc
.,_Q'(ci)f'(oc)-Q[a)QWPf'^)+Q(a)P'{a)Q"(^

çMF'3^)

Si l'on remplace, dans A', F^a) par sa valeur Q(a)P"(a) —P^û^a),
16.
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il vient finalement

A ' =. Q^)^)^)-^) 0^)1 _ Q^)^) _.
9(a)F^a) . -y(a)F^(^)"" •

Par conséquent, si l'on fait abstraction des facteurs simples corres-
pondants à y(^), la troisième solution y est une fonction algébrique et
même entière^ caria partie

Q(a)P PMQ
9 ( a ) F / 2 ( a ) ( ^ — a ) y^F^aK.r — a)

de l'intégrale qui se rapporte à la racine <%, se réduit à un polynôme,
attendu que Q ( a ) P — P ( a ) Q est divisible par x— a.

Il reste à considérer les fractions simples qui correspondent à y (.r).
Je prends le cas de a== — (^— i), |3 = y ==— p., a == o, &===•! , c ==-- i;
alors y (.r) === .r(a? — i)2 (a? ~i- r ) 2 . Les fractions simples ayant pour dé-
nominateur (<r — i ) 2 ou {x -h i ) 2 donnent dans Fintégraley des parties

• A B rentières en x. Soient- —— —— les autres fractions simples qui sex oc — i x -h i * A

4' TS' r'rapportent à la première fraction rationnelle, —-> ——i —— celles
qui se rapportent à la seconde fraction rationnelle. On a évidemment

A 4- B -h C == o, A.' -h B' -l- (7 == o,

de sorte que finalement on conclut l'égalité

j- == poljnôme ^ ( B P — B ^ O l o g f i — - 1 ^ +(CP~ C /Q)log(I•4- "^V
\ •;î;/ \ x ]

Mais on voit immédiatement que le développement dey, suivant les
puissances décroissantes de x, ne commence qu'au terme en —1..^ et

oc • '
qu'il ne contient que des termes de degré impair, si l'on suppose que
P et Q soient les deux polynômes de degrés p. et p. — i, l'un pair et
l 'autre impair , qui satisfont à l'équation différentielle. Le second
membre devant changer de signe sans changer de valeur absolue, si l'on
y remplacer par - x, on en conclut qu'en posant BP—B'.Q^CT^),
on a CT — C'Q === — -sr(— x} et on retrouve ainsi l'équation (4) du pa-
ragraphe IIL
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De cette dernière équation, on pourrait déduire toutes les propriétés
que nous avons données de la fonction ^ (<z?) ; je n'insiste pas là-dessus.

Ce n'est pas seulement dans le cas que nous venons d'examiner, qu'on
trouve une équation analogue à cetteéquation (4). Si l'on suppose a,
P, 7 déterminés de telle sorte que l'on ait

^ ( x ) ^ = . ( y — a ) { x — b ) ( ^ — o ) ,

on trouve, en posant

H • P^) 1 ( ^ p^) î / ^
u = (a^Ko^")F^ '^V ~ le) + (Ï-^J(^7)F^) 10§V'"^)

_ _ P ( c ) \ ̂  ^^
^[c^a]{c-b}F{c} ^ x}

et.
Q(a) , / a\

^^-^a-cW^'-ï)-^-'

pV-QU+R^^4- . . . , 1 .

R étant un polynôme entier
L'équation différentielle ( i ) du paragraphe V joui t de certaines pro-

priétés curieuses; ainsi, dans le cas où p. est un nombre entier négatif
égal à - n, elle est satisfaite par

, ! ! . . d^{x - CLf^[x - bf-'^x - c]^ ^
dx^ ?

mais ceci n'a pas de rapport à la. question qui fait l'objet de cet article.


