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SUR LA R É D U C T I O N
D U N

SYSTÈME DE SUBSTITUTIONS LINÉAIRES D'ORDRE h,
PAK M. R. ALEZAIS.

1- Dans un article précédent de ce journal , paru en 1902, j 'ai
résumé les parties de ma thèse où je me suis occupé d 'une classe de
fonct ions hyperfucbsiennes et de leur groupe de substitutions. Ces
subst i tut ions, que je suppose prises sous forme homogène, ont pour

/ . /o \
coefficien ts des entiers complexes de la forme a + /A ( ̂  == — ^ ^ ) ;
a, v, w étant les variables et u^ 9p w^ leurs conjuguées, elles trans-
forment en elle-même la forme quadratique
( ï ) V ::r UU^ •+" Wi + Ç^ (..ï'.

Je vais considérer m a i n t e n a n t les substi tut ions à coefficients de
même espèce, qui reproduisent cette forme multipliée par un entier
réel k.

2. On dit que deux substitutions U et V d'ordre k sont équi-
valentes, s'il existe une substitution T d'ordre i telle que l'on ait

(2 ) , TU=V.

Cette défini t ion a été introduite par M. Hermite dans ses travaux
célèbres sur là transformation des fonctions abéliennes {Comptes
rendus, î855) et il à montré l'importance que présente, au point de
vue delà théorie des fonctions, le nombre des substitutions non équi-
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valentes. M. Picard a appl iqué ces mêmes recherches à la théorie des
fonct ions hyperfuchsiennes qu ' i l venait de découvrir (Comptes rendus,
1882), et, par analogie , il est facile de prévoir qu'elles sont appelées
à jouer un rôle également impor tant dans cette nouvelle étude.

Soient en particulier î ^ (u, <\ ç^), L(^, ^, w) deux fonct ions hyper-
f u c h s i e n n e s admet t an t pour groupe de subst i tut ions celui des sub-
s t i tu t ions semblables de F, et soi t

J ;î(,'/, r, w) ==:Ji S [J(//, (',"');,

ce que l'on o b t i e n t en effectuant sur u, ç\ w dans J, la subst i tu t ion ('
d'ordre /•; i l existe, d'après un théorème de M. Picard, u n e re la t ion
algébr ique entre les ( ro is fonc t ions J , , ,L, .L(, soit

(3) <l>[Ji(//, (', ne'), Ja(^, t1 , M'), J;î( u, r, a')] ::= o.

Effectuons sur u, ^ w une subst i tut ion quelconque T d'ordre r ;
J , etL ne changeront pas; le degré de l 'équation (3) en .L( sera égal
au nombre des valeurs différentes que prendra J; t ; or J;( est devenu

3, S T ( / / , P, w); =JiSUT(//, F, tP) ; ̂ JJ U^//, i», ( r ) S .

où U' est une subst i tu t ion d'ordre /:.
Donnons à T deux dé te rmina t ions différentes Ï, et IL, et so ien t

J; -J3 iT i ( / / , r , ( r ) ;= :J iSUTi( /^^w); =JiSU;(//,p,^)i=Ji(U', r, W'),
J; ==J1, S T,(u, c, n.') ; ̂  J'i S UT, ( ^z, (^ ^) i -: Ji i U, (^ P, w) ; ̂ : J, ( l]'\ V " , W'Q.

Pour que l'on puisse avoir 1'^ == S".^ i l faut que les arguments U', V\
W et U\ V", W se déduisent l'un de l'autre par une subst i tu t ion du
groupe de J , , c'est-à-dire que l'on ait

rn/ r-r/ rf /J. Ui = Ug,

Tétant une subst i tu t ion d'ordre r ; cette condi t ion est d'ailleurs suf-
fisante, car, si elle est réalisée, on a

S", = J, \ T U[ {^ ^ w) \ :::::: J, i IJ; ( „, r, (.P) ; = J,.

Si donc ï parcourt toutes les subs t i tu t ions d'ordre i, J^ prendra au
plus autant de valeurs qu'il y a d'unités dans un système complet de
substitutions non équivalentes d'ordre k. Le nombre N des subst i tu-
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f i ons d'un tel système fourni t donc u n e l imi te supérieure du degré
en J;i de l 'équation (3). Mais, de plus, on peut montrer que N est ce
degré lui-même; il suffit pour cela d 'é tabl i r que tou te subs t i tu t ion /•
est équivalente à une substitution de la forme UT ou, en d 'autres
termes, que toute substitution d'ordre k est de la forme TUT, U é tan t
une substitution particulière d'ordre k, e t T e tT étant des subs t i tu-
tions d'ordre i ; or, nous vérifierons plus loin qu ' i l en est b ien a ins i
pour toutes les valeurs considérées de k (1 ).

3. Je suppose les substi tut ions sous forme homogène et je les
écris

( 4 )

ou encore

/ // =-r A;} (T' H" B;î (î 4" C'A (f,
' ^ == A^T' -i- .B^ ^ 4- Ça //,
( <r' ::r: Ai (^ -1- BI (; -4- Ci f / y

A, î î , Ci
As 14 Ça

A, n, €3

En représentant les quan t i t é s conjuguées des A, B, C par les lettres
grecques correspondantes, la subs t i tu t ion inverse de (4) <'st:>, A <

l' u -: ï fy^ + 7i^ + y:»^ ' )?

r rr: ,(a^v' -4-^1^4" y^u' ),

.(pâ(^-^i3l(. /-4-l6.•î// /, t.

( 1 ) On pourrait raisonner de la manière suivante : Beprenons les fonctions 0 construites
par M. Picard et étudiées dans les autres parties de ma thèse; à toute substitution
d'ordre /• efreetuée sur u, v, w correspond pour ces fonctions une transformation d 'ordrek ;
on sait que, si U est une transformation particulière d'ordre /• et IT une transformation
quelconque du morne ordre, on peut toujours trouver deux transformations du premier
ordre ï et F telles que l'on ait

ir===ruTî
il en est donc de môme des substitutions. Le raisonnement ne vaudrait pas, parce que,
à toute transformation du premier ordre, ne correspond pas nécessairement une substi-
tut ion transformant F en ciïe-môme.
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En exprimant que (4) multiplie la forme F par^' et que (5) la mul-
tiplie par ^? on est conduit aux deux systèmes suivants de cond i t i ons
dont il est facile de vérifier l'équivalence

Aip24"A2pi4-A3(3;t=:Â1,
Ci 72 -l-Cayi 4-C;î73 ^=/c,
A i o^ 4- As a.i 4- A;î a;, •= o,
B^4-B^+B3(33=o,
€.1^ 4- C^c<.i -r C.^a;} :.-= o,
Cipa+Capi-h^P.-^o.

(6)

A i (3â 4-B 1^4-0172 ==/••,
A 3 p;, 4" B^ a;, 4-0;, y, =:/.-,
A. ip i+Bia i 4- Ci 71 =o,
Aâ|3a4- B^aa + (,^7^ == o,
A.i(3,,4~Bia.,4-Ci73==o,
A-ap» + Baa:{ 4- Cg 7;} =^ o.

(6')

II résulte de ces équations

(7)
C.

^ps—OtsPi " ûîsPâ——^2p»'"~~^2l3 l—^l(32

,y étant la valeur commune des trois rapports. Et de plus, cr désignant
la quanti té conjuguée de s, on trouve

(8) •s'a :

d'où il su i t que k est un entier susceptible d'être mis sous la forme

/c=:(a4"^)(a4- ^^2)=a< 2—a^4~^

c'est-à-dire un entier de la forme 3m 4- ï ou 3 (3 m 4- i)<
II résulte des équations (6) et (7)

1 A^-A^B^Â^
(9) B,C3-BâCi=:^p,,

( A3Ci—AiC;î=/c.ça^

A^—AA^A'.^,
B3C2-BâCâ=/c4^,
Ag Cg — A 3 Ça == kfî y.^

A^Bi—AiB^^Â^y ;^
B,Ci-B,C2=^p3,
Ai Ça — Ag Cï sr; /{.va^
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et
Ai B, Ci

: io) A= Aâ Bg Câ ^—/c2.?.
As B3 €3

Une des valeurs de s vérifiant l 'équation (8) est évidemment
is-^^^-^^

p désignant X ou P; la valeur la plus générale de s peut s'écrire
_ Q

1 ~ a -h /^p2

où la quantité Q et sa conjuguée Q^ doivent vérifier la condi t ion
QQ,==r.

11 en résulte
L0: :£pl .-

1.^1

où £ == ± ï , p i est une racine cubique quelconque de l 'unité , L est un
ent ier complexe et L^ son conjugué- Mais A devant être entier , L ne
peut conten i r d'autre facteur que a 4- &p à, la première ou a la seconde
puissance; on a donc en dé f in i t ive
/ . Ca-h^p)"
l f r l <• —— p n _ -. I 'v / ^-^^a^ôp^^

avec n == a ou n == i ( ^ ).

( 1 ) II peiH êtro ulilo de condenser les formules (9) en une seule. Supposons /•/ == o
(c/esl, ainsi^ que ïioiis le verrons bientôt, le seul cas important), posons

fA i Bi Ci^ ^Dn Di2 I)i3^
Aï )Î2 Câ == D^l 1)22 1)23 ,

l A s Ba C3J l,I)3t D.32 O^J

et soit A^y lîi quanlilô conjuguée de D/y; les formules (9 ) seront contenues dans
formule

DapDyS -- DypDao = (— r )a+P+y-i-S n (1 — X â ) Aa+y,p4-ô;

a, p, y, $ représentent les nombres ï , a, 3 dans un ordre quelconque; toutefois, on doit
supposer (3 < Ô, a< y et réduire (mod 3) les indices a -h y, p + $ de manière à ne leur
laisser qu'une des valeurs i, % ou 3.

Ann.Èc. jNorm^ (3), XXL — JUILLET 1904. 35
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4. On voit facilement que
^ s,

1 0 . 0

0 ï 0

s° ° (-^

y=

^ \-
0 1 0

1 0 0

0 0 I\. ^

Tï:

sont des subst i tut ions d'ordre ï . Or on a

TfU^l^

si V se déduit de U en mult ipl iant par (— Vf les éléments de la troi-
sième liçne, et l 'on a

e^u^u 7 ,
si U' se dédui t de U par l'échange des deux premières lignes.

11 eu résulte que , dans la recherche des subst i tu t ions non équiva-
lentes, on peut r édu i r e à l ' u n i t é le facteur sp, de l 'expression ( i l ) et,
échanger les d e u x premières lignes.

5. Considérons ma in t enan t les condi t ions générales d'équivalence*
De l 'équation TU^IT , on tire T^inh1, c'est-à-dire en dési-
gnant les éléments de T par M,, P^ B,(^ î , 2, 3) et ceux de U' par
A^, }}\, C ^ ( ï = i , 2 , 3),

/^ Pi h\
'M, r\ n^

Ma Pa R,

^ P. lt3^

=:

'A'. B, (y,̂
A' 'U' C'
•l•"L••^ *•' if '••^t)

s A; B;, G^

f Pâ Pi P;î ^

F F F
a^ oîj 03
T 'À-' 'ï
7-2 'A y»
^ F T^

ou

Mi=^(A;^-hB;a,-hC',7,), P,= ̂ (A;pi+B',a^ f;;y,), R,^^ (A;p»4-B,a,+C',-/,),

( 1 2 ) ( Ms^^A^^+Bi^+^y,), I\==-(A;P,+B,a,-i-C;7i), -\{~(h!^+W^+^),

M, ----: ̂  ( A, ̂  + B, a, + C; y, ), I», = ̂  ( A; (S, + B;, a, + G, y, ), B, = I.. ( A, p, + B, a, + (;; -/,),

Pour que les substi tutions U et U' soient équivalentes, il faut et
suffit que ces quantités soient des entiers.
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6. Si, dans l'expression (i i) de s, on suppose n==. i, il résulte des
équa t ions (9) que tous les éléments de la subst i tu t ion sont multiples
de a -h bp. Or, considérons la subst i tu t ion

(0
a +- bp o o s>

o a + 6p o

l^o o ^ -+- & p 1

c'est une subs t i tu t ion d'ordre k pour laquelle /z == i. Mettons-la à la
place de [T dans la relat ion TU =V, les équat ions (12) deviendront

M' -— P2 T> —. Pî ïî — P-'îM, „...„ ^ ̂ ^ , 1 , _ .^^ , R, „ ̂ .^ ,

M, = ——^l——, p, :== __.,^ , R, ̂  __^ ,
ci "h- ^p- a -i" u p " " ci -|- ^p^

M — .—1^—, p —-^ 1 ^ H — y3 .jv4 •~ a + //p^ j' '•i ~ a 4^p25 îl3 "~ a~+-"^

On voit que pour q u ' u n e subs t i t u t i on d 'ordre k soi t é q u i v a l e n t e
à (^), i l f a u t et s u f Ï i t q u e tous ses é léments so ien t m u l t i p l e s cle^ 4-6p.
Ains i toute subs t i t u t i on d 'o rdre^ , pour laquel le 7?.=== r , est équiva-
lente à ÇC); cette dernière subs t i tu t ion perd d 'ai l leurs tout in té rê t si
l'on considère seulement les rapports —i — • Nous pouvons donc sup-
poser désormais n == o,

7. M. Picard a effectue la réduction de ces subst i tu t ions en suppo-
sant k nombre premier de la forme 3'm -4- r , et il en a publ ié les résul-
tats dans u n e Note des Complet rendus (1882). Toutes les subs t i t u t i ons
y sont ramenées à cinq Tableaux contenant , outre la q u a n t i t é p q u i
peut prendre les valeurs A et X2, une indé terminée assujet t ie a. vérifier
certaines congruences. En comptant le nombre des so lu t ions de ces
congruences, on arrive à t rouver le nombre des subst i tut ions non
équivalentes,

8. J'ai repris dans ma thèse cette réduction; j'y ai just i f ié les résul-
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fa ts de M. Picard, et j 'ai montré qi^on peut aussi les présenter de la
manière suivante :

Considérons le Tableau

"' ï -h 4,rj0 +• 4wJi Wi — 2^1 — 2 /9(i 4- 2'^ 0i ) s

— 2Â"fjY5i A' ^'^i

—a(a4- bp)-n{î 4- a^i^i) ^(^ -+- ^p)^i (^ -1- ^p ) ( ï 4- 4"^i) ^

où Y], et 0 ^ sont les quanti tés conjuguées de Y] et 0. En premier l i eu , il
est facile de voir qu'il représente une subs t i tu t ion d'ordre k, quels
que soient les entiers complexes r\ et 0. En second l ieu, j'ai mont ré
dans ma thèse que deux subst i tu t ions de ce Tableau, relatives à une
môme valeur de T] et à la même dé t e rmina t ion de p, sont équ iva len tes ,
non seu lement si les valeurs correspondantes de 0 sont congrues
entre elles selon le module k, mais aussi si elles sont toutes deux mul-
tiples de a"+- /^p ; il en résulte que le nombre des subs t i t u t i ons non
équivalentes relatives à une môme valeur de T] est, non pas ' 2 / r , mais
seu lement ^(A2 — k +• ;ï) (f ).

Ceci, posé,,voici les résultats auxquels je suis parvenu; on obt ient
un système complet de subs t i tu t ions non équivalentes d'ordre k :

( l ) II est facilô de voirquo parmi les A-2 entiers complexes fo rmant un système complet
do nombres incongrus selon le mod k, il on est k qui sont multiples d e ^ + /^p . En efTet,
soit un entier quelconque ç "+- '/]?» pour qu'il soit mnllipio de a "+- //p, il faut et suIÏU qu'il
existe des entiers réels x ot y tels que l'on ait (mod /"),

ç -h r^ s (a "4- ^p)(^ -+jp)
ou

a x — b } - ^^
bx -f- (a — h) y ̂  r^

ce système entraîne le suivant :

a Y] — b ̂  =s o
b^^r(a~—bYc, ES o

(mod À').

Ce système homogène ayant son discriminant congru à o(mod /.') équivaut à une seule
congmenco, par exemple Y] s ̂ ç, d'où ç + rip ̂  i(^-+- ^ p ) . Cetto expression ne con-cis Cti
tenant qu'une indéterminée à k valeurs (mod /•)-
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i° En faisant Y] = o dans le Tableau précédent, puis en prenant
toutes les substitutions non équivalentes du Tableau (a) ainsi obtenu.
D'après ce que je viens de dire, on les obtient en faisant parcourir
à O = w 4 - ^ X ( m e t n entiers réels) un système de valeurs incon-
grues selon le moduler , mais en ne retenant qu'une seule des k va-
leurs qui sont mu l t i p l e s de a 4- b p , enfin en faisant successivement] p
égal à "X et à X2 . On a ainsi 2(P — k 4- r) subst i tut ions.

2° En interver t issant les deux premières colonnes dans le Ta-
bleau (a), puis, dans le Tableau (^) ainsi obtenu, en faisant parcourir
à 0 un système de valeurs multiples de a -j- b^ et incongrues selon le
module a 4- &p et en d o n n a n t à p ses deux valeurs. On a ainsi 2/c sub-
s t i t u t i ons .

3° En f a i s a n t Y] = ï dans le Tableau p r i m i t i f , puis dans le Tableau (7)
ainsi obtenu, en p renan t 0 premier avec k et tel que i 4- 26 soit mul-
tiple de a 4- ép2 sans l 'être de a 4-&p; puis en p renan t 0 mu l t i p l e de
ci 4" & p 2 et tel quo i 4- 4 Û le soit de a 4-^p; enf in en donnan t toujours
à p ses deux valeurs. On a a ins i a (À;— 2) 4- 2 == ik — 2 subs t i tu t ions .

4° En in te rver t i ssan t les deux premières colonnes (y), puis dans le
Tableau (y') a i n s i ob tenu , en prenant 0 tel que ï 4- 20,, et que 24-30
soient m u l t i p l e s de a 4 - ^ p ; et en donnant à p ses deux valeurs. On
o 1 ) t i e n t a i n si d e u x s u 1) s t i ( u t i o n s.

En dé f in i t i ve , le nombre total des subs t i tu t ions d'ordre k, /•étant
premier et de la forme 3m 4- i , est

2 ( A-2 — k 4- .i 4- k 4- k — ï •+• i ) == 2 ( A-2 -h k 4- ï).

9. Je vais développer les calculs en supposant ^=3; ce cas parti-
culier présente quelque intérêt comme devant fourni r pour le degré
en J;{ de l 'équation (3) la valeur la plus basse. La marche à suivre
pour le traiter présente de grandes analogies avec celle du cas précé-
dent. Le calcul, toutefois, diffère d'une manière assez notable en
raison de la circonstance suivante : on a ici a 4- &p === t 4- 2À, et, par
suite, a 4- b^ = r 4- 2? == -- (i 4-2À); pour établir qu 'une quan t i t é est
div is ib le par À, i l ne suffit donc plus de montrer qu'elle est divisible
par a 4- bp et par a 4- Ap 2 . Une autre conséquence immédiate de ce
fait, est que doux subst i tut ions qui ne diffèrent que par la détermina-
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t ion de p sont équivalentes entre elles, nous pourrons donc désormais
remplacer p par X.

10. Considérons les deux Tableaux suivants, qui se déduisent l 'un
de l 'autre en échangeant les deux premières colonnes :

^ i -h W -4- 4-^1 09i — 2^1 —2(9( i •+• ̂ Ôi)

II "-=: — Qrm^ 3 ôy^

^ — 2 ( 1 + a7. )Y) ( r 4- ar^i) ft(i, -h 2}Q^ (i, -h ^ X ) ( ï + 4yh^) J

^ "~ a ̂ i ï -1- (.\'r\ 0 4- 4y^i ̂ i -•" ^ 0(i + 2^1 Oi )

V= 3 —Grr^i Gy^

^ 2 ( 1 -h a 'À ) ̂ i — a ( i -h 2}. )Y, ( ( + a y] i Oi ) ( i -h a 5. ) ( r 4- /[ ̂  i Oi )

r i est fac i l e de voir que toutes les s u b s t i t u t i o n s qu 'on en d é d u i t on
prenant pour r\ et 0 dos ent iers complexes qmî lconques de la f o r m e
///, 4- n\ et pour T] i , 0 ^ les en f i e r s conjugués, sont dos s u b s t i t u t i o n s
d'ordre 3. Je vais d'abord e f îec tuor la réduct ion des s u b s t i t u t i o n s (I
ot V, puis je montrera i que les subs t i tu t ions quo l co rHjuos d 'ordre 3
sont équivalentes aux mômes subs t i tu t ions que les s u b s t i t u t i o n s 11
et V.

il . D'une manière générale, nous avons vu que, pour déterminer
si deux s u b s t i t u t i o n s sont équivalentes, il faut porter leurs coeiïïcients
dans les re la t ions (12) et chercher si les nombres M', P, R a ins i obte-
nus sont ent iers . S'il s'agit de subs t i tu t ions U ou V, on voi t immédia-
tement que M ( , M^, M;,, I\, IL, li^ sont entiers; il suff i t donc de
s'occuper des trois quanti tés I\, R, et I^.Des deux subs t i tu t ions dont
je cherche l ' équ iva lence , je suppose l 'une caractérisée par Y], 0, et
l'autre par r{, 0'. On trouve que les quan t i t és M, P, "R sont les mômes
que l'on compare deux subst i tut ions U o u que l'on compare deux sub-
s t i tu t ions V; mais elles ont d'autres valeurs si l'on compare une sub-
stitution U et une substi tution V. Je désignerai par M', P', B/ les
quantités M, P, K relatives à ce second cas.
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Posons

( ,i\ ) :== ( r 4- 4 y/ e' + 4 ̂  ^/ ̂  ) ̂  + ( i -^ 4 .̂  ̂  4.̂  ̂  ̂  ̂
— 2 ( 1 4 - ̂ ^(i+ar/^jM',

^ (^^^(i+^y/^+^^^^^^^-ha^^i+arjÛ)^^,
—(^+4r^)(I-^2ri /^ /JÔ / ,

(P,) = 2T/( I -+- 2T/, 6^) 00, + (l -1- 4^i ̂  4- 4Wh ^ ^ 1 ) ^ 1

—(i4-2^0)( i4-4 .^ ;^ )^ .

(PI ) =.: W, O'e\ 4- (l 4- 4rji^4- 4rmi^)(.i 4- 4^^/4- ̂ ^^i ̂ ^ )
4-4(î+2r^)(I4-2•/ï / I0 / l )0l^,

! (R^) = 2 60^ 4- r]i(x + ar^)(î + f.^'€'^r 4r/r/, 0^;)
^ 4 - ( î4 -4yJ / ?) ( I+2y / l ^ )0^

( P 3 ) = o, (9^, r/, -h y/ ( i 4- 4 Y] 1 0 i 4- 4 mt, QO, ) ( i 4- 2 YJ ̂ ; )

4- ( l4 -27^) ( i4" -4^^)^

Si l'on clierclie l 'équivalence de deux substitutions U ou de deux
subs t i t u t i ons V, on trouve

( i 5 ) p^:-..j(p,), R^ ^.^(R^, p^^^(p^

Si l'on cherche l 'équivalence d'une substitution, U et d 'une substi-
tution V, on trouve

( • 6 ) Pi= 3(1^) , R^-^^(R,), P,=^(P,).
0 '-»/ ï-t r \ i>/ _ ^

3 — — . , , ^ ^ A 3 .

Il est ut i lo de remarquer que l'on a

( '7) (Pi)--0i(Ri)+(Q«)=0'(P,,)-+-(Q3),

en posant

( 1 8 )
(Q, ) :=- (i + 2-/ii0,)6'^ - (i + 2-/i', ô', ) Q^',

(Qî) == (i 4- ar/Ô') W, - (i + 2-/i6)0i@',

et, de même,

d9) (P'J^^R^^Q^a^P^-KQ,),
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en posant

1 ((^1 )= (i + a-^ 00(i d-^r /^+^-^r /^^ i )+2(1+27110,)^^,
l20) ( (02)=( t+2r^ /)( l+4rjl^+4rr^,0^) 4 -2 (1 4-ar^)^.

12. Considérons d'abord deux subs t i tu t ions U ou deux substi tu-
l ions V relatives à une même valeur de Y],

En faisant Y/ =T] dans les formules (i.5), il v i en t

(p^^+^-^^ (R,)=0-0\ ( I>3)"=^-^ .

En portant ces valeurs dans les équat ions (î5), on, voit que Ri et P;(
sont entiers si l'on a

( 2 1 ) 0 — 0 / : = ( I 4 - - 1 2 Â ) . r ,

ou ,r est un entier complexe quelconque. -
Pour que P^ soit entier , il f a u t que ï\ so i t 'mul t ip le de 3; or, en

tenant compte de (21), on a

( P, ) ̂  3 xx, "h ( ï 4- 2 À ) ( (5.^i ̂  ,z- &i ),

Pour que (P<) soit multiple de 3, il f a u t que 0^ 4-,y0< soit mul-
tiple de ï + 2A; mais 0^^ 4- ^O^ qui est réel, ne peut être mul t ip le
de ï 4- â"À. sans rétro de 3; il faut donc que l'on ai t

O.Vi 4- ^0\ == 3'y,

où v est un entier réel. Posons

Qx^ = ® 4- ),^ ( y et ^ réels),
nous aurons

4/ r^ % cp — 3 v,
d'où

0.^ === ç 4" ^ (20 — 3v) =- (ï -h » À ) [9 4- (î 4- îlZ))..'1/].

Ainsi 0^^ doit être 'mult iple de î + 2À, ce qui entraîne que soit 0,
soit x^ le soit aussi. Si 0 est multiple de r + 2À, on v o i t ' f a c i l e m e n t
sur la forme primitive que, pour que (Ï\) soit multiple de 3, il f a u t et
il suffit que 0' soit aussi mult iple de ï 4-ûÀ. Pour que x^ le soit , i l
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faut et suffit que 6 — 0' soit mult iple de 3. Ainsi pour que deux sub-
st i tut ions d'un Tableau U ou d'un Tableau V relatives à une même
valeur de T] ue soient pas équivalentes, il f au t que les valeurs corres-
pondantes de ô soient incongrues selon le module 3 et qu'elles ne
soient pas toutes deux mul t ip les de ï -+- 2À. Il en résulte que pour
chaque valeur de Y) le Tableau U et le Tableau V donnen t chacun
32— ^3 — i^== ^ subst i tu t ions non équivalentes entre elles.

'13. Faisons T] === o dans U et V, nous aurons les deux Tableaux
suivants :

^ ï ^ a 091 — a Q
(a) | o 3 o

0 2 (ï -i- 2 À ) 0i ï -h ?.À I"s
^

. 2 001 I —— 9. Q

(?) 1 3 o o

t, 2 i ( ï 4- 2 A ) 0i 0 ï 4- ^ À

Cherchons dans quel cas ces deux Tableaux sont équivalents. Pour
cela, supposons que dans (p), 0 soit remplacé par 0\ puis fa i sons
T] r= r\ ==•• o dans les relations (i4) et (16); nous aurons

P^ ^( i^4.eî^+400i^^) ,»•>

H;
9.0'

• 2 À
(1+200,) ,

p/M- •ï ^01
1 -+•• 9. Â

(r+^0î).

Si (Y est mul t ip le de ï + 2À, P', ne peut pas être entier; si au con-
traire V est premier avec 3, on peut choisir 0 de manière que ï + s O O ^ ,
et, par suite, :r -h- 20, 0' soient multiples de 3 et a ins i

,î  = ^ [ i + 2 01 e ' •+- a 0i 0^ ( 14- a 00^ )],

R',, P^ sont entiers. Mais, d'après le numéro précédent, toutes les
substi tutions de (^) qui correspondent a 0 multiple de ï + ^ A sont

36Aim. Éc. Norm., (3 ) , XXI. — JUIU/ET ryo^.
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équivalentes entre elles. Le Tableau (jï) ne donne donc q u ' u n e seule
subst i tut ion non équivalente aux s u b s t i t u t i o n s (a).

14. Comparons maintenant une subs t i tu t ion li ou V que l conque ,
que je supposerai caractérisée par-// et 0', aux subs t i t u t ions (a) et (pj,
i l faut pour cela fa i re Y] === o dans les re la t ions (i3), (20). On est
amené à d i s t inguer les cas suivants :

ï ° Soit (Y m u l t i p l e de ï 4- 2A. En prenant 0 m u l t i p l e de ï 4- 2 A , on
voi t q u e C ' R , ) et (P;î) sont m u l t i p l e s de ï 4- 2 A et que (Q,) et (Q;î )
sout m u l t i p l e s de 3; i l en résulte, d'après la f o r m u l e (17), que (Pi) est
aussi m u l t i p l e de 3 et l 'équivalence est é tabl ie .

2° Soient 0' et s1 + 2r^(T premiers avec ï -h 2^. En assuje t t i ssant 0
a vé r i f i e r la congrucnce
(v.î) { ï -h 3 y/ V } 0 — ù' E^ o ( »nod ï 4- (^. ),

on voit que (Qi) et (Q;i) sont multiples de ï "4" 2A. Ou a ensuite, en
tenant compte de (22),

( r + a Y) / û 1 ) ( H,) ̂  -^/ ( -^! 0' — Y/, ù\ )
( l + 2 T/ F/ ) ( I. ̂  ! ̂  7), ̂  1) ( 1.^ ) ̂  ^ ^^ ( Y/ ̂  —— 7;̂  (/, ) ( lno( • ? 14"" li> À 1) *

Mais la différence de deux quan t i t é s conjuguées est le p r o d u i t
de 1-4-"^ A par uu en t i e r réel ; les premiers membres et par su i t e
(R^) et (P;/) sont donc m u l t i p l e s de ï "+• 2 A. Il reste à voir que

( P j ^ ^ C H ^ - t - ^ Q i )

est m u l t i p l e de 3. Ecrivons
( ï 4- '•>. 'il 0' ) 0 — V ^.:: { ï -+- 2 A ) <-r,

x est de la fo rme
,r =:;:: c+d 4- 9,ri'^)rn

où ^ est une détermination quelconque de x cl 'Gï'est un entier com-
plexe quelconque* II en résulte
(I+^^KIV) ^y(^-^) ^
'•-""---•-•Y'^^I11"1'11'11''-''1" ^ —--—Y^^y—^^^^^^^^^^^ + ̂ ( î 4- ar/^) [^ 4- ( ï 4" ̂ ,V, }^,\

• ^ - (mod 14- arf),

. Le coeflicient de ^^ étant premier avec :i, -h 2A» on peut profiter d(1
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l ' i ndé t e rmina t ion de CT( pour rendre le second membre mul t ip l e
de s - t - ' - ï A e t ( P , ) se trouve a ins i mu l t ip l e de 3. L'équivalence est
donc encore obtenue.

3° Soit i 4- ^ Y f O ' mu l t i p l e de i 4- 2 A. Donc 0' premier à i 4- 2A. Je
remarque d'abord que ( Q ( ) (avec YJ == o) ne peut être m u l t i p l e
de i -4- 2À. Au con t ra i re , (Q, ) l'est par le fa i t de l'hypothèse, car

i 4- 4 Y/ ^4- 4-y/^ VV, == i 4- ay/^4-- 2-//^(r 4- ̂  Q\ ).

De plus, pour que (Q^) le soi t , i l est nécessaire de choisir 0 mu l -
t ip le lu i -même de i 4- 2À; 0 é tant a ins i choisi , (R\ ) et ( P^) sont aussi
m u l t i p l e s de cette même q u a n t i t é , mais alors, pour que

(P;)":^,(R,)-h(Q;)

soit m u l t i p l e de 3, i l f au t que (Q|) le soit. Or, dans (Q'i), le terme
•>. ( i + 2Y^ O ^ O t 0' l'est également , i l f a u t donc que l ' au t re terme
i •+- ({T^y •+- f\'^r^ O ' O ^ le soit. Or posons

M- 2'n'O'-^. ( t -h a}.).y,
n o u s a u r o n s

4.,.. ^ n' 0 ' + f^r/// 0\ :=:: 3 .:r .r i + ( i + 2 À ) ( .r .

liîîi r a i s o n n a n t comme au n0 12, on voi t q u e , pour que le second
înemhre soit m u l t i p l e de 3, i l f a u t que x soi t m u l t i p l e de ï - t - ^ A e t
par su i t e que ï + ar/O' s o i t j n u l t i p l e de 3. Cette c o n d i t i o n est d 'ai l leurs
su ( l i sante .

Nous t rouvons donc un cas u n i q u e où les subs t i t u t i ons U et V les
us générales nese réduisen t pas à(a)ou à fp); c'est ce lu i où i -i-^O'p'

est m u l t i p l e dn i 4" 2A sans l 'être de 3.

15. Faisons r\ == s dans U et V, nous aurons les tableaux suivants :

I 4.. /; 0 4,. 4 fj /^ — 2 / 9 9 , —— 2 & ( E 4- 2 ̂

— 0 3 6

— -2(i 4- ->JO (i -h a^) ^ ( i + 2 Â ) ^ ( ï + 2 / ) (i -1- 4 ^i) J

f —9.0 6/1 .r 4- 4^ + (\0^ —^ô(i + 2 ^ 1 )

(/) | 3 -6 6

a ( i 4- a^i — ^ ( i -+• 2 Â ) (!:4~ 20i) ( ï 4- 2?.) ( r -r 4^i)J



284 H . ALEXAïS.

Supposons ô remplacé par 0' dans (Y ) et comparons entre elles les
substitutions (y) et (y') en nous mettant dans le cas où elles ne
se réduisent pas à (a) ou ([3), c'est-à-dire en supposant î 4- 20' mul-
t iple de î 4- ;^A et non divisible par 3. Pour cela, faisons Y] === Y]'== î
dans les formules (ï4) et (20). î 4- ^0' é tant mu l t i p l e de î 4" .^A, on
voit qu'il en est de même de (Q'|) et que, pour que (IV,) le soit, il faul
et i l su f ï i tque 0 le soit aussi. 0 étant a ins i choisi , pour que

( P ; ) = 2 ^ W ) + ( Q , )

soit mul t iple de 3, il faut que (Q.\) le soit , or nous avonr» vu au numéro
précédent que ceci exige que î 4- au ' soit mu l t ip l e de 3 contrairement
h l'hypothèse. Ainsi dans le cas où les subs t i tu t ions ( ^ ) et (y') ne sont
pas équivalentes aux subst i tut ions (a) ou (p ), elles ne le sont pas
entre elles.

•16. Il s'agit main tenant , en supposant, î 4- ^ v f O ' m u l t i p l e de t 4- 2À
et non de 3, de comparer les subst i tut ions caractérisées par rf et 0'
aux substitutions (y) et (y'). Nous allons voir que la réduct ion réussit
en portant les expressions (x3), où nous aurons fait T] == ï , dans les
équations (î 5); il en résultera que les substitutu>ns U se réduisent
il (y) et les substitutions V à ( Y ) '

Dans les hypothèses actuelles, pour que (Q^) soit mult iple-de T + 2À,
il faut que i + ^ O le soit. 0 étant choisi de manière à vérifier cette
condition, on voi tque(R^) , (P^e^Q^sont aussi multiplesde î 4- 2À;
il reste à rendre (Ï\ ) multiple de 3^ ou

JîiL ̂  MÏiLt,.̂
1 -4- '2 A '"" l 4- 2 'À.

multiple de T 4" 2/w Posons

ï4- aï/O^: (i,4- 2}.)^, i4"â0=(i 4"2Â)j;

nous aurons

A^^^+^_4(y^^)Q/^ (modi4-a).).
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Oï\y est de la for nie
Y -"=: 'Y + 2 TïT

où Y est une déterminat ion quelconque de y , et rs est un entier arbi-
traire qu'il suff i t ic i de supposer réel. On peut donc écrire

Atlîll ̂  ,,,. + ,^_ /, ( Y+ y/) ^ ̂  — î 60^ CT (mod 1-4-2} . ) .

Le coeff icient de CT est premier avec 3, on peut donc choisir rs de
manière à rendre le second membre m u l t i p l e de 3.

Chacun des tableaux (y) et (y') f o u r n i t autant de substitutions non
équivalentes entre elles ni aux subs t i tu t ions (a) et (?) qu'il y a de
classes de nombres incongrus (mod3), multiples de T + 2À et non
de 3, c'est-à-dire 3 — :r = 2,

•17. En jo ignant ce résultat à ceux que nous venons d'obtenir, on
voi t que le nombre des substi tut ions non équivalentes auxquelles se
réduisent les tableaux U et Y d'ordre 3 est

j -^ I 4- 9, ^- ^ ̂  i 2.

Ces substi tut ions correspondent à n -==. o (n° 4); si l'on veut intro-
du i re celles qui correspondent à / z = = r , il faudra ajouter l 'unique
subst i tu t ion

^ -i sI 4- 2 À 0 0

(Ç) o \-\-t>A o

0 0 I •+- 2 À

18. Avec A - = = 3 , on ne peut pas remplacer (y') par le tableau (o)
obtenu en faisant Y] == a dans U. En effet, les substitutions qui se
réduisent à (Y) étant des substi tutions V, il faudrait que les quantités
(i4), ou l'on aurait fait T]== 2, 7f== i, rendissent entiers les seconds
membres des équations (16) et cela en supposant 1+2 9' multiples
de î, •+• 2À et non de 3,

0^ ï ̂  ^O' étant multiple de î 4- 2^, pour que (ï^) le soit, il faut
que 9 le soit aussi. D'autre part, (Q^) est mul t iple de î + 2À quel que
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soit 0. Mais alors, pour que

( P [ ) ^ ^ Q ^ R [ ) ^ ( i } \ )

soit m u l t i p l e de 3, i l f a u t que (Q|) le soit , ce qu i exigerai t , comme
au n0 14, 3°, que i 4~ 2 Û ' soit mul t ip le de 3, contra i rement à l 'hypo-
thèse.

19. 11, reste à mont re r que toutes les subs t i tu t ions d'ordre 3 se
réduisent à celles des tableaux (a), ({3), (y) , Cy^, ( t ) »

Considérons u n e s u b s t i t u t i o n que lconque d'ordre 3; on peut (a i re
sur cette subs t i t u t ion les remarques s u i v a n t e s qui se dédu i sen t des
équa t i ons de c o n d i t i o n écri tes plus h a u t :

1° S'il n'existe a u c u n e l i ^ n e d u tableau des coefficients

f A , B, ^ s

A, î î , ^
A, Sî, C,S " " " ^

dont deux éléments so ien t premiers avec :i 4- 2A === \/— 3, (eus lese le"
jnents premiers avec\/"-- 3 a p p a r t i e n n e n t à la même colonne . C'est u n e
conséquence des é q u a t i o n s (()) et ( 1 1 ) ; en ellet, supposons , |)ar
exemple, que A ^ et IL soient premiers avec i •+- 2 A , le b i n ô m e
AJÎi — A(B^ étant m u l t i p l e de cette q u a n t i t é , il i a u t que A^ ( * ( 1̂  ne
le so i en t pas, et a i n s i d e u x des l ignes on t d e u x é léments p remie r s
avec :r -}- 2 A.

2° Si tous les A et tous les B sont mul t ip les de i -+- 2 A, i l en est de
même des G. En effet , les équations (6') envisagées comme congruences
peuvent s'écrire f^ ,y^== l y 2, 3)
( '.>. 3 ) A i |3y 4" B/ y.j 4- Ci // ̂  o ( rn o d 3 ).

Si A/^4- B/ay est multiple de 3, i l f a u t que 0^ le soit aussi et par
suite que tous le s G soient mul t ip les de s 4~ 2 A C 1 ) .

( î ) Une troisième remarque qui était vôrifioô avec k :=; 3 m "h ï ('voir ma Thèse, p. H'}. '2")
ne rest plus ici, un A étant premier avec; r - h '2^, les B et les C étant multiples do ccito
quantité, les B no sont pas nécessairement multiples de 3; en cfîet , inie quantité B/ et sa
conjuguée p/ étant toutôs deux multiples do r 4-*2X, on no peut en conclure que B/ soit
multiple de 3.
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Les cas qui peuvent se.présenter sont donc les su ivants :
1° Deux éléments d 'une même l i^ne sont premiers avec i 4- 2 À ;
2° Un des A est premier avec i 4- 2À, les B sont mult iples de 3,

les G sont mul t ip les de i -h 'i À;
3° (Jn des B est premier avec r 4- 2A, les A sont multiples de 3,

les G sont mult iples de i 4- 2 A;
4.° U n ' d e s A est premier avec i 4- 2 A, les B et les G sont mul t ip les

de cette q u a n t i t é ;
.'i0 Un des B est premier avec r 4~ 2A, les A et les G sont mult iples

de celte quantité;
G° Tous les éléments sont multiples de î -h- 2 A.

10. Dans ce de rn i e r cas, nous savons que la subst i tut ion est équi -
va len te à fC) , mais, avant d ' e f l ec tue r la réduct ion des autres cas, je
f e r a i encore les remarques su ivantes .

:2L On s ait qu'il ne quant i té de la forme/?-h A y, o u / ^ e t y sont des
en t i e r s réels, peut encore s'écrire

{[in 4- ( m 4 - 2 ^ ) \ / — 3 J

ou m et // sont aussi des ent iers réels. Ecrivons en conséquence

^ A / = = ^•4- C^/4-1- ^ a ' i ) \ /—3, 2.1^=: ̂ 4- ̂ bi-\- ^^)^\|~=^^,
2<^:=.:^4-(<"/4- 2C;)^/^3.

Les relations (23) avecy == i deviennent

[a^ (a/4- ̂ ; } ̂ ^1] [h— ( h^~ b\ ) ̂ ~3]
4- I bi 4" ( ^/4- a b,) \/^3J [^/— («/-+" la'/ )\/^'3J
4- [cr— (c/4- ^c',- ) ^/— 3j [^— (^4- 2^ )\/— 3] s= o (mo(.I3).

On en t i re

( a4 ) c2^^^, (mod3).

Il résulte de cette relation que, si ^ n'est pas multiple de 3, a^ et b^
sont, ou. bien tous deux congrus à i, ou bien tous deux congrus à
— i(mod3).
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22. De même, les relations (9) donnent , en séparant les parties
réelles et imaginaires ,

(25)

et

- a j bi'^E o./ -\ "^
. b i C j - . b j C i ^ o (mo(13) (^. /=:i , a, 3, l ^ à j ) ,

C l i C j — — ^ y C / ^ O ,

, ai c ^ — C i a^+ ^^ï —a^\ -^—ffi
^2 ̂  —— ̂  ^4 •+• °ï ̂ â —— a» ̂ S ̂  ̂ 2

^ —— c! ^î + c^ ^îl "•""" cu ^l ̂  ̂ »

Ci ^4- ^3 ̂  —— ^3(l'l ̂  ^1>.3 ^^

^3 ^2//2^ "-- ^'2 ̂  + ̂ 3 ^2 """ ^"^"2 :==—— ^2 (mod 3).

^ — — ^ l ^4- ,Câ/> i——^â^

//^ — (^i a^ + ^3 f/i — r/a //i

</2^:t ^2^3 + ^3^2—— ^ î î ^ î t

(^6)

^3 — b^ a^ ~\- h^a\ — a^h\ ̂  •1--1" r':»

23. Supposons que pour une va leur de l ' ind ice on ai t

( 9,7 ) a^ bi^êc, ̂ . ̂  ( mo( 13),

£ et € désignant indépendamment l 'un de l 'autre ± s ; i l résulte des
relations ( ^ ) que l'on aura pour les autres valeurs de l ' ind ice

aj ̂  bj ̂  £ cj ( m o d 3 ).

D'autre part, les équat ions (6) mon t r en t que les congruences (^7)
ne peuvent pas être réalisées un iquement pour l ' indice 3; si donc
elles sont réalisées pour u n e va leur de l ' i nd ice , elles le seront
pour ^==1; ou pour ^ = = ^ . Mais en échangeant les deux premières
lignes, ou en changeant tous l^s signes, on ob t i en t des subs t i tu t ions
équivalentes; on peut donc toujours supposer que les hypothèses (^7}
sont remplacées par les su ivantes :

(a8) , ! , a^h^ssc^.î (rno(,:13).

Supposons ces dernières hypothèses réalisées, les relations (2(S)
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donnen t en part iculier (i116, 3e, 4e et 6e relations)

e^ — e a^ -+• ^3 a^ — £ €3 c^ ES — i
c[—£<r4-4- c^a[—£(^c/iES£C3
; / (mod3) .c^—£^-+- c^i—£C;îCi=s i

C[—— Eb'^ -+- C^b[——£6t2C'^ E S — — £ € 3

On en t i re f a c i l e m e n t

ec,(a[^ b [ ^ £ c [ ) ^ a ^ b , - } - £ € [ ,
(29) SC,(^+,^£C.)..^+^H-£C, (mod3)-

24. Si pour iine valeur de i, b^ é tan t premier avec 3, a^ et ^ s o n t
mul t ip les de 3, les équat ions (25) mont ren t que l'on a

a^^a^,^. a^^ c^ ^s c^^r. c'^^ o (mod3),

et les Irois dernières des équat ions (26) donnent

(30) b/a^—b^a^o (mod3) ( l , j =î, a, 3, i^J).

25. Ces p ré l imina i r e s établis, revenons à la réduction proposée; et
d'abord comparons la subst i tu t ion la plus générale d'ordre 3 à la
subs t i tu t ion (a); il fau t pour l 'équivalence que l'on a i t ( 1 )

(R/)=^A,0+C^o (rnodvCT) ^^ 3^
— ( P , ) " ^ a A / ^ + 2 C ^ i — B / = o ( m o d 3 )

Supposons que, pour une valeur de i\ A^ et C^ soient premiers avec
\/^~3, alors ai et ^ sont premiers avec 3 et, d'après (24), ̂  et b, sont
congrus entre eux et à ± ï , on est donc ramené aux hypothèses (27)
qui , ainsi que nous l'avons vu, peuvent être remplacées parles hypo-

( 1 ) Ici 6fc dans ce qui suit, jo suppose que, dans les relations (12), on remplace les
lettres accentuées par les éléments des Tableaux (a), (p) , (y), (7') et que l'on supprime
les accents des autres lettres. Les expressions (P/) et (R i ) sont analogues à celles qui
ont été désignées plus haut par les mômes notations; elles sont construites de manière
à vérifier, dans le cas actuel, les relations (i5).

Ann. Éc. Norm., (3), XX ï. -- JUILLET 1904. ^
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thèses (28). Soit donc

(,3 î ) . ai EES /^ SES £ c^ ES i - ( m od 3 ).

Posons
2 0 == /! 4- ( i • -h '21' ) ̂ -^ ( ^ et ^ réels ),

nous aurons

^ ( lî i ) =- [ r/i 4- ( a, 4- ^ ̂  ) \/-^"3 j [^ + ( ^ + 2 ̂  ) \/-^3 J -h Ci + ( r;^ 4- a c, ) \/—"3.

Le second membre sera mu l t i p l e de \]—3, si l 'on a

a^t 4- q^sE o (inod 3),
c'est-à-dire

/'En;— g (rnod 3) ;
il en résulte

W^'\ (mod3),
et l'on a

— 4 ( Pi ) ̂  a, + (a, 4- a ̂  ) ^—"3

— 2 |^ c-i 4- ( r'i 4- 2 ̂  ) \/~3 J [ 2 41- ( — £ 4- '-s f ) ̂ 3 \

— 2 L /^ 4- ( ̂  4- 2 ̂  ) v7—^! ( m <)( ( 3 )
OU

— ( Pi ) = a^ 4- ( ̂ î 4- ^ Oi )- ̂ —"lî
-+„ ̂  4-, ( /^ 4, a ̂  ) ̂ /rri ̂  g ̂  ^1. g ( ̂  .̂  ^ ^/^ ) ^/_"3
4- c't ( — s 4- s ̂  ) \/~=:Ï ( m od 3 ).

Pour que (P,) soit mul t ip le de' 3, il faut et suffi t que l'on a i t

<^i 4- ^i4~ EC'i =^.o
/ ,, , ,/ . (mod3).

c^(—e-+'raf)^a\'+•bf^£c\ ' '

Or la première de ces congruences est une conséquence i m m é d i a t e
des hypothèses (3ï) et quant à la seconde, on peut dé te rminer / / de
manière qu'elle soit réalisée pu i sque c^ est premier avec 3. Suppo-
sons /' a ins i déterminé, nous aurons

a<9 îs—54-£ (a^4 -À^4 "£^ ) \ / ^3 (mod 3).
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11 reste à mont re r que 0 é t an t a ins i dé terminée , (K^) et ( P - )
(/== 2, 3) jou i s sen t des mêmes propriétés que (B , ) et (P^ ) .

Pour (B/), cela r é su l t e , comme avec /• == 3/;2 + i, des re la t ions

A i ( H.y ) ES A i Cy — A.y (^ =s o : ( m od /̂ ~3 ), • • •

Quant à (Py),on a

- /l(Py)^^^ (ay4- â/7;) v/—"3

4" 9. [c,4- (c,+ ac; )^3] |—£—£(^ 4- ̂  +£^)^/=T3]

^ ^ 1 ̂ + (^+ aÀ^v7^^] (mo(13) .
OU

— (Py) ̂  ̂ y 4- hj + ZC^

4- [^ 4- ̂ 4- £ cy-h a ̂ 4" a ^-{-- ^ £^— 2 ECj(a\^r b\ ~}-ec\ )] \/~^3 (mod '^).

l^yur que (I^/) soit multipie de 3, il faut et suffit que l'on ait

f i j .4" hj 4- £ Cj ̂  o

s cj ( ̂ ^ 4- ^, 4- c\ ) ̂  a', 4- h', 4- £ ̂  ( ln od 3 )'

(les deux c o n d i t i o n s sont réalisées, la première en ver tu de (3:i), la
seconde en v e r t u de (29).

La s u b s t i t u t i o n la pi us générale d'ordre 3 est donc é q u i v a l e n t e à (a)
quand A, et (^ sont premiers avec \/—3. On voi t , comme avec
k^:.:3m-}-i (1) , qu ' e l l e est aussi équ iva l en t e à (a) si, A, é t an t
premier avec \j—3, tous les lî sont m u l t i p l e s de 3 et tous les C sont
m u l t i p l e s de </— 3.

On en conclu t par symétrie que si B^ et €4 sont premiers avec
\/—3, ou si BI étant premier avec \/-~ 3, les A sont multiples de 3 et
les C sont mu l t ip l e s de \/—3, la substi tut ion est é q u i v a l e n t e a (6).

26. Pour qu 'une subst i tu t ion se ramène à (y), il f a u t qu'on puisse

( ï ) Foir ma Thèse, p. 8">, n" 108.
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déterminer 0 de manière à avoir, pour i= r , 2, 3,

( R,) =: s ( A,— 2 B,-i- ^ C/ )^ — 2B,+ G. = o (mod \/^~3),
— ( P , ) = 2 ( A , — 2 B , + 2 C / ) 0 ^ — 3 ( 2 B , — G , ) 9 , — B , = E O (mod3) .

Faisons les hypothèses suivantes : pour une valeur de i, B, est
premier avec \/—3 et A, et G, sont mult iples de cette q u a n t i t é et par
suite, bi est premier avec 3 et a^ et c^ sont mul t ip l e s de 3; en posant ,
comme plus haut,.

2 Q =<-{-( t +• 2 ^7 ) \/::::: ,̂

nous aurons
(H,)EEE^+-Q (niodv/="3).

11 faut donc prendre, pour que (R/) soit m u l t i p l e de \/—3,

t ̂ — ï (mod 3 ),
d'où

(^i^i (inod3),.
1 1 en résulte

—2(P,) s ̂ /^3 — [ ̂ / -h ( //, 4- % b'i ) ̂ ^Ï] 4- ^ c', ̂ "3
+^[^^(^^^^)^Z^]_ariv^3![l+(—ï+»^)v /—^
—[&^-4-(^^4- ̂ )^/Cr3j (mod3).

On trouve, en ordonnant , que la partie indépendante de \/— ' ï est
mul t ip le de 3 et que la cond i t ion , pour que (P^) le soit, se rédui t a

/^ç — ï 4. ^ // ) ̂  a'i ( mod^ 3 )-

On peut déterminer i' de manière à vérifier cette congruence et l 'on
a alors

a / ) ^ H 2 — b i + a ' ^ " ^ ) (mod3) .

0 étant ainsi déterminé, je dis que (R/) est m u l t i p l e de \1—3 et que
(Py)est multiple de 3,/représentant les deux indices autres que i. En
elîet, nous avons vu, (n° 24), que dans les hypothèses actuelles
(c'est-à-dire bi é tan t 1 premier avec 3, a/ et c^ étant mul t ip les de 3),
a, et Cj sont aussi mul t ip les de 3. .11 en résulte immédia temen t

^(B/)=so (mod ̂ 3).
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On a ensui te

-2^(P,)E=/.,i^.v/^3_[^+(^+^^^^

-+-} 4'̂ . H- (^--4- 2^;) \/rr3'j_3^^/r^j(^.4_ ̂ V-^/
— ^ \bj -4- ( ̂  + 2 ̂ ) ̂ /^S j ( mod 3 ).

La part ie indépendante de \/—3 est mul t iple de 3 et la cond i t ion
pour que (Py) le soit se r é d u i t à

bi a'j — bj ci', =s= o (m od 3 ).

Or cette condi t ion est réalisée en vertu de (3o).
Ainsi, quand un des B est premier avec \/— 3 et que les A et les G

sont mul t ip les de cette q u a n t i t é , la subst i tut ion est équivalente à (y).
Par symétrie, quand un des A est premier avec \j—3 et que les B

et les G sont mul t ip le s de cette q u a n t i t é , la subs t i t u t ion est équiva-
len te à (Y).

27. Si l'on remarque que, en vertu de (24), A; et B^- ne peuvent pas
être premiers avec \/— 3 &ans que (^ le soit aussi, on voit que la
réduct ion de la subs t i t u t i on la plus générale d'ordre 3 se trouve effec-
tuée dans tous les cas ind iqués au n° i.9 et par suite que les douze
s u b s t i t u t i o n s (^)? (P)r (y)» (Y ) const i tuent un système complet de
s u b s t i t u t i o n s non équiva len les d^ordre 3.

28. J'ai di t au commencement . q u e pour toutes les valeurs consi"
sidérées de k, U é tant une subs t i tu t ion part icul ière de cet ordre et U'
une s u b s t i t u t i o n q u e l c o n q u e du même ordre, on peut trouver une
subs t i tu t ion T du premier ordre telle que U' soit équivalente à UT.
Ceci résul te immèdia lemenfc de ce que le Tableau (A) (n° 8) cont ien t
des représentants de toutes les classes de s u b s t i t u t i o n s non équiva-
lentes et que la subs t i tu t ion (A) est égale au produi t suivant :

^ i o o s-

^ o o a 4- h (3 y

f i+4rj 9 4-4^1^1 —200, —2^ (1+2^ ) ^

arjYji i 2^1

2rK.r~h 2-o^i) 201 i"}-4.rj^
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La première de ces s u b s t i t u t i o n s est la s u b s t i t u t i o n d'ordre/ ' q u i se
dédu i t de (A) en y f a i s a n t Y] = 0 == o; la seconde est une s u b s t i t u t i o n
d'ordre t , car elle se d é d u i t de (A) en y f a i s a n t k = ï .

Voic i , p o u r / * == 3, un système de représentants des douze classes et
leurs expressions sous la forme UT en p renan t pour U la s u b s t i t u t i o n
U) q u i est la p lus s imp le des s u b s t i t u t i o n s d'ordre 3 et eu me servant
d ' a i l l eu r s des n o t a t i o n s employées dans ma thèse et dans r a r l i c l e
p u b l i é dans cette revue (t. X I X , p. 289).

TABLEAU (a).

Q r= <:) 1 0 rrr: i

1 0 0

0 3 0

0 0 À —— /a

II,— | o .3 < >

o a ( / ,—y . 4 ) ?.—7^

^TÏT^,

•2Z

<> 3 o

^o a(^--î.) 1—1^

...̂  |T r^/ iî^r;)""-" IJ l il y 1 i » l l , r= o 3

| ^ < ) ^ (

0 =: /^

IJ,=

.̂ .̂

l^o a t / . 2 —!) /.—/.•2^

( ! ,T?

IL-r: o 3

aP

0 U,T,'T;i.

o a ( i — 72 j /. — ).a

TABLIÎÀII ( j î>) .

<?-.:<)

¥,== | 3 o o | = iiie^
o o 5. — V
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TABLEAU (y ) .
e=À

IL

a==

" '5+4?.
-6

s"6

-=V-

^>+^;i

-6

s 6

— 2

5

a( i -X)

— •i

3

2(^ -1 )

3(À2--

6

5 - 2 À

2(1-

6

2À2-

' '1

^

-.) '

^'

3 >

— Tî T;{ '•?;( T.i ^Vi
— u 1 •g I B ;, i I i- ;i î

— n TÎÎ T3— 14 A g I;,.

TABLEAU ('/).
&=:?,

/g-r:

0 = ?.2

/ —

/ -ï 5-1-^ a(},2-I)s

3 - 6 6

^a(i-).) -6 5 - 2 Â

— 2 F) -f- 4 A2 2 ( / — ) )

3 - 6 6

^2 ( ^ -1 ) 6 3/.2—;')

— T T '•P:$T;ÎT;P|— U 1 A t i y A ^ .1

— TT T3 l^if^î— U i 1 n ,1, ^ U *


