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SUR LA

REPRESENTATION ASYMPTOTIQUE
D'UNE

SÉRIE DE FAGTORIELLES,

P A R M. NIELS NIELSEN,
A COPENHAGUI-:.

I. — Formules générales.

Dans des publ ica t ions récentes ( 1 ) j 'ai étudié une série de facfo-
r ie l les de cette forme

.î=-00

(i) £iLz')^y____^M
N / ^.z•(.^•+I)...(^-(-,ç)î

,y:"-0

où les coefficients b,, sont indépendants de ^, pourvu que \x\ soif une
q u a n t i t é définie, tandis que j 'ai supprimé par principe le cascontraire-
Or, comme nous le verrons dans les pages suivantes, la série (i) pos-
sède des propriétés intéressantes pour de telles valeurs de | x \ aussi.

Pour é tudier dans ce cas la série (i) nous avons à prendre comme
p o i n t de départ deux formules élémentaires, savoir celte identité de
Schlômilcfi

.f -••=: n
i ^r\ r.?-/'

(o.) ^ ^ ̂ ^ ̂ ^ ̂ ^ ̂  ̂ n - i ) ̂ hll-r^^

( 1 ) Comptef! rendus, 3o doc. 1901 et ao janv. 190-2. Ânnciles de V École Normale,
3e sério, t. XJX, i9o'2. Je cite toujours ce dernier Mémoire en écrivant simplement dans
îe texte le numéro de la page du Volume susdit dont il s'agit.

Ann. Ec. /YO/V/'E.» (3), X X Ï . — NOVEMBRE 1904. S^
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où nous avons posé pour abréger
/ nr l ^/'-2 f0 \

(, ̂  A., ̂  ̂  ̂ ^^^^ ^ ̂  + ̂  + . . . -h ̂ ) .

tandis que les coeff ic ients CÇ sont les nombres de Surtmg, savoir les
nombres positifs entiers déf in is à l 'a ide de cette iden t i t é

(3) ^ +1)... (,,; + q ̂ . ï ) ̂  c^^+ c^-^-1 -T- . . . + q-1 x;

c'est-à-dire que C^ est la somme des ( c f ~ ^ \ produits contenant/? fac-
teurs différents qu ' i l est possible de former des nombres

ï , a, 3, .. ., r / — ï .

La formule (2) se démontre s implement en d i f î e ren t i an t ( r— î)
fois , par rapport à a cette formule élémentaire de StirUng

1 ^ T " V a ( a + ï ). . . ( a "l- .s-̂ i ) < (̂ ̂ _0^ • C ̂ l̂̂ '̂ ZLLi _L»-
^TTa ̂  ;r + ̂  ^- .̂̂ ^^^^ ^ ̂  ̂ ^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  _ ^ ^ ^ _ ^>

.y = ï

et en posant ensuite a == o.
Quant à la seconde formule élémentaire susdite, elle est inverse

do (2,); on peut l 'obtenir en appliquant sur les termes du second
membre de cette identité bien connue

_____r\____^ (r\ ^ _ ( r \ __ ̂  ^ . ., f r\ __
x { x ^ r i ) . . .(^-h / • ) " \o}^ \ î j ^ ^ i * ' * \ r ) x ^ r

la série géométrique ord ina i re

__^1 P ^P'^ ^(zjl^Z^+iri1^
x •+ p x x 1 ^ . ' ' ' ^ll' ^ ^ 4- p

ce qui donnera ce développement en série de puissances négatives
.Çs-sW

^\ ___î___=y c—1)^^4-1^, r(^).
V 4 / ^(^-+-î .) . . . (^"h/"—X) ^ ' ^ n '1 ' h

s == /*
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où nous avons posé pour abréger

(^> ^M=^-^'î'(-)-("7')^^,
^=0

tandis que les coefficients C;° se présentent sous cette forme

(5) €^ = ̂  [Q qP^- ̂  Çq - x)^+. . .4- (- i)^ (̂  ̂  ) i^j .

Cela posé, prenons comme point de départ la série de factorielles(f),
convergente, pour que iî(a?) ^> A (p. /pi)» puis mettons

s ==.n

(6) Q(.zQ =:y -————^————— 4~B»(^),' / x -^ x[x + T ) . . .(.z- + , y — l ) ' / y

.y==l

une transfbrïnation à l'aide de (4) effectuée sur les n premiers termes
du second membre de (6) donnera cette autre représentation

(7) ^^)=^+3+...+^+R.(^),

où nous avons posé pour abréger

(7 bU) R/, (/r) = !:U^) + bî B,,,2(^) 4-... + ^B//,,^ (^),

tandis que les coefficients a^ se déterminent à l'aide de ces formules

j a^b,,
v o / ( a,=^€?~^,€;^+...+(-I)/•^€;-^

Supposons maintenant que x soit un point très éloigné du domaine
de convergence de û(.^), mais non situé sur l'axe des nombres
négatifs; si ÛÇx) est convergente dans toute l 'étendue du plan, nous
aurons évidemment cette valeur l imite

(9) lim [.^K/,(^)]==o.
) .X' j =•:: 60

Remarquons ensuite qu 'une fonction ne peut être développée en
série asymptot ique que d 'une seule façon; nous aurons ce théorème
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général où le signe c^> désigne u n e égalité asymptot ique d'après ' la
déf ini t ion de M. Poincaré (1) :

I. Si la fonction ( î) est développai) le en série de puissances négatives
entières de x, les coefficients de cette série se déterminent à l'aide de (8);
dans le cas contraire nous trouverons cette série asymptotique

. , ^ , . C(.\ d.î €(n
do} Q(^)oo--1 + — "4-. . .4- —' f ' ' x x^ x^

oui est certainement valable dans tous les points (rès éloignés du domaine
de convergence de la série (ï), à l'exception peut-être des points situés
sur l'axe des nombres négatifs.

Nous avons à remarquer que la série a s y m p t o t i q u e ( r < > ) peut être
applicable dans des points situés en dehors du d o m a i n e de conver-
gence de (î), comme le mont ren t c la i rement les deux séries asympto-
tiques particulières (20) et (21).

On voit du reste que la première par t ie (la théorème î peut être
considérée comme l'inverse de la proposi t ion que j 'ai démontrée con-
cernant la méthode de Stirling (p. 437)'

Quant à la seconde part ie du théorème I, savoir q u ' u n e fonc t ion
développable en série de factorielles a tou jours la môme série
asymptolique dans tous les points très éloignés du demi-plan s i tué à
droite de l'axe des nombres purement imaginai res , l ' inverse n'est pas
vrai. En effet, il est très facile de construire des fonctions q u i ont
cette propriété sans être développables en série de factorielles conver-
gentes pour des valeurs finies de x\.

Ce résultat négatif concernant l ' invers ion de la seconde part ie du
théorème l est assez intéressant , parce q u ' i l montre que la cond i t ion
susdite nécessaire, assex étroite, relative à la série asymptot ique, n'est
pas suffisante pour rendre développable en série de fac tor ie l les la
fonction en question.

Considérons main tenan t d'un autre poin t de vue le théorème 1 en
remarquant que toutes les fonct ions développables en série de facto-

( 1 ) //cta mathernatica^ t. ¥11 ï, î8Sf), p. '297-
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r içl les de la forme (i) doivent se présenter sous cette forme intégrale

(u) ^x)-=-f f{t)e^d£, î l(^)>o,
^0 ï

où/(^) est holomorphe aux environs de t=o, de sorte que nous
aurons ce développement en série de Taylor :

(ii bis} /(^^a,+^^g^+..-+^^^1^

ou les coeff ic ients a^ sont précisément ceux que nous avons définis à
l 'aide de ( t f ) ( p. 438). - .

Cela posé, in t roduisons dans (n) l'expression (i r bis), puis inté-
grons terme à terme, nous aurons

(,,) Î2(^) = a! -t- § +. ..+ ̂  + r^nW e^dnÛL- x a. j^ , ,

ce qui donne ra immédiatement cet autre théorème : '
1 1 . Pour la fonction û(^) dé^eloppable en séries de factorielles, la

formule ( ï^) donnera la série de puissances négatives entières, si un tel
développement est possible^ sinon la même formule donnera la série'
asympto tique de û(,r).

Supposons encore donnée cette série asymptotique

(i3) ^)^+al+...+^\ / ' ' x x^ x^

valable pour les po in t s très éloignés d'une certaine l igne droite pas-
sant par l'origine, puis app l iquons sur les puissances f igurant au se-
cond membre de (i3) la formule ('2), nous aurons une expression de
cette fo rme :

S •^ II ! . . —

^ ^A•)-2^T7)-^(^T7^y+B"(-)•,
s == 1

où nous avons posé pour abréger

( i / i bu') R/tO) == ^A«,2(^) + ^A/,,;^^') 4-. . ."-1" a/,,A/2,^(^),
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tandis que les coefficients &/. se déterminent à l'aide de ces formules

b^ -=. a^
b^= C° ,̂...M + G1 Ctr 4- ... -h C;':"1 a 2. -/7.4-1 — u/, a/.4-i -+- ij/. a,.

Or, supposons que la l igne droite pour laquelle la formule ( r3) est
applicable ne coïncide pas avec l'axe des nombres négatifs, nous
auro-ns évidemment pour les points très éloignés de cette ligne

(16) lim [^R,,(^)]-=o;

cette condi t ion remplie, nous écrivons simplement
A" == II

(,7) a^)^^^^-^^^^,

et nous désignons comme série asymplotique de factorielles de iîÇw)
l 'expression q u i figure au second mernbro de cette formule ; c'est-
à-dire que nous avons démont ré cet autre théorème :

III. Une application formelle de la méthode de Slirlin^ nous conduira
toujours de la série cifîym.plolù/ue (ï3) à la série de factorielles de iîÇx)
si un tel développement est possible, sinon nous irowom la série defac-
torielies asymptotùfues de ÛÇx), valable généralement où Vesi la série (x 3)
elle-même.

Il faut remarquer m a in t enan t que dans le premier cas le domaine
de convergence de la série de factorielles ob t enue pour Û(rr) ne con-
t ient pas toujours tous les points très éloignés, où la formule (ï3) est
applicable.

Remarquons en passant que les deux systèmes d ' équa t ions algé-
briques l inéaires (8) et ( ï ^ ) sont inverses. En ellet, déterminons à
l'aide de (8) les valeurs des quant i tés b^ nous trouvons précisément
les expressions (ï5) et vice versa.

Appliquons par exemple ce principe pour exprimer une puissance
posit ive entière de x à l 'aide des fac tor ie l les , l ' identit.é

x{x+l). . .(^4- /z—ï)=C^4- C^ - 1 4- . . .-h C;;1 î ^
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donnera cette autre identi té inverse très connue
.s- -— // - - 1

( I8) œni^ 2 (-lY(£sn^ixl^^î')•'•^-^/^-^^•
S = 0

Considérons main tenan t quelques applications particulières des
théorèmes généraux que nous venons de démontrer.

II. — Applications aux fonctions &j(^), coi(^) et P(^).

Prenons comme premier exemple les deux fonctions de Binet :

r^ (.y) = log\2î — ̂ V{x) =-. —— D^r,)(.r) ;

rx) (<'r) -= logr(.r) -- (^ — -I- ) log-.y 4- ̂  -— log \/37T;

les formules développées dans mon premier Mémoire (p. 440)
donnen t , en vertu du théorème II, ce résultat particulier :

Ces deux séries asymploliques

1 <lZL1

=: 2

, , y (-!)•' B2,+i
ww^ ^ ̂ Ts ^-hl

( -9 ) <^«-2
== 2

/ \ V / \S ^2^-*-1 , 'u,(̂  ^ (-1)^ ^r,+^
^==0 ''

sont certainement valables dans le demi-plan situé à droite de l'axe de$
nombres purement imaginaires. Les coefficients B^, Bg, Bg» ,.. désignent
les nombres de Bernoulli.

On sait en effet que les nombres de Bernoulli croissent plus forte-
ment que les termes d'une série géométrique quelconque, ce qui
montrera que les deux séries obtenues de (19) pour n =co seront
divergentes.
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Comme second exemple considérons cette autre fonction

'' X 4- 1
P(^)..-~ g) , lo^B(^^^^ \^W^\+W

nous aurons ces trois séries de fac tor ic l les (p. 42^? 453)

^ .s- ! i
I3 ̂  ) ̂ JL ̂ ^-^^—^^ .̂ïï 'l.r(.T4~ î ) . . .(^' -h<y) 2"

. .y -1- î
sm —/— TT.s-îpf^-i.-,,-^•(.^ -l- î ) . . .[^ 4- -v)»A- :::- (,»

S ;=: Kl

3 2

9- .y 4- î
S m —~7-——TTî

3

P (^) - P W -^ ,:(̂ :̂ -L ̂ Ï-^T) ''i" "6

dont les deux premières sont valables dans toute l ' é tendue du plan,
tandis qu ' i l faut ad-rne l t repour la troisième cette condit ion îl(;r)^>o.

Pour trouver, à l 'aide du théorème 11, la série asymptotique de ̂ Çx),
considérons ces deux expressions intégrales

r^) -^ (^^j^^î^ R(^) >o;

nous aurons cette série de puissances

f^X . . . f.,-X^ „,..„.. ff-^ ^ ̂
i^î"^^^^e^' 4- e"'^'

Lil)ll^
(2 s 4 - ï ) !

ou les coefficients T., T;>, T,;, . . - sont des nombres entiers, souventL j , JL ;? A. ;; , . . - O1

^^^ ,„.: ...̂dits coefficients (la tangent, qu i s'exprime à l'aide des nombres de Ber-
noulli comme suit :

9^1 ( 9^^ — r ) . ,
-B..,,.T,

,Ç 4- 1

Cela posé, l ' ident i té

^T^^J- 4'" ̂ r^~-
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nous conduira immédiatement à cette autre série de puissances

2 ^(—Q^T^-M/^2^-1

T^-^"1-^ (..+i)î (,2) ? 1 ^ < ^
^==0

de sorte que nous obtenons, à l'aide de II, cet autre résultat par t icu l ie r
remarquable :

La série asymptoticjue
< ".

(20) • ^^J^^y^v^
r v IX Â»à (2^)-2^

est valable clans tous les points très éloignés du plan clés x, à i 'exception
de Vaxe clés nombres négatifs.

Appliquons maintenant les formules (8), (i5); nous trouverons une
su i t e de formules contenant les nombres T^.^, Cf et C^; car toutes
les trois séries de factorielles susdites condui ront à la série asympto-
t ique (20). Au lieu de développer ces formules numér iques nous pré-
férons donner une autre série asymptotique intéressante.

A cet égard prenons comme point de départ les expressions in té-
grales susdites de (3(.'r), nous aurons

/. ^
/ r \ / ' • 1 / A - - 1 / 2 F -^ p-lX fi~~ 2 yPI^H '̂"^ -^••d'' ^>-v

de sorte que la défini t ion des nombres E^ d'EuIer donnera cette série
de puissances

_ ^
a 2 i ï V (— l)' T. ( ty

T^IF^^——ri^iiTil)-!^^} ? \t\<^<•> , si \ / \ /e1 -4- e i A-=O

Remarquons ensuite que la fonction p(^' +-j) peut être.développée
en série de factorielles convergente pourvu que îî(<r) ̂ > — ^ ; comme
le montre clairement un théorème général (p. 433), il es tévident que
les formules précédentes nous conduiront à la série asymptot ique

Anî», 7ïc", Norm,f (3), XKI. — ^OVEMBRÏ;! 1904- 0^
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jep(^4^); nous obtenons en vérité ce résultat nouveau remar-
quable :

La série asymptoti(fue
^n1

c.:' • K^-î
.ï = 0

est valable dans tous les points très éloignés du plan des x, à l'exception
de l'axe des nombres négatifs.

Appliquant le théorème II, on voi t que (21) est cer ta inement
valable, pourvu que %(<r)>o. Posons ensuite dans (20)—— au
lieu de x, pu i s ordonnons l 'expression du second membre de cette
f o r m u l e selon des puissances négatives de x, nous retrouvons néces-
sairement la formule obtenue de (21) en y mettante au lieu de x si
nous supposons pour l ' instant îl(<r) positive. De cette manière nous
trouverons des formules bien connues entre les nombres T^,| et E^;
ce qui montrera que la formule (21) est valable où, l'est (20).

La formule (21) et la formule (20) pour ^ au l ieu de x mon t ren t
clairement que le domaine de convergence de la série do factorielles
iïÇx) ne contient pas toujours tous les points dans lesquels la série
asymptofcique obtenue pour Û(^) est valable.

Copenhague, le i5 octobre i(}()3.


