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SUR LES

ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENCES FINIES,
PAU M. ALF GULDBERG.

Les analogies entre les équat ions l inéaires aux différences finies et
les équat ions d i f fé ren t ie l l e s l inéai res ont été depuis longtemps
signalées.

Aussi Taylor a rédui t la solution de l ' équa t ion l inéaire aux diffé-
rences finies du premier ordre aux quadratures finies. Lagrange a
démontré que sa méthode des variations des constantes des équat ions
d i f f é r e n t i e l l e s l inéa i res s ' appl ique aussi aux équat ions l inéa i res aux
différences f inies . Cauchy, u t i l i s a n t une idée de Brisson, a donné,
par des f o r m u l e s symbol iques , la s o l u t i o n générale de l 'équat ion
l i n é a i r e aux différences f in i e s à coefficients cons tants ; et ces ques-
t ions ont été reprises et complétées par M- Mansion. Tardi a démontré
que , si l 'on conna î t une intégrale pa r t i cu l i è re d'une équa t ion linéaire
aux différences finies, on peut abaisser d'une unité l'ordre de cette
équa t ion , de même que l'on peut d iminue r d'une un i t é l'ordre d'une
équat ion différentiel le l inéaire dont on conna î t une intégrale . Les
théorèmes sur les intégrales formant un système fondamental d 'une
équat ion différent iel le l inéaire ont conduit MM. Casorati, Pincherle
e t H e v m a n a des théorèmes analogues sur les intégrales formant un
système fondamental d 'une équation l inéai re aux différences finies.
Les méthodes symboliques pour l ' intégration d 'une équa t ion différen-
t i e l l e linéaire ont été l 'or igine des méthodes symbol iques pour l 'inté-
gration des équations l inéai res aux différences f in ies {voir BOOLE, A
{réalise on thé calculas affinité différences).
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Dans un Mémoire important , M. Pincherle a exposé une théorie très
complète d 'une forme linéaire aux différences finies, suggérée sans
doute par les théorèmes analogues de la théorie des formes algé-
br iques et des formes différentiel les l inéaires .

M'ais il restait une part ie des plus impor tantes de la théorie des
équations différent iel les linéaires, qui n'avait pas encore son ana-
logue dans la théorie des équat ions l inéa i re s aux différences finies :
je veux dire la partie qui traite des fonctions invariantes (m fondions
symétriques des solutions d'une équat ion d i f f é r e n t i e l l e l i n é a i r e et la
transformation de ces équations. C'est l 'étude des propriétés ana-
logues des équat ions l inéaires aux différences f inies qui fait l 'obje t
du présent Mémoire.

Soient y^\ y^, . , . , y^ les éléments d 'un système fondamenta l
d ' intégrales d ' une équa t ion l i néa i r e aux différences f i n i e s d 'ordre / / ;
les f o n c t i o n s symétriques en question sont, comme par les é q u a t i o n s
d i f f é r e n t i e l l e s l inéa i res , des f o n c t i o n s a lgébr iques entières de y^' '-
y'^1, . . . , Y ^ ' et de leurs valeurs successives qui se reproduisen t mul-
t ip l iées par un fac teur constant , dans le sens du calcul aux différences
f i n i e s , d i f f é r en t de zéro quand on remplace y'^ ', Y ' ^ . ...^y^ par les
éléments ^n, ^^', . . . , ^ [ t > d'un autre système fondamenta l , c'est-
à-dire quand on f a i t une subst i tut ion l inéa i re de la forme

7^ •= ̂  ̂ P -4-. C^^ + .. . .-h (,^^

où i ==: i, 2, , * . , n.
Dans le premier Chapi t re , je démontre u n théorème analogue au

théorème fondamental de M. Appel! sur les (onctions invar iantes
d 'une équa t ion d i f fé ren t i e l l e l inéai re , et j 'applique ce théorème à
quelques exemples.

Le second Chapitre cont ien t les applications de ce théorème à la
théorie de la transformation des équat ions l inéaires aux différences
finies avec quelques exemples.

Le présent Mémoire, qui est né de l 'étude du. Mémoire classique
de M. Appel l ( 1 ) , s'attache é t ro i tement au Mémoire de l 'éniinent géo-

( ï ; Annulas do L'Ecole Normale ^supérieure, 'A" série, t. X, p. 'k)i.
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mètre, dont j'ai, pu u t i l i se r les démonstrations presque textuellement,
J'ai eu l 'honneur de présenter a l 'Académie des Sciences, dans la

séance du 12 octobre ic)o3, le théorème qui est la base de cette
théorie.

CHAPITRE I.
SUR LES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENCES FINIES.

,1. Soient

Q j^+-«.-+- ̂ n J^+n-ï^-^ .ra;.+^-2-+" • • •-^^) r.r==o0)

une équation l inéa i re aux di fie renée s finies, les a^ étant desfonct ions
de x et y\^ y ' Ï \ ' ' - y ' ^ ïni système fondamental, d'intégrales; je vais
démontrer le théorème su ivan t :

Toute fonction algébrique entière F de y^', y^', .. ..j^5 ei des valeurs
successives de ces fondions, qui se reproduit multipliée par un facteur
constant différent de z-éro quand on remplace y^\ y^\ ..., Y'^ par (es
éléments d'un autre système fondamental d'intégrales, es l é^ale à une
fonction alwhric/ue entière des coefficients de l'équation linéaire et de
leurs rôdeurs successives multipliées par une puissance de II((— î)^^^, )•

La fonct ion supposée F d o i t , en par t icul ier , se reproduire, à un
(acteur constant près, q u a n d on permute entre elles les fonctions j^\
y^, . . . , y^. 11 résulte de l a q u e cette fonct ion cont ient les valeurs
successives de y[i\ y;.\ . - . , y^ jusqu 'au même ordre. Soit p cet
ordre; je vais d'abord mont re r que la fonc t ion F est une fonct ion
invar ian te do nÇp •+- î) variables

W

^ t i ) , ? i ; ..n ' yd '
J x J x\-l ./^'+2 t • ' J^+P

^ 1 - 2 ) _(2 ' t /î; y (2 î
J X ./X^l J'z"+2 • ' ' .7 •V-\-/)

.(, / /) y(fl) ^ ' I t } - y l ^
}'\ J X-^i ,/.-<"4-2 ' " • f X-\-t>

En effet, cette fonction F est supposée telle que, si l 'on passe du
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système fondamenta l j^', }^\ . . . , y^à un autre ^J\ ^\ . . . , ^/1,
c'est-à-dire si l'on fai t

(3)

y.̂  — '̂i -^> "̂  ^'2 ^A2 4-... -4- L//, -3^
^m __p ^( i ) . f ^ (â ) _ -4_r. - ( / / 1

./.-c+i — ""/'i -'.-(:;+1 ""r" ^'2-•^•-t-1 " i • • • 1 " v-1//<?'•'„(; 4-1

/.,(;') __^ ^il) | T ^ ' 2 } i_ i P ^ ' . / /J
^^4-^—— v^/l•^^•4-^ ~'1 ^/â"-'^^-^ --T" • • • ^~' ^///."•'^•-(-/^

où i. = \, 2, . . . , n, on ait identiquement
IF/»/!) ^ (1 ) y'I) . y(2) ,./,2) ,^.2) . . yUD y ' / / ' y t / / ) N)1 { j x > ./.A'-i-l » * • • » J.r+// » J^ î ,7 .r+l •» • ' ' f J x^-p i • • ' i J x ^ J x+\^ • " • > . / JC+-P !

_ _ T - l T D / ^ l ) - (1 ) - ( 1 5 . ^ ( 2 ) ^ ' 2 ) - 1 2 ) . . - ( / / ) - ^ / / ' - ( / / ' i \
— 11. . r \^^ , "-\t;+l» • • • i •^^+p i "•'.r » ""•'^•-M' • • • ? -^,r+-/.> '» " • • ' > '^..c ? •^^•4-1» • • • ? •""'.-t"4-/>/'

le fac teur H étant une fonct ion des seuls coefficients G de la subs t i -
tu t ion (3). Ce facteur H est supposé différent de %éro t a n t que le nou-
veau système ^.\ ̂ \ . . . , ^'est fondamental , c'est-à-dire t an t que
le dé te rminan t I) de la subst i tut ion est d i f fé ren t de zéro. 11 résulte de
là que H no peut d i f fé re r que par un (acteur n u m é r i q u e k d 'une puis-
sance de D

H ::::::: /-.D^

On voit immédiatement que k = :r, en supposant
^( 1 » ...̂  » ( 1 ; . n/ 2 ) —— ^ ' 2 ) „ .' // / —— ^ ( ff)
} .v ' — ^..ï: j y.t — -'.r •> ' " - •> ./ ,r -•11-" ^.r *

La fonction supposée F se rep rodu i t donc m u l t i p l i é e par D^ q u a n d
on faifc sur les variables (2) une subs t i t u t i on telle que (3). Il en
résulte que F est une fonction invar iante des nÇp -+" î) variables (2),
ainsi, que nous l'avions annoncé.

,11. En appliquant à la fonction F les théorèmes connus de M,'. Appell
sur des fonctions invariantes ( < ) , on voi t qu'il y a lieu de dis t inguer
trois cas :

ï° Si l'ordre/^ des plus hautes valeurs successives dey^,^', . . . ,
yÏ ïîm f igurent dans F est moindre que n — T , la fonction F ne con-
tient niy^0 , y^\ ...^y^ ni les valeurs successives de ces fonctions.

( 1 ) Loc. cil^ p. 393-400.
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2° Si p = n — i, la fonction est, à un facteur près, indépendante
^./.'("'.yL2'» • • • ' y ' x ' ^ ^"e puissance du déterminant

yy
y^

yy

yî l )
J iC+l
y ( 2 )
./ x+î

..(»)

^ .Z'4-1

y(l)
^;c+2
y (-2)
./.Z'-t-î

-v/")J' -r+2

,,(1)
• ' • ^ x+n-~î

yt2)
" • • Jx+n—ï

y(")
• • • J X - ¥ H — \

c'est-à-dire, d'après un théorème de M. Hevmann, une puissance
den[(-iya^].

3° Si p est plus grand que n— T , on peut toujours, a Faide de
l'équation l inéa i re (i), remplacer dans F toutes les valeurs succes-
sives dej^,}^, . . . , y^ d'ordre supérieur à n — i en fonctions des
autres. Cette opération n ' in t rodui t évidemment dans F que des fonc'
tions entières des coefFicients de l'équation linéaire et de leurs
valeurs successives.

On transforme ainsi la fonction F en une autre de même nature qui ne
contient plus que les valeurs successives de y^\ y^\ ..., j^jusqu'à
l'ordre n — i inclusivement ; par suite, d'après le deuxième cas, cette
fonction est une puissance de II [(— O^^-ij mult ipl iée par un facteur
qui ne peut être qu 'une fonction algébrique entière des coefficients
de l 'équation l inéa i re et de leurs valeurs successives.

III. Le théorème démontré peut être étendu à un système d'équa-
t ions l inéaires s imultanées de la forme suivante

yi+i + ̂ 1 :ri + ̂ 2 jâ + • • • + ̂ 'yî^o,
yî+i -+- ̂  jJ -i- ̂ F jâ -+-••.+ ̂  y

.rï-M +• <1 y}. •+- ̂  yï -+-...+ <%r.rï = o,
les coefficients a1^ étant des fonctions de x. Soit

(4)

y i <
J x
-,,21
J X

y l 2
J s c
yïï
Jx

y in
J x
^n
J x

V"l
*/ •r yi ^nn

J x

un système fondamental d'intégrales de ces équations; le détermi-
A I I H - -^<- • i^ orîft. ( 3 ) » XXII . — JUILLET 190,5. 4o
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nant de ces n2 quant i tés , soit D^,. D'après un théorème de M. Hev"
mann , on a donc (1)

B,=cn-[(~ i)-p,-,],

où P^ désigne le dé te rminan t

,r '-t'̂ '

/ y W l /y" 2 .y/?//"'A' a^; • • • afl.

Toute/onction algébrique entière des fonctions (4) et de leurs valeurs
successives qui se reproduit multipliée par un facteur constant différent
de zéro quand on remplace les fonctions (4) par les éléments d'un autre
système fondamental à'intégrales, est égale à une fonction algébrique
entière des coefficients a^ et de leurs valeurs successives multipliée par une
puissance de II [(—i)"?^,, j.

Il est i n u t i l e de donner la démonstration de ce théorème, car elle
est en tout semblable à celle qui précède.

IV. Pour donner une applicat ion s imple du théorème démontré,
proposons-nous de former la condi t ion nécessaire et suffisante pour
que deux équations linéaires aux différences finies

(5) fx{y^ =sy^/, "+- ^L^J^t-n-.-i 4-.. .4- a^y^ •== o,
y.r(^") — z^^ -+- b^z^,..,,, +... -h. b^z^ = o

aient une intégrale commune. Soient y^\ y[;\ .. .^y^ les éléments
d'un système fondamental d'intégrales de la première des équa-
tions (5);- ^), ̂ ), ..., z^ les éléments d'un système fondamenta l .
d'intégrales de la seconde. La condition nécessaire et suffisante pour
que les deax équations aient une intégrale commune est que le déter"

(1 ) HEYMANN, Studien ûber die Transformation und Intcgrcttiofi cler Differentlal und
Diffère mefi^leicîmn^en, p. 333.
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minan t

c^041') ^(y'") ®^(yL1') • • • a^-i^'î
^(J^) ^(jL?') ?,,^.(7^') • . . tp^-i^2')

?:.OD ? î (y';") y^Cy^11) / ^(») \
!-/t—l\.^ ;

soit nul. En effet, la condition nécessaire et suffisante pour que les
deux équations aient une intégrale commune est que l'on ait

?.r(CW + C,^1^. . . + C, r^ ) =- o,

G ) , C^ . . . » C^ étant des constantes; or cette condi t ion peut s^écrire

C, ̂ {y^) -h G, ̂ (J^) +• • •+ C^(y^) =o,

et l'on sait que la condit ion S == a est la condition nécessaire et suf-
f i san te pour qu'il y ait une relation l inéaire et homogène, et à coef-
ficients constants entre les n fonctions y^fy^)» °x(yT )f • • - »
?.Crr).

Le dé te rminan t à est u n e fonction invariante de

} x
./ ...t'-f-i i
y l ' î )

,/ .^+[1

/,/!)
" 'î J x-\-ni+n — [ 1

y ' î )
• 1 .) «* '4-/ / / -1-/ / - l •)

y ' f i ) ^in')
,/ ^ i J x ~ [ - 1 1

Y ( i i )
./ x+ni \-n— i ?

par conséquent, ce déterminant est égal à une fonction rationnelle
ent iè re des coefficients de la première des équations (5) et de leurs
valeurs successives mul l ip l iées par II[(— ï)^a^_/J. En calculant cette
fonction entière de la façon indiquée page 3ï3, on obtient la condit ion
cherchée, o=== o, en fonc t ion entière des coefficients des deux équa-
tions et des valeurs successives de ces coefficients. Cette même con-
dition s'obtiendrait aussi en égalant à zéro le déterminant

./.(
/.(

M

^i}\
^x )

42')

4'"')

y.
/•<

A

...t-l

+1

/ ̂ {f)l}
+1 ^X

( - ( 1 )
\ ̂ .r
/ -(2)
\^,£

)
]

)

/^(
/.r+2(

fx+-i{

^')

^')

4'"'')

• • • /.

• - • /.

• • • /.

-t-//A-

-+-//H

-4- m-

-i(
-i(

-i(

- ( 1 )
^x

^JS

r-{in')
'•* yi

)
)

)
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V. Pour donner une autre application générale du théorème
énoncé, proposons-nous de former l 'équat ion l inéaire qui admette à
la fois les intégrales de deux équat ions linéaires données (5). Adop-
tons les mêmes nota t ions que dans le paragraphe précédent , on voit
que l ' équat ion cherchée, qui est évidemment d'ordre m + / z , est la
suivante

yx+
yx-v-

y^

-m-^t-n

-m-+-fi— 1

-y(l)
JX^fl
y-n
./ JC^DI

y(l)
^x

+ fl

+ • 1 1 - 1

y (2 î
j x-\-nt-\-u
^(2)
J y+//i+n l

y(2jYx

.y 1 1 1 }
' ' • ./ .z'-t- tii-^-ii

„ . ( / / )
• • • ./ .2:+-//;-1-//--1

y(^)
. /X

.,(1)
^^' 1 rii.+fi
^? 1 )
"J.^,+nl.+ll

^ ( 1 )
.̂r

1 * * "

r.if/t.1
'^•'X+tH
^ 1' /// )
^.,G4-///

^(M
^X

+/t-

+11 ,.. i

Le premier membre de cette équation est une fonction inva-
riante de

,,,.(1) ^ (1 ) ^ ' ï ; v( l )
,/' ,K ,/.r4-l J x-vî ' ' ' ,7.r+///+//

^(n) y(//.) v<n} „ / / /)
^/J; ./ X+i / ;/'+2 * * ' J j c - \ - l t l \ - i l

et de
^(i) ^ ( i ) -.œ -^ i )
'"'.*• •*';<: -1-1 "'.t'+Ï ' ' ' ^ >,C [ - l i t \ l l ' !

,(//;) ^(/ / / .J ^,(/«» ^l'/»)

'';<; '~'^;+1 '^.X'4-2 ' " ' ^ x-\-in,\-if

On peut donc l'exprimer en fonction des coefficients de deux équa-
tions (5), et l'on obtient ainsi l 'équation cherchée.

La même méthode sert à former l 'équation linéaire admettant les
intégrales de trois ou plusieurs équa t ions l inéaires données,

II est à remarquer que l 'équation (6) ne répond pas à la question
si les deux équations (5) ont une ou plusieurs intégrales communes;
car, alors, le déterminant (6) est nul identiquement comme ayant
deux ou plusieurs colonnes identiques.

Dans ce cas, l'on formera l'équation l inéaire ^(^;)== o donnant
les intégrales communes aux deux équat ions (5); cette équat ion
^p(^) == o peut être formée par une méthode analogue à celle de la
recherche du plus grand commun diviseur de deux polynômes. Les
équations (5) peuvent alors se mettre sous la forme

A-(^) ̂ /i [^(^O] ^o^
9 (^)^9iW^)]^o,
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les équations linéaires

( 5 f ) /l^^O, 0^^)==0

n'ayant pliis d ' intégrale commune. On formera ensuite, par la mé-
thode précédente, l 'équation F(u^) = o, admettant les intégrales des
équations (5''), et l 'équation cherchée, admettant les intégrales des
équations (5"), sera

F[^)]=o.

CHAPITRE II.
TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENCES FINIES.

VI. Le théorème du paragraphe 1 fourni t une méthode générale
pour la t ransformalion des équat ions l inéaires aux différences f în ies .
Soient , comme précédemment, y^\ y[;\ . . ,, y^ un système fonda-
menl.al d'intégrales de l 'équation (i) et

.„ _ /7i/(D i/('i) -vd) • v^ v''^ i/2' • • v'7" •v1-" ' v " ' 1 1 }•t>.K —J \J x l J x+-ii ••"> j^-\-fn^ J x i j x - \ - i l 7 " i J-ï'-\ m^f " • i J ..t: 1 J.c+l^ • " i ,r\ie'-+-fn n } i

une fonction algébrique entière des intégrales j^, y ^ ' , .. •,y1^ et de
leurs valeurs successives. Le problème général de la t ransformat ion
des équations l inéaires aux différences f inies est de former l'équation
linéaire aux différences finies qui admet pour inté grale la fonction r\^.

Tout d'abord, pour voir quel est l'ordre de l 'équation linéaire
en Y]^., on remplacera j^', j^, ... y^ par les éléments d'un autre
système fondamental, en faisant

y^ ^C^ +0^ 4~...4-Q,^
- . { /y _ _ ^ ^ ( l ' i i P ^(2) t ^_P. -T^))
J^+l — ^/'l ••".r+l "'1 ^lî^x+î ~t- . • • -r- ^'in^.ïn-ï i

o ù ï = ï, 2, ..., n; l'ordre de l'équation linéaire en T]^ est égal au
nombre de termes l inéa i rement indépendants qui entrent dans
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l'expression de T]^ en fonc t ion de z^.\ z^\ . . ., z^ et des valeurs suc-
cessives de ces fondions. Soitp ce nombre et soient

. Q ( l ) ^23 Q^)r x ? T;^ ? • * • 7 TA;

les/? termes en question linéairement indépendants; l 'équation en Y]^.
sera

•n (û1-^ ^ ( 3 ) o/^lîx-hp "x+p ^x-^f) • • ' ^x+p

•^-^-i 9^-1 ? .̂-.i • • • T^/.-I

•̂  pL?^ ?^ . • • ?^
Le premier membre de cette équation est une f o n c t i o n invariante

de-s^5 ,^25 , .. .^ ̂  et de leurs valeurs successives jusqu'à un certain
ordre. On peut donc exprimer ce déterminant en fonction des seuls
coefficients de l'équation (i), et l'on a ainsi l ' équat ion cherchée
en Y]^.

Soit, par exemple, l 'équat ion

y^ == a^y^i 4- .̂y.,-.
Posons

^==[y^r;

l'expression générale de 'r\^ sera

(Cij^+C.y^)2.

Nous avons ici les trois termes
«/D . /•)) . /à) «/2)
^ sC 1 J ^ J X 1 J X ?

et l 'équation donnant T]^ sera en général du troisième ordre ( ) ).

VII. La transforination la plus simple consis te à poser
./ —— A ^ O ) ̂  1 ? ,„ \ ( ï ) yf 1 ) ^ ^, A ' . ' / l . ) ̂  1 i^x—•^.f J x-\'iii, ' •1^^ Jx+m-i ,r"« • . r- i\^ j ^ -,

A^, A^", . . . , A^ étant des f o n c t i o n s données de x, et j^ une inté-
grale de l 'équation (i). On voit immédiatement que l 'équation en Y)^
est du même ordre que la proposée. On remarque d'abord qu'à l'aide

(r) HEYM.VNN. Stn.dien ùbcr ciic T/'an.fjor/u^uoH iULci Inle^r'aUon der Differentud urid
Di0creiizeHgleic/iung(s/i^ p. 4 1 0 -
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de l'équation (i) on peut toujours abaisser l ' indice m de la plus
haute valeur successive qu i figure dans T]^ au-dessous de n, et ramener
T)^ à la forme

^x = y'oi.r^ln-î + ̂ y^-2 - i - • • •+ ̂ yf*
En prenant les valeurs successives des deux membres, une fois,

deux fois, . . . , n fois, et é l iminan t les valeurs successives dey^ d' in-
dice supérieur à n — i au moyen de l 'équation (i), on a de même

YÎ^.I ==: an y^,,^ 4- ap_ yUî -- +.••-+- ̂ n y^\

ri:r^n — ^/n yL1.^ -i + ̂ 1 ^In 2 + • . • + ̂ nn}^'

En é l i m i n a n t y^, r^,, . . .,r^,/., entre ces (^4- i) équations, on
obt ient l 'équat ion cherchée en T]^.

La fonction y^ s'exprime en ̂  de la même façon que Y)^ eny^.
En effet, laissant de côfcé la dernière des Çn + r) équations précé-

dentes, on a n équat ions qui sont du premier degré par rapport à
yd) y ( i ) y^)
.' X 1 J X ^ - i ' ! • ' • I J X ^ f l l î

et l'on tire, en particulier,
J;̂  = (3iT]^,^_i -4- ?2"^+n,-2 -+-...+ (3/z-^.r.

Il est à remarquer que l'on peut effectivement résoudre ces équa-
tions du premier degré; en effet, si le déterminant des inconnues était
nul, on en conclurait pour Y];y une relation de la forme

\ •f}^~a-\ •+- V^-i-^~2 "1- • • • + ̂ n:^x ̂  O?

ce qui est absurde, car l'expression générale en ̂  au moyen des inté-
grales de réquat ion (i) contient n termes linéairement indépen-
dants, à moins que l 'équation

A^y^ ̂  A^y^-i -4- . . . + A^y, •= o

n'eût des intégrales communes avec la proposée (i), auquel cas
l'ordre de l'équation en r^ subirait une réduction évidente.
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SUR LES

EQUATIONS LINEAIRES AUX DIFFERENCES FINIES,
( S E C O N D MÉMOIRE. )

PAR. M, ALF G-ULDBEBG.

J'expose, dans ce t ravai l , u n e théorie d ' intégrat ion des équations
linéaires aux différences f inies, qui est entièrement analogue à la
célèbre théorie de MM. Picard et Vessiot sur l ' intégration des équa-
tions d i f ï e ren t ie l l e s l inéaires . La proposi t ion fondamentale en est la
s u i v a n t e :

A toute équation linéaire aux différences finies d'ordre n correspond
un groupe continu fini de transformations linéaires homogènes à n va-
riables, qui/oui/ ries deux propriétés suivantes :

:r° Toute jonction rationnelle des intégrales (fui a •'une expression
rationnelle admet toutes les transformations de ce groupe;

9.° Toute fonction rationnelle des intégrales invariante par toutes les
transformations de ce groupe a une expression rationnelle.

Ce travail est divisé en trois Chapitres. Dans le premier Chapi t re ,
je démont re le théorème cité qu i est la hase de toute cette théorie. Le
deux ième Chapitre con t i en t l ' i n t ég ra t ion de l 'équation donnée au
moyen d 'équat ions a u x i l i a i r e s , liées à la réduct ion progressive du
groupe de t r ans fo rma t ions de l ' équat ion. La méthode à laquelle on
arr ive donne la condi t ion nécessaire et suffisante pour qu'une équa-
tion linéaire soit intégrable par des quadratures , et de là résulte, en
particulier, l ' impossibil i té d ' in tégrer , au moyen des quadratures, les
équations linéaires générales supérieures au premier ordre. Le troi-
sième Chapitre contient l'application de la méthode développée a
l'équation linéaire du second ordre.
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La méthode que j 'ai suivie dans ce Mémoire est ent ièrement: ana-
logue à celle suivie par M. Picard dans son excellent Traité d'Analyse
pour les équations différentielles linéaires.

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été présentés
à l'Académie des Sciences dans la séance du 27 octobre 1903 (1).

CHAPITRE I.
GROUPE DE TRANSFORMATIONS D'UNE ÉQUATION LINÉAIRE

AUX DIFFÉRENCES FINIES.

1. Soit

( I ) YXA- m. •+- R^ ] .r.r.4-̂  -,. l -+-...+ P^1! y:r == 0

une équation l inéai re aux différences f inies à coeff ic ients ra t ionnels ;
nous désignons par y^\ y ^ ; ' , , . . , j^5 un système f o n d a m e n t a l d'in-
tégrales, et posons

v,= ̂ 'j^~h- ̂ .y î".. -i- ^ 1 1 1 ^ " .

où les u^ sont des fonc t ions rationnelles arbitrairement choisies de x\
Cette fonc t ion sa t i s fa i t à une équat ion l inéa i re aux différences f inies
d'ordre^2 à coefticients r a t ionne l s , équation qui se forme immédia-
tement, en exprimant

v ;^î ''.y-t-1!» . . . » V . r - i / / /^

à l'aide des valeurs successives des y^ Jusqu'à l'ordre m — i. Entre
les /n^d- i équations ainsi obtenues, il suffira d 'éliminer les y^ et
leurs valeurs successives pour avoir l'équation cherchée, que nous
désignerons par (A),
( A ) V.,-,̂  + P.?) V,.,,,̂ , -h... + IT^ V^= o.

( 1 ) Dans son travail : On luiecir homo^aluîous' di(]erefice équations wtd contiituous
croups (Jhillelin of tlie Âmencn/i matlicrruttical Societ^\ '^ séries, Vol. X, p. 499)?
M. S* Epsiccn a continuo ces rochorchos*
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Cette équation a pour intégrales les fonctions

u^r^ (i, ^=r, 2, ..., / /z) .

Si les u^ sont pris a rb i t ra i rement , ces fn2 dernières fonctions sont
bien l inéa i r emen t indépendantes ; 11 suffit , pour le faire voir, de
regarder un cas par t icu l ie r . Supposons, pour plus de simplicité,
m ==2 et mettons u'^==.i^ i l suffit donc de prendre pour u^ une
fonct ion, ne satisfaisant pas à l 'équation aux différences finies, dont
la solution générale s'écrit

^n^r^C^'
" " G^+C^

De ce que les u'1^ y^ sont l inéai rement indépendants, on conclut
qu'au moyen des expressions de

T s") " x'-'rly ... y ^.r-f-///.3—lî

en fonction l inéa i re des r^ et de leurs valeurs successives jusqu'à
l'ordre m — ï , on peut tirer, par la résolution d'équations du premier
degré, les valeurs des y^ et de leurs valeurs successives en fonction
de V^ et de ses valeurs successives ci-dessus; car, dans le cas con-
traire, on pourra i t former pour V^. une équation linéaire aux diffé-
rences finies d'ordre //r — ï au plus, et entre les m2 quantités

' ^yï
existerait donc une relation homogène et linéaire à coefficients con-
stants, contrai rement à ce que nous avons établi .

Nous aurons donc en particulier, pour y^\ y;\ ..., r^, des expres-
sions

y^) := ai V,^ -4- aa V^i + ... -h c/.^ V.r-(-///,^-i »

y^ =- p/y^+ ̂ v;^i+...+ p,//.v,,,,̂ ^^
. . . . . . . . . . . . . • . . • . * • • • • • • • • • . • • • « " • • • * • ?
j^' == 7,i V^- /^ V^i + . • . -r- A^ V.,.+,,/̂ i,

où les a, p, . . . , À sont rationnels en x.
A toute intégrale de l'équation (A) correspond un système d'inté-

grales r'^, r^, ..., y^ de l 'équat ion proposée ( ï ) ; ce système pourra
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n'être pas fondamen ta l . Cela arrivera si le déterminant des y^ et de
leurs valeurs successives jusqu 'à l'ordre m— i est n u l ; en écrivant
ceci, on obtiendra une certaine équa t ion en V^.

(?) ?(.^ V.r, y^-i, • • • » Vr-,-Â-) ̂  0,

k étant au plus égal à m1 — i . On aura donc un système fonda-
mental

. / l) n/^ • ^ffl)
} .r ? J x i ' • ", y x ?

si l'on prend pour V^ une intégrale de l ' équat ion (A) ne satisfaisant
pas à F équation (ç).

Ceci posé, il arrivera, en général, c'est-à-dire si l ' équat ion ( ï ) est
prise arbi t ra i rement , que l 'équation (A) n'aura aucune so lu t ion corn"
mune avec une éqnation aux différences f inies à coefficients ra t ion-
nels, d'ordre infér ieur à nr, si f/on /'ail abstraction des solutions (fui
satisfont à l'équation (cp).

Mais i l pourra, dans cer ta ins cas, en être autrement; supposons
donc que l 'équation aux d i f Ïe rences f i n i e s d'ordre/?
(/) /(./•, V,, V,.,,, , .., V,.,,,)=.:.o

remplisse cette c o n d i t i o n , f é tant un po lynôme . Parmi toules ces
équations, considérons celles qu i sont d'ordre moindre, et prenons
l 'une d'elles que nous contini ieroiis à désigner par la let t re/^ Nous
pouvons supposer l ' équa t ion / a lgébr iquement i r réduct ib le par rap-
port à V^, / , ; i l est clair alors que toute s o l u t i o n de/ qui n 'apparlient
pas à 9 sa t i s fa i t à A, car, dans le cas contraire, on pourra i t déduire
des équat ions (A.) et (/) une équation d'ordre moindre, qui ne serait
certainement pas une ident i té , et à laquel le sat isfai t la so lu t ion com-
mune à (A) et (/).

Soient y^, r;5, ..- y ' y 1 ' le système fondamenta l correspondant à
une certaine solution de l 'équation/(sôlution n 'appartenantpas à y),
e tY^\ Y^, . . . , Y^ l e . système correspondant à la solution générale
de la même équation ; on aura

(S)

Y^ = ̂ 11 yï + ̂  y^ +. • • + ̂  y!̂
Y^==a^ j^4-^.r^...+^ 7^,

Y^ ̂  ̂ /n 7^ •+ ̂ 27^ -4- • . . + ̂ nun rï'-
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Les coefficients a dépendent seulement de/? paramètres arbitraires,
et nous allons voir faci lement qu'on peut les considérer comme des
fonctions algébriques de p paramètres arbitraires. En effet, considé-
rons l'intégrale générale de l'équation

/(.r, V^., V.,.4.1, .... V..,,_ )̂ = o ;

cette intégrale générale sera nécessairement de la forme

V,= 0(^.4- ̂ V^ . . .+ a/,^\

lesç^étantm 2 solut ions l i néa i r emen t indépendantes de l ' équat ion (A).
En écr ivant que cette expression de V^ sat isfai t à l 'équation/, nous
obtiendrons des re la t ions nécessairement algébriques entre les con-
stantes a, et comme il doi t rester/? arbitraires, les a seront des fonc-
tions a lgébr iques de/? cons tan tes arbi t raires . Donc, dans

Vf,D Y^"' y(w}
" x •) r ..r » • • • ? l- ,:c

f igureront algébriquement p constantes, et, par s u i t e , si y ^ , y^\ ...,
y^ désignent un système fondamental correspondant à une solution
par t icu l iè re de/, les coeff icients de la s u b s t i t u t i o n , désignés plus
haut par a, dépendront d'une manière algébrique de p paramètres arbi-
traires que nous appel lerons les paramètres À.

Les relations algébriques ainsi obtenues e n t r e les a expr iment que
si les y^. correspondent a une solut ion arbi t ra i re de/ les Y^ déduits
de (S) correspondront aussi à u n e so lu t i on de/. Dans ces condi t ions ,
il est évident que si l 'on considère deux subs t i tu t ions , telles que (S),
correspondant à deux systèmes dis t incts de valeurs des paramètres A,
le produit de ces deux subs t i tu t ions sera une subst i tut ion de même
forme, les paramètres X étant représentés par un troisième système
de valeurs. Les substitutions (S) forment donc un groupe coniinu de
transformations; nous désignerons par G ce groupe cont inu et algé-
brique de transformations linéaires, et nous l'appellerons le groupe
de transformations relatif à l 'équation l inéaire aux différences finies.
Dans les deux Paragraphes suivants, nous représenterons par j^,
y 2 ^ ..., r ' 1 ^ un système fondamental correspondant à une solution,/ .<' ' »y •f v +
de/.
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Faisons encore la remarque impor tan te , dont la démonstration est
immédiate , que V intégrale générale de l'équation ( /) peut s'exprimer
linéairement en fonction d'une intégrale particulière et de ses valeurs
successives, les coef ï ic ien ts de cette expression l i néa i r e é tant des fonc-
tions ra t ionnel les de x dépendant dep cons tan tes arbitraires.

2. On peut établir, à régard de ce groupe, la proposit ion suivante
qui rappelle le théorème fondamenta l de Picard dans la théorie des
équations différentielles linéaires :

Toute fonction rationnelle clé x, de y'^\ y^\ ..., y^ et de leurs
valeurs successives, s'exprimant rationnellement en fonction de oc, reste
invariable quand on effectue sur y^.\ y^25, .. ., y^ les substitutions du
groupe G.

En parlant d 'une (onc t ion des y^ restant invar iab le , nous enten-
dons que cette fonction reste la même fonction de la variable x.

Considérons une fonction des y^ et de leurs valeurs successives
jouissant de la propriété i n d i q u é e dans l 'énoncé; en y remplaçant
y^\ y^\ ..., y ' ^ par leurs va leurs en f o n c t i o n d 'une intégrale V;c
de y, qui n 'appart ienne pas à ç, et dés ignant par l\(x) la fraction
rationnelle de x à l aque l l e est égale, par hypothèse, notre fonction,
on aura l 'équation

(a) F(.r,V^ V,.,̂ , ...,V,,,,):::::R(.r),

F étant rat ionnelle. Cette équat ion se trouvera donc vérifiée pour une
certaine so lu t ion de f n 'appartenant pas à o. Elle le sera, par suite,
pour toutes les solutions de/, qui n ' appar t i ennen t pas à < p ; en effet,
dans le cas contraire, on pourrait , de l 'équation (2) et de l 'équation

/(x') v X y ^a.-l-lî * * •i V^,4^)——0,

que nous supposons de degré (J. par rapport à V^ et algébriquement
irréductible par rapport à V,c^, tirer une seconde équation

x (•2^ ̂  ̂  •W, . • . , 'v" x-\-i> ) -^ û
de degré [j. au plus, par rapport à V^,. La fonction V^. sa t i s fa i t à ces
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deux équat ions ; si l 'équat ion ^ n'est pas une conséquence de l 'équa-
tion / on pourra obtenir une équation aux différences f in ies algé-
brique d'ordre moindre quep , à laquelle satisfera V^, ce qui est contre
nos hypothèses sur/.

Il faut donc que y^ soit une conséquence de/, c'est-à-dire que toute
solution de/, ne satisfaisant pas à o, vérifie la relation (2^). Du mo-
ment, d 'a i l leurs , que la solution générale de/vérifie (2), il en sera
certainement ainsi pour toute solut ion particulière, et, no tamment ,
pour celles qui satisfont à c&, s'il en existe.

Dire que la fonction F garde la même valeur R(.z*) pour toute solu-
tion de/ revient à énoncer que la fonct ion rationnelle considérée
de x, desy^ et de leurs valeurs successives ne change pas quand on
effectue sur y^\ y^\ . . . . r^ les subs t i tu t ions du groupe G, et le
théorème est démontré.

3. A ce théorème, on doit jo indre une réciproque.
Toute fonction rationnelle de x et cl'un système fondamental y ^\

y^, ..., y'^ et de leurs valeurs successives, qui reste invariable par les
substitutions du groupe G, est une fonction rationnelle de x,

Soit <P(,r, y^\ y ^ y . . . . , y ' ^ ; j.'̂ p ...) une fonction satisfaisant aux
conditions de l 'énoncé; i l faut montrer que, si l'on met à la place
(le ,y (J )» j!^» • • • > , y . ^ ^ un certain système fondamental, la fonction <I>
sera une fonction ra t ionnel le de a?. Or, remplaçons les y^ et leurs
valeurs successives par leurs valeurs en fonctions de V^., nous aurons

<î>=F(.r,V^V^, ..., V.,^).

Je d i sque , si l'on prend pour Ny une intégrale de/n 'appartenant
pas a o, cette expression sera une fonction rat ionnel le de x. Remar-
quons d'abord que, d'après l'hypothèse faite sur <I>, la fonction
F(.z;, V^, ...) représentera la même fonction de x, quelle que soit la
solution V^ de l 'équation/ n'appartenant pas à o, et, par suite, pour
l'intégrale générale V^. de/

Or, soit encore p- le degré de/par rapport à V^,; pour des valeurs
arbitraires données à

Y y •vt/(-''? T XÏ '^•-+-1? . . . » > a..4-p_j,
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l 'équation f=o a ^ racines distinctes en V,̂ ,. En se servant de
l 'équat ion /, on peut supposer que dans F la valeur successive V^.,.,
ne fîgare qu'au degré ^ — i au plus. Cette subs t i tu t ion fai te, F devient
une fonction

Fi(^ V^-, V^-i-i, • • . . Vx+p) ̂  o

rationnelle par rapport aux lettres dont elle dépend et contenant V^,,^
à la puissance [j- — i au p lus dans son numéra teur et son dénomina-
teur. Comme pour une valeur donnée d 'ai l leurs quelconque de x, la
fonction F^ prend la même valeur pour toutes les valeurs des con-
stantes arbitraires figurant dans l'intégrale générale de l 'équation /",
il s 'ensuit que, dans les mêmes condit ions, la f o n c t i o n F, prend la
même valeur pour toutes les valeurs de V^, V^.,, . . . , V^,..^ satisfaisant
à la relation

/(^, v,/v,.,,, ..., v,,^=o,

de degré p. et algébriquement i r réduct ib le par rapport à V^,; il f au t
donc que F, ne dépende que de .r. La fonction <I> est donc une fonction
rationnelle de x, comme nous voul ions ré tabl i r .

4. Les deux théorèmes précédents sont en t i è rement analogues aux
théorèmes fondamentaux de Picard dans la théorie des équations dif-
férentielles l inéa i res .

Pour une équa t ion l inéa i re aux diiï'érences f in i e s a rb i t ra i rement
donnée, l 'équation (A) correspondante n'aura a u c u n e solution com-
mune avec une équation algébrique d'ordre in fé r i eu r à m'\ cette solu-
tion n'appartenant pas a l ' équa t ion <D.

L'équation désignée par /se r é d u i t alors à l ' équat ion (A) elle-
même; le groupe de t ransformat ions de l 'équation donnée est alors
l'ensemble des subst i tut ions linéaires effectuées sur y^, y^\ ..., y^',
c'est un groupe à m2 paramètres.

Quand le groupe G est un groupe à moins de rrr paramètres,, l 'équa-
tion est une équa t ion par t icul ière : elle est caractérisée par ce fait quil
existe au moins une fonction rationnelle de x, de y05, y 2 ^ . . , , y^ et
de leurs valeurs successives, égale à une/onction rationnelle de x, cette
relation n'ayant pas l ieu, quel que soit le système fondamenta l y^\
y^) (m) l/ tt>

J.ï' » • •* • » J.V "
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Substituons, en efïet, dans

/(^V,,V^, ...,V,^),

à la place de V^, l'expression u^y^ + ̂ Y;5 +.. .4- ̂ j^5, nous
obtiendrons une fonction rationnelle des j^c <^ de leurs valeurs suc-
cessives qui ne sera pas ident iquement nulle, quels que soient les
éléments du système fondamental y^\ y^\ - . . , r^\ et qui , pour cer-
tains systèmes fondamentaux , se réduira à zéro, et pourra donc être
regardée comme une fonction rationnelle de x.

Inversement, supposons qu'entre les éléments d'un certain système
fondamental y^.\ y[;\ ..., j^, on a i t la relation

'/ ( T V ' 1 1 T^25 -V^- •v(D \——n/A w i J x i J x i * • " ^ J x •> J X-Y 1 » • • • / — ° î

q u i ne soit pas vérifiée pour un système fondamental quelconque.
lîn remplaçant les y s par leurs valeurs en V^, V^ étant une inté-

grale de A ne satisfaisant pas à ç, on aura

^(tz^ v^» ̂ -rl. • • • . V'.x-+/J = 0,

k étant au plus égal à m1 — i. Cette relation ne se réduira pas à u n e
identi té , car alors la relation ^ serait vérifiée quand on fait sur les y^
une substi tution quelconque. On a donc une équation d'ordre mo ind re
que m2, à laquelle satisfait une solution V^ de A, n 'appartenant pas
à ©, et, par suite, le groupe de l'équation nest pas le groupe génércd à
m1 paramètres.

5. Nous avons dit que, parmi les équations /'d'ordre moindre p,
on prendrait l'une d'elles; mais on doit nécessairement se demander
quelle conséquence entraînerait , pour le groupe de transformations de
l 'équation donnée, la subs t i tu t ion d'une équa t ion /à une autre équa-
t ion , que nous désignerons par/i. Cherchons les relations qu i peuven t
exister entre les intégrales de ces deux équations d'ordre p

/(V,)=o, /i(V^)=o.

Puisque V^5 est une fonction linéaire des y^., et que celles-ci s'ex-
priment aussi linéairement à l'aide des V^ et de leurs valeurs succes-
sives, nous aurons pour V^ une expression l inéaire par rapport à V^

Ann. Éc, Norm., (3) , XXÏI. — JUILLET ïyoo. 4,3
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et ses valeurs successives. Si donc nous considérons deux intégrales
déterminées v^ et ^n de ces deux équations, n'appartenant pas à <o, on
aura

C^^^^-^lîa: (^-l •+-.-

^r ^ f ré tan t des fonctions rationnelles de x. Or, considérons d'autre
part Pexpression

(T) W,^a,V,^p,V^,,+...

V^ étant l 'intégrale générale de /; e l le sat isfera à une équat ion
d'ordre/-?,

y,(W,)=o.
Les deux équations f\ et/a ont une in t ég ra l e commune , n'apparte-

nan t pas à (D, à savoir ^). Il faudra donc que l 'équation/^ (W.,.) == o
coïncide avec l ' équat ion/(V^) == o, p u i s q u e au t r emen t (^satisfe-
rai t à une équat ion aux différences f in ies a lgébr ique d'ordre moindre
quep .

On voit donc la dépendance qui existe entre les deux é q u a t i o n s /
et/, ; l 'une est s implement la t r ans fo rmée de l 'autre. D'autre part,
t r ans fo rmer f équa t ion / au moyen de la subs t i tu t ion (T) considérée
ci-dessus, c'est subs t i tuer seu lement un système f o n d a m e n t a l d ' in té-
grales à un autre et, par suite, le groupe de t r ans fo rma t ions que nous
a u r a i t donné l 'équation /, est le transforme de celui qui nous a donné
l1 équation f au moyen d'une sub^tUutton linéaire convenable effectuée
sur les y^. Les deux groupes doivent être regardés comme ident iques .

6. Nous avons examiné u n i q u e m e n t jusqu'ici le cas d 'une équat ion
a coefficients rat ionnels . Nous pouvons supposer que les coefficients
de l'équation aux différences finies appartiennerU à un domaine de ra-
tionalité plus étendu. On peut supposer que l 'on à un certain nombre
de fonctions

7 ^ 1 ) ^C2) .,(/•)
•"X •) ^X 9 * • ' t u X 1

telles qu'aucune d'elles ne puisse s'exprimer par une fonction ration-
ne l le de.z*, des autres fonctions et de leurs valeurs successives jusqu'à
un ordre quelconque. On considère, comme faisant partie du domaine
de rationalité, l'ensemble des fonctions rationnelles de x, des a^ et
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de leurs valeurs successives. Les diverses équations aux différences
f in ies que l'on aura alors à considérer devront être des équations aux
différences finies algébriques dont les coefficients seront fonctions
rationnelles desa/', des a^ et de leurs valeurs successives. Telle sera
en particulier, quand elle existera, l 'équation /(V^.) = o, qui joue
dans la théorie précédente le râle essentiel; au domaine donné de
rationalité correspondra un groupe de transformations pour F équation
linéaire aux différences finies,

7. Dans la théorie de Galois sur les équations algébriques, la résol-
vante irréductible pouva i t être trouvée par des calculs toujours efïec-
tuables, une fois donné le domaine de rat ional i té . I l en est tout autre-
ment dans la théorie actuel le , qui est ent ièrement analogue à la théorie
de MM. Picard et Vessiot sur les équat ions dif férent ie l les linéaires.
Nous concevons seulement l 'existence de cette équation aux différences
f in i e s /, de telle sorte que le groupe de transformations, pour une
équat ion donnée, ne peu t pas être obtenu par des opérations suscep-
tibles d'être régulièrement effectuées. Il en résulte qu'en général on
devra, au point de vue pratique, commencer par chercher tous les
groupes algébriques de transformations linéaires et homogènes pour
un nombre de variables égal à l'ordre de l 'équation l inéaire aux diffé<
ronces f inies; grâce aux travaux de Sophus Lie on possède des pr in-
cipes sûrs pour effectuer cette recherche. Il reste alors à reconnaître
si un groupe déterminé est le groupe de transformations de l'équation
donnée.

Soit G un tel groupe; nous pouvons former une f o n c t i o n ration-
nelle

TU •y v ( ï ) Ve 2 ) y(w) yd) \ï\{^, y^ , y^ , • . . , j se 7 j x + ï ? ' ' • )

restant invariable quand on effectue sur les y^ les subst i tut ions du
groupe G, mais qui n'est pas un invariant pour un groupe d'un plus
grand nombre de paramètres. Cette fonction satisfera à une équat ion
aux différences finies algébrique A d'ordre^2— p, en désignant par p
le nombre de paramètres du'groupe G, les coefficients de cette équa-
tion étant des fonctions s/rhétriques desy^..

Supposons que l'équation donnée soit à coefficients rationnels;
ayant pris le groupe G et la fonction correspondante B, nous formons
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l 'équation A, qui est aussi à coefficients rat ionnels. Si G est le groupe
de transformations de l'équation linéaire donnée, la fonction ration-
nelle R, qui reste invariable parles substi tut ions de G, devra être une
fonction rationnelle de x, pour un système convenable d'intégrales
fondamentales, à savoir pour celles qui correspondent à l 'équation/
en V^ de notre théorie générale.

11 résulte alors du second théorème fondamental que l'équation A.
admettra une intégrale rationnelle. Nous sommes donc conduit à
rechercher si une équation aux différences f in ies algébriques admet
pour solut ion une fonction ra t ionnel le ; c'est un problème que l 'on
n'a pas, autant que je sache, actuellement abordé dans toute sa géné-
ralité, mais, dans bien des cas, la méthode des coefficients indéter-
m i n é s permet de trouver la solut ion.

Quoi qu'il en soit, en se plaçant à ce point de vue, on commencera
les essais en prenant d'abord les groupes algébriques à un paramètre,
puis , s'il n'existe pas d'intégrales rationnelles pour les équat ions A
correspondantes, on passera aux groupes ayant, après les groupes à un
paramètre, le moindre nombre de paramètres, et ainsi de suite, jus-
qu'à, ce qu'on arrive, pour un certain groupe G à r paramètres, à une
équat ion A ayant une solut ion ra t ionne l le , t andis que pou r tous les
groupes à un moindre nombre de paramètres cette condi t ion ne
s'était pas trouvée réalisée* Le groupe T de l 'équation dépendra de
r paramètres, car, s'il dépendai t de moins de r paramètres, nous au-
rions trouvé dans les essais précédents une équation A à intégrales
rat ionnelles; d'autre part, il ne peut dépendre de plus de r para-
mètres, car, dans le cas contraire, une fonc t ion ra t ionnel le des y^.,
invariante pour les subst i tut ions de G et prise au hasard, notant pas
invariante pour les substitutions du groupe F qui aurait plus de
r paramètres, ne pourrait s'exprimer rationnellement.

Il résulte de là, ou bien que T coïncide avec G, ou bien que F est
un groupe complexe à r paramètres contenant le groupe G, En étu-
diant de la même manière chacun des types de groupe à r para-
mètres, on déterminera ainsi le groupe r\ qui pourra être un groupe
non complexe ou un groupe complexe formé de plusieurs groupes G
à /'paramètres.
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CHAPITRE II.

RÉDUCTION DU GROUPE DE TRANSFORMATIONS D'UNE ÉQUATION LINÉAIRE
AUX DIFFÉRENCES FINIES.

1. On peut, relativement à la réduction du groupe de transforma-
tions d 'une équation linéaire aux différences finies, développer une
théorie analogue à celle de iM. Vessiot sur les équations différentielles
linéaires.

Nous considérons, pour un domaine donné de rationalité, une équa-
tion l inéaire aux différences finies ayant le groupe G comme groupe
de transformations. Soit

r n ( v ^ 1 5 v^5 v0^ • 'viA) ^^^Jx •> J x ? * " " ? J x i Jx-\-\f " ' ' }

une fonction rationnelle d'un système fondamental d'intégrales,
dont les coefficients sont des fonctions de x appartenant au domaine-
dé rationalité. Reprenons aussi l 'équation

(/) /(V,-, V^ ..., V^)==o

d'ordre/^ qui joue dans notre théorie le rôle essentiel. En remplaçant
les Ysc P^ l^urs valeurs en fonction de Y^, on peut regarder ç comme
une fonction de V^ et de ses valeurs successives, et nous écrirons

(a) ^ = %(V^, V^i, ..., V^).

Si la fonction y est prise arbitrairement, elle dépend de p con-
stantes arbitraires, quand on prend pour V^ l'intégrale générale de
l'équation/; la fonction ® satisfera alors à une équation aux diffé-
rences finies d'ordre p . Mais il pourra arriver que» V^ étant toujours
l'intégrale générale de/, la fonction ç ne dépende que de p ' constantes
arbitraires (^'<p). Dans ce cas, ç satisfera à une équation aux diffé-
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renées finies d'ordre//

S( 9.r? ?.r-n^ • ' "> 9^-+-//) = û?

les coefficients étant des fonctions de x appartenant au domaine de
rationalité.

Si l'on prend pour V^ une intégrale déterminée ^ de /, la fonc-
tion <p est complètement déterminée. Quand on y remplace ^ par la
combinaison linéaire de ^ et ses valeurs successives, qui donne l ' in-
tégrale générale de/, on obtient par hypothèse une fonction dépen-
dant, non de/?, mais seulement de// arbitraires. Il en résulte que la
fonction 9 restera invariable pour les subs t i tu t ions d'un groupe (7 de
transformations dépendantes de /?—// arbitraires. Ce groupe G-' dé-
pendra, en général, de la solution choisie P^, mais il peut arriver que
ce groupe ait un sous-groupe T ne dépendan t pas de ̂ ; alors ce sous-
groupe F, dont nous désignerons par s le nombre des arbitraires,
laisse invar iables toutes les fonctions o déduites de la fonct ion in i t ia le
par toutes les subs t i tu t ions du groupe; on peu t encore dire qu ' i l laisse
invariables loutes\^ intégrales de S.

2. Avant d'aller plas loin, cherchons quelle dépendance existe
entre deux fonctions rationnelles des intégrales et de leurs valeurs
successives restant invariables par les substitutions d'un même
groupe G^ contenu dans G et dépendant de q arbitraires. Nous sup-
posons que la fonct ion ç considérée ci-dessus reste invariable par les
substitutions de G^ et par ces substi tutions seulement.

Quand on met à la place de V^ une intégrale déterminée Vy de
l'équation/', la fonction

,
/, \ T Xf J X-4-1» » * • ? » X-^R h

envisagée plus haut (§ 1), représente une fonction déterminée de x,
que nous désignons par ̂ ^ et elle reste invariable quand on met à la
place de (<y une autre intégrale V^ dépendant de q constantes arbi-
traires, cette intégrale correspondant précisément au groupe G< de
transformations; ceci revient à dire que les deux équations aux diffé-
rences finies 'ë^y désignées par ('/) et (a), ont une solution corn-
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mune dépendant de q constantes arbitraires. On peut former, par des
calculs d 'é l iminat ion , l 'équation aux différences finies d'ordre q don-
nant cette solution; elle sera de la forme

R(,V,,, V^i, ..., V^^, 9^, 9^1, ...) = o,

où nous avons mis en évidence ©y et ses valeurs successives.
Soit maintenant ^m une seconde fonction ra t ionnel le des inté-» j.

grales restant invariables par les substitutions de G, ; nous pouvons
exprimer les intégrales y^\ ..., y^ à l'aide d 'une fonct ion V^ inté-
grale de l'équation R : cette fonction ̂  prend alors la forme

9^ === y^ ( V ^-, V^4_i, ..., V^.-4-.y, o a"? 9-3C-H? • • • ) • »

et elle doit rester invariable, quand on met à la place de V^ une inté-
grale quelconque de R. Si cette dernière équation est algébriquement
irréduct ible par rapport à V^^, et que ^ soit son degré par rapport
à V^.y, on réduira dans y^, mis sous la forme d'un quotient de poly-
nômes, le numérateur et le dénominateur à être seulement de
degré " X — i en V .̂..̂ , en se servant de l /équation R, et dans y^ ainsi.
préparé, on voit im.médiatenï-ent que V^ et ses valeurs successives
doivent disparaître, et, par suite, ^) s'exprime ra t ionne l l ement à
l'aide de 9^ et de ses valeurs successives et des quanti tés du domaine
de rationalité.

Si R n'était pas algébriquement irréductible, le groupe G , serait
complexe, mais ̂ ) restant par hypothèse invariable pour le groupe G i ,
le raisonnement précédent est applicable à tous les groupes non
complexes composant G i , et nous avons toujours la même conclusion
qui rappelle entièrement le théorème de M. Vessiot sur les équations
différent iel les linéaires : la fonction ^ ' ) s'exprime rationnellement à
l'aide des ^^ct clé ses valeurs successives,

3. Nous arrivons maintenant à la réduction du groupe d'une équa-
tion. Adjoignons au domaine 'pr imit i f Tintégrale générale ça; de
l 'équation S considérée plus haut, qui reste invariable par les substi-
tu t ions du groupe F du paragraphe 1. Nous allons établir que
l'adjonction de ç^ réduira à T le groupe de l'équation donnée. En efîet,
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après l 'adjonction de cp^, le groupe de l'équation ne peut contenir que
des substitutions du groupe initial G n'altérant pas (p.p; donc legroupe
ne peut être que F ou un groupe contenu dans F. Mais il est facile de
voir que toutes les substitutions de T feront partie du groupe cherché,
car toute fonction des intégrales exprimable rationnellement, après
l'adjonction de <p^., s'exprimera rationnellement à l'aide de cp^ et de
ses valeurs successives; elle restera donc invariable par toutes les
substitutions de F. Inversement, toutes les fonctions des intégrales,
invariables par les substitutions de F, s'expriment rat ionnel lement à
l'aide de ^ et de ses valeurs successives, d'après le théorème du
paragraphe précédent.

Le groupe de l'équation, après l 'adjonction de 9^, est donc le
groupe F.

4. Nous montrons maintenant que le groupe T, auquel nous
venons de réduire le groupe de l 'équation, est inwriani dans le groupe
initial G". Nous avons

Ç^=%(^? ^-+1 î • • • » ^--(.p)?

et cette fonction ne change pas quand on remplace py par une combi-
naison linéaire de 9y et de ses valeurs successives répondant précisé-
ment au. groupe F. Soit h une substi tution de F, et s une substi tution
quelconque de G; la substitution s transforme les y^ en des Y^, et,
par suite, ^ en une certaine intégrale V^. de /'. La fonction ç .̂
devient <l>.y, et l'on a

<I^=%(V^V^ ...,V^).

Cette fonction <I>^, considérée comme fonction des Y^c, reste inva-
riable quand on effectue sur ceux-ci la substitution À, ce qui revient
à remplacer V^ par la combinaison linéaire de V,̂  et de ses valeurs
successives dont nous avons parlé plus haut. Si, enfin, on remplace
les Y^ par les y^, c'est-à-dire si l'on effectue la substitution s~\ on
retombe sur la fonction ç^; par suite, la substitution

fî-^hs
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transforme la fonction o^ en elle-même. Donc, cette substi tution
appar t ient à I\ Ainsi la t ransformée de A par une substi tution quel-
conque r^ de G appa r t i en t à F : c'est-à-dire que ce dernier groupe est
invariant dans G.

5. On voit que l'on est condu i t , par les théorèmes précédents, à
décomposer, s'il est possible, G de manière à avoir une sui te de
groupes algébriques l inéaires et homogènes

(^, ..., G.ç

tels que chacun d'eux soil un sous-groupe i n v a r i a n t du précédent, le
dernier groupe G.? n'ayant pas de sous-groupe invar ian t dépendant de
paramètres arbitraires. Par l 'adjonction successive des intégrales
d'équations S, nous ramènerons à ne plus avoir d 'arbi traires, le groupe
de réquation, qui sera alors intégrée.

On peut même supposer, de plus, que chaque groupe est un sous-
groupe invar iant maximum du précédent, c'est-à-dire que, étant con-
sidérés par exemple G et G, , il n'existe pas de sous-groupe i n v a r i a n t
de G, dépendant d'un plus grand nombre de paramètres que G, , et
contenant G^ .

Mais nous n'insisterons pas sur tous ces po in t s qu i nous ent ra îne-
ra ien t trop lo in . Nous allons étudier seulement le cas où l'on adjo in-
dra i t les intégrales d 'une équation aux différences f inies auxil iaires .

6. Supposons que nous adjoignions au domaine pr imi t i f de ratio-
nalité l'intégrale générale r^ de l ' équa t ion

^-t-À—— l (, rJC -+-)."• l? • • - 7 rX•Jr{7 ^'X ) '=:- °j

que nous désignerons par F(r^.)==: o. Nous supposons que l ' équa t ion
n'a de so lu t ion commune avec une équation algébrique d'ordre
moindre ; les coefficients de P, qui est rat ionnel par rapport à r\. et
ses valeurs successives, appa r t i ennen t au domaine de rat ional i té .

Si l 'adjonction de r^ rédui t le groupe, l 'équation

/(V^V^i, .../V^,)=o , ,
AIW, Kc. Korrn, (3)i XXII. — AOUT 1905. (\ï
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aura une intégrale , correspondant à un système fondamenta l , com-
m u n e avec une équaf ion d'ordre moindre , d o n t les coefficients sont
des fonctions rat ionnel les des q u a n t i t é s du domaine p r i m i t i f , de r^ et
ses valeurs successives. Soity, l ' équa t ion d'ordre m i n i m u m jouissant
de ce t te propr ié té ; l 'équation

/l(^ V.r+1» • - • » V .̂̂ ,', /^, /'^i-i, . . ., /';r4-).-l) -^O 1 (?'<?)

joue , dans le domaine de r a t iona l i t é , le râle que j o u a i t / dans le
domaine primitif. Le groupe de t r ans fo rma t ions de l ' équa t ion , après
l ' ad jonc t ion de /^, dépend de // paramètres.

Nous allons établir^ au sujet de ce nombre , une inéga l i té impor-
tante .

Nous disons que
P ' ^ P - ^

Supposons , en eiîet,//==/? •— A — p; prenons A fois les valeurs suc-
cessives de l ' équa t ion /^. Nous aurons a in s i A -h- î é q u a t i o n s entre

V V V r r r •J :Ci ^4-1 y * * • y T X-\-p-^f ' x ' > ' , r4- t» * . ., / y...^^^.

Nous pouvons, ent re ces é q u a t i o n s , é l i m i n e r r / . et ses À — î valeurs
successives, et nous aurons a ins i u n e re la t ion de la forme

^ V^ V^, ..., V^-p) ̂  o, ( p :•; î ),

où les coef ï ic ients appa r t i ennen t au domaine de r a t i o n a l i t é . L'expres-
sion Y^., correspondant à un système fondamen ta l , sa t i s fera i t à u n e
é q u a t i o n d'ordre mo ind re que/?, ce q u i est impossible. Cette équa-
t ion ne se rédu i ra pas à une ident i té , car chaque équa t ion c o n t i e n t
u n e v a l e u r successive de V^ ne f igurant pas dans les précédents.

L ' inégal i té
p ' = p - ^

est donc établie, et nous pouvons, par suite, dire câpres ^adjonction
de r^ le groupe de l'équation contient au moins p — ^paramètres. Nous
désignerons par G le groupe i n i t i a l , et par F le groupe après l'ad-
jonction de r^..

I l impor te d 'approfondir davantage la na ture de ce groupe F. Pour



SUR LES ÉQUATIONS LINÉAIRES A U X DIFFÉRENCES FINIES. 33()

une intégrale r^ de F(r^) == o, nous avons une équa t ion /(déter-
minée , et l ' intégrale générale de cette équation s 'obtient l inéaire-
ment à l'aide d 'une in tégra le par t icul ière et de ses valeurs succes-
sives, les coefficients qu i appa r t i ennen t au domaine p r imi t i fdépendan t
de p ' arbi t raires . Nous disons que, si l 'on met à la place de r^ une
autre intégrale R^, de F, l ' intégrale générale de la nouvel le équa t ion /\
s'exprimera de la même manière au moyen d 'une intégrale par t icu-
l ière et de ses valeurs successives.

Désignons par
^.(V./V^ ...)

l 'expression de l ' intégrale de / , correspondant à / ^ ; les deux équa-
t ions

J 1 \ v Xf T sc+} i • • ' 7 T ;r-+-//» r.x•9 r.c'^-î.î . . . ) ~~: 0,

/l(©r, < l̂, . . . )=0

sont deux équations en V^, et toutes les solut ions de la première
a p p a r t i e n n e n t à la seconde; ceci entraîne des relat ions entre r^ et ses
valeurs successives, qu 'on peut ramener à l 'ordre À — i au plus. Ces
équat ions de condi t ions doivent être des ident i tés , d'après l'hvpo-
tlièso fai te sur l ' i r r éduc t ib i l i l é de F, et l 'on en conclut, de suite, le
résul ta t annoncé. On remarquera encore que l'on passe de l'équa-
t ion / correspondant à r^, à l ' équa l ion / , , q u i correspond à H,., en
remplaçant V^ par u n e combina i son l i n é a i r e convenable de V^ et de
ses valeurs successives.

7. L' intégrale générale de / appar t ien t à/'; pour u n e intégrale r\y
de F, l 'équation / en V^ a son in tégra le générale dépendant de p
constantes arbitraires; en fa i san t varier Fy, on doi t ob ten i r toutes les
intégrales de/, car si l ' intégrale générale de / dépendai t de moins
de p constantes (y compris les constantes f iguran t dans r ' ^ ) on forme-
ra i t par des calculs a lgébr iques l 'équat ion d'ordre in fé r i eu r à p dont
dépendrai t cette fonction, et cette équation aura i t ses coefficients
appartenant au domaine i n i t i a l de rationalités Le nombre p ne pour-
rait pas alors correspondre au groupe de l 'équation pour ce domaine ,

Nous pouvons maintenant démontrer que F est un sous-groupe
invariant de G, Soit une intégrale r^ correspondant à u n e équation/
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dans laquelle on a mis une cer ta ine intégrale r^ de F; il correspond
à r,, des intégrales y^\ y^\ . . * , y^ de l 'équation proposée. Effec-
tuons sur les y^ une subs t i t u t i on quelconque .y du groupe G; les y^
deviennent des Y^ auxquels correspond une fonction V^. Celle-ci est
une intégrale d'une équa t ion /« dans laquelle r^ a été remplacée
par R^. En effectuant sur les Y^ une subs t i tu t ion h de T, on rem-
place V^ par une autre intégrale V^. de la même équat ion , d'après ce
que nous avons dit plus haut; enfin, la subs t i tu t ion r~1 nous ramène
de V^. à une intégrale p^ de l 'équation ini t ialey, relative à r^. La con-
clusion est que la subs t i t u t i on

.y"1 lis,

transformée de h par r " 1 , appa r t i en t au groupe F, p u i s q u ' e l l e est la
subst i tu t ion correspondant au passage de ̂  à ^.; donc T est inçariani
dans G.

8. Nous a l lons appl iquer le théorème précédent à la recherche des
équa t ions l inéaires aux différences f inies in tégrahles par des quadra-
tures f inies . Considérons donc une é q u a t i o n l i n é a i r e

'^m + ̂ ) y^-n^ï + • • • ̂  ̂ !"r^':= o,y.
que nous supposons intégrable par quadratures finies. Soit (x son
groupe. L'adjonction d'un certain nombre de quadratures , qu i se
présentent d'abord dans le calcul de l ' intégrale, peut no pas réduire G,
mais i l arrivera nécessairement un moment où l 'adjonct ion d 'une qua-
drature réduira le groupe de l ' équat ion; or, ad jo indre une quadrature ,
c'est adjoindre une intégrale de l 'équation

r^4«,i=: b,

b appar tenant ici au domaine p r i m i t i f a u q u e l on a a d j o i n t les quadra -
tures antérieures qui, par hypothèse, ne r édu i sa i en t pas le groupe.
L'adjonct ion de r^ d i m i n u a n t le nombre p des paramètres de G, le
groupe se trouve ramené, d'après le théorème du paragraphe 7, à un
groupe d'au moins^ — i paramètres (X,=== ï ) ; le groupe r é d u i t G i aura
donc ce nombre de paramètres. On continuera ainsi jusqu'à la réduc-
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t i on du groupe de l 'équation à un groupe ne renfermant plus d'arbi-
traire, et alors l 'équation sera intégrée.

Nous aurons donc une suite de groupes

<î, Gi, ..., G.s\

chaque groupe étant un sous-groupe invar iant du précédent, la d i f fé -
rence du nombre des paramètres de deux groupes consécutifs quel-
conques G^- et G^^ étant égale à l 'unité, et le dernier groupe ne
dépendant que d 'un paramètre.

Nous pouvons donc dire que, si une équation linéaire aux différences
finies est intégrable par quadratures finies, son groupe de transforma-
tions est intégrable.

9, Là réciproque de ce théorème est exacte : nous allons montrer
que, si le groupe de transformations d'une équation l inéa i re est inté-
grable, cette équation sera intégrable par quadratures.

Il résulte d'abord d'un théorème bien connu de Sophus Lie, que
l'on peut choisir les intégrales d'un système fondamental de telle
sorte que les transformations finies du groupe soient de la forme

yd) — ,. ,.,(15
".r —— "llj .r ?

jy=a^y +<w^
jy^a^y^ ^-a^y + a^\

T^^a^y^ + a^yy +.. .d-a^r^.

Le groupe G de l 'équat ion ne comprenant que des transformations
de cette forme, il est visible que l'expression

„ / ( ! )
—-£±1
y i \ l

J.:C

reste invariable par /es substitutions de G et est, par suite, exprimable
rationnellement.

Faisant alors le changement de variable

„/ _ ^{is V ^J x — J x ^^xi
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nous aurons une équation linéaire d'ordre w — i , don t l ' in tégrale
générale sera

A 2-

En désignant par ^), ^;\ ..., ^"^ les intégrales de cette équa-
t ion correspondantày^, y^\ . . . » y(m) son groupe aura seu lemen t des
substi tut ions de la forme

7 ( 1 ) „—. /» .~(i)i^. — w^g " .̂̂  i

/ (2 ) __ / - , ^(1). _, ,. . « ^ 2 )/:̂ . —.- M.;} 2 - .̂ -"+- < .̂'{;} -'.».. ,

Zr"^ = a,,, .^1) + a^y +... + ̂ ,,,// ^^11 n.

Nous pouvons donc raisonner sur l 'équat ion en ^ coinnie sur
l 'équat ion in i t i a l e - Nous aurons pour l 'équat ion l inéa i re en ^, u n e
intégrale ^\ d o n t l'expression •^f1 sera ra t ionnel le dans le nouveau

^x
domaine de ra t iona l i t é , c'est-à-dire après l 'adjonction de ^1) au do-
ma ine p r imi t i f . On cont inuera a insi , de proche en proche, et l 'on vo i t
que l'on trouvera, par des q u a d r a t u r e s successives, tous les éléments
d 'un système fondamen ta l . Le théorème énoncé est donc é t ab l i , el
nous avons la proposition s u i v a n t e :

La condition nécessaire et suffisante pour quand équation linéaire aux
différences finies sou inlégrable par quadratures finies est que son
groupe de transformations soit intégrable.

Il résulte immédiatement de là, et des théorèmes généraux de
Sophus Lie sur les groupes linéaires que l 'équation linéaire générale
d'ordre m, c'est-à-dire une équat ion l inéaire dont le groupe est le
groupe général à m2 paramètres, n'est pas intégrable par quadratures.
Sopluis Lie a, en effet, montré que le groupe linéaire à rn2 paramètres
admet un seul sous-groupe invar ian t d'ordre m2 — j ; c'est le groupe
pour lequel le déterminant de la substitution est égal à Puni lé . De
plus, ce dernier groupe n'admet aucun sous-groupe invariant. Il est
c la i r alors que les conditions développées ne sont pas remplies,
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'10. Équations à coefficients constants. — L'exemple le plus s imple
d'une équation intégrable par quadra tures est celui d'une équation a
coeff icients constants . Soit l 'équation

( ̂  ) }'x~ï-m -+- C\y^m-~\ -+- • • ' -+- Cm -ij^+l -+- C^Y^ == 0 ; , •

Féquafc ion en •-x^[- admet m intégrales ra t ionnel les , à savoir les m ra~
,Yx

cines, supposées d i s t i n c t e s , de l ' équat ion

( b ) P ( // ) :== //m -4- Ci //m-1 -t-. . . -4- c/,^.i a + c^ == o ;

yl'l) ,.(2i y (m)

soient ^±l,--£~, . . . , — — i ces m racines. Le f f roupe de t ransfonna-^/i 1 ) ^./i -i^ -^'! //'; 0 A
./.r .7 ;r J.r

lions de l ' é q u a t i o n est donc
/ /, \ v i l ) _ /, - /1 î » . Y f î ! -_ n i/î ) • * Y'm) — ^/ z^' "l )
\ <-'; iL.r — 6f^T.y , ï ^. -— ^a^'j* ) » . . , I,r -—"//;„?•.(• •

Or les transformations de ce groupe sont échangeables deux à
deux; l ' in tégra t ion doit donc s'effectuer par m quadratures indépen-
dantes.

En effet, on peut, par des quadratures indépendantes , calculer suc-
cessivement des invar iants des m sous-groupes inva r i an t s à un para-
mètre du ^f 'oi ipf3 d o n n é , et les m i nva r i an t s sont les m intégrales
y.,", y^\ ..., y.^; on re tombe donc sur le procédé ordinaire d ' inté-
gration de cette classe d 'équations.

Remarque. — Si les racines de l ' équat ion ( b ) ne sont pas d i s t inc tes ,
le groupe de t ransformat ions de l 'équat ion (a) se rédui t . Supposons,
par exemple, que ^ soit r ac ine mu l t i p l e d'ordre k de (6), et soil
^ == y-—' Nous considérons l 'équat ion en ^ == 4^7 q111 est

.} X ' x

o = ̂  [y^,, -f- c, y'^...... i +•... -4- c,,j^) ]
H- A ̂  [m^//, -+- ( m - ï ) Ci y ,̂/,... i •+-...-+• c^ ^ y^i ,]+...
i (' »M T.^^1» -1 r " '\/ 1 ) '1 A / ^ " î w —l— l/^ ̂  A m -

"̂  L myx•¥m "•+"• ^-iJ-t: <-w-l J A ^^ • Jx\-m tx -^x'

Elle devient, si l 'on pose
y'} ' =^ ^'î\

o = .̂  P ( ̂ ,) 4- A ̂ l̂  ( ̂ i ) //, 4- ̂ f P' (^i ) ̂ ! -...-+ A^ .̂ ; u'[1,
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c'est-à-dire
A^') -
—__^ PCA-) / /, \ ,,A-.4_ -L- A W - / /w — ^, y i. Y "i ; "• i ̂  . . . -T- u -̂  a^ .— u.

Elle a donc k intégrales rationnelles, par exemple,

I , Xy ' y " i • • • y OC >] ,

y( l ) y(2) ^.(A-)

qui seront, si l'on veut, V - E ^ ' , ' — T ) ' > - ' ? ' ̂ j de sorte que le groupe (c)
est ici remplacé par

Y ( l ) — — / » ^ (1 ) . Y ( 2 ) — — / y y(2). . Y^__^ ^(A-j ..r — ^iy.r f !.»• — (^ij'.r ? . . . , I.,. .=- î̂ .r »
YI'/'+I)—/y y(A-+l). . y ( m ) _ / , «/(/«)
X.jf — ^Â--H 7.r 7 • • • f A,r — am'y.v '

La quadrature qui donne y\^ fourn i t en même temps
^ 2 ) ——— y y( 1 ) . .̂( î ) ——— ,y»2 y( 1 ) ^(^) ——— ^.4-»- 1 »/( 1 )
.«• —^./.ï' ? ./.x- — w ./.r » • .., .̂ ——oX' ^^, ,7.

c'est-à-dire que ^quadra tures sont remplacées par une seule, ce q u i
t i en t à ce que le groupe cont ien t k -— ï paramètres de moins que dans
le cas général.

CHAPITRE III.
ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉHENCES FINIES DU SECOND ORDRE.

1. D'après la méthode générale que nous avons indiquée pour l ' in-
tégration d'une équation linéaire aux différences f inies donnée, la
théorie générale dès équations linéaires d'ordre n comprend la réso-
lution des trois problèmes suivants :

1. Déterminer tous les groupes algébricjuefî de transformai ion s linéaires'
homogènes à n variables.—Les travaux de MM, Klein, Jordan et
Sophus Lie font connaître, pour n === 2, 3, 4, tous les types de groupes
discont inus et continus. De plus, MM. Jordan et Sophus Lie ont donné
des théorèmes généraux sur les groupes à n variables.
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IL Etudier à (fuels caractères on reconnaîtra que le groupe de trans-
formations crâne équation linéaire donnée appartient à un de ces
groupes.

III. Connaissant le type du groupe de transformations d'une équation
linéaire^ indiquer quelle sera la nature des équations auxiliaires à inté-
grer, et former ces équations auxiliaires.

Nous ne pouvons aborder ces problèmes dans toute leur généralité;
nous l imiterons nos applications au cas part icul ier de l 'équation du
second ordre.

Le groupe l inéa i re homogène général, à deux variables y,", y , ' ^ dé-
pend de quatre paramètres, et ses équations sont

( Y.P^y^+^y^,
( ) \ Y^r-^y.P+V^,

et tous ses sous-groupes algébriques sont donnés par le Tableau
s u i v a n t :

(II) Y^= ̂ y^-h ̂ \ Y^= ̂ y^ ̂ y^

où /,^ — ^/;t == t;

( 1 Ï S ) Y,13 = ̂ 1); 'T^= ̂ yy-^ t^\
(IV) Y.^^O^ Yî^^j^+^yi25,
(V) r^=i^\ ^y=t^\
(VI) Y1P-== ^.y,1^ •Y^^1 (y^-l- t^y\
(vu.) j y = t y y , Y^o^2'5,
(Vllï) Yy^yy, Yi2'^^)^ tyy,
( I X ) Y^P^^y.?. ^-zzt^yy.

Tous ces sous-groupes sont intégrables, sauf le premier. Les
groupes ( I I ) et ( V i l ) sont seuls invariants dans le groupe linéaire
homogène général.

2. Soit donnée l'équation linéaire du second ordre

( i ) y^-i-2 4- px .r.r-4-i + q.r.yx = o.
A ////,. Èc. ^orrn., (3), XXIÏ. — AOL-T KJOU. 44
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Trois transformées jouent un rôle impor tant dans l'étude de Féqna-
tion du second ordre : ce sont celles dont dépendent les invariants
caractéristiques des groupes (II), (III) et (VII).

Le premier a pour invar ian t

(a) A ^ . — y ( ^ Y ' ^ _ y ( 2 ) ^ nx —— ./ -C J X-^ l J X J ,C+ 1 f

et la transformée correspondante est

(a) 4w-^A,,.=:o.

Le groupe ( I I I ) a pour i nva r i an t

i/(i"'
„ _ ./;r+ln^ _. ——« ;

./ :̂

et la transformée correspondante est

(3) ^^4-1 + P x ( f x + ̂  = 0.

Entm, le groupe (VII) a pour invar ian t

i/i)
•'--w

et la t ransformée correspondante est ( * )

( f.\ ) ^^±2.-.̂ ..Yl̂ ::i•l}.̂ yî̂ ^ ^ —. ^f'r
{'^x\-î —— ^.r ) ('^<-+-1 — ^^-... ^ ) "w"" p y p ^ ^

3. Z)^ l'intégration de l'équation du second ordre. — Supposons que
nous ayons affaire à 1/éqaation générale du second ordre. Notre,
théorie conduit alors à ce résultat (connu) qu^on en peut ramener
rintégration à celle d'une équation de la forme (3) et à une quadra-
ture f inie . On peut, de plus, faire en sorte que ces deux opérations
soient indépendantes l'une de Fautre. En effet, si l'on intègre (2) au
moyen de la quadrature

( 5 ) A,==cïl(^),

( 1 ) W. ItoMANN, Stuâien Uber elle Tram'f. u. Intégration der Dîffcrential u. Diffc'
renzen gleichurîgen, p. 4 1 3 .
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on réduit le groupe de transformations de l 'équation au groupe de A,/,,
c'est-à-dire au groupe l inéaire spécial. Si, en même temps, on intègre
l 'équation (3), cela rédui t ce nouveau groupe à la transformation
ident ique, puisqu'il est simple. L'équation donnée doit donc être
intégrée. Soient, en effet, u^.\ u^, n^ trois intégrales de l'équa-
tion (3). Si l'on pose

^œ y(2)
//<^—-L^I / / ^ ) _ • / x ^ - ïu^ — —n-y ^x ——TiT-?

j x J x

y^.\ y^ ne sont définis chacun qu'à une constante près, de sorte qu'on
peut les assujettir encore à vérifier la relation (a), Ay étant u n e des
valeurs de l'expression (5), et, en cmtre, l 'équation

/, - ̂ ^±1
'"" y ^ ^ y y *

On en conclut
(u^-^uy)yy^(u^—uy)yy=o,

, ,( ï), /(2) ( . . ( 2 i / /d ) \ —— A
J .r J x \ U'x — ^.v ) —— *"*.£• i

et, par suite,

(6) yo)-./z^^E^ITiA^ r^ ̂  4 /zit^^E^'^^.^ ) ) f^ —y(^, .^y))(^. i^_^?)^ j-^ y ( u — u y ) ^ ^ 1 — u ^ )

Remarque I . — L'a. présence d'un radical carré dans les for-
mules (6) tient à ce que les groupes de A.^ et de /</,, u^\ u^1 ont en
commun la transformation

(7) y^^-j^, jy^-y^,

de sorte que, après la quadrature (3) et l ' intégration de l 'équation (3),
le groupe de transformations de l 'équation se rédui t en réalité à la
transformation identique et à la transformation (7). Il faut donc
encore l'extraction d'une racine carrée pour le réduire à la seule
transformation identique.

Remarque I I . — Si l'équation proposée a pour groupe de transfor-
mations le groupe linéaire spécial, A^; est rationnel, c'est-à-dire que la
quadrature (5) disparaît dans le calcul précédent. I I n'y a donc dans
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ce cas, qui se reconnaî t a ce que le coefficient^ est égal à —^, où r/.
'^x

est une fonction ra t ionne l l e , qu'à intégrer l 'équation (3).

. y^1

4. Equations intégrables par quadratures. — La fonction •—tl a pour
Yx

groupe le groupe (III) qui con t i en t parmi ses sous-groupes tous les
types qui suivent, c'est-à-dire tous les groupes intégrables. On a donc
le théorème s u i v a n t :

THÉORÈME. — Pour quuue équation linéaire aux différences finies du
second ordre sou intégrable par des quadratures, il faut et i l su/Jît que

r^ 1 1 ,l1 expression '•—^ d'une de ses intégrales y1^ soit rationnelle.y x
11 résulte de là que la forme générale des équations du second

ordre, intégrables par quadratures, est

y^-2 +/^,r;r+i — lU/^ + l.^4..i)y^ ̂  o,
R^ é t an t u n e / f o n c t i o n connue de x. On a un système fondamental
d'intégrales par les formules

y( 1 ) — /. 1 1 /• g > \ . yf 2 ) .,.,.„. ̂  1 ) T -
J.»-' — w -"l \n a:- \h ,/ .»• "'"•"- j ^ ' ^ "' .<'î

où Fon a
:^n(^±^

\ li.r+l y

Cas particuliers. — Dans le cas où le groupe de transformations de
l'équation linéaire donnée est l 'un des groupes (IV), (V) , (VI) ,
(VII) , (VI1.1), (IX), l ' intégration qui. exigé, dans le cas précédent,
trois quadratures, dont deux sont superposées, se simplifie. Elle se
réduit à une seule quadrature pour les trois derniers, à deux pour les
autres; ces deux quadratures sont indépendantes dans le cas où le
groupe est le groupe (V). Nous n'effectuons pas ici les calculs qui ne
présentent que peu d'intérêt,


