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SUR l'Nli FOltllIILli REIATIVE

POTENTIEL DE SIMPLE COUCHE
I<:T SON A P P L I C A T I O N A LA

HE(.;11EH(;HE 1»ES FONCIIONS IIA.BMOM1QUES,

SATISFAISANT A CERTAINES CONDITIONS,

PAK M. EMSLK PICARD.

1. Envisageons un p o t e n t i e l (Je s imple couche re la t i f 1 à u n e surface
fermée S

v./y>,
drj e l . i in i re lé înenl . de surface, p la densité et /"représentant la distance
à ^ o - d u p o i n t A pour l eque l on prend le p o t e n t i e l . Les dérivées dans
le sens de la. norm.ale jou i ssen t de propriétés intéressantes. Soit m un
p o i n t de la surface et m e n o n s la nonnale en. ce point . En désignant
par n la d i rec t ion de la normale i n t é r i e u r e , on peut considérer les
va leurs l i m i t e s , que nous a p p e l l e r o n s

</V d\'et
f i t i , ( i f i

des dérivées de V prises suivant la di rect ion n en un point intérieur
el en un point extérieur de la surface i n f i n imen t voisins de m sur la
normale .



5o4 miLK PICARD.
On a les deux formules

( i /clV dN/civ ciy\
('dn^'TIn)^^-

i / € l y r 6/v\ r r cosLp ,- „ 4. )=: p —5-1 de,
2 \ du dn ) J J [ r2

w

l'angle ^ représentant l'angle que fai t la droite j o i g n a n t m à l'élé-
rnent d^ avec la normale in té r i eu re à la surface en m.

La première de ces formules est classique. La seconde é tan t moins
connue, je me propose d'en i n d i q u e r ici tout d'abord une démonsira"
tion' très simple d'un caractère géométr ique ( < ) .

2. Pour plus de simplici té , je supposerai que la surface est régu-
lière et convexe au point m. Soit m, u n poin t sur la no rma le mn en ///
et à l ' i n t é r i e u r de S.

Considérons , sur la surface au tour de m, u n e aire 2 très petite,
mais q u i va rester fixe dans les r a i sonnement s u n e f o i s qu ' e l l e aura
été choisie. La composante s u i v a n t wm, de l ' a t t r ac t ion exercée sur le
poin t m est
/ . r r cos^ ,(0 j j p ^ ^

où ^ ^st l 'angle que fait avec mrn^ la droite j o i g n a n t m à r/cr.
Parei l lement l ' intégrale

/ /" /* cosd;. .
(^ JJ^^

représente la projection s u r w , w de l ' a t t rac t ion exercée p a r l a couche
sur le p o i n t m^ on dés ignant man i fe s t emen t par 4^ l'angle avec m^rn
de la droite j o ignan t m^ à do- et r\ d é s i g n a n t la d i s tance de ces deux
points. Cette intégrale a la valeur

d\
dn

au p o i n t / / / , .

(1) Dans un excellerU Mémoire sur les fo i i f î t i ons harmoniques (MonaLs/ ic f le fur
McithemaLik und Physik, t. XV, Jahrgaii^ 1904 ) M. Plemelj ciablU cette formule par
ii i ï calcul a.ssex lon^.



su?» LNE rosîmiLE R E L A T I V E AU POTENTIEL DR SIMPLE COUCHE. 5o5
Faisons la somme des expressions Ci) et (2). Pour l'évaluer, parta-

geons les intégrales en deux parties, l'une relative à l'aire S — S ,
l'autre a l'aire 2 comprenant, le point m. Pour la première, la somme
est très pet i te si m^m est très petit, car il y a continuité, m étant en
dehors de l'aire S —- H.

Pour la seconde, nous allons partager l'aire S elle-même en deux
portions. A. cet elTet, donnons-nous une quanti té positive r^ choisie
aussi pet i te que l'on voudra, mais qui va rester fixe une fois choisie.
Considérons alors un cône C de révolution ayant pour sommet /n^ et

pour axe ni^rn avec le demi-angle au sommet égal à- — Y ] ; ce cône

découpe sur S ( s i rn^ est assez voisin de ni) une aire très petite S7

intérieun1 a S et comprenant le point m. Pour un élément d'j de S ,
formons le rapport

( 3 ) c0^
coscp

en désignant par y l'angle que f a i t la droite joignant d<j a m^ avec la
normale intérieure a la surface en r/cr* II est clair que, si m^ est suffi-
samment rapproché de ni, le rapport (3) sera très voisin de un.

Ecrivons alors l'intégrale, (2) sous la. forme

, . , r r cos^ j coscp
'.î/ / / p ——' —•^ ch,

J J cosœ r\

I! est maintenant facile d'évaluer la somme de (i) et de (2)'relative
à S'. La première intégrale est: très petite si. m^ est très voisin de m, et
la seconde diffère très peu de

r r coscpJJ^ da
et, par suite, de

c'est-à-dire

r r ces 9 ,^ j j - ^ - ^

27rp^( i—si r r / ) ) .

La somme des i n t ég ra l e s (i) et (/2/ relatives à l 'aire £—S's'évalue
aussi fac i lement . "Elle est très pe t i t e ; ceci est évident pour (i),

////.//. Éc. .^ornt.. ( 3 ) , XXIII. ~ NOVEMKKE 1906. 64
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puisque 2 a été supposé très petit. Quant à (2)' on remarque que la.
valeur de

ces'.pi
ces y

est finie (et même petite) pour ses éléments, l'angle ^ "^ différant
que peu d'un droit pour un point de S—2\ et Fan^le sous lequel
de rn^ est vue l'aire S-"-• S 'é tant évidemment peti t si T] et l'aire 2
sont petits.

3. Ceci posé, nous concluons de l'addition de (ï) et (2) la formule,
quand m^ se rapproche indéfiniment de m,

, , , r r cos'-p , dv( 4 ) j J^^-^-^p,/,

C'est une formule fondamentale ( 1 ),

4. Une analyse foule semblable peut êt re développée, en supposant
le point m^ toujours situé sur la normale en m, mais ex(érieur à la
surface. Dans ce calcul, ^ garde la même si^ni f ical ion ; il faut intro-
duire l'angle '̂  que (ait avec la direction m^m (qui est alors la direc-
tion de la normale intérieure^, et Fan^le ^' qui est ran^le fait par la
direction joignant rn^ à dv avec la normale extérieure à la surlace. On
trouve alors la formule

/ „ r /• cos^ , r / v 1
( : > ) .-j j^^d^^-^^^

II suijfit d'additionner et de retrancher les formules ( 4} ^ (^ ) pour
oblemr les formules fa).

5. Nous f e rons âne appl ica t ion intéressante de la formule (4) ^ un
problème relatif aux. fonct ions l i a r m o n i q u e s .

( l) Je me suis inspirô dans colto dornoiiHiratioî» du raisomiement iaiL [h'Ar Robin pour
obteniî' son é(|ai)tion fonctionnelle relative 9 1 1 (troblènie de l;i dislril)nt,ion de l'electriciiti
{voir l(i ïoine f do mon 7'rail.é d '////.a/r.sy;, •2" édition, p. '2o3 ). Le raisonnement de
Robin était 1 roi) sommaire; il <j besoin d'être complété par l'in Irodnct ion de l'aire ï.' inté-

. ^ Vricure à Ïi. î^éqii'ition fonclionnelie de Robin se déduit de ( 4 } en faisant ~— .-= o.
dn



SUli U N E FOUMIJLE H E L A T I V E AU POTENTIEL DE S I M P L E COUCHE. ÔO^

Proposons-nous de trouver une fonction harmonique V continue à
l'intéfieur de S <^ /<3//^ y^<? l'on ait sur S

r/Ya Y -h // — •= F ( fo n c t i o n donnée sur S )a/i

où a et b sont. des fonctions du point sur Ici surface.

Cherchons à exprimer h fonction harmonique Y par un potentiel
de simple couche; l ' inconnue ser f» la dens i té p. Nous aurons donc

-./y'̂
Exprimant alors — a l 'aide de la formule (Y|), nous obtenons pour?

l 'équation fonctionnelle

/ /" f/a- , ( r r c.os'-p , \ .,
^ 1 1 ? ._-. ,^. /^ ï ? ——^-I drj — 9, TTp \ = y .

Supposons mainto i iant ( jue h ne s'annMic pas sur la surface. On a
alors

( 6 ) p— i ( r ^ i a •—'— - i - - î-^1 ) (Ifj-zi (onclion (ioiniée sur S.
l J J 1 \ ( ) '.>. TT /• '.>. TT /'"• )

C^^st une équat ion f o n c t i o n n e l l e rentrant dans le type de l'équation
de Fredholîn ( i ) . Il pourra arriver que l'on se trouve dans le cas
singulier ou le pmhleme n'aura pas de solution si la fonction donnée
ne sat is fa i t pas a cer la iues cond i t ions .

Arrêtons-nous sur le cas où b et a auraient toujours les mêmes
signes sur la surface, ces signes étant contraires. Il est alors facile de
voir que l'on n'est pas dans un cas singulier. En e(ïet, si l'on était dans
an cas singulier, on pourrait satisfaire à l'équation (G) en mettant zéro
dans le second membre, sans que p soit identiquement nul. On
pourrait donc, dans cette Isypoîhése, avoir une fonction harmonique,

( l ) Dans un (H'licle rcconi clos Heiidu'oriti del Circolo niatcmaiico diPalcrmo (t. XXÎÏ,
î^oG), .pn eit l'occasion (Je rappeler les resnilaLs essentiels dus à Fmiholm sur son équa-
tion foncLionnolle.
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non nu l l e i d e n t i q u e m e n t , sa t i s fa isant sur la surface à la c o n d i t i o n

., , dV
a Y 4- b— ~= ô.

an

Mais cela est impossible. On a u r a i t , en effet,

r r r \ ( à ^ fàvy /^vv" , , , r r\,dv , r r a , , ,
f 1 \(—- -(- —— + -7- dxdy ch ̂ — V— da =: j / .- V2 da;

J J J l.\^7 \ày/ \ ( )z ) .. J J J dn J J h

d'où se d é d u i r a i t que V est i d e n t i q u e m e n t n u l , le rappor t a.- é t an t
négatif.

Le cas où b p e u t changer de signe est plus d i f f i c i l e ; je me propose
de ré tudier a i l l eurs .

6- La théorie a n a l y t i q u e de la cha leur f o u r n i t u n exemple r e n t r a n t
d a n s le problème précédent . Considérons un corps en { ' ' r / n i / f ' h r e de tem-
pérature avec rayonnemenl. En d é s i g n a n t par Y la t e m p é r a t u r e , cette
f o n c t i o n est h a r m o n i q u e à r i n t é r i e u r du corps, et l ' o r i a, en c h a q u e
po in t rn de sa sur face S,

-^—/•(Y V ,dn "-^t^ - ' v ^

k é t an t u n e f o n c t i o n positive du p o i n t / / / de la surlace, et Y,, une fonc-
tion d o n n é e sur la, su r f ace , r eprésen tan t en chaque p o i n t de celle-ci
la t(xnpérature extérieure. Nous avons donc à t rouver u n e (onc t ion
h a r m o n i q u e telle que sur S Pexpression

f -Â-V
dn

soit égale a une fonc t ion donnée. C'est le problème précédent et nous
ne sommes pas dans un cas s ingul ie r pu i sque b = ,i et a = — k.


