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SIIK LES

FONCTIONS THETA DR DKIIX VAIUABLIÎS

SURFACI^S IYPE.I,t:ELLÎ:PTïOlJES,

PAK M. li THA'YNAI'U).

IMTEODUCTIOM,

(rest assurément Fune des plus I t e l l ^ ^ s dpcouvorlos in^ih^rïUil i t j iKîS
(le ^i(*ot)i <nî(* cdh* < ^ ( > s f 'o îKî l ions ( l ' i î rH* v<u'i<il)lc ^ î^0^ ^ i t j ^pc iccs
(Imilis fofictioriïî ( I t ê t a , II If^ a lui'-în^iu^ prison léos sons l'orrîjc de
j)rofluil.s inlinis et sons (o r f ïn 1 de scrios d a dotnie l'ex[)ressioii des
fonctions rdiipliqucs ÎHI inoyciî dtujuol.imils do sér i<*s d( t celle espèce.

La ^eneralisalioli de eî^s résultais pour les (oncl ions inverses des
intégrales l iv[)erell i |) lh)nes lui (^l due également pour le principe.
Dans un Mémoire publié dans le journal de Crr/le ( i ) , 1 1 monire qu'il
ne (aiit pas songer a étudier la (onction a; — A ( / / ) définie par re^alito

r (a •••}- fî.rK/.r
11,/ ^\ îll'''.--l-.'lll.:^lll)ll{'l^'^--ll%2^ /.a .r ) ( i •.- ^^ ̂ ' )

' car cette fonction admet quatre périodes, cri qui est absurde (2). Au
contraire, Z élant un polynôme en z du cmquième 011 du sixième ordre,

P; Touie 13, î8^ p. r»5.
(;l) Luc, CiL^ p* 71 .
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il pose
F'' ( y. ~\- p ̂  d:. F v ( ̂  d - (3 î ^ ^

/, ——^^^ -^ -.̂ .....̂ ^^^^^^^^^^^^^^ ^.., ,

y' ̂ tÊLî  r'^t^j^
X ~ ^ ̂  ~~ ^ ^ ^r"" ~ / / 1

Les fonctions x^=.\{u.,u'\ y ^ V(th a ' ) ont alors quatre paires de
périodes et cela n'a r ien d'ahsdrde (1).

Mais alors que la théorie des f o n c t i o n s e l l i p t i q u e s fa i sa i tdes propres
rapides, celle des n o u v e l l e s f o n c t i o n s , appelées par Jacohi /onrîions
abéliennes, avançait b i e n l e n t e m e n t . En î8 / iG, l 'Aeadéînie (les Sciences
de l ' In s t i tu t de France, v o u l a n t d i r i g e r les recherches dans cette vo ie
qu'elle reconnaissa i t diiïicile, proposa pour le Grand pr ix de Malhé"
ïnatiques la question suivante :

Perfectionner dans (fuelqw poini essentiel la ihéarw des fonciions
abéliennes, ou. plus généralement def> tramfcendanles qui résulti'nl de ta
consif le ration des intégrale}} de (juanlUén ul^ehrif/neff ( u ).

l.e prix fut décerné en ï84<) à G. Rosenha in . Dans le M'énioire qu ' i l
avait déposé (3), i l d o n n a i t les expressions de cer ta ines f o n c t i o n s
symétriques de .w et y, m p a r t i c u l i e r de xv e t / r - h y » au moyen de
quo t i en t s de séries ent ières ana logues a u x fonc t ions thêta d ' une
var iab le . A i n s i le p rob lème de l ' i uve r s iou des intégrales abélhmnes
é la i t résolu par r i n t r o d u c l i o n de n o u v e l l e s f o n c t i o n s en t iè res de deux
var iables qu'on a appelées aussi fondions ifiêta.

Une au t re s o l u t i o n é t a i t t rouvée en méine temps et f o u t à (a i t indé"
p e n d a ni m e n t ( ) a r G ô p ( * 1 ( r i ).

On ( r o u v i 4 dans les deux Mémoires les seize f o n c t i o n s d 'ordre un et
la démonstra t ion de ce r ta ines r e l a t i o n s en t r e les carrés de ces (onc-
t ions, Les deux au teurs f o n t remarquer la possibi l i té de Pexiension
de cette théorie à plus de deux var iab les*

( i ) Lofi. cil., p. 77,
( î ) Compter rendus de VÂwd. dea Se., iH^ p< 767,
P) Mé/n. des Sw. étr., t. ÏX, ï^i, p. 3(h (ît Cht. Klus., n" (tô.
(^ Journ. de Crellc, l. 3^, 1847, (». 277 ol Ost, Klas,, if (n.
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Cette extension peut se faire dans deux voies différentes.. On peut
introduire les fonctions thê ta de plusieurs variables ponr l'inversion
des intégrales hyperel l ip(iques de ^enre supérieur a deux. Je ne m'en
occuperai pas ici. On peu (.aussi les considérer pour la résolution du
problème suivant :

Heprésenter une jonction uniforme de p variables à 2? période}! par le
(fiiotierit de deux fonction}! enlidw.

Ce problème se présenta i t tou t n a t u r e l l e m e n t à. la suite du précé-
den t ; les (onct ions u n i f o r m e s /^y, ;̂ "-{-"y des deux variables u, f ê t an t
des quot ients de deux fonct ions thêta, en éta i t - i l de môme pour toute
f o n c t i o n ^p (bis p é r i o d i q u e de p variables?

En îBGo, R i e m a n n 1 'a . f ï i rmai t sans le démont re r . Le po in t capi ta l
était l'existence de re la t ions entre les périodes d 'une (onc t i on ^p fo is
pé r iod ique , p u i s q u e les m o d u l e s des fonct ions tbèta ne sont pas indé-
pendan t s» Weierstrass donna, des proposi t ions qui condu i sa i en t à la
démonst ra t ion du théorème. MM. P icard et Poincaré la, f i r en t effecti-
vemen t (Comptes rendue, î8H3). On en a d o n n é d'autres depuis , parmi
lesquel les celles de M M . A.ppell et P a i n l e v é dont je parle au Cha-
pi t re I ; ci tons e n f i n une démons t ra t ion de M. Picard {Comptes rendus,
L C X X I V ) , et u n e démons t ra t ion de M. Poincaré (Aala malhematiea,
t. XXII ) .

Les f o n c t i o n s thêta o n t f a i t rohjet d ' u n très grand nombre de tra-
vaux; on en trouvera une théor ie très complète a in s i q u ' u n e b ib l io-
graphie très riche dans KHASEH, Lehrbuah dcr Thêtafanclionert.

Une app l ica t ion (extrêmement impor t an te des fonct ions thêta de
•deux variables est la. théorie des sur faces hypercdUptiques. Les coor-
données d'un poin t d 'une surface h y p e r e l l i p t i q u c sont des fonctions
quax i rup lement pér iodiques de deux paramètres. M. Picard ( { ) a étudié
ces surfaces; i l a montré no ta mme n tqu'el les ad me t t en t deux intégrales
de d i f fé ren t ie l les totales de première espèce, lorsqu'elles sont repré-
sentables point par p o i n t sur le champ hyperell iptique, et que leur

( l ) Journ. do M'aifi,, îHH5, p. 'zHf ot iHK9, p< '^'->,3- ^oir aussi la Théorie das fonctions
al^'hriquiïs de diîi^c 'tîarlabif^, par PÎCÂÏU» et SiMAïrr, t.. Il, Chap. XIV.



80 E. TRAYNAM).

genre géométrique est égal à r u n i ( é . M. l l u m b e r t (1) a d o n n é u n e
théorie fondée en t iè rementsur la cons idéra t ion des f o n c t i o n s t l ie t ;» ( 2 ) .

Ces recherches ont été fai tes en considérant les fondions re la t ives
au Tableau de périodes

ru'TT, o, a, ô,
o, a m, b^ c.

Mais, a ins i que je le montre dans le Chapitre 1, le théorème général
sur la représentation des fonct ions q u a d r u p l e m e n t p é r i o d i q u e s de
deux variables conduit à considérer des f o n c t i o n s pour lesquel les la
première période est divisée par u n ent ier M.

J 'étudie dans ce travail (3) les conséquences de Introduction de
l 'entier M. Elles sont assex importantes pour avoir nécessité une
revision de la théorie générale. ,)e f a i s cette révision dans les trois
premiers Chapitres. Le Chapi t re 1 t r a i t e du nombre des fonct ions
thêta, de leur parité, de leurs zéros; je signale u n cas tout nouveau
à ce point de vue, et à d'autres aussi, celui ou l 'ordre* des fonct ions
thêta est égal au produi t d'où nombre M, pair par u n nombre impai r .
Les Chapitres ,11 et III é tud ien t les surfaces h y p e r e l l i p t i f j u e s représen-
tables po in t par p o i n t dans le champ h y p e r e l l i p l i q u e ou bien a la
façon de la surface de Kum.mer. Les résultats ob t enus ne d i f Ï e r e n t
pas essent ie l lement do ceux q u i ava ien t é té donnés par M. .liumherl,
et la plupart du temps fai pu s imp lemen t les énoncer en renvoyant
à son Mémoire pour leur démons t ra t ion*

Les Chapitres suivants traitent des appl ica t ions*
Le Chapitre IV contient leg éléments d 'une théorie générale des

surfaces représentables comme la surface de Kummer^ 'danB le cas
où M est égal à deux.

Dans le Chapitre Y, J'ai établi l 'équation de la surface de Kunfimer
sous diverses formes qui devaient me servir dans la suite.

Dans le Chapitre VI, j 'étudie une surface hyperol l ipt ique du hui -

(1) Jou.rn. de Malfi., iS<)3, p. 9,9.
0) J'aurai souvent à renvoyer à ce M.érnoiro; j'm mbplé pour CÔH imvoin un ^m

spécial : an H suivi du numéro du paragrfjipho.
( 3 ) Une partie des résultais a été donnéy dans do» Notea aux Cwwi^ nmd^ ^

i^/cacl. des Sc^ t. CXXXVIII, p. 3^; t. CXXXIK, p. 7^5 l. CXL, p, 2x8 ofc y'^
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tiéme degré représcMrtable point par point sur le cliamp hyperellip""
t ique; je donne la c lassi f icat ion complète des courbes tracées sur celle
surface.

Dans le Chapitre VII, j'étudie une surlace du quatrième degré
a i4 |)oiiiits doubles, et je. montre que c'est un type défini dont je
do n n e 1 es ça rac( ,é ri sti q u es géoniétri q u es.

Le Chapitre VIII contient la même étude pour une surface du. qua-
trième degré à 3^ droites, et le Chapitre IX pour une surface du qua-
t r ici n e d e g r e a < 5 p o i n t s don, 1:» 1 e s.

Enfin, dans un Appendice, je donne dans deux Tableaux les demi-
périodes qui annulent les (onctions thêta dans le cas où M est pair;
j'indique quelques formules dont j'ai fa i t usage dans le cours des
Chapitres précédents, et je fais des applications nuniériques pour des
surlaces i< r^ points doubles on a 3'À droites ayant tous leurs éléments
remarquables réels.

Pour les applications l'introduction de rentier M a une grande
importance. Au point de vue des surfaces hyperelliptiques, on a une
1res grande richesse de combinaisons permettant de trouver des sur-
faces d'un de^ré donné; c'est un lait analogue qui se produit avec les
fonct ions singulières étudiées par M. llumbert, et je rappelle que
c'est en se servant de ces (onctions qu'il a donné les premiers
exemples de surlaces a î . * > points doubles ou a ' î2 droites (1) . D'autres
applications exigent également l ' iniroduclion de M; je ne citerai que
la suivante : dans son cours du Collège de France (x9o4-i9o^),
M. llumbert a démontré que les coordonnées d'une tangente à deux
quadriques sont (onctions hypereiliptiques de deux variables avec
M ̂  ^.

On me permettra;, en terminant ce; travail, de'rem.ercier M. Humberfc
et M. Painlevé auprès desquels j'ai trouvé (les encouragements et des
conseils précieux et qui ont toujours apporté la plus grande bienveil-
lance a diriger et à faci l i ler mes recherches.

( î ; CoinfH^ /rW/AV de l '..fend. d(^ Si:, ï. CXXIX, {». (MO; t.. CX XXÎI, p. 7^ — Dans une
NoUï recïmic, M. Hemy m<mlro quo ICH Hurfacort d(* M. nimihort, ^oni des (î<»s pî<rl, i<îuJiers
<îc (U'JÏe.s que j'élu.iÎKî Ici ( CofUpUïS renduif dtf L'Âcad. das Se., t. CXLH, (;. 768).

Àim. Êc, .Nw'm^ (3), X X î V * — V^tWK ïyo^ 1 ;
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C H A P I T R E 1.
GÉNÉRA IJTÉS.

Introduction du Tableau de périodes TM.

1. On sait comment la représentation des fonc t ions q u a d r u p l e n i e n t
périodiques de deux variables par le quo t i en t de deux f o n c t i o n s
entières condui t à la considération des f o n c t i o n s thêta de deux va-
riables.

Je rappelle en p a r t i c u l i e r que la démonst ra t ion de M. Appel! ( \)
in t rodui t la fonc t ion <t^ (,r, y ) s a t i s f a i s a n t aux relations

<ï)l(^+^7r,j) :r:<j^(^,j),

(I>i(.r,7+^7T) ^^^"^'y^^^^y^

(!>i(.z:4"a,,y~.K3,)-^<l>i(.^,j),

, , - , ï M /f/TC ̂  hi?
<l>i(.r 4 '̂,, f + ̂  )::::::: e P< ^ i ( ^ ,y ' ) .

(k(; la fonction analogue V^ On a, en outre,

^4- (pi(5< - a.i ̂  ) ^ . •0l in.

E i » posant alors
y y-i ., '.unx-.-./---^.r, v . -^,,

on obtient les fonctions ((»,(X, Y), V,(X, Y^ et, les n-Iitliun.s
«l>ï(X ^•,(•7:, Y; <1>, (X, Y) ,
<r, (x - a/7; ̂ , Y -..-. ̂  ) - : ff"^.-<; <^( x, Yj ,

•' ^1 i-'l /
< I > 2 ( X , Y- t -y /7T) : - : -^ l» , (X, Y) ,
«1>, (% -. -i^î', Y + ïl-K ^•\ :-:- ̂ '"^ »• <" <D,(X, Y ).

( ' ) Journal dr Liouvillc, y !?éri(!, l. \ 1 1 , (>. lyy.
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De même, la démonst rahon ( 1 < ; M. P a i n i e v é ( 1 ) introduit les fonc-
t ions 1 I (X , Y) sat is fa isant aux relations

( 1I(K i -^7T, Y ) •:„ Î I (X , V ) : S 1 ( X , V • \ - -U7T),

(•^ j : S I ( , X " { - A, Y 4 -gQ .•.:;.:-: ^^'•^^(X, Y),
II(X •.-hA^ Y -h B')— ^ M / / v ^^KX, Y ) ,

avec MB .- A'.
Ces résultais rie (litïïreiit pas an fond ; je les prends sous leur se-

conde forme; en posant

x ^MX,,''A^, v y,.."' (y. „ -- ,»„
B :--1- -B^ ir.-:,~(1^

les relations (2) se (ransformeii l dans les suivantes :

1 xi, (x, 4- ̂ , Y , ^ .1. S S , ( X ^ Y , } ,.:::: JI,( X,, Y, .4.- -u^),

( 3 } j X1,(X.. ,- . . -A,Y..4-^,) . ̂ . '""-^^lî^X,^,,,
1 I I ,(X,^i^.YY4..•(: ,) .-^ l ' l i ' "M / / ( '1 4 1 1^

D'ailledrs les foncl i (Hïs H( adïnet.tent la périod(i 2/'î:»o; ce soni des
fonctions (lïéla relatives an Tableau, de périodes

,, \ '^71, o, A i , Bi,
( <:>, '•l/TT,. B|, <Ip

II s'est ainsi introduit un diviseur M de la première période. Je
désignerai le nouveau Tableau de périodes par

1 '>'/:'^: A n, | ^^ o, A,, B,,,
* M ' lyl1

f 0, -U?T, lîi, <^ i .

Je me propose d'examiner les conséquences que l'introduction du.
diviseur M, peut avoir dans la théorie générale des fonct ions thêta et
dans celle des surfaces hyperelliptiqnes.

( ' ) Cwn.pU^ reîuùifï d^ l '^aa.f.lrin.'ft //r?,v Scîenccfî, 1 . (1XXX.1V, \). Bo8.
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Fonctions thêta relatives au Tableau TM.

2. Me p l açan t au p o i n t de vue de cotte a p p l i c a t i o n g é o m é t r i q u e ,
je limiterai l'étude générale aux (onct ions comprises dans la (or-
mule (H., 3) :

(•) ^ ^ ^ (..^^^S^"4"1"^"^"112"""^'^1^G) (^ \ ^^ ( ^ + ^ • ^ / < p ) / / 4 • ( < / l o > - ^ " / / ^ ) ^ •
(u. î^ = 7 J a " /

P (T

^ F C/'-1- f?-1^ P,r-^ (r * ^ ̂  P ) (//•+-';'-+^ ) ̂ ^ ( y ! ' • • ̂ ••/^ )"^\ (? "

où h désigne l'ordre de la f o n c t i o n ; // el y d e u x en t ie rs p o s i t i f s on
nuls infér ieurs à A; co, o/, 0, 0' des nombres égaux a o on r f o r n u a n t
la caractéristique; a, ^, <ï les périodes appelées ci-dessus Ap B i , C , (*

Pour que toas les termes de la série précédente a i en t u n n ié ine
mult ipl icateur lorsqlfon augmente u de —^ il f au t que li soi t u n m u l -
tiple de M, ce que les cons idéra t ions précédentes a v a i e n t déjà mont ré
dans le cas où la carac tér i s t ique est n u l l e . Le p i n s pe t i t p a r a l l é l é p i "
pède de périodes a u q u e l est relat ive u n e fonc t ion t h ê t a s ^ o h t i e n t eu
prenant pour M le p lus ^"rand d i v i s e u r de son ordre ; le p ins p e t i t
parallélépipède pour p lus ieurs fonc t ions s 'ob t ien t en prenant pou r M
le plus grand commun diviseur de leurs ordn^s. Je supposerai désor-
mais que cette réduct ion a. été effectuée et je me t t r a i toujours le coeffi-
cient M en évidence.

Les fonc t ions thêta considérées seront alors dites réduite et le
Tableau T^ sera qua l i f i é de môme; par opposi t ion, les f o n c t i o n s de la
forme (x) et le Tableau T seront dits ordinaires

Caractéristiques réduites.

3, En augmentant u de ̂  la (onction ©^f ^ ^ (^ v) se
/ l i ) . 'î i V.

reprodui t mu l t i p l i é e par e ' a M .
Il semble donc qu'il, s'introduise a ins i âne in f in i t é de nouvelles

caractéristiques; mais la plupart doivent être rejfôtées en vertu des
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cons idéra t ions s u i v a n t e s : la théorie des surfaces I lYpe re l l i p l i ques i n -
t r o d u i t d ' u n e pari les (onc t ions a ca rac t é r i s t i que nu l l e , d 'autre part
les (onc t ions paires ou i m p a i r e s a ca rac té r i s t ique q u e l c o n q u e ; or, eu
général, pour ob t en i r une l 'onction paire ou impa i re , i l tant associer
par somme ou dif lerence les deux f o n c t i o n s (IL, 4, 5)

0,,,,/( ̂ , C), ^M -.-/»- M, //M -//-(.»' ( ̂  < ') î

;es deux (onctions doivent donc avoir même multiplicateur. Je distin-
guerai alors deux cas :

1° (o r,..:. o. On est c o n d u i t à poser :

^ (/<M ^,:•Î,TC 'y , 4/^•'»• fît HT
^ " 'M "1"

M

Cette conimience a d m e t les s o l u t i o n s :

; < ) ( rïHKÎ.'.UTT').

f) 0, p . M\ :1M i )M
//

i.a moitié seulement, au nombre de h, conviennent au cas de M im-
pair; toutes, au nombre de ^A, couvienneul au cas de IV1 pair.

Pour les solutions /'M le muKipliealeur est égal a i ; pour les solu-

^o(^tlÂ;::2J2.M H est égal a - \ ; jc dirai alors que la fonction admel.est égal ^

la c a r a c t e r i s t i < j u e réduite

o r d i n a i r e é tant

, sa caractéris t iqueou

a° o) — i . On est. ( c o n d u i t a poser :

(,„, ^ , ̂  _ ^ ^ ^^ ,-,/ .^ . . \ ] 1^^ ;̂./...M,̂  ^^ ^ ^ ^^^ ^^ ̂  __7T ^^ ^ ^ ̂ ^^ ^ ̂ ^

(;<Ut.e congrucînce n'a pas de solutions si M est pair, et si M est im-
pair elle admet les suivantes :

•M.- i ^M- i^ ,, ̂  ^^———^
' - A Â - » ) ^ . 1


