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SUR LES

FONCTIONS THETA DE DEUX VARIABLES

M LES

SURFACES HYPERELLIPTIQUES,
Par M. K. TRAYNARD.

- T—

INTRODUCTION.

(Cest assurément Pune des plus belles découvertes mathématiques
de Jacobi que celle des fonctions d’ane variable qu'on a appelées
depuis fonetions théta. 11 les a lui-méme presentées sous forme de
produits infinis et sous forme de séries et a donne Pexpression des
fonctions elliptiques au moyen de quotients de séries de cetle espece.

La gendralisation de ces résultats pour Tes fonetions inverses des
intégrales hypervelliptiques Tni est due également pour le principe.
Dans un Mémoive publie dans le Journal de Crelle ('), 1] montre qu’il
ne faut pas songer a etudier la fonction a - 2w ) définie par égalité

- (o4 oyl
" . . g o
‘/ \/.1‘! P ) (e by (G 2 ) (1= piar)

car cette fonetion admet quatre périodes, ce qui est absurde (*). Au
contraire, Z ¢tant un polynome en 5 du cinquicme ou du sixiéme ordre,

(1) Tome 13, 1835, p. H5.
(%) Loc. cit., p. 71.
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",

Les fonctions @ =h(u, «'), y =X (n,u«’) ont alors quatre paires de
périodes et cela n’a rien d’absurde (*).

Mais alors que la théorie des fonctions elliptiques faisait des progres
rapides, celle des nouvelles fonctions, appelées par Jacobi Sonctions
abéliennes, avaneait bien lentement. Kn 1816, 'Académie des Sciences
de Institut de France, voulant diviger les recherches dans eette voie
quelle reconnaissait difficile, proposa pour le Grand prix de Mathe-
matiques la question suivante :

Perfectionner dans quelque point essentiel la théorie des fonctions
abéliennes, ou plus géncralement des transcendantes qui résullent de la
consideration des intégrales de quantites algebriques (*).

Le prix fut décerné en 1849 4 G. Rosenhain. Dans le Mémoire qu'il
avait déposé (?), il donnait les expressions de certaines fonetions
symétriques de x el y, en particulier de xy et 2 + y, au moyen de
quotients de séries enticres analogues aux fonctions théta d'ane
variable. Ainsi le probleme de Pinversion des intégrales abéliennes
¢tait résolu par Pintroduction de nouvelles fonetions entieres de deux
variables qu’on a appelées aussi fonctions théta.

Une autre solution était trouvée en méme temps el touta fait inde-
pendamment par Gopel (7).

On trouve dans les deux Mémoires les seize fonetions d'ordre wn ot
la démonstration de certaines relations entre Jes carres de ces fone-
tions. Les deux auteurs font remarquer la possibilité de Textension
de cette théorie & plus de deux variables.

(1) Loc. cit., p. 7.

(%) Comples rendus de U dead. des Se., 1846, p. 767.

(%) Mém. des Sap. éur., 1IX, 1851, p. 361 et Ost. Klas., n” G,
(*) Journ. de Crelle, 1. 35, 1847, p. 297 el Ost. Klas., n" 67.
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Cette extension peut se faire dans deux voies différentes. On peut
introduire les fonctions théta de plusicurs variables pour Uinversion
des intégrales hyperelliptiques de genre supérieur i deux. Je ne m’en
occuperal pas ici. On peutaussi les considérer pour la résolution du
probleme suivant :

Représenter une fonction uniforme de p variables a 2p périodes par le
quoticnt de deux fonctions cnticres.

Ce probléme se présentait tout naturellement a ta suite du précé-
dent; les fonctions uniformes xy, « -+ y des deux variables «, ' étant,
des quotients de deux fonctions théta, en était-il de méme pour Loule
fonction 2p fois périodique de p variables?

En 1860, Riemann affirmait sans le démontrer. Le point capital
¢tait Pexistence de relations entre les périodes d'une fonction 2p fois
périodique, puisque les modules des fonctions théta ne sont pas indé-
pendants. Weierstrass donna des propositions qui conduisaient i la
démonstration du théortme. MM. Picard et Poincaré la firent effecti-
vement (Comptes rendus, 1883). On en a donné d’autres depuis, parmi
lesquelles celles de MM. Appell et Painleve dont je parle au Cha-
pitre I citons enfin une démonstration de M. Picard (Comptes rendus,
t. CXXIV), et une démonstration de M. Poincaré ( Acta mathematica,
t. XXII).

Les fonetions théta ont fait Pobjet d'un trés grand nombre de tra-
vaux; on en trouvera une théorie (rés compléte ainsi qu'une biblio-
graphie trés viche dans Knaser, Lelrbuch der Thétafunctionen.

Une application extrémement importante des fonctions théta de
deux variables est la théorie des surfaces hyperelliptiques. Les coor-
données d’un point d’une surface hyperelliptique sont des fonctions
quadruplement périodiques de deux paramétres. M. Picard (') a étudié
ces surfaces; il a montré notamment qu’elles admettent deux intégrales
de differenticlles totales de premiére espice, lorsqu’elles sont repré-
sentables point par point sur le champ hyperelliptique, et que leur

() Journ. de Math,, 1885, p. 281 ¢l 1889, p. 203, Poir aussi la Théoric des fonctions
algibriques de dewr variables, par Picarn ol Sivanr, b 1L Chap. XIV.
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genre géométrique est égal i I'unit¢. M. Humbert (') a donné une
D [ R , . R ST
théorie fondée entierement sur la considération des fonctions theta (%).
Ces recherches ont 6té faites en considérant les fonetions relatives
au Tableau de périodes
2lm, 0, da, b,

o, =2Iim, b0, c.

Mais, ainsi que je le montre dans le Chapitre I, le théortme général
sur la représentation des fonctions quadruplement périodiques de
deux variables conduit  considérer des fonctions pour lesquelles la
premiére période est divisée par un entier M.

Jétudie dans ce travail (*) les conséquences de Pintroduction de
entier M. Elles sont assez importantes pour avoir nécessité une
revision de la théorie générale. Je fais cetle revision dans les trois
premiers Chapitres. Le Chapitre T traite du nombre des fonetions
théta, de leur parité, de leurs zéros; je signale un cas tout nouvean
a ce point de vue, et & d’autres aussi, celui oit Pordre des fonetions
théta est ¢gal au produit d’'un nombre M pair par un nombre impair.
Les Chapitres I et HI étudient les surfaces hyperelliptiques représens
tables point par point dans le champ hyperelliptique ou bien & la
facon de la surface de Kummer. Les résultats obtenas ne différent
pas essenticllement de ceux qui avaient ¢té donnés par M. Humbert,
et la plupart du temps jai pu simplement les énoncer en renvoyant
a son Mémoire pour leur démonstration.

Les Chapitres suivants traitent des applications.

Le Chapitre IV contient les éléments d'une théorie générale des
surfaces représentables comme la surface de Kummer dans le cas
ol M est égal i deux.

Dans le Chapitre V, j'ai établi 'équation de la surface de Kummer
sous diverses formes qui devaient me servir dans la suite.

Dans le Chapitre VI, j'étudie une surface hyperelliptique du hui-

(1) Journ. de Math., 1893, p. 2.

(2) Jaurai souvent & renvoyer 4 ce Mémoire; jai adoplé pour ces renvois un signe
spéeial @ an H suivi du numéro du paragraphe.

(%) Uno partie des résultats a 616 donnée dans des Notes aux Comples rendus de
Udcad. des Sc., t. CXXXVIIL, p. 339; t. CXXXIX, p. 7185 t. CXL, p. 218 ot 31.



SUR LES FONCTIONS THETA DE DEUX VARIABLES. 81

(itme degré représentable point par point sur le champ hyperellip-
tiques jedonne la classification complite des courbes (racées sur cette
surface.

Dans Te Chapitre VII, jétudic une surface du quatriéme degre
a 14 points doubles, et je montre que ¢’est un type défini dont je
donne les caractéristiques géométriques.

Le Chapitre VIIT contientla méme étude pour une surface du qua-
tricme degré i 32 droites, et le Chapitre 1X pour une surface du qua-
tricme degré a1 points doubles.

Enfin, dans un Appendice, je donne dans deux Tableaux les demi-
périodes qui annulent les fonctions théta dans le cas ot M est pair;
jPindique quelques formules dont jai fait usage dans le cours des
Chapitres précédents, et je fais des applications numériques pour des
surlaces @ 14 points doubles ou i 3o droites ayant tous leurs ¢léments
remarquables réels.

Pour les applications Pintroduction de Pentier M a une grande
importance. Au point de vae des surfaces hyperelliptiques, on a une
(res grande richesse de combinaisons permettant de trouver des sur-
faces d"un degré donné; ¢est un fait analogue qui se produit avee les
foncetions singulicres étudiées par Mo Humbert, et je rappelle que
estoen seservant de o ces fonctions qu’il a donné les premiers
exemples de surfaces a 15 points doubles ou i 32 droites (*). D’autres
applications exigent également Pintroduction de M3 je ne citerai que
la suivante @ dans son cours du College de France (19o4-1905),
M. Humbert a démontré que les coordonnées d'une tangente & deux
quadriques sont fonctions hyperelliptiques de deux variables avee
Moo

On me permettra, en terminant ce travail, de remercier M. Humbert
et M. Painlevé aupris desquels jai trouvé des encouragements et des
conseils précieux et qui ont toujours apporté la plas grande bienveil-
Tance i diriger et a faciliter mes recherches.

(1) Comptes rendus de L Acacd. des Se., L CXXIX, p. 6405 L XXX pe oo — Dans une
Note réconte, M. Rémy montre que les surfaces de M. Humbert sont des cas particuliers
de celtes que j'éladie iel ( Comptes rendus de U dead. des Se., L. CXLIL p. 768 ).

4 o

Aun. e, Norm., (3), X%V, — FryriEr 1o
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CHAPITRE 1.

GENERALITES.

Introduction du Tableau de périodes Ty.

1. On sait comment la représentation des fonctions quadruplement
périodiques de deux variables par le quotient de deux fonctions
entieres conduit & la considération des fonctions théta de deux vi-
riables.

Je rappelle en particulier que la démonstration de M. Appell (')
introduit la fonction @, (%, y) satisfaisant aux relations

O, (z -+ 20T, ¥) by (),
) ,,(m,,vf-')u:
D, (&, y+2im) e B D, (., ),

(‘bl (‘(' -t 11,}’ ~t= ﬁl) = ‘bl ('1'9 ,7)7

¥
2aM T - G
' . ¢
Dy (o, y ) e By (e, y ),

et la fonction analogue W'\, On a, ¢n outre,
- (Brof oY) 2Minr.
AT 1

En posant alors

; A , wiT
X PN ) w0
il 1

on obtient les fonctions ©,(X, Y ), W,(X, Y), et les relations

GO, (X -aim, Y) DX, Y),

4
.7 QT ¢ gt
(])2<X Saim Y _'o, ) D (X, Y,

(.l} / 1 i1

' O, (X, Y enimy -, (X, Y),

4M Tt oy
oD, (X U i PAY L MaY ¢
Rl B » Y i 1’51) oM D, (X, Y).

(Y) Journal de Liowille, §¢ série, 1. V11, P 199
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De méme, la démonstration de M. Painleve (*) introduit les fone-
tions (X, Y) satisfaisant aux relations

gll(X poodm, Y ) S IHONG Y ) o HON, Y i,
X -+ A Y =By == eYNre (X, Y),

(=)
( H(X ALY - By oMY v CH(X Y,

avee MB = A7
Ces résultats ne different pas au fond; je les prends sous leur se-
conde forme; en posant
. nA ol B
X oooMx, o M2 oy oy e

“an 9

‘\11

=l >

BB, B —0,
les relations (2) se transforment dans les suivantes :

\ (X, 4 if‘K’LITE, v,) WXy, Yy I 0Ky, Yy b aim),

Mo (X 0 'f;'. )

a (X, ALY, 1By - e (X, Y,

<M (¥ “,’ )

COLX, B, Y, Gy e 00X, Y.

Dailleurs les fonetions 1y admettent Ta période 207, 05 ce sont des
fonetions theta relatives an Tableau de périodes

" | 2T, 0, Ay, By,

{ o, aim, B, .
[ s’est ainsi introdutt un diviscar M de la premiere période. Je
désignerai le nouveau Tableau de périodes par
20T
'1‘5] ) ‘\ll

0, ain, By, .

2 Oy Al’ B],

Jo me propose d'examiner les conséquences que I'introduction du
diviseur M peut avoir dans la théorie géné ale des fonetions théta et
dans celle des surfaces hyperelliptiques.

(1) Comptes rendus de U Aeadenve des Sciences, 1. CXXXIV, p. 808,
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Fonctions théta relatives au Tableau Ty.

2. Me plagant au point de vue de cette application géomdétrigue,
je limiterai I'étude générale aux fonctions comprises dans la for-

mule (H., 3) :

i : ) o' ,
0w B NAN ,(/H 5 I:p)u.p(r/ 1Ok ) o
0 o (e, v)= ¢ ¢
p o

[Au (‘,m. %’..y/,p)g b (po %l V- ‘a)(//-t-“:' vho ) e (g “,’ vhe ) I

m e

Pq

1
X e‘”‘

ou 4 désigne l'ordre de la fonction; p et ¢ deux entiers positifs ou
nuls inférieurs & A; o, o, 0, 0" des nombres égaux i o ou 1 formant
la caractéristique; a, b, ¢ les périodes appelées ci-dessus Ay, By, Gy

Pour que tous les termes de la série précédente aient un méme

T 2UTT o .
multiplicateur lorsqu’on augmente « de Z=, il faut que Aesoitun mul-

tiple de M, ce que les considérations précédentes avaient déji montré
dans le cas o la caractéristique est nulle. Le plus petit parallélepi-
pede de périodes auquel est relative une fonction théta s’obtient en
prenant pour M le plus grand diviseur de son ordre; le plus peti
parallélépipede pour plusicurs fonctions s’obtient en prenant pour M
le plus grand commun diviseur de leurs ordres. Je supposerat desor-
mais que cette réduction a été cffectuée el je mettrai toujours le coefti-
cient M en évidence.

Les fonctions théta considérées seront alors dites réduces et le
Tableau Ty sera qualifié de méme; par opposition, les fonetions de la
forme (1) et le Tableau T seront dits ordinaires.

Caractéristiques réduites.

3. En augmentant « de %7, la foneti g | " ) se
Kn augmenta de v la fonction 0,y P (w0, v) se
m 2T
Py

reproduit multiplice par ¢
Il semble done qu’il s’'introduise ainsi une infinité de nouvelles
caractéristiques; mais la plupart doivent étre rejetées en vertu des
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considérations suivantes : la théorie des surfaces hyperelliptiques in-
troduit. d’une part les fonetions & caractéristique nolle, d’autre par
les fonctions paires ou impaires & caracléristique quelconques; or, en
général, pour obtenir une fouction paire ou impaire, il faut associer
par somme ou dilférence les deux fonctions (11., 4, 5)

O, (1, ), Oy P M g (1, 0);5

ces deux fonctions doivent done avoir méme multiplicatear. Je distin-
guerat alors deux cas :

1" o - o. On est conduit a poser :

e M Xk hpi T / ¢
L peTm .
¢ M 17 LN e M 1, ——LW—- S0 (mod.aim).
H

Cette congruence admet les solutions :

M SM (ahi—1)M
2 o, 1z 5 iz M, yZ - oy P .
La moitie sculement, au nombre de 4, conviennent auw cas de M im-
pair; toutes, au nombre de 24, conviennent au cas de M pair.
Pour les solutions AM le mualtiplicateur est égal & 15 pour les solu-

(0 ko 1) M

(ions il est égal i w15 je dirai alors que Ta fonction admet

R ’ . Coom I ] e g
la caractéristique réduite i// ou ’ , sa caracteristique

' n o
l, . ,' ( 0o o
orarnaire etant 0 0 .
5 . Onoest conduit i poser :
| P, 20 24T .
NS o A B i VA 1 e 1) S ALTT .
1:(, Pl /,-‘ e , S 1, (epa)ee—-so (mod.2dm).

M

Cette congruence n'a pas de solutions si M est pair, ctsi M est im-
pair elle admet les suivantes :
M IM - (2l )M —1

............... - -y e y Rrso i S A —
r w7 P T ’ ! 2 ’
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au nombre de 2. Le multiplicateur est alors égal & — 1 et la caractd-
oo

o 0

L. , . , . , e
En général, une caractéristique réduite sera désignée pa ’ 0 ‘

ristique réduite est

En résumé :
Si M est pair, on conserve les fonctions de caractéristique ordinaire

!
(; (0), ‘ pour lesquelles

M
pr= o (h==0, 1, ..., 2h—1);
2
w, =0, st hest pair, o, =1, i A est unpair.
St M est impair, les caracléristiques réduites sont identiques aux ordi-
naires, et ['on conserve les fonctions pour lesquelles
(2h 4+ 1)M ~—1

p=IM(h=o0,1, ..., h—1) et p- == ; (o0, 4y euy 110

avee respectivement o, == 0 ¢l w, ==

On auarait obtenu les mémes résultats en éerivant que le multipli- -
cateur doit étre égal & == 1.

4. 11y a ainsi seize caractéristiques réduites; pour chacune il
existe £4*M fonctions d"ordre AM lin¢airement indépendantes.

Je vais étudier ce que deviennent ces fonctions lorsque « et v sont
simultanément changés de signes.

Je rappelle quon a en général (H.,4)

(n)/l./[("" Wy —=9) = 0 pohg (U V),

pour une fonction théta de caractéristique ordinaire nulle et d’ordre 4,
et qu'ona (H., 5)

(")[z,l/(“" Wy =) == Gy pomEh r/um'(”‘) )

/
3 . e . . )
pour une fonction de caractéristique ordinaire ;/, l et d'ordre A, e

et ¢ désignant des nombres égaux h o ou 1.
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En appliquant ces formules aux fonctions (héta dordre £M rela-
tives au Tableau Ty, on trouve que les fonctions théta d’ordre AM, de
méme caractéristique réduite, s’expriment en fonction linéaire et
homogene d’un certain nombre de fonctions paires et d’un certain
nombre de fonctions impaires. Je vais énumérer ces nombres :

1 M impacr, h im/)air : foM Jonctions paires, ﬁf——,—;:mJ imp(u'res ou
M . . EM . . )

~~;;A«mml/()n(:lwns pawres, — unpaires, suivant que o, 0 - o’ 0 est

%

P o npair ;

. . M4 - : /
2 M ampair, h pair : )~' Jonctions paires, —

impaires
e . M. . . V/E . .
pour la caractéristique nulle; == fonctions paires, —— impaires pour
a0 2
les aulres caractéristiques ;

3¢ M peair, hopair @ mémes resultals que ci-dessus;

o . . o PM e . . Mo . .
N M pair, b unpair : e Jonctions paires, === umpaires ou
Mo . . NAM e . L.
"»;Nw'-- ./()II(.'(U)HS /)(Il/'(’.ﬂ', ’) s l’)’l./)(lll'(.‘ﬁ' /)()I(I' /(95' (,'af'(l(.‘l(f/'ls[l(/ll('S

2 M

0 . . .M, . . .
t , sutvant que o0 est pair o impair ; — fonctions patres, —=
/B K 2

impaires pour les autres caractéristiques.

5. Avant de déterminer les demi-périodes qui annulent certaines
fonctions théta, il importe de bien préciser les différences entre les
deux cas @ M pair et M impair.

On vient de voir que, dans le cas ot M est pair, il ne subsiste que
huit caractéristiques ordinaires se partageant en seize caractéris-
tiques réduites; tandis que, dans le cas ot M est impair, il y a seize
caractéristiques réduites identiques aux ordinaires. Pour les demi-
périodes les circonstances sont analogues; en effet, on a, si M est
impair,

et, si M est pair,
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fa ; )
, . . . . s . [24 ¥ o T ]
Par conséquent, si M estimpair, les demi-périodes 5 5 el = 4 S ()
sont distinctes et au contraire elles sont congruentes st M est pair.
Dans le premicr cas, les seize demi-periodes ordinaires sont iden-
tiques aux seize demi-périodes réduites; dans le second, les seize
demi-périodes ordinaires se confondent deux i deux et 1l sintroduit
huit demi-périodes nouvelles.

6. Pour les étudier, je considere Ia fonction

0 o i
M) T
®([)L,ll l g 0 l(” t M’ ">,
ou M est pair et la caractéristique mise sous sa forme ordinaire.

i
;. , . ., (ptMhp) o s
Chaque terme de lasérie étant multiplié par e ", onala formule

o'

O h U

)
(A M) '
®/'7 q 0 0/ 1oy (e, ).

r .
) . (f(ii N /')ﬁ' @

@ i o
4 M,

I est important pour ce qui suit de décider si cette formule trans-
forme une fonction d'une certaine parité en une autre de meéme parite
ou de parité diflérente.

1° Aepair; la caractéristique reduite reste la méme et a la fonetion

Wy /M) N RN R
Oy (s ) 1 Oy ey w (19)

correspond la fonction

Lpmi
Al ) VTN gy b
(),:I. l/’({ly § )"I" [# ()a/'[“’ " o p m,( u, ‘v)_
D’autre part M , i/,.'\_::f - .
D autre part p = —5 par conscquent e Yoo /™ os ok, La parité de

la fonction change si A est impair (o, = 1); elle reste la meéme si A est
pair ((.l), = n).
20 Joimpair; la caractérvistique reduite change o i la fonetion

)y o'

o v

Py (tyv)

(.91/1&]!)

/
) (M SR
(e, )4 0, Mo g, M e gf = ! ‘ ] o'
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correspond la fonetion

LohpTi
ST~ e |
e o M M
(e, 0) ¢ > 000 P M g

"y ﬁ)l

-1 0

)y m'

SN ,
¢ 0 0,\(1(,‘).

o

Le facteur du second terme est ici égal & e®M™ S A est impair
(v, ==1), e n’est jamais nul et le facteur est égal & 15 dautre part 0
s'est changé en 0 41, la fonction change de parité. Si A est pair

(o, 0), le facteur est ¢gal & ™, Ja fonetion ne change pas de parité.

7. Ceei posé, el en se servant des résultats généraux (1., 7), on
obtient les conséquences suivantes :

1" M impair, b impair : les fonctions normales paires de caractéris-
'
[} )

lI(/Iu' o

s‘annulent pour six o dix demi-periodes et les fonctions

normales impaires de méme caracteéristique s'annlent poar les diz ow six
autres demi=périodes selon que o 0 - o' 0" est pawr ow impair;

20 M impair, hopair : les fonctions normales paires de caractéristique
nulle ne s annalent pour avcune dema-periode ot les fonctions normdes
(mpaires e caractéristique nudle s'annulent pour les seize demi-periodes ;
les fonctions normales de méme caractéristique non nulle s'annulent pour
hait demi-périodes el les fonctions normales impaires de méme caracte-
ristique s’ annulent pour les huit autres demi-périodes ;

M pair, hopair : mémes résultats que ci-dessus ;

VM pair, beoimpenr s les fonctions normales paires, avant une méme
[} O

5 , s‘annulent pour qualre ouw dousze
(8]

caracterstique de la forme

demi-périvdes et les fonctions normales impaires, de méme caractéristique,
s'annulent pour les douze ow quatre autres demi-périodes suivant que o,
est pair o immpair; les fonctions normales paires, de méme caracteristique

0N o |

aulre que | la s‘annulent pour hudit demi-périodes et les fonclions
/0 .

normales unpaires, de méme caractéristique, s'annulent pour les huit
autres demi-périodes.

Ces deux derniers eas sont assez compliqués; on pourra les étudier

plus loin sur les Tableaux donnés dans 'Appendice.
dnn. Ee, Norm., (3), XXIV. — FEVRIER 1407 12
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Dans la suite de ce travail les demi-périodes seront représentées
suivant l'algorithme connu (H., 18). Un symbole (=, «") se rapportera
en général & une demi-période du Tableau Ty, le cas contraire devant
toujours étre expressément spécifié.

Enfin, on peut ici aussi (H., 7) remarquer que si une demi-période
annule une fonction théta normale d’une certaine parité, elle annule
toutes les fonctions normales de méme parité, de méme earactéristique
¢t pour lesquelles 2 et M ont la méme pavité.

La demi-période doit ici étre considérée uniquement en tant que
symbole, car un méme symbole représente pour M pair des quantités
différentes lorsque M varie.

i © 0 G s

CHAPITRE 1.

THEORIE GENERALIL DES SURFACES NYPERELLIPTIQUES (1w PARTIE).

8. Soil S une surface hy;wmllipl.iquu; les coordonnées homogines
d’un de ses points peuvent se mettre sous la forme (n° 1)

pr; O, (0 1,2, 5,40,

p ¢tant un facteur de proportionnalité et les ©; des fonctions theta
normales, relatives au Tableau de périodes Ty, de caractéristique
nulle (*). Pemploierai aussi pour désigner ces fonctions coordonnees
les notations x, («, v), w,(u, v), x,(u, ¢), 2, (u, 9).

(1) Cest la forme la plus générale des coordonnées. En particulier il serait inutile
@introduire des fonctions théta relatives a un Tableau de périodes

LT
S 0 w, b
S A\l k] 1 1
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Sur cette surface (H., 8), Péquation de toute courbe algébrique
peul se meltre sous la forme

O Dy 0y o,

7oet poélant des constantes el @ (o, ¢) une fonction theta normale, de
caractéristique nulle, relative au Tableau T.
D ailleurs Péquation de Ta méme courbe est aussi bien

’

(// / M 4 1_1) O (o 1, 2 , M 1)

Le quotient des deux premiers membres admet les périodes 20w, o;
sahin

0, 2t b,y else reproduit multiplié par ¢ L pour la période a, b;

2étant Vordre de Ta fonction.

Soit alors [y, a0y, 0y, ) 2o Péquation d'une surface passant
par la courbe proposée supposée indécomposables fappelle f(w, o) le
resultat de la substitution @y, ay, @y, a0, de lears expressions en w, ¢;

P

y ° . . . ’ . 23 o e e .
c'estune fonetion theta qui admet Ta période - “, o5 elle est divisible

M
par®Cu 2 0w, le quotient étant une fonction théta, et Fon a

. 2T
Sy e OCw 20 )0 (u,0): (')(//-- R ,M > [J.)//.,,(//, o).

S

’ . . - 9T \
i n est pas entier, (’f)({{ Ak g 6 o)
(XN 7t '“'«a - 'U',) . ’

divise 0, (e, v) et 'on a
, . ’ . Ik ,
Sy vy O =, 0 )OO0 M TR [J.) 0 (Cuy ).
Si le quotient précedent est entier, il est nécessairement de la forme
A=t ot les entiers p/', ¢" sont déterminés par les congruences
s hiT .

phovgle o, pla g T 0 (mod.oim).
La premiere congruence donne une relation a coeflicients entiers
entre b, ¢, 20w, & moins que p' = ¢’ == o. La seconde exige alors que h
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soit multiple de M. Enfin en remarquant que, apres addition de M fois
20T

, on revient a la fonction primitive, on a

M
2hiT
AM =, A=e ¥
(‘)(1/—7. + -)—LTT; V—~[J.> =e ™M O(u—7% -0
4 /

Il est facile de voir que les deux cas sont entiérement différents ef

, . 2iT

que les conséquences obtenues par Uaddition de ==

pour l'addition de tout autre multiple de cette quantité. On a alors
dans le premier cas

se reproduisent

AT

e Mo 1
[y 0) =20, ¢) ll 0 (// e N o).
nes ) :

La fonction sous le signe I est une fonction théta d’ovdre 2 M admettant

. 2LTT 4 . or v .
la période 5O On peut la considérer comme Pequation de o
courbe.

Drautre part, dans le second cas la fonetion

(')( " ),, L {J‘ yer I

est une fonetion théta d’ordre multiple de M, soit AM, et qui admel Ia

, . DALT R - . . feut
période “==s o; la valeur du paramétre A devient 7, :

Ainse = Uéquation d’une courbe algébrique tracée sur la surfuce S

s'oblient en égalunt @ zéro une fonction théta admettant la periode

LT . . . .
i O Klle pewd awssi se metire sous e forme O(u 7ov ) o,

A et p.étant des constantes el O u, ¢ ) une [onction théta norme'e, rele-
twe aw Tablew Ty, de caractéristique réduite nulle.

— de la surface ne coreespond quun couple de valeurs

4

de w, ¢ dans le parallélépipede construit avee fe Tablean Ty,
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La surface considérée est de genve 1, comme 'a monted M. Picard;
Iintégrale double /‘/‘(/u de reste finie sar la surface et elle est de la
forme /./.fp(_m, v, 5)dxdy, o étant rationnel en 2, y, 5. 1l ne peut

exister d’autre intégrale de cette forme restant finie sur la surface.
Une telle intégrale est de la forme

/ / I)L-{"—L“)rll dy,

ot S(r,y, z)=0est'équation de lasurface dordrenet D(x, y,2) =0
I'équation d’ane surface adjointe d'ordre o — 1.

Une surface hyperelliptique % a done une seule surface adjointe 1
soient S == o el D == o leurs équations respectives. On a

// 'l/l(/)" //!/Hl/t'

D (l)l dy e dy
SOV da oe T oe l)(l)

Les surfaces hyperelliptiques possedent deax intégrales de diffe-

renticlles totales de premicre espeee ///11 el /(/w et Pon a

.

i bl 5 \//)" " B, e | '\_’(/"”,,
S 8

AL By AL B etant des polynomes, d7oi
DS BA, - AB,.

Ces résultats ont ¢té ¢tablis par M. Picard (Voir aussi 1., 103 et 101).

Soit AM Pordre des fonctions a;(u, ¢). La droite x, == 0, x,= 0,
par exemple, coupe la surface aux points dont les arguments sont
solutions de

(e, ) o, ay (U, ) = o,

Ges solutions sont au nombre de 2A* M2 relativement au Tableau M et
de 24*M relativement aun Tableau Ty. Le degré de la surface est
done 2/4* M.
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Si les quatre coordonnées ont des zéros communs ce degré sa-
baisse. Soit «,, ¢, 'un d’eux: a ce couple correspond une courbe
unicursale singuliere (H., 105).

La surface § est coupée (H., 106) par son adjointe ¥ suivant ses
courbes multiples et ses courbes unicursales singulitres.

Toutes les surfaces hyperelliptiques dont les coordonnées sont
relatives au Tableau de période Ty se correspondent point par point. Tl
n’en est pas de méme pour deux surfaces dont les coordonnées sont
relatives aux Tableaux T, et Ty; soient Sy la premicre et Sy la secondes
il faut introduire le Tableau commun Ty, D ¢tantle plus grand commun
M
D

diviseur de M et N; & un point de Sy correspondent 3= couples «, ¢ non

Q ‘ »t."]‘ [;:4.";: -"N 1 ~l;‘5‘-:
congruents par rapport a T, et par surte ausst{ points de Sy; aun
- N . .
point de Sy correspondent 7 Points de S,,.
Je réserve ce dernier cas et je vais pour les surfaces relatives au

Tableau de périodes Ty élendre les résultats obtenus par M. Humbert
(H., 109 et suiv. ).

Géométrie des courbes dans le chamyp hyperelliptique.

10. On appelle courbe algébrique toute conrbe qui n’est ni une
ligne multiple, ni une courbe unicursale singulicre de la surface.

Ces courbes possedent deux intégrales abéliennes de premidre
esptee n‘ayant que quatre paires de périodes: /(/u et /r/v(ll., 109).

.

[’équation de toute courbe algébrique peut se mettre sous la forme
O(u~—7,0—p) o,

olt A et sontdes constantes et ©(w, ¢) une fonction théta de caracté-
ristique nulle, relative au Tableau Ty,

On appelle courbes e méme ordre les courbes pour lesquelles lordre
de ©(u, v) cstle méme, courbes de méme famille les courbes pour les-
quelles, Pordre ¢tant donné, A et p sont les mémes. Les courbes de
méme ordre sont aussi de méme degré.
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Deux courbes de méme ordre 2M (11, 111),
O (1 =Dy, 0= 1) == 0, O(w—72, 0 — )0,
sont de méme famille si 'on a
AM(2 - %y) 2o, AM(p - ry) 20 (mod. périodes).

On peut, pour étudier Ies courbes d’un méme ordre el d’une méme
famille, ¢tudier Ta famille A == o, = o (., 113).

Soient @, (w,¢) == o I'équation d’une courbe sans point singulier
el O (w, ¢) une fonction théta de méme ordre AM que 0,(w, ¢) et de
aractéristique nulle; les intégrales de premiere espéce le long de la
courbe sont de la forme (1., 114)
O(wu, v

(-(;—)»(;;-U~ 2(lu.

)

.

Ces intégrales sontau nombre de £2*M — 15 en ajoutant / du el /(lv,

on obtient 2*M - 1 intégrales de premiere espece et le genre de la
courbe est 22M 4.

Sur une courbe fixe (H., 116) les courbes d’un méme ordre el
d"une meme famille découpent des groupes de points équivalents.

Siles courbes sécantes sont d'ordre inféricur i celui de la courbe
fixe, les groupes de points appartiennent 4 un systéme spécial.

Les consequences déduites de cette proposition ne subsistent pas
dans le cas ott, M étant pair, & est impair (H., 117).

Sila courbe @,(u, ) - o a des points singuliers (., 119), les
intégrales de premivre espece relatives a cette courbe sont de la forme

O, )

. N )

olt O(u,¢) o est une courbe adjointe & 0,(u,¢) == o, /(lu el ‘/I/U

étant mises a part.
Ona(H., 120)

I /
P M "‘j;l(’:uso'u)v
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1 roy ' . . T <1 farrog
et le nombre -1(5,,5,) est égal au nombre des conditions linéaires

auxquelles ¢quivaut la singularité adjointe o;.

Surfaces adjointes.

L1. Je suppose que les quatre fonctions coordonnées aient anx
POINES Uy, 945 Uy, 04y -+ .y Uy, ¥ les singularites oy, 04, o4 000 73 le
degré de la surface st alors

n o h*M —E'I(Ulm ap )

A

Le genre p des sections planes est

Y LI W '
P = /I“M e — ;:Z](U’/,, O.A‘)'
" &
Toutes les propositions sur les surfaces adjointes dordre n 3
(H., 124-129) et en général dordre nob- g 4 (1., 131, 1325 134-
137) subsistent. Je reprends les énoneés.

Turoriwe (H., 130). -~ Le nombre des surfuces dordre no- 5
adjointes a une surface hyperelliptique 5 d’ordre noest égal au genre
des sections planes diminué d’une unité.

THEOREME (ll., 133 ). — Le nombre des surfaces dCordre noy g 4

adjointes & une surfuce hyperelliptique % d’ordre n, et dont les scetions
planes sont de genre p, est égal a

I I .
;q(«/-—r)n g (1) -(;(// e ) (g = 2) (g == 3 )
n . ) ‘ . g v ’ . v
Puvowie (M., 136). — Le nombre des surfaces adjointes d’ordre
n~q — 4 passant par les courbes unicursales singulicres de 5 est au
moins égal a

1 . 1 n
;’/(f/ A XY (1) '(";(7““')(’/ e 2 Y (g = 3).

Je ne reprendrai pas ici les applications géométriques (H., 138-
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152). Elles subsistent pour la plupart; il faut en excepter la théorie
des courbes v qui ne peut étre conservée, puisque équation de ces
courbes s"obtient en égalant i zéro une fonction d’ordre wn.
En particulier, pour les surfaces considérées, le genre géométrique
est égal &1 et le genre numérique i — 1.

CHAPITRE 11

THEORIE GENERALE DES SURFACES HYPERELLIPTIQUES (2° PARTIE).

12. Je suppose maintenant que, & un point de la surface hyperel-
liptique, correspondent dans le parallélépipide de périodes construit
avee le Tableau Ty deux couples darguments w, ¢, et o', o', Je dési-
anerai cette surface par @ Bn répétant la démonstration de M. Hum-
bert (1L, 165), on arrive i la méme conséquence (H., 166) :

Aprés un changement de variables, la surface peut étre représentée
par des équations de la forme

o Bty e), o Bl e), s o By(a, 0),
ot ¥y, F,, Fy sont des fonetions quadruplement périodiques paires,
. .. . .- 2T !
quotients de deux séries théta admettant la période 5= o (*).
Soit alors, par exemple,

Uy 0) Oyl ity — ).
O(II, ) fj(.,... Uy~ V) ?

. O, ¢ S . . .
le quotient .I;m,,,,,.).....,_,) doit étre entier; il admet les périodes du

[/ Era—

(1) Si Fon considire une véritable surface hyporelliptique dont les fonetions coordon-
nées sont relatives au Tableau Ty, il eorrespond & un point de la surlace, par rapporl au
Tableau T, les deux couples darguments w, ¢ el w - (1, 5 cependant, la surface n'est pas
représentable point par point sur la surface de Kummer; cetle contradiction apparente
vient de ee que, dans lo eas ol di == di', dv == do', ¢ost-i=dire @ = ' 4o, ¢ = V"=,
¢, 11 peut élre un couple de périodes différent des couplos du Tableau T.

dun. Le. Norm., (3), XXIV. — MaRs 1507 13
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Tableau Ty; il est done de la forme Ae™ 7" avec A = == (1L, 10).
P

La fonction 0, (u,¢)e wE (H., 14) est une fonction théta nor-

male paire ou impaire relative au Tablean Ty et d"une certaine carac-

téristique réduite.

Par conséquent (H., 167), les coordonnées d’un point de T sonl
proportionnelles & quatre fonctions théta normales de méme ordre et
de méme caractéristique, simultané¢ment paires ou impaires, relatives
au Tableau T,,.

A un point de @ correspondent M points de la surface de Kummer.
La liaison est remarquable pour M = 2 et sera étudiée plus loin.

Sur la surface @ 'équation de toute courbe algébrique (n® 8)
s'obtient en égalant i zéro une fonction théta relative au Tableau Ty,
et comme on obtient la méme courbe en changeant simultanément n
et ¢ designes, il en résulte (1., 14) que Péquation de toute courbe
algébrique tracée sur la surface @ s’obtient en égalantiazéro une fone-
tion théta normale, paire ou impaire, Fune certaine caractéristique
réduite, relative au Tableau Ty,.

13. Toute surface @ d'ordre 2, Péquation T oo o, admet none surface
adjointe D Cordre e 4 (1., 102), d"¢quation D o. Ko effel, on g

. PR Lol

/ dudy Ay )

. da gy iy

/. du oy e du

. . o dy s dy . .
et la fonction = =~ — 7% "L a5t une fone adrupleme rio-
g ge e gn estune fonclion quadruplement pério
dique paire relative aun Tableau Ty; clle s’exprime done rationnel-
lement en fonction de @, y, ;5 on sait dantree part sa forme géndrale
et Pon en deduit

//«lu dy / / wle, v, s)daody / / l)"’:l’,,‘“’ il iy,

D < doe dy da dy

T\ dw g de (})7)

On démontre, comme dans le cas M =1 (1., 107 ), que la surface
adjointe D passe par les courbes unicursales singulicres de @ en
introduisant une fouction F(u, ¢) quadraplement périodique impaire
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refative au Tableau Ty s il faut ici aussi excepter les courbes unicur-
sales singulivres correspondant a des demi-périodes, car F(u, o) est
nulle ou infinie pour toutes les demi-périodes.

Soil 0,(w, ¢) = o P'équation d'une courbe sans points singuliers,
@, ¢tant une fonetion paire ou impaire, d'une certaine caractéris-
tique, relative au Tableau Ty, ¢t soit @(w, ¢) la fonction Ta plus géné-
rale de méme ordre, de méme parité, de méme caractéristique;
intégrale
O (u, o)

(70 j)' ”"

e

estune intégrale abélienne de premicre espéce le Tong de fa courbe

considéree (Ho, 81 ¢t 92). Toutes les intégrales de premitre espéce
sont de eette forme et le genre de la courbe est égal av nombre
diminué de o des parametres homogénes dont dépend ©(w, ¢).

Pour les courbes ayant des points singuliers, on introduira les
courbes adjointes.

Yarmi les courbes tracces sur les surfaces @, des courbes remar-
quables sont les courbes univoques dont I'équation est de Ta forme

OpCtr Ty ) O (-1, ¢ ) o

La fonetion @, (o7, ¢ =) n'est ni pairve ni impaive (I, 91). En ne
considérant par exemple que le premier facteur, il ne corvespond i un
point de Ta courbe qu’un couple d'arguments «, ¢.

Les couples w, ¢ solutions des équations

Oyt =7y 0 ) 0, Op( o tt =y 1) 0
donnent des points doubles de fa courbe.

Les intégrales abeliennes de premiere espece le Tong de la courbe
Oyt hyp ) 0 sont

' ' S A I
/ du, / oy, ,(,”,_,(),(‘)“f ,,_,,.({-26111,

( e )

@ étant de méme ordre que O, et adjointe a O, (H., 92).
Le genre d'une courbe univoque est ¢gal au nombre des paramétres
homogenes dont dépend © augmenté de 1.

.
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Le nombre des surfaces adjointes d’ordre n -~ 3 est égal & p 1,
p étant le genre des sections planes.
Le nombre des surfaces adjointes d’ordre n + ¢ — 4 est égal i

-;41((]——1)/1 +q(p—1)-+ o+ (l;((/—') (q-=2)(q-3).

Le nombre des surfaces adjointes d’ordre n 4+ ¢ — /4 qui passent
par les courbes unicursales singulitres communes & @ et i la surface
adjointe d’ordre  — 4 est au moins égal a

-;—q(q—’r—r)n, —q(p—1) -+ 2 %(’/ =) (g 2) (g 3);

elles découpent les courbes

0y (g 0) =+ 20, (1, ) 4. == 0,

les fonctions 0,, 0,, ... étant de méme orvdre, de méme caractéris-
tique et de méme parité que «?(u, ¢) et ayant les singularités com-

posées (qay) (H., 135, 170).

14. Je ne développerai pas davantage ces propri¢iés générales of je
vais m’occuper des surfaces @ qui sont ordre 4.

Ces surfaces n’ont pas de surface adjointe d*ordre 7 4, par consé-
quent elles ne peuvent avoir d’autres courbes unicursales singu-
licres que celles qui correspondent a des demi-périodes (H., 171).
Les fonctions coordonnées n’ont done de singularités communes que
pour les seize demi-périodes.

Les surfaces d’ordre ¢ adjointes sont toutes les surfaces de Pespace.
Les singularités composées des fonctions 0, 0,, ... considérées ci-
dessus sont indépendantes. On a ainsi la forme des équations des
courbes découpées par les surfaces d’ordre ¢.

Pour trouver toutes les surfaces @ dordre 4, il suffit done (H., 172)
de satisfaire aux deux relations |

. ~
4=N 42‘(;,,.,

A

/ 1 w 2
L;:‘"?; 2/I,‘ M -Zl(aln a‘/y)J?
*
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ot N désigne le nombre de fonctions Cordre AM d'une certaine carac-
(eristique et d’une certaine parité, o, la singularit¢ commune aux
quatre coordonnées pour une demi-période et ¢; le nombre de condi-
tions imposées par cetle singularité. Je vais examiner les différents
s qui se présentent.

15, M==2p 41, h=27n-r1; les fonctions de méme parité s’an-
. . A M -1
nulent pour six ou dix demi-périodes; elles sont en nombre pr e
2
V/ER
OU e

2

1 Les fonetions sannulent pour six demi-périodes; on peut les
assujettiv & avoir des zéros multiples communs pour les seize demi-
periodes d’ordres respectifs (H., 173)

. ' . 0 * I‘I ‘ d
D T Y ST S O POy (A R

On a alors les relations

G At Aot ot = ooy b = (L b A
[AVOA ) b KR 1),

' Y, 9 ’ Dl P
hoofalon b O (apt ) = AT ) = (e ) e (2 A )2 ]

“

Ces deux relations sont identiques et peuvent s’éerire
AR b b ALY o (2 A b ) e (A e ) = (e = 1) (2 = 1) — 8.

Une surface @ correspond ainsi & une décomposition du second
membre en dix eareés pairs eb six carrés impairs.
St == 0, o=, le second membre est égal 4 6, ce qui exige

I S SRy

La surface a pour coordonnées homogénes les quatre fonctions théta
d'ordre 5, relatives au Tableau Ty, de méme parité et de méme carac-
téristique, et qui sannulent pour six demi-périodes; les courbes uni-
cursales correspondantes sont six droites, il y a dix points doubles.
20 Les fonctions sannulent pour dix demi-périodes; elles auront
pour les seize demi-périodes des zéros communs d’ordres de multi-
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plicité ’
a1, .., 2k, ok, Lo 2h,

avec la condition

(2hi= D). o (2 k= 12 4 (A2 ) oo 1) (a4 1) -~ 8.

Si n = o0, .= 4, le second membre est égal i 1o et la seule décom-
position possible est donnée par

o= .= k==K = . .= [ = 0.
1 10 8

La surface a pour coordonnées homogines les quatre fonctions
d’ordre g, relatives au Tableau Ty, de méme parité et de méme carac-
téristique, s'annulant pour dix demi-périodes; elle a dix droites ef
six points doubles.

16. M=2p+1, h=27:

1° Les fonctions sont paires de caractéristique nulle; en les assu-
jettissant & avoir les demi-periodes comme zéros communs dordres
de multiplicité 24,, 24,, ..., 24, ona la relation

St =1, n=r1,lesccond membre est égal a 4.1 v a deux décom-
positions possibles : 4 et 1 =141 1. Pour fa premiére, on a une
surface & quinze points doubles (Chap. I1X); pour la scconde, on a
une surface & douze points doubles et quatre coniques ().

Sip=2,q==1,lesecond membre est ¢gal 2 8. 11y a deux décom-
positions: A4+ el 1 4141 41 =1 - 1 < 1 41, La premiére donne
une surface & quatorze points doubles et la seconde une surface
huit points doubles et huit coniques.

Si =1, 7n=2,lesecond membre est égal & 22 qui peut e décom-
poser en particulier en ¢ -9+ 435 on a alors une surface i treize
points doubles.

2° Les fonctions sont impaires de caractéristique nulle; en les assu-
jettissant & avoir les demi-périodes comme zéros communs d’ordres

(1) Poir L. Rémy, Comptes rendus de U dcadémic des Sciences, 1. CXLIT, p. 765,
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de multiplicité ok, + v, ..., 24, -+ 1, on a la relation
(o Q=)o (2 ke e 8B (o - 1) - 8

Sip==1, 7 ==1, le seccond membre est égal 4 16, tous les £ sont
nuls; la surface a pour coordonnées homogenes les quatre fonctions
impaires, dordre 6, de caractéristique nulle, relatives au Tableau T,
(Chap. VIII).

30 Les fonctions sont de caractéristique non nulle; en les assujet-
tissant & avoir les demi-périodes comme zéros communs d’ordres de
multiplicité 24, -1, ..., 2k 1, of,, .., 2£,, on a la relation

(o hep )b (kg )2 = A = K = B (o - 1) — 8.

Siopeo==1, 7 ==1, le second membre est égal i 165 on peut prendre
k== el les autres nuls, ce qui donne une surface 4 huit points
| | 1

doubles.

17. M ap, fo==2m; les (rois cas sont identiques 4 ceux du
numeéro precedent, mais le second membre est, pour le premier cas,
A - 2 ety pour les deux autres, 16*p— 8 :

10 S s, o= 1, le second membre ese égal a2, il y a une seule
décomposition possible © 1 4= 15 la surface a pour coordonnées homo-
genes quatre fonctions paires d'ordre 4, de caractéristique nulle,
relatives au Tableau T,, ayant pour zéros doubles communs deux
demi-périodes; elle a quatorze points doubles (Chap. VII).

St o1, g2, le second membre est égal & 6, on peut le décom-
poser en 4o o+ 15 la sarface obtenue a 13 points doubles.

2% Sy o1, posoy le second membre estégal & 24, il y o une scule
décomposition possible : £, =1 et les autres £ nuls; la surface obtenue
a pour courbes unicursales singulicres quinze droites et une cubique.

30 St ==, po=1, le second membre est égal a4 8 et il ya une
seule décomposition possible ol tous les £ sont nuls; les surfaces
obtenues ont huit points doubles et huit droites, courbes unicursales

singulieres.

18, M=oy, heon -

12 Les fonctions sannulent pour quatre demi-périodes; en les assu-
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jettissant & avoir les demi-périodes comme zéros communs d'ordres de
multiplicité 24,, ..., 24&,,, 2k, 41, ..., 2k, -1, on a la relation

GUA A= A3 = (2 K A1) = (2 A, 1) (o A )P B

Si n=o0, p.==3, le sccond membre est égal & 4 et tous les £ doivent
étre nuls; la surface obtenue a douze points doubles et quatre droites.
2° Les fonctions s"annulent pour douze demi-périodes; en les assu-
jettissant & avoir les demi-périodes comme zéros communs d'ordres
de multiplicité 24, 41, ..., 2k, ~+1, 2k, ..., 24, on a la relation

(2fey 1) o (2 k)5 G2 o ) G (o )P B

Si =0, p.=2>5, le second membre est égal & 12 et tous les £
doivent étre nuls; la surface obtenue a quatre points doubles et
douze droites.

3¢ Les fonctions s’annulent pour huit demi-périodes; en les assu-
jettissant a avoir les demi-périodes comme zéros communs d’ordres
de multiplicite ok, + 1, ..., aky+ 1, 2k, ..., 2k, ona la relation

(2hy 1) e (kg b )2 = (A b A Ao b ) B

Si =0, p.=4, le second membre est égal 4 8, tous les £ sont
nuls; la surface obtenue a huit points doubles et huit droites ().

. CHAPITRE 1V.
ETUDE DU CAS OU M EST EGAL A DEUX.
19. On sait qu'en général (H., 16) toute fonetion théta, normale,
paire, d’ordre 24, & caractéristique nulle, s’exprime linéairement i
aide des fonctions 02020707, les @, étant les quatre fonctions théta,

(1) Il ne correspond pas certainement 4 toute solution des équations préeédentes une
surface du quatriénie ordre; on en verra des exemplos.
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normales, paires, dordre 2, 4 ca actéristique nulle et la somme
™~ ’ ’ a
%~ B 4y 4 ¢ ¢tant égale i A,
Yarmi les fonetions considérées dans cel énonede sont les fonetions

O

de caractéristique ’ relatives au Tableau T, je rappelle quelles
O !

O
sont pour chacune de ces deux caractéristiques au nombre de A* 4 2
st Zeest pair et de 2% 4 1 si Aestimpair.

. - . L. , . )
En multipliant celles qui sont de caractéristique réduite ’ par
O

une des fonctions dCordre o, paire, de méme aractéristique, on

O

obtient une fonetion paire, de caractéristique nulle.

Pour les fonctions normales impaires de caractéristique nolle, on
fes multiplie par Te produit des quatre fonctions 'un groupe de
Rosenhain (1., 28, 22), et Fon est ainsi ramené au cas des fonetions
pairess en se placant au point de vae daTableau T, et remarquant que
/

) ]

/7

(n -
e,

/
, ) )
(v im,v) o e® T

00 0

[

ol (”v(‘)¢

on constate que Fon peot employer un groupe de Rosenhain de Pun

. N, ’ ~ ’ Nryo
des trois types az', o', By, po's ao', Bo', vo!, oo’y oo, B!, yP, o
|
. e M , ” . N . 0 0
La caractéristique réduite du produit des quatre foncetions est ;
O O

. [IS) ,
[NHH' ](‘- lH'l‘.IHH‘]' 1V[N‘., 1 ‘ lN)lII' ll\.\' ([(‘H.\' autbres. [)GU' (7()]15(‘.(1“1‘.]1'.,
* o0

¢tant donnée une fonction théta impaire, dordre 24, relative au
O

. , e . ] . .
Tableau T,, de caractéristique ‘ . en famultipliant par le pro-

O O

dait des quatre fonetions d'un groupe de Rosenhain, convenablement
choisi parmi les (ypes indiqués, on obtient une fonction paire, de
caractéristique nulfle.

Pour fes fonctions paires ou impaires d'ordre o h et de caracléris-

) O

tique rédaite ‘ , on peul toujours trouver (I, 28, 3°) deux

)
fonctions d’ordre 1 dont le produit ait la méme parité el qui ait pour

O . " . M
3 e prmllut est une fonction relative

"

caractéristique ordinaire

an Tableau T,, car les caractéristiques des deux fonctions qui le

dnn. Ee. Norm., (3, XXIV. MaArg 1907, 14
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’

o w
o o

2 ; Itipliant Ta fone
avee o, == w et 'on a pu se donner w; en multiphant fa tone-

) (1)’ . e e , .
, |5 sa caracteristique réduite est
41

composent sont ‘

wy O

I o

tion d’ordre 2/ considérée par ce produit, on obtient une fonction
paire de caractéristique nulle.

Enfin, pour toutes les caractéristiques qui ne sont pas de la forme
0, O
7
conséquent, on peut, en multipliant une fonction d’ordre 24, paire
ou impaire, pour laquelle on w’a pas simultanément o’ == 0" == o, par
une fonction d’ordre 2 convenablement choisie, obtenir une fonction
paire de caractéristique nulle.

. il existe une fonction d’ordre o pour chaque parité; par

20. Je vais montrer que toute fonction théeta normale paire,
d’ordre 24, 4 caractéristique réduite nulle, s’exprime linéairement
au moyen de certains des produils ©*02O7 6.

Je suppose que les fonctions @; sont

(’5)00([1, V): (“)l)l (”7 ")7 “lo("; ")7 (u)“(”’ ")-

oy L e 0 0 -
Les deux premieres sont de caractéristique ‘ [ les deux dernieres
) 0O 0

de caractéristique 13 par conséquent, dans les produits qui

o]
(8 i
entrent dans Pexpression des fonctions de caractéristique nulle, la
somme vy —+ ¢ doit étre paire. Cette limitation est nécessaire, jo me
propose de montrer qu’elle est sullisante.

Je ferai tout dabord la remarque suivante : lorsque o 3 v -
est supérieur ou égal & 4, les produits généraux sont liés par des
refations de la forme

Oy

K G (0 0,,0,,0,) 0y

homogtne de degré b — 4. Pour les produits particuliers que je consi-
dere, les relations subsistent sous la méme formes; en effet la surface
de Kummer passe 4 la fois par les deux points w, v et w4 i, ¢; les
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termes qui entrent dans son ¢quation ont done Pune des caracté-

.. O . .. ) . .
ristiques , et il est facile de s’assurer (on e verra plus loin)
O O /
) e e [6 NG , .
que la caractéristique est » par conséquent, toute relation
0o 0

linéaire entre les produits de degeé £ et de caractéristique réduite
nulle se met sous fa forme du produit de K par une fonction ling¢aire
des produits de degré A4

Ceei pose, il faut distinguer deux cas ¢

el de méme caractéristique.

10 Aopair; sioy o+ P ap, %+ B k- ap, et le nombre des pro-
duits de degré A est cgal i

D'autre part, il existe entre ces produits des relations Tinéaires en
nombre ¢gal
(N h)! | (h o qy» AL 1) ‘ h? Wt = h

1 I T A

1 ‘ ”, 0’ 19 2 6
Le nombre des produits lincairement indépendants est égal & la dif-
ference
ARSI
Ces produits sont done toutes les fonctions paires, Cordre 24, de
caractéristique nulle.
5" hoimpair; si Yoo ouap, a5 heap, el le nombre des

I
produits de degré A est

I I . I h I

- — A} -~

[ ' [ 2

le nombre de ceux qui sont linéairement indépendants est

VA
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Ces produits sont donc toutes les fonctions paires, dordre oh, de

caractéristique nulle.

Tuiorime. -- Les fonctions normales paires, d ordre 2h, de caracte-
ristique réduite nudle, 8 expriment linéairement aw moyen des produils

0,08 07, 07, (ot~ 4 y-1-0=Jes -1 0 pair).

00 10

La proposition analogue n’est pas vraie sila caractéristique est

1 O
(B} O l.

En résumé, une fonction d’ordre 24, paire ou impaire. de caracté-
ristique quelconque, relative au Tableau T,, peul, aprés avoir été
multipli¢e par une fonction convenable, étre exprimée linéairement
au moyen des produits :

02,08 07 0 (y 1+ 4 pair),

0y, (1t,9), 0,,(u,0), O,,(w,9), O (u,v¢) ctant les quatre fonctions
du second ordre, de caractéristique ordinaire nalle, et la somme
o+ B4y 6 étant égale i A sila caractéristique réduite est nulle
ST

' . Lo . T oy |
et la fonetion paire, i A& -+ 2 si la caractéristique réduite est |
PO (3]

et la fonction impaire, 4/ -1 dans les autrees cas.

21. Cetle proposition a une grande importance au point de vue
géométrique. Soient en effet

- pai - O (u, ) (i 1,2,3, 1)

les équations qui déterminent une surface hyperelliptique, les @, (u,¢)
étant des fonctions d'ordre 24, relatives au Tableau T,, de méme
parité et de méme caractéristique; on a
L S/‘((')mn Oh, G0, CIPOR
aprés avoir introduit, 8’il est nécessaire, la fonetion convenable en
facleur commun.

En d’autres termes,

X120y (u,9), Xy Oy (u, 0), Xi = 0(w,v), Xoo Oplu, )
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désignant un point de la surface de Kummer, les coordonnées a; sont
des polvnomes homogenes en X,

Les fonetions S, égalées o, représentent des surfaces qui sont
lices dela facon suivante ala surface de Kummer :

1 Les 0 sont paires, de caractéristique nualles les surfaces S; = o
sont. d'ordre & ¢t n’ont en commun aucune courhe de la surface de
Kummer;

2 Les @; sont impaires de caractéristique \
(

My 0 )

. l les surfaces S;==0
sont d’ordre o2 et ont en commun les quatre coniques d’un groupe
de Rosenhain convenablement choisi;

30 Dans les autres cas, les surfaces S; == o sont d"ordre A+ 1 et ont
en commun une bigquadratique convenablement choisie. Celte biqua-
dratique peat se décomposer en deux coniques pour les caractéris-

. " O |
tiques
(8]
De plus les surfaces S, o sont telles quelles restent les mémes
lorsque Pon change Xy et X, de signes. Les intersections de ces sur-
faces avee la surface de Kummer sont (elles que les points X,, X,,

Xy X, et Xy, Xy, - Xy, X fontsimultanément partie de la courbes

endeux points conjugués harmoniques parvapportaux deux premiers.
Bufin, i ces deux points correspond un seal point de la surface consi-
déree.

Les surfaces @ relatives an Tableaw T, sont les trans formeées de la sur-
Jace de Kununer asvee correspondance (1,2).

22, On ne peul supposer 2= 1, le nombre des fonclions linéaire-
ment indépendantes étant en ce cas insuffisant pour donner une
surface; il faut commencer i b= a.

GCeoeas ho=o, M o est particulicrement intéressant lorsqu’on
suppose les fonetions coordonnées paires et de caractéristique nulle.
Les surfaces S; == o sont alors de la forme

AX? 2B X, Xy - CXE - DXE ¢ 2 EX, X, 4 FXE= o,

Ces quadriques admettent les droites Xy = X, 0 el X,=X,=0
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comme couple de droiles conjuguées; cette propri¢lé les caractérise:
elles passent & la fois par les deux points X, X,. X;, Xy el X, N..
—X,, — X,. Pour une surface particuli¢re les quadriques dépendent
de trois paramétres non homogenes.

Deux de ces quadriques se coupent suivant une biquadratique ren-
contrantla surface de Kummer en seize points auxquels correspondent
huit points de la surface ;= S,. Cette surface est done en général du
huitiéme ordre.

St deux des seize points se rapprochent 'un de Fautre, il corres-
pond & lintersection des deux quadriques une droite coupant la sur-
face en deux points confondus; cela peut se produire de plusicurs
manieres : si 'un des seize points est un point double de Ta surface de
Kummer, un autre s’est confondu avee lui, la droite est simplement
assujettie & passer par le point correspondant et coupe la surface
en deux points confondus; ce point est done doubles il v a huit de ces
points; si Pun des scize points est sur X, == X, =0 ousur Xy X, o,
il ven a un second confondu avee lui, la biquadratique a un poinf
double en ce point et ses deax branches y sont tangentes a la surface
de Kummer; il lui correspond done une droite passant par le point
correspondant et coupant la surface en deux points confondus, ce

point est également double et il y a huit de ces pointss en dehors de
ces deux cas, les deux quadriques dotvent étre tangentes & une meme
tangente en un point de la sarface de Kummers il correspond i leur
intersection une tangente i la surface en un point ordinaire.

Cette surface générale du huoiticme degre & seize points doubles
peut étre particularisée en assujettissant les quadriques S; i passer
par des points fixes de la surface de Kummer. Siles quadriques
passent par un point X,, X,, Xy, X, elles passent aussi par X, X,,
— Xy, — X581 Pun des points est double, Vautree 'est aussi. D'autre
part, les quadriques S; doivent dépendre de trois paramitres au
moins, on peut done les assujettiv i passer par deux points au plus
non conjugués.

Sile point fixe est un point double de la surface de Kummer, parmi
les seize points on doit en compter quatre tixes, la surface est ainsi du
sixietme degrée. Sile point fixe est sur X, == X, ==o ousur X, X,

4

il reste de méme douze points variables, la surface est du sixi¢ime degre;

S0,
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de méme aussi, il disparait un point double de la surface. Lorsque le
point fixe est quelecongue, il reste quatorze points variables et la sur-
face estdu septicme degre.

A un point fixe correspond une courbe unicursale singulicre qui
estoune conique dans les deux premiers cas, une droite dans le
dernier.

On obtient ainsi des surfaces :

Do huiticme degré a seize points doubles;

Du septicme degre i seize points doubles;

Du sixieme degre i seize ou quinze points doubles;
Du cinquicme degre o quinze points doubles;

Du quatricme degré & quatorze points doubles.

23, Je vais ¢ludier ces dernieres en supposant que les foncetions
coordonnées s'annulent pour deux demi-périodes ordinaires et pour
les deux qui s’en déduisent par addition de =, o. Je suppose par
exemple qu’elles s’annulent pour (117) 0, o, el par suite aussi pour
(ox') i, o5 par ces deux points doubles de la surface de Kummer
passent les deux coniques 51/, 4175 si le troisicéme point fixe des qua-
driques S; o est sur Pune de ees coniques, il en est de méme pour
le quatrieme. Je suppose dabord quaucun de ces deux points ne soit
sur ces coniques; on estainsi conduit & considérer les trois couples
('w,)', (ooy; (137, (2735 (14"), (24"), qui forment un octacdre de
Gopel avee (vn”), (21") (1, 24). 1l existe plusieurs familles de
bigquadratiques traccees sur la surface de Kummer (H., 36) ¢t conte-
nant les quatre points (117), (217), (127), (227). Soit 0 40" =0
Péquation de Pune d’elles; les trois fonctions 02, 007, 0% sont des fone-
tions du quatricme ordre, relatives an Tableau T, admettant les
demi-périodes (117), (127) comme zéros doubles; soit 0, une fonction
de méme nature. Les surfaces considérées peuvent étre représentées
par des équations de la forme

Lo 0, Ly o, a0, = Oy,

el, par suite, on a
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La surface se réduit & un cone et les paramdtres sont 0 et 0. Ce n’est
pas une surface hyperelliptique.

On doit done au couple (117), (217) de demi-périodes ordinaires
associer le couple (317), (417) par exemple; on obtient ainsi une sur-
face du quatrieme degré i quatorze points doubles.

Jappelle A, A’, B, B, les points (11'), (21"), (317), (41") de Ia
surface de Kummer; ils forment un groupe de Rosenhaing par les
coniques situces dans deux des plans de ce groupe, passe une infinité
de quadriques constituant un faisceau linéaire et qui contiennent les
quatre points; il lui correspond une infinité linéaire de plans passant
par une droite fixe qui contient trois points doubles de fa surface; en
se rappelant la forme de Péquation des quadriques S, on trouve
deux droites contenant Pune les points (327), (337), (347), Pautre
les points (12"), (13"), (14"). L'une des quadriques considérces se
réduit i Pensemble des deux plans singuliers contenant les coniques
bases du faisceau; il lui correspond un plan tangent le long de Ia
droite des points doubles; ce plan coupe en outre la surface suivant
une conique qui est une des courbes unicursales singulivres; il en
est de meéme pour Pautre droite.

Les autres points doubles corvespondent aux points de la surface
de Kumimer situés soit sur X, == X, = 0, soil sur X, == X, - o. Les
droites AA’, BB rencontrent ces deux droites; les deax plans deéfer-
minés par X, = X, == o el par AN, BB forment une quadrique S; 4 la-
quelle correspond un plan contenant quatre points doubles eCeoupant
par suite la surface suivant deux coniques; on obtient un autre plan
en remplacant X, = X, == o par X, == X, == o.

Il est facile de sTassurer qu'il y a six familles de biquadratiques
passant par A, A’, B, B et le long desquelles sont inserites @ la
surface de Kummer des quadriques S;5 il leur coreespond six plans
tangents singuliers & la surface le long de coniques. On pourrait
ainsi étendre les applications de cette transformation; je repren-
drai plus loin P'étude de cetie surface par des moyens tout diffe-
rents (*).

(1) Les considérations qui précedent m’ont ¢1é indiquées par M. Humbert qui les a lui-
méme développdes dans son cours du College de France (190f-1905).
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En supposant toujours M == 2, /4 == 2, on peut maintenant prendre
amm §(X, Xy, X X4),

les sarfaces S;=: o étant des surfaces cubiques qui contiennent une
méme biquadratique de la surface de Kummer; il faut en outre
remarquer que les fonctions de méme caractéristique et de méme
parité, pour lesquelles 2 =1 el A== 2, ontsix demi-périodes comme
zéros communs; done les fonctions S; sannulent deux fois pour six
des demi-périodes qui annulent 'équation de la biquadratique et une
fois pour les deux autres. Llinterscction de deux surfaces S; qui, la
biquadratique mise & part, est de degré 5, passe done par douze
points fixes; il reste huit points variables, la surface transformde est
de degré 45 les hypothéses sont (rop compliquées pour permelttre
une étade facile de ces surfaces par la méthode précédente; i plus
forte raison, aurait-on des difficultés considérables si A était supé-
rieur & deux.

CHAPITRE V.
SUR 1/EQUATION DE LA SURFACE DE KUMMER.

24. Je vais, dans ce Chapitre, donner différentes formes de 'équa-
tion de la surface de Kummer, formes d’ailleurs déja connues, mais
en exprimant les coefficients au moyen de paramétres dont Pintro-
duction sera utile par la suite.

Ces paramdtres que jappelle o, [ﬂ, v 2, sont définis par les égalités

(u)l"yjt'i..(._‘if_f’) .(_-)’"2{(‘)’ o) . (!')/1;5(1’(”’ (‘,) = (’)“Z’, (0,0)

(1) —

’

“ o 7 ' 0

et, pour plus de simplicité, je supposerai dans la suite que la valeur
commune de ces rapports est -+ 1. En dautres termes, le point 2, = o,

P r
Ann. Le. Norne., (3), XXIV. — Mans 1907. 10
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= B, x,= v, x,= 3 est un point de la surface de Kummer

x,= 0@ (u, v),

ay= 0 (u, v),

[ @'120] ( u, v),

C’est cette surface dont je vais chercher I'équation. .

On sait qu’elle admetquinze transformations linéaires en elle-méme;
Pexpression de ces transformations est particulicrementsimple, lorsque
les coordonnées sont sous la forme actuelle; on a en effet

(,)(2;

rq

. _
®,,‘_L,‘,,/_,_ p(t,v)e

Dt — Pt ( ph-gh)iT—

. 1/ )
<u —+ hmi—- 7.% - [J.;), O 4 ki =

(4
-+ [J. -‘:

@y, = O (u, ).

)

/

;m‘/.'z.» 20 0ot 7Y
4 -

?

en désignant par 2, ), @, 2, les valeurs des coordonnées pour les
«, ¢, on obtient les relations suivantes :

arguments
=4 im,
w e,
W -0,

; «
N R
2

, b
U U~ —y
2
, a b
[T 7 A S S
2 “

Les neuf autres

[
(St

transformations résultent de la combinaison de cha-

cune des trois dernieres avee chacune des trois premi¢res. Une quel-
conque de ces transformations s’obtient en ajoutant une demi-période
aux arguments «, ¢; 0, o étant exceplée; elle correspond i la trans-
formation identique. On en déduit trés facilement que la relation du
quatrieme degré entre xy, 2, 2, 2, est de la forme

(2)

- ac(wtx

(et - ke ]

L.
{]

o ‘ D2 2
k) - o btk ket

st agwly e ad(etal 4 xtal

2

) hergaegaeya, oo,
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P’

)

25. La surface de Kummer a seize points doubles w = l:, g = -
P, P"désignant une période queleconques «, 3, vy, 8 sont les coordon-
nées du pointw == 0, ¢ == 03 en exprimant qu'une surface de la forme
précédente admet le point «, 8, ¥, 8 comme point double, jexprime
par la méme qu’elle en a seize dont les coordonnées se déduisent de
celles du premier en leur appliquant les quinze transformations fon-
damentales.
On parvien( ainsi aux quatre équations suivantes :

(028 halst b coyt A= dad - efyo = oo,
(3) (5 bt POt d Byt - eayd - o,
- % gt b ot e eyt - dyft - eafd oo,

WG byt e eOBE - d bzt eaBd o

et 'on a les (‘qn('ssmns 1los coefficients «, b, ¢, d. e en fonction de
quatre paramétres o, B, v,

(Bt y0%) (afyt o BRGR) (a0t Ry,

h (77/ ) ,)2)(5,_.,) lr;z/:)( A (j'. | ./'; ,_,}k),

¢ (23 p208) (2200 B2%) (e ab b By aY),

d o (@B R0 ) (Pt BROR) (b BY eyt -8,

o 2(.;./;5'(‘7”,,J(j’o)‘z_l‘(-/'»___,’)"g".z__:_,‘(a‘z-/:e . fw' '\z)'z S AGE ,igzﬂ/”z]’
¢ afyi(at - PR ek 0F) (ot B R g r')‘f*)

(7 ,6"|-/'-_ rﬂ)(a bBre o BE).

Bn donnant i o, §, v, ¢ des valeurs numériques quelconques, on
deduit de ces expressions des valeurs de «, b, ¢, d, ¢, qui, portées
dans (2), donnent Péquation d'une surface de Kummer.

On peut dire aussi quon a trouvé entre les quatre fonctions nor-
males du second ordre i caractéristique ordinaire nulle la relation

h) "'(‘")50’ ui’ (“’m =01+ ab(0F, 08 + 07, 07)
feoe (0 6 (0K ()'fl)«]-—9.([(('95"("){,—-{«()f,,()"‘,) +4¢0y,0,,0,,6 0.

UXi) 1o l W1

26. On obtient Péquation de la surface de Kummer, rapportée i un
autre tetracdre de référence, en posant
(5) 5 Ay ‘[/5 Oy 20y L, gy =GOy — Oy M,
{ oy G620, =N, £, 00y Oy =P,
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Cette forme n’a pas d’importance en elle-meéme, mais elle est utile
comme intermeédiaire.

On déduit des équations (5) les ¢galités

0y Oa[ (O s 0,

JM—/L “BM —5L al—yN T BP —ONT

et, en remplacant dans la relation (4), Oy, 044y Oy, 0, par les
quantités proportionnelles, on a la relation entre L, M, N, P,

(6) [a(ot+B¥) 4 2ba?Br] (M=k PV) ot [ @y 6%) 4= 2. by?0% | (Lb - N¥)
+[6a(aPy? -+ (20%) - 2 b (a3 %) - Bbhafyd | (L*M* 4 N*P*)
—hla(aty + 3*3) - baP(ad + By)| (LM? 4 NP?)

— 4l a(oy®+ po*) - byd(ad + By)| (LPM - N# D)
A+ ofe(yt-0%) - 2adytot - aeyto? | LPN?
A afe(at 4 pr) A= nd ot B - ne s Bt MEP?
“ofe(atyt e 5RO - d( @Gt - Byt e nexfyo | (LEPY e MENY)
= Gle(aty - BP0) + (dveyal(fy 1 20) [ MPOLP ¢ MN)
—Alelayr 1 Ba*) 4- (d--e)ya(as + 57) | LNCLP 1 MN)
A flee(aty? - 26Y) 4 hdafye toe(zd 1 By)P [LMNP o,

Or les ¢quations (3) donnent les identités

a(ot-t B4 - 2 bt oty - 3262 - (22t - Bty -+ 9/57(‘_‘,'/?, O,
a(yh -t 0%) - 2 by*o? ~+-((.,(2/~‘1 BrO%) b= (2202 4= B2y ) A= acafyn ol

On peut donc poser

Ay a(ob =4 B4) — 2o~ a(yh 4 0%) — 2 byt ot

(ot yt b B20Y) o d(at6% 4 Ry 4 neafyo.
De méme, on obtient les identités
w(aty 4-32G) - baf(ad -+ )+ eloy® 4 (ot
A=y (%0 - Byyr (:'/r}(aFj BBy) o,

alay -+ 20%) - by (ad + By) -+ e(aPy -+ 520)

A= daf (o0 + by) 4 cal(ad-+By) o,
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qui permettent de poser

By=a(a’y -+ (*0) ++ baf(ad + By) == — c(ay® +- (") — (d + e)yi(ad + By),
Cy=za(ay® + Bo*) -+ byd(ad - fy) = c(ary+-B20)— (d+¢) Yo (eed+By)-

Enfin soit, pour abréger,

Dyo=6a(aty? - (202) - 2b(a?o® 4 32 y*) + 8bhafyd,
Byooelyhae0%) o o (d -+ e)ya?, Fy=clat+ ) 4= 2(d + e) o? B2,
Gy == vc(aty? -+ (202) - hdafyo + e(oad + By)2

La relation entre L, M, N, P prend alors la forme

(7)  AJ(L2— P2 (M2 N2 |
4B [LM(M2 - N?) - NP (P2 L2)]
4G LM (L2 = P2y - NP (N2—- M?) |
Y (LEME - N2P2) — 2B, LN 0 1, M2P? - 4G, LMNP = o.

Les coellicients de celte relation peuvent étre mis sous des formes
simples et il existe entre eux des relations importantes,
Tout d’abord on a

')./\, ras /‘ (a':./'z _____ - ﬁ,ﬂ,’p)z(aﬂ,‘;z,,,_ lrjzy-:)z;
en posant
A (e ) (8t ),
on a
2o A%,
Mais alors en posant

o («d + B7),
y0 (a0 + By),

B a(ap?e— /"d”‘)(cf ¥k BP0) - (— b — Br 4yt -

- 6*)
(; ‘.“:,)'(“z) ,)z)(a/'s e (‘)01) ,}_(K__J.___ 4/«_}~ b 6)

on a

B, -AB, €, — AC.

27. Pour arriver i d'autres propriétés plus cachées, je vais, a I'aide
de la relation (7), chercher Péquation de la surface

: e e ) e
oy :‘7;’(//, ), oy ‘rli(ﬂy ), g = "‘:{(“7 v), &y 'Jlf("y ),

Y0y Day Fyy 7, désignant les quatre fonctions du premier ordre dont
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les symboles sont 41°, 317, 217, 11'. En d"autres termes, je vais cher-
cher la relation entre les carrés de quatre fonctions théta appar-
tenant & un certain groupe de Rosenhain.

Des formules

52 @y — O+ 7Oy 80 = — L — P,

Ti=oa®),— L0 —70,-+00,,~ — L P,
T a0, — LO -+ }’Om““)()uo =—N-—M,
T2 a®)— L0, — 7O+ 3O, =~ N M,
on tire
I 4 T2 o Tig G2 o R
o 1 2 — 2 T e BT y o T
Lo=— Y M= PR - P J 2

En substituant & L, M, N, P ces quantités dans la relation (7), on
obtient

. . Dy A4 By By 206Gy e
(8) a A2 (T %;—i—fﬂ;%’;)-« - (T3 4333
«

8

(B C) 5
— (B, »«h,)"ﬂ
Rk

Or on connait (*) la forme générale d'une telle relation; on sait done
Dok Bk FionGy Dy By By a6,
- 16 =t 16
parfaits; par suite, G, est un produit de deux lacteurs. Dautre part,
les coefficients des termes qui suivent les trois premiers, le dernier
excepté, sont les produits deux i deux des racines carrées des coeffi-
cients des trois premiers termes; on voit ainsi que les racines carrées
des coefficients du deuxicme et du troisicme terme sont, 4 un facteur
numérique pres, B+ C et B — G5 done G, est égal, 4 un facteur

que sont deux carrés

(1) Kummenr, Honatsber. zu Berlin, 1864, p. 249.
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numérique pres, au produit BC et B, — F, i la différence B2 — (2. On
arrive ainsi aux identités

. Dyt B+ Fi-26G,  (B— () Dy+ K+ F —2G, (B 0y
16 16 16 - 16
e (D= By =1y == B2y G2 G, — BC, E,— = B2— (2,

Iin posant
B B G D, —E,—F,

A= ay, —— T —_— Ty, L 1 =3,

h

la relation (8) prend la forme canonique

(9)  «(FIZ5 0 Z0T0) b (T FEE) - «(F1TE - 515
e wtty iy [ TETUTE 4 Th) - TETN (T - T
by ay| FUTHT - TY) — TEEN(ET - )
Ao vty 1y | FITHEE e Th) - TETH (T T - 2k T TS o,

Les coeflicients de I'équation (7) sont ainsi exprimés en fonction
de quatre quantités

Ay wal, By oo (ay -+ ay), Gy o0y (ay— dy),
Dy h (el a0, By (ak -t a1~ ) -+ 8ayay,
Fopovema(al - al - 1) — Bayag, Gy (2 — al).

Entin on a

o, (d"" [ - j!,')‘z‘ (a‘},,‘)c, LR 2 ,
1 7 7

hatg==2 (0% - (322 ) | oy (e — %) 4 BO( 32— 0%)]

o (_.... " em lfj"» e -/’o.;}A {,"")(a(j——’/r}) (ar'j e Fj/)7

o (o b 5o gt ke ) (atf 4 79) (00 4 Py ),

87 == Ga(aty? -1 B10%) 4 2 b(a?0? -+ B2y?)
o 8/»&,3'/6 (ot l@/,_*_ ./'. 4= 0F) = 2 (el =€) (o Br -+ ./zaz-).

Les relations précédentes ont ¢té établies d’une fagon qui peut
T4 M M 3 -,.

paraitre un peu artiticielles on verra plus loin comment clles s’im-

M 4 M 7 ) M s ‘a1 oY 3 ¥

posent par des considérations géométriques. On peut dailleurs les
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vérifier par un calcul direct qui n’offre d’autre difficulté que sa lon-
gueur.

CHAPITRE VL
ETUDE D'UNE SURFACE HYPERELLIPTIQUE DU HUITIEME DEGRE.

98. Parmi les fonctions théta relatives au Tableau de périodes

i

~-—, 0 a, b,
g r ’
T, =2

( o, a2ilm, b, ¢,

je considére les fonctions du quatrieme ordre & caractéristique nulle;
elles sont au nombre de quatre, comme U'indiquent les formules géné-
rales. Ce sont

OW (uyv), OF(w,v), O (u,v), OF(u,v).

02 0

La surface pour laquelle les coordonnées homogénes d'un point
sont

Ly = OF (2, 00) (re=o0,1,2,3)

(en négligeant le facteur de proportionnalité) est d’ordre 8. (est bien
une véritable surface hyperelliptique, car @, x,, @, + 2, sont des
fonctions paires, x,—x, est une fonction impaire. (Vest la seale
surface sans courbe unicursale singuliére qui soit du huiticme ordre;
en effet, pour une telle surface, on doit avoir 24*M = 8; cette Gua-
tion a pour solutions £ =1, M ==/ qui donne la surface considérée ici
et h=2, M =1 qui donne la surface de Kummer. Les deux intégrales

de différentielles totales /(/u, /(/wml T, pour Tableau de périodes (*).

(1) FPoir dans les Comples rendus de [ Académic des Seicnees (10 XL, p. 637)
Pexpression de cos intégrales.
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29. Pour obtenir son équation, je remarque qu’on a les relations
suivantes faciles & déduire des formules générales. Pour simplifier
Péeriture de ces relations, ju pose

(~>(;‘,;, (y' SOR, O, =0, =0 =0, =0 =0,

02
S O8 (e, 0y 01,",’(1/ o), V=08 (u, 0) 08 (u, ¢),
W ..... = O8 (u, ) - OF (e, ), oo OF) (1, 00) = O (,v).

Les relations annoneées s’ ¢erivent alors

w4 U ("4 6) Y, aloeat (o= BYYW - (0" ],
ayary o "W O H, ayury g U - V.

Je considere d'autre part léquation de Ta surface de Kummer

s QR (), Yoo (u, ), =0 (u, v, L= 0 (u,v),

(ot v gt e ) e a b (et oyt 2202 ) e a e (s e R
‘ . Y .
e d (PPl )Pt A fewyst == o,

et dans cette relation je doubleles arguments et les périodes; Jobtiens
ainsi équation de Ja surface

DA S SR A M (), 3O, (e, v), = O (w, 1),
sous fa forme suivante

() (e T S e ) (R g SR e 0! (22T e )
foad (22 y sy e fe Y 5 == 0,

en désignant par o', U, ¢, d', ¢ les mémes fonetions de

=z O ()0 Yy 7’ e (")‘2‘(1’7 o' :

(X4

)f’u

220

. ~
que o, by e, d, e Véitaient de o, 3, v, ¢
Mais on a
w! ey, =y,

(%) 't ly/z _— (all_'*_ lrju)” ot (/ 40"V, xl‘},/‘.ﬁ:“;. W C”"“
en outre on a de méme

(3) ot (o BV b (e 8 U, s e e e WL
dnn. oo Norme,, (3], XXIV. — Mags 1907, 16
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Pour que quatre paramétres seulement entrent dans les formules,
je pose

o+ pr=ay, Y+ =p, 2&=7, 2" = 0.
Ces paramétres sont liés 2 o, B/, v/, 2" par les relations

(4) o?+Br=al+ B}, 2a'B'=vyi+ 0}, yE+0%=20of, V=TT

30. En résumé, il s’agit de remplacer dans (2) les quantités a7, v/,
s, U par x,, x,, ©,, x,, ces quantités étant lices par les relations (1)
et (3) que je récris

(@?+xi=o,U + [V, axyay-yy Wt o H,

(1) 2 | :
? xh 4 xf oy W 3, H, aayay, Y U 0, V,
gt V- B U,

3
( ) 03t .t./1|| _.}‘f}‘l W.

De ces équations on tire

4 “hN o . o= (e . D
@l =y, g/ ?,LGL‘,—:‘G! )x 2t (7' 71 71 1) ( b i ) I
(5) oy i By -’
. . 7B . o oy 2 g 3
[ e oot e = Prog Jayay = (g 07 ) (g b
( ¥ ==y, 05!l = PRI B - p/_' ! L. ) =)
R R = 4 s

et 'on obtient I'équation cherchée

o 0? 0
(6) d{aitap4- P == ) a2 b/ | wial- r:;;»>)

)

A= (¢ +d) (@} 4 2 )P (¢ ey (o ?) \/li (_‘)“_'“T doaeape Qo o,
qui s’éerit aussi
(7) [ A& i)t B(ed - ok )y, 4 Corl ol

I s p y . ; 5
4= A (.L.‘j —f .l;;: )z~{~ “’(,’1:,: s ,*(:z Yorty iy b (4’4"7‘: J.’j 2

(@t )
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en posant

A= “.1““1}’1— Brd)*+ (o0, — Biyi ) l— ((""[” d’)(“l'/l"‘ Bioy) (o0, — R

li:".A—4,;(/(7,/,-—-(40‘ gt —fE) ol 0 — (1) f’lol”‘@ih)’

v ’ » T / e " o

(7 flfll(ui“""p'{)zv A/TV‘- .:_')_._.(i_(-/-"__r);')‘.‘,

Bl (b oy (o~ Pyay) “——6‘-,")——t).(:'(r/.,a,—-ﬁﬁ,)('/';'———6";’),

e () [(oy = B0y ) (o 00— By )t G (o —By6y) (06— Biys)s

W (e e d ) (o0 — By )Y,

mo e (g B0y, ne==o(ai—[%), p=—(yt—0ot), o =-—2m.

est d’ailleurs facile dexprimer @, O — @, ¢ 4+ d', (¢ d')?, ¢ en
fonetion de =, B,, 7y» 2, On a ainsi

= (gt ol (et — oY) (atat—ByY),

¢ d gt =0 ) (o By By = (e B ) (- 0E) .
() R e i 57) /1/: —Bro) (eio) —Piyi),

el (el BT 0 (e — )R (y - 01)],
(¢l d' )t (] B ) (/1 0t ) (e Bi)* (71"""1)2,1(5"1(4 }’1”)

En définitive, i Paide des formules (8) et (g), les coefficients de
Iéquation (7) sont exprimés algébriquement au moyen de quatre
paramétres homogeéness ils sont exprimés aussi, mais & Paide de
transcendantes, au moyen des trois périodes a, b, c.

31. Lidentite facile a vérifier

(o} BER (01 y 0+ (y1— 07 ) (e =+ BT) o iy
- (“1'/1‘*‘()1')1)(“1”1 *‘pl'/l)l(al'/l“‘px')l)z“*‘(alal‘—6171)1]-‘:0

conduit a la relation
4 (A =0o0.

On voit de suite que I'on a également

C+G4A =o,
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par suite 'équation (8) s"écrit
(10) [A (z}—23)*~+ B(ai+ ai)xa,
+ A (&} — 2})? -+ B (2] + w}) ey 2y
— W (2t — 22 [ m? (e} — 2} - omn(at - af) vy,

2 2 2 e (p? Y] e
4+ ntxial—pr(al 4t fmp g (oh - ed ) == o,

D’autres relations apparaissent en faisant la remarque suivante : on
a la formule

b ¢ L
6‘):;',):'(”» -+ 7 ¢~ Z) = YO (),

par suite I'équation (10) s’éerit aussi (')

(r1)  [A(2t— i) B(al-+ al)e

v
+ A (2 — 22 B (@ o 22y, |
— Wt — a2 [ m*(wh— i) amn (et powt) ey,

A= nPt ke pt(d e ) e mep (0 bl )y ool
On déduit de i les relations

A e A2 e 32 % 2 0, B2ae B/ % 32 (02 i) 0,
AB — A'B' — 1m0, AB - A'B - a2imp o,

Elles ne sont pas indépendantes ainsi qu'on le voit QCapres lidentité
(A2 — A"2) (B2 B'2) — (AB — A'B')2 - (AB — A'B)* o

Les deux dernieres permettent d’exprimer Bet B en fonction de A, A,

(') La surface admet quinze (ransformations lincaires en elle-méme. On a en effat

s ! M ! ’ . ’
it ax L e e {1,
u = u, R UR P Lol J e T L T .
, e @y Ay £
i3 J ’ 7
b ¢ ax, al, @, a
! Y K
[ N A O ok S S D SN
i 4 xy gy Sy Xy

Chacune peut étre répélée trois fois, ce qui donne six transformations et chacune des
trois premiéres peut g'associer i chacune des trois derniéres, ce qui doane neuf transfor-
malions,
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A%, m, n, p;on trouve, en tenant compte de la premiére,

An-- oA P B 2Ap - Aln

m 1

” pouient

3 A2

Enfin, remplacant 22 par ———
m

|

Péquation §’éerit définitivement

(12) JAm(wi— 2P (A o N p) (a2l ey,
- Alm (et — : 4= (2 Ap -+ A’n) ity |?
— (A= A2 (2 e (d = w2 e amn (et - k) e,

9

b n® rha f --—/;‘(.1'§ o} .1-'}: )4 m/)(,l'ﬁ:: i), ] SO

32, Cette surface admet quatre courbes doubles planes. Ce sont

vy rgio,  Nm(al et e (aAp A ) (et eyt o (An = oA p)at ey, = o
robegrm o, NGl i)t (aAp - Ay Gk b et )t it()\ll+f!/\//!) 4 03
ey 0, A (et e e2 g (oA p - A ) (et el et e a(An o N p) et a0
oty 0, Apc(et ol (o Ap - Aln) (et .1';;).14':";'&iz(/\/l,-d,—v,/\//;) el o,

L'ensemble de ces quatre courbes constitue la courbe double du
164 degre que doit posseder la surface, puisqu’elle est hyperelliptique
el n'a pas de courbe unicursale singulicre. Ou connait en méme temps
la surlace adjointe dovdre 7 — 45 ¢ est

[y a quatre points quadruples

o . o .2 oyl -
1 any a'y O, AL 03
0 ' . il oo
2 o, 0, axy oy 0.

Ce sont des points doubles de Padjointe.

Le genre des sections planes est 5, ainsi qu’il ressort des formules
générales; d’aillours ce sont des courbes de degré 8 & 16 points
doubles, et le nombre maximum de points doubles est 2.

Les surfaces adjointes de degré g - 4 sont au nombre de

Gt b (g —1)(q—2)(qg-—3),
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Pour g =1, il'y a 4 surfaces adjointess elles découpentle systtme des
seetions planes; par conscquent ces surfaces se décomposent en eing
plans = le plan de la section et les quatre plans formant la surface
adjointe de degré n — 4.

33. Soient en général les deux courbes

Nzl O (D 0= ) o Dy Oy (e — Dy ) 0

= O (T 0 e ) b D, O (e Dy 0 ) 0,

les @ désignant des fonctions dordre 4q, de caractéristique réduite
nulle. En d’autres termes, soient deux courbes de méme ordre ef
dont les familles correspondent & des paramétres avant des valeurs
opposcées.

L’ensemble de ces deux courbes ¥, ¥ = o estune courbe dordre 8¢
appartenant & la famille 0,05 cette courbe est done sur une surface
adjointe de degré 2g = 45 cetle surface n’est pas dailleurs Ta plus
générale de son degrés la surface laplus générale déeoupe les courbes
les plus générales dordre 8¢ el de la famille o, 0.

En particulier les courbes pour lesquelles
l) ')/

Nl (J‘

¥4 ]

~°

2

P, P” étant une période ordinaire, sont telles qu’il existe une surface
adjointe tangente tout le long de chacune d'elles. Lorsque

il en est de méme bien évidemment, puisque les fonetions 0, (u, ¢),
. , . ‘m . . .
(*?)2(1(, P)y en admettent la pm’m(lu =~ 05 IS on ne peut rien dire
pour
. Pir p’

b oy P

%
En résumd :

Par toute courbe d’ordre hq, de famille k== o, p.= o, on peut faire
passer une adjointe de degreé g + 4.
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P’

Ly - P
Le long de toute courbe dordre hq, de famille h = - p=—, P,
° R
P" étant une période ordinaire, on peut inscrire une adjointe de degre
2q 4 4.
Par une courbe d’ordre g, de famille ., p. et par une courbe de

%

miéme ordre, de Jamille — - U, on peat faire passer une adjointe
de degrd 2q -1 4.

34. Cette classification des courbes (racées sur la surface peut
encore étre faite de la facon suivante : soit donnée la courbe
dordre 4y

Lo @g (et Dy 0 ) A=y O (e Dy ) o
Je considére la courbe
A N 7 S LI B8 B R M & AR Q70 S ST B777 5 IS R

Il est facile de voir que le produit des deux premiers membres se
met sous la forme
KO, 0) 4.,

les © ¢tant d’ordre 4 (g = 1). Par conséquent Pensemble de ces deux
courbes est sur une surface adjointe de degré g -+ 5.

En d'autres termes, on obtient toutes les courbes d’ordre 44 -

1 En coupant la surface par une adjointe de degré ¢ + 45

2% En coupant la surface par une adjointe de degré ¢ -+ 5, passant
par une courbe de degré 8 qui n’est pas une section plane.

Bemargue. - Dans le deuxicme cas, Padjointe n’est pas la plus
genérale de son degre, mais il suffit d’exprimer qu’elle passe par une
courbe dordre 45 en effet la fonetion théta Cordre 4(g -+ 1) qui,
cgalée a zéro, représente la courbe découpée par Padjointe la plus
générale de degré ¢ + 5, doit alors contenir en facteur une fonction
d'ordre 4, par conséquent Fautre facteur est une fonction d’ordre 4¢.

Si la premiere courbe est de famille 2, w, la seconde est de famille 7’

J. . . ..
P Le premier cas peual ausst rentrer dans le second, adjointe de
"
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degré ¢ + 5 se décomposant en une adjointe générale de degré g + 4
et un plan.

35. On obtient une surface de degré 8 en posant
X =, (xy—x,), Y oy (g — 2y, Lo (g 4 iry)?, Ty )2
Elle a pour équation
Am(X2— Y22 (An-+aA p) (NP4 Y2 ) ]
- i

- A LT (aAp + A Xy 2

m

— (AT — A2 (X2— Y22 [IM”(X”-- YA e o (X2 YY) —/',l r T

(7T (7 4-1)" VR S
depti Pl LT Amp XY -]
' 16 / 4 vt “
; : ) . i
A un point correspondent huil couples a, . Bn posant ¢ == ¢" - =7

on ohtient une nouvelle expression des coordonnées

i o
Xze? o (g b)), Y et ay(any o),
R G T PO LN T (g & oy )t

Les fonctions coordonnées apparaissent alors comme avant la méme
parité. La surface n’est pas représentable point par point sur le champ
hyperelliptique, bien qu’elle ait semble avoir des coordonnées de
parité différente; exemple m’a paru assez curicux pour pouvoir étre
signalé.

CHIAPITRE VIL

SUR UNE SURFACE DE DEGRE & A QUATORZE POINTS DOUBLES.

36. Jai dit précédemment (n° 17, 1°) que, si 'on prend les coor-
données homogénes d'un point d’une surface proportionnelles a
quatre fonctions paires d'ordre 4, de caractéristique nulle, relatives

v
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au Tableauw T, nulles pour deux demi-périodes ordinaires, la surface
hyperelliptique ainsi obtenue est du quatrieme ordre et posséde qua-

torze points doubles.

Je e propose actuellement de former effectivement les expres-

stons de ces coordonnées, de trouver Iéquation de la surface et

d*¢tudier ses principales proprictés.

La forme générale des coordonnées est

.o y e
aps by OO0 (e
)t

A ‘UI (")ly ]

——— i ——

b

(1,

L) i '/_” ¢
¢
N TR o FN 7 L IR S RO SV ]

sy O, ) O, O

Jo vais exprimer, par

¢ 0 el pour
A
[y 2%
(2)

On reconnait facilement que ces ¢équations

P B Doy 2%, hy

Lo 6, o=t s
B8, v,

1T Oy 1y 7500, (2

4

YA
1oy [2

ol

-y, %
2

72 fﬁ K

Doy 0F

g 0F
-~y 08

Fry
- ‘V/‘. (70

./2’
fe
127

0,

[0,

P ®) b O,

AUy O Y

I 1= ‘/"‘,“)I.‘u

"

’
exemple, qu’elles sont

o

M

RVARTE

Pyt a0t b s

Py -/‘.2

Ly BT 4P

v, 02 ~
b=y 07 b vy 20

2O 00,0, 7, 0,,0,,,
A OF 0, O 0, 0,
= v, (a)‘l"l vy (..)”” (')m v (")xn (,.)m
Fpn @ b 000,00 4 0,0,,0,,.

nulles pour w == o,

I . . , .
- ()5 ee qui conduit aux ¢équations

w0 0,
B gy 0,

. ) —
3 /!) 20,

Fopa b py 0F b pg a3 b g p0 03

| by oo by [

] 4

Yot Dy 700

T

(SR

) -
by o

I phy 224

B
4

LSRN

~

{ ] cxd )
RN A S PR VR N N A el /T

be P

T

7

a0 0,
A= 2fs oo,
a3 o,

af3 = o.

sont satisfaites pour

. - o
P o 02, by == zf5, Lo == 270,

- u - ol ety 14
[y == 2F, Py = 270, P == 2 a3,
v, S0, vy = Al — By, vg =0,

O,

) (s

P == ’J’) — f)

ces valeurs constituent quatre solutions indépendantes; par suite, on

(1) Ona vu plus haut les cas & Gearter (n® 23).

Ann. Fe.

Norm., (5), XXIV. — Mans 1g07.
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peut mettre [es coordonnées sous la forme

. TRAYNARD.

wy = (B0 — B ) (30— 78,7,
ay = (08— 7 Oy) (B6O,— 207,
- ((j(")m,w EZ("),,' (0\ (“)",, e / (“)Ul )s

ay = (B~ 20,,) (360,70,

W

(4)

Ayt

)
)
)
)

ou, en introduisant les fonctions L, M, N, P déja définies (n®

(5)

x,=L*—P?, ay= M?*— N*, 2 NP

w5 LM,
L’équation de cette surface est done

(6) [As (2] +a3) — 4B (2w — vy2y) + GG (e — gy
— Dy (et at) — GGy e — (B - Fy) (

= (B, — P [t — ooy (f - 0f) -+ (0

xh -

R "":’l"

e “"::)z |'

37. JVai déja donne Pexpression de ces coeflicients, d"abord en
fonetion de a, B, y, 2, puis en fonetion de @, a,, @y, A el jraii cetle
occasion établi des relations entre cux. Je vais montrer comment ces
relations peuvent étre prévues a Paide des seules proprictés de la
surface actuellement considérie.

Les six points doubles correspondant aux six demi-périodes ordi-

. i ,
Aires autres que 0,0, = = ont pour coordonnées
PR

a b

(;4,4 I 2'.-,’:

. . b« bhoe a bbb w b
0, ET0 ;z?;‘ll‘ﬂ- ;7;' ;;};;-PITC. i-!:;-g!»-' -'-)\’le
/[(0‘2 (g’l ..... .(:';;'l) 0 (ff”l %t:)u‘“(,;um.‘/u): (;5”,“‘:).:, _(;;! i .{u)z m
0 /l(.{'.' gt ;51) 0 o (;;',: ”.{':)2 ,(;57 .{‘,',)'4 (};! | .‘,'.' ]
VB (B (Fx) (g () (e Gy (e (B
298 (ad - y)  2ap(al-bfy) (B (B0 cmy) (Bt (BObwy) (Bt (B ey

0 i)

Y e .
(250 ) (954 )

Les deux premiers, parmi les trois que contient le plan @ == o, sont
tels que les sommes de leurs coordonnées respectives sont égales aux
coordonnées du troisitmes; ces trois points sont done en ligne droite,
et il en est de méme pour les trois points situés dans le plan a, — o.
Ces deux droites appartiennent i la surface, puisque chacune la coupe
en six points.

Or, si I'on fait, par exemple, 2, == o, dans 'équation (6 ), on trouve
deux coniques dont Pune doit se réduire i une droite doubles ceci
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sullit pour obtenir toutes les relations énoncées plus haut et que je
rappelle

A= 2 A2, B, AB, G A,
Dy e a1 o B, e Dy I 0 G2 G, - BC.

Llles permettent d’éerive équation (6) sous la forme

(7) [oASCe il GABGr e ) AAC (e ey ey
FOBE G (g ) - ABG ey e (B - Fy)wyw, |?
e O b B e T N (B e O Il G R LS LI

Je rappelle aussi que la considération de la relation canonique
entre les carrés de quatre fonctions théta a conduit i mettre ces coef-
fictents sous la forme

Ay oo, Bycoay (gt ay),
Gy e oty (g e 12, D, By o4 F B(ak-+aby,
Gpoome G0l s iy), Byt By (@ e a1 0., Ey—Fy 16e,a,.

On peut dire que les paramétres sont o, 3, v, 2 onbien a,, w,, a,, \/A
et 'on acainst les expressions des coellicients de la surface en fone-
tion homogéne de ces deux systemes de paramelres. Il sera particu-
icrement commode d"avoir 'équation sous la forme

(8Y iy vy hag(ay 4y ) (o, —ryay)
ety ety ) (ry g e g2y ) = (0} e @k e D) ey iy

bob (el ey (el ) = 8(al = al)ay v, |*

o GRataileiat oy (e a4 (= i)t

38. Jai déja indiqué les positions de six des points doubles; on
sait dantre part que, parmi les huit demi-périodes nouvelles, quatre
annulent @, et @y, les quatre autres annulent @,, et @5 par consé-
quent, quatre points doubles sont dans le plan 2, == o et quatre dans
le plan ;= o. Chacun de ces plans coupe la surface suivant deux

coniques.
, a
Les quatre coordonnées sont nulles pour w=o0, ¢ =0 el w= ",
/ . . . Y . . . » ¢
g — —: il v a deux courbes unicursales singuliéres; pour trouver la

2
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courbe correspondant 3 «=o, ¢=o, je remarque que ces valeurs
de u, ¢ annulent L et P et font prendre & M et N des valeurs égales.
On a donc

L = c - dyue et L.,
M= Dy+cot®+dyuy + eyv*-...,
N =— by +Cytt®+ dyuy -+ ey 0* .. .,
P = Cott® 4 dy g - €, 02 . . ..

On voit ainsi que @, est d’ordre 4, a,, @, v, étant Cordre 2. Gelle
courbe unicursale est done située dans le plan 2, =o0; c¢’est une
conique. D'ailleurs, la courbe L* — P*= o0 est une conique, car la
demi-période o,0 abaisse le degré de quatre unités et la demi-pé-

. a b . , H
riode = = de deux unités; d'autre part, le plan 2, == o contient une

conique et deux fois la droite des trois points doubles; ¢’est done
cette conique qui est la courbe unicursale singuliere, L#-—P* o
étant la droite des (rois points doubles. De méme, iy a une autre
conique courhe unicursale singuliére dans le plan a, o et

Mz N2z- o

représente la droite des trois points doubles. La droite située dans le
plan @, = o rencontre la conique du plan e, == o el inversement.

39. Je vais maintenant m’attacher & démontrer un résultat fort
important :

La propriélé énoncée pour celte surface du quatricme degré @ quatorze
points doubles est caracteristique.

La surface générale du quatrieme degré i quatorze points doubles
contient cing paramétres; le fait de supposer que deux groupes de
trois points doubles sont en ligne droite abaisse le nombre des para-
metres a trois.

Je m’appuierai dans ce qui va suivee sur des résultats que Pon
trouvera développés dans Kowser, Math. Abhand. . K. Ak. der Wis.
su Berlin, 1866, p. 15 Caviey, Proc. of. the Lond. math. Soc., vol. 111,
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1869-1871, p. 234 et Coll. math. papers, vol. VII, p. 264 ; Ronn, Math.
Ann., t. XXIX, p. 81.

Je les reproduis dans la forme sous laquelle ils sont exposés par
Kummer. L'équation générale de la surface du quatritme degré a
quatorze points doubles étant mise sous la forme

Vpd +\plyg +mst=o,

les points doubles sont les suivants (m est une constante) :

1... p=p—=z 0 6... p p=—t=0o0 H... (p=g=o
Q... gl ez o 7. gl 0 12... ( py'—mst—=o0
B o pmyg =0 8... p—y —t=o0 13... 5 5 S0

ho.. ¢ ==p =50 9... 5 Py o the.. ' pyg'—plg=o

Booo gy et 0 10. .. ' gp' - mstmz o

Le cone circonserit ayant son sommet en Pun des huit premiers
points se décompose en (rois plans et un cone du troisicme degré i
generatrice doubles Te cone circonserit ayant son sommet en Mun des
six_derniers points se décompose en deux plans et deux cones du
sceond degre.

Je représente la trace du cone qui a pour sommet le point r, en
marquant par les numéros correspondants les perspectives des points

Fig. 1.

doubles. Les positions des trois droites et de la cubique ne sont pas
arbitraires, mais ceci n’a aucune, importance pour le raisonnement
actuel. Si deux points doubles sont en ligne droite avee le point 1,
deux des points marqués sur la figure doivent coincider; mais on
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s"apercoit facilement qu'il estimpossible que deuxsculementyiennent
en coincidence; par conséquent, les huit premiers points conduisant
évidemment aux mémes conclusions, il est impossible de comprendre
'un d’eux dans I'un des triplets.

Je représente de méme la trace du cone circonseril qui a pour
sommet le point g. Si deux points doubles sont en ligne droite avee
le point g, deux des points de la figure doivent coincider; ce ne
peuvent d'ailleurs élre que deux des points portant les cing derniers

Fig. o.

numeéros; 1o ne peut étre confondu avee aucun des quatee autres; il
reste done aréuniv deux des points 1r, 1o, 13, 14, en supposant par
conséquent les deux coniques tangentes. Je vais faire Ta détermina-
tion analytique d’une telle figure.

40. Je rappelle que les deax coniques sont tangentes doublement
et les deux droites simplement & une méme conique G; on trouve
bien facilement que les coniques bitangentes & deux coniques tan-
gentes en un point se partagent en deux séries, une formée de
coniques qui ne passent pas par le point de contact, Pautre formée
de coniques passanl par ce point el tangenfes o la tangente com-
mune. Or e cone qui a pour sommet le point g et pour directrice la
conique G n'est autre que le cone des tangentes du point double 5 si
C ne passe pas par fe point de contact, le cone des tangentes ne con-
tient pas la droite qui passe par le point ¢; je considere alors une
section par un plan mené par cette droite; ce plan coupe la surface
suivant la droite et une cubique qui passe par les points 11, 13 et a
un point double en 9; elle se décompose en une conique el une droite



SUR LES FONCTIONS THETA DE DEUX VARIABLES. 135
qui se confond nécessaivement avee la droite g, 11, 135 par consé-
quent, un plan queleonque passant par cette droite la contient deux
fois; ceci n’ayant pas lieu en géncéral, on doit choisir autre série de
coniques bitangentes.

Ceel posé, sotent :

hay — 2% =0 la conique;
@ =0, y==o0 les deux tangentes passant par le point

LAY A5 =20 la tangente au pmnl. 115 ce pmnt (\,.sL .mssi sur la
droite z — v = o.

Les deux coniques ontalors pour équations

(wty+3s)(cwr by 4-¢3) 4 (@ -—y)=o,
(A=t 3) (el 4= 0y ' 5) 4= (02— )t o,

La seconde droite du couple de séeantes communes qui comprend
oy b5 o== 0 esl

(et 'yt (b 0y y (0~ )50

elle doit passer par le point ro: @ ==y =o; donec e ="

Les deux coniques doivent élre bitangentes & fay — s* =0 ¢l 'on
connait. déja un point de contact; en cerivant que les deux autres
points d’intersection se confondent, on a les conditions

(¢ )= (c4-1)(bt1)==0, (¢mm1) == (' 1) (b 1) =0;

ce qui conduit i poser

= al =, ¢ -1 .

Les ¢quations des deux coniques seerivent alors sous une des
formes sutvantes :

( Coety - 5) (W vty - h 3) — L (fey — 3%) =0,
) (a4 'y 4~ 3) (/J.l.l: YRy e s ) [J.(/|.l")/ —3) sz 0]

(Nora 'w.)' b (b ) s R ()t = AL ] (haey — 3*) =0,
[ ] apar = 2vy = (po=v)s [P [ () — G (hry — 5) =z 0.
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La trace du cone circonscrit par le point g a donc pour équation

zy[(z+y—+35) (A2 + 2y + v z)— k(bay —37)] ‘
X [(x 4y +35) (e +y -+ pvs) — p(hay — %)= o.

Elle dépend de trois parambtres comme la surface hyperelliptique
dont 'équation a été donnée plus haut; par conséquent :

Toute surface du quairieme degré & quatorse points doubles parme
lesquels six se partagent en dewx groupes de trots points en ligne drodie
est une surface hyperelliptique.

41. L’étude des courbes tracées sur cetle surface repose sur le
théoréme suivant :

Soit [(xy, 2y, vy, 2,) =0 Uéquation d’une surface de degré p; [équa-
tion hyperelliptique de sa courbe d'intersection avee la surface a quatorse
points doubles s'obtient en remplacant les x; par lewrs valeurs en w, ¢

théta paire, d’ordre i p, relative auw Tableaw'V,, de caractéristique nudle
admettant les denu-percodes (11"), (317 ) comme zséros d ordre op.

La réciproque est vraie :

Toute fonction théla paire dordre hp, rewdive aw Tableaw T, de
caractéristique nalle, admettant les demi-periodes (v1'), (31') comme
séros d’ordre wp, représente, lorsqilon Uédgale @ zéro, Uintersection
compléte de la surface a quatorse points doubles et d’une surfuce de
degré p (n°14).

Le théoreme analogue pour la surface de Kummer a permis de
donner une classification compléte des courbes tracées sur cette sur-
faces; il n’est plus de méme ici, et la canse en est dans cette condition
imposée aun premier membre de Péquation de la courbe d’admettre
deux demi-périodes comme zéros dordre 2p; lorsqu’on se (rouvera
en présence d'une courbe 0(u, ¢) = o, il faudra chercher une fone-
tion O, d’un ordre convenable, de méme caractéristique et de meéme
parité, et qui puisse oétre annulée pour les deux demi-périodes un
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nombre suflisant de fois. Il est bien évident qu’il est impossible de
rien dire qui soit général.

42. Je vais donner quelques indications sur les courbes obtenues
en cgalant i zéro les fonctions d’ordre 2 et 4.

Je rappelle que la surface a deux courbes unicursales singuliéres
correspondant aux demi-périodes (117), (317) et quatorze points
doubles; (v27), (157), (147) el (327), (33"), (34") forment deux tri-
plets en ligne droite; (217), (227), (237), (24) sont dans a, == 03
(h17), (h27), (437, (447) sontdans @, = o.

En consultant le Tableaw des fonctions dordre 2, on voit que, p(')ur
chacune des douze derniéres caractéristiques, il y a une fonction de
chaque parité; on a ainsi vingt-quatre courbes de la surface. Les
fonctions qui s’annulent pour (117), (317) donnent des courbes

IR I B
dordpe 2t 200

o o v a sixode ces coniques; les fonctions
qui s"annulent pour une seule demi-période donnent des courbes
d"ordre 3, il yadouze de ces cubiques; enfin celles qui ne sont nulles
pour aucune demi-période donnent six quartiques.

Pour les caractéristiques (347) et (147), on obtient deux faisceaux
lincaires de cubiques et, pour les caractéristiques (44) et (247), on
obtient deux faisceaux linéaires de quartiques.

13. Coniques. —— Chaque conique passe par six points doubles; elle
est la courbe de contact d’un plan tangent singulier. Voici ces plans
singuliers et les points doubles qu’ils contiennent :

% (1)), (327), (2n'), (227), (43"), (35")
2 P (10 ), (327, (257, (24"), (4v"), (42")
42 . ... ..., (137, (337, (217), (23"), (42", (34")
9 .. (137), (337), (v0'), (24"), (417), (43")
Ao . (14T, (347, (o), (247), (427), (437)
% L (17), (347), (20'), (237), (41"), (44")

Les équations de ces plans sont faciles a trouver; il suflit d’elever
au carré la fonction théta correspondante et d’exprimer ce carré au
moyen des coordonnées d'un point de la surface. On peutaussi intro-
duire les coordonnées du point (217) et, par suite, en méme temps,

,
Ann. 1e. Norm., (3), XXIV. — Msks 1907. 18
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celles des sept autres points doubles du second groupe; il suffit pour

cela de poser
T A [T D
0% (7?0> 0 (;"”
— -

3

)

e, vy sont liés & o, B, v, ¢ par la relation
a(et-+n*) 4 2be*n*=o.

La scule considération de ces plans singuliers conduit & séparer les
quatorze points doubles en deux groupes : d'un eoté, les deux tri-
plets; de Pautre, les deux quaternes.

Par un point du premier groupe passent deux plans singuliers; par
un point du second groupe passent (rois plans singuliers. Il en résulte
que si Pon considere le cone circonscrit ayant son sommet en Pun des
points doubles, il se décompose, pour un point du premier groupe,
en deux plans et deux cones du second degré et, pour un point du
sceond groupe, en trois plans et un cone du troisiéme degre i aréle
double.

Les deux plans singuliers passant par un point d’un (riplet passent
aussi par un méme point de Paalre triplet; on a ainsi trois paires de
plans singuliers. Les trois plans singuliers passant par un point d'un
quaterne forment un tricdree sur chacune des arétes duquel est un
point singulicr de 'autre quaterne; le quatricme point de ce quaterne
donne en le joignant au sommet du tricdre 'aréte double du cone du
troisicme ordre; il y a quatre de ces arétes @ (217), (417);5 (22), (42);
(23"), (43")5 (24"), (44"). Par deux points d'un meme quaterne passe
un seul plan singulier; par deux points appartenant a deux quaternes
différents passent deux plans singuliers, sauf pour les couples situés
sur les arétes doubles.

Chaque conique rencontre chaque courbe unicursale singulivre en
un point; celle-ci est tangente en ce point au plan de la conique.

44. Cubiques. — Je considére ’abord les douze cubiques. Chaque
cubique passe par sept points doubles; il suffit de lire le Tableau
pour en avoir la nomenclature; elles sont données par les fonctions



SUR LES FONCTIONS THETA DE DEUX VARIABLES. l:';l,)

de caractéristiques 337, 13, 32/, 12/, 31/, 115 on peut les diviser en

deux familles = celles qui admettent pour zéro (117) et celles qui ad-
mettent pour zéro (317).

Chaque famille comprend six cubiques; deux cubiques de méme
famille se coupent en trois points singuliers; deux cubiques de famille
différente, en quatre points singuliers. Elles n’ont pas d’autre point
commun. Une cubique quelconque coupe une conique quelconque en
trois points tous singuliers.

Par un point double du premier groupe passent six cubiques, deux
d'une famille, quatre de Pautre. Par un point du sccond groupe
passent six cubiques, trois de chaque famille. v

Je passe maintenant aux deux faisceaux. On peut rattacher chaque
faisceau & une des familles précedentes. Une cubique quelconque
dun des faisceaux passe par les trois points d'un triplet; ¢’est done
une cubique plane : elle est Ta section de Ta surface par un plan pas-
sant par Fune des deux droites qui portentles triplets.

Je considére par exemple la cubique

0 27y Oy - 2y Oy =0,

[a caractéristique des fonctions étant 317, Si Pon éerit que 'équation
précédente est satisfaite pour (117), Te degré de Ta courbe s'abaisse &
un; on obtient done ainsi une droite qui ne peut élre autre que- celle
qui porte le triplet, et dont I'équation est par conséquent

O 0y, (0,0).00,(t, 0) = Oy (0,0).04 (1, v) =0,

®E, est une fonction Cordre 4 & caractéristique nulle, ayant comme
zéros doubles (117) et (317); ¢’est done une fonclion linéaire et homo-
gone dex,, @y, 1y, x,. O 2 comme zéro double (317) et comme zéro
quadruple (117) 5 elle West antre que 2,  un facteur pres.

Jo reviens aux douze cubiques considérées en premier lieu; soit
® o I'équation de P'une d’elles, de la famille qui admet pour
zéro (317). Le produit @0, est une fonction d’ordre 4, & caracléris-
tique non nulle, admettant comme zéros doubles (117) et (317): par
conséquent la droite et la cubique formentla courbe de contact d’une
certaine quadrique avee la surface. Celle quadrique est un cone. En
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. 0o 0 C
effe(, je considere par exemple la cubique 8y, C ‘ == O (Ul passe

par les points (13'), (14°), (32'), (23), (24), (1) (44 et je lui
associe la droite @, = o qui passe par les points (327). (33, (31).
Les deux fonctions théta qui, égalées dzéro, sont les ¢quations de ces
deux courbes, ont comme zéros communs les demi-périodes (117),

2.2.0% — 2.9

(317); il y a done, en outre, -

=1 zéro commun; la droite

2.2

est ainsi une sécante double de la cubique, etily a un cone du second
degré de sommet (327) qui contient fa droite et fa cubique. Ce cone
coupe en outre la surface suivanl une quartique qui passe une fois
par les points doubles situés sur le cone et deux fois par son sommet;
or Péquation hyperelliptique de Pensemble de la droite, de Ta cubique
el de la quartique est ©, == o, 0, ¢lant une fonction d"ordre 8, de ca-
vactéristique nulle; Péquation de Ta droite et de la cubique est

®() 0 J

0O o . . . . "
. 0,=o0; le premicr membre est une fonetion dCordre 4, de

L. 0 0 ., . o .
caractéristique ' ]; done I'équation de la quartique s'obtient en
0 I

annulant une fonction dCordre 4, de 4::11';14:[.('&1‘isl‘iqm'[ :: ‘: ‘ (qui satis-
fait aux conditions énoneées el qui, en outre, admel comme zéros
doubles (117) et (317).

In’y a qu’une quartique de cette espiees la quartique considérée
ne peut en etre differente et se décompose en la cubique et la droite
précédentes.

Le cone de sommet (327), avant pour directrice la cabique

(e}

[

est tangent a la surface le Tong de cette cubique et de la droite qui
passe par ce point.

Les douze cubiques gauches tracées sur la surface sont les courbes
de contact des douze cones du second degré circonserits des six points
doubles du premier groupe. Chacune de ces courbes de contact se
complete par la droite menée par le sommet du cone; pour obtenir
les deux cones qui ont pour sommet le méme point, on prend les deux
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cubiques contenant ce seul point de son triplet et deux points de
Pautre triplet.

Les six cones qui ont pour sommel les (rois points d'un (riplet sont
tangents au plan tangent le long de la droite qui porte ce triplet. Au

. R - N 0 0
contraire, si 'on considére par exemple la cubique 0,, I I =0 et
I I

fe cone qui 'a pour directrice avee le sommet (137), il n’est pas tan-
gent au plan tangent le long de la droite (127), (137), (147), et, en
effet, Te cone de sommet (147) qui a pour directrice cette cubique le
coupe évidemment suivant la cubique elle-méme.

5. Quartigues. — On a six quartiques fixes et deux faisceaunx
lingaires. Ce ne sont pas des biquadratiques; chaque faisceau donne
par particularisation une courbe décomposée en deux coniques.

46. Les fonctions d’ordre 4 donnent, en dehors des sections planes,
des courbes qui sont, en géndéral, de degré 8, 7 ou 6, suivant qu’elles
sannulent pour aucune des demi-périodes (r17), (317), pour une
seule ou pour les deux. Mais on peat particulariser les fonctions de
maniere i abaisser le degré; les fonetions impaires de caractéristique
nulle, ponr lesquelles on ne peut rvien faire, élant mises i part,
chaque fonetion générale dépend de trois paramétres; pour celles qui
ne s‘annulent pas pour (117), (317), on peut leur donner des zéros
doubles pour chacune de ces demi-périodes; il reste un parametre et le
degre s"est abaisse i 45 il y a sept de ces faisceanx parmi lesquels
six contiennent quatre points de chaque groupe et le septiéme, les
huit points du second groupe; pour les fonetions qui s’annulent
pour (117) par exemple, on peut leur donner (117) comme zéro triple
et (317) comme zéro doubles les courbes ainsi obtenues sont des cu-
biques an nombre de seize se partageant en deux familles; enfin, pour
les fonetions qui s"annulent pour les deux demi-périodes, on peut
leur donner l'une d’elles comme zéro triple, il reste un paramétre et
la courbe est de degre 45 il y a sept de ces faisceaux.

17. Cubiques. — 1'¢quation d’une cubique étant 0(w, ¢) = o, la
fonction 0% est paire, Covdre 8, de caractéristique nulle et admet les
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demi-périodes (117) et (31) comme zéros d’ordre 4 au moins; chaque
cubique est donc la courbe de contact d’une quadrique avee lasur-
face; 'intersection se compléte par la conique singuliere correspon-
dant 4 la demi-période qui est zéro triple de 0. On a done I'énonce
suivant :

Par chaque conique singuliére de la surface, on peut mener huit qua-
driques inscrites tout le long d’une cubique qui passe par sept pounls
doubles.

Les seize cubiques sont ainsi réparties en deux familles.

48. Quartiques. — Je considére d’abord les faisceaux 0, + 00, =0,
0, et 0, admettant (r1") et (31") comme zéros doubles. La fonetion
(0, 4+ 20,)(0, 4+ ¢'0,) est paire, Fordre 8, de caractéristique nulle et
admet les demi-periodes (117) et (317) comme zéros quadraples. Les

quadrique; ce sont des biquadratiques; en particulier, la courbe
(0, + p0,)* = o est sur une quadrique. On a done 'énoncé suivant

Il existe sept familles de quadriques inscrites c la surfuce le long de
biquadratiques passant par hudt points doubles; dewx de ces courbes
passant par les mémes points sont sur une méme quadrigue.

Les quatorze points doubles se partagent ainsi en sept groupes de
huit points par lesquels on peut mener une infinité double de qua-
driques (*). Pour cette répartition, le Tableau des fonetions d’ovdre 4
donne les résultats suivants : un premier groupe est constitué par les
huit points d’intersection de trois plans singuliers; six autres groupes
s’obtiennent en considérant deux paires de plans singuliers : elles se
coupent suivant quatre droites, on en choisit deux qui ne sont pas
dans un méme plan, elles contiennent quatre points qui, avee les
quatre points situés sur les axes des deux paires, forment un des
groupes cherchés.

(1) Cest ce que les géometres allemands appellent ein syzygetisches Punkisystem.
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Je considere les faisceaux 0, + o0, =0, 0,, 0, admettant (1)
comme zéro simple et (317) comme zéro triple: je considere en méme
temps le faisceau 07 4 2’0, == o oblenu en partant des mémes fone-
tions générales, mais en donnant (11") comme zéro triple et (317)
comme zéro simple; Te produit (0, - £0,) (0, + p'0,) est une fonction.
dordre 8, paire, de caractéristique nulle, admettant (r17) et (317)
comme zéros quadrapless les deux courbes 0, +g0,=10, 0, +0'0, = o
sont done sur une méme quadrique et les faisceanx sont composés de
biquadratiques. Chaque faisceau comprenant deux familles, on a
done 'énoneé suivant :

Il cxiste quatorse familles de biguadratiques tracées sur la surface ;
les courbes d’une méme famille passent par six points doubles; par ces six
points passent les courbes d’une autre fumille associce a la precédente.
Une courbe d’une famile et une de la famille associée sont sur une méme
quadrique.

49. Enfin, je vais donner quelques indications sur les sections
planes univoques. Elles ont une équation de la forme

0(e =700 = p)0(w -4y ¢ 4= 2) == 0,

0Cw, ¢), ¢tant une fonction normale d’ordre 2, de caractéristique

nulle, relative au Tablean T,; elle est done de la forme 0y, + 00, ;

elle contient trois paramdetres g, A, gy on peut Pannuler pour (117)

et (317), ces zéros sont simples et ce sont aussi des zéros simples
de 0(w -+ 72, ¢ 4 w); par conséquent I'équation d’une section plane

univoque est de la forme indiquée avee les conditions :

1/

Oy (1y (1) p Oy () == 0, (O ({f -+ 7, Py t- [J.) -+ p Oy, (-(:I -+ 2, g —+ [J.) = 0.

Au voisinage de w = ¢ == o, la forme des termes du premier degré
dans les deux fonetions 0(u— A, 0 — ) el 0(u + A, 0+ ) est la
méme; par conséquent, les deux points ot la conique (117) coupe le
plan de la section sont confondus; de méme pour I'autre conique. On
a done Pénoncé suivant :
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Les plans tangents aux deux coniques singulicres decoupent les sections

planes univogues.

Ces courbes sont de genre 3; parmi les (rois intégrales de premiere
espece qui leur appartiennent, /(/u et /a’w ont T, comme Tableauw de

périodes.

50. Je vais maintenant établir entre les fonctions du second ordre
et les produits de deux fonctions du premier ordre des relations qui
me permettront d’é¢tendre les formules d'inversion aux fonctions «du
second ordre et en méme temps de calculer Ies équations des plans
singuliers de la surface qui vient d’étre éludide.

Je rappelle que, sur la surface de Kummer, les courbes ayant pour
équations les fonctions théta dordre 2, d'une méme caractéristique
non nulle et d’'une méme parité sont des biquadratiques (H., 36).
Parmi les biquadratiques d’une méme famille sont quatre couples de
deux coniques formant un octacdre de Gapel. Les quatre produits de
deax fonetions du premier ordre ainsi introduits s’expriment linéai-
rement au moyen des deax fonctions du second ovdre de Ta familles il
est done possible de trouver Pexpression de chacune des soixante
fonctions du second ordre i caractéristique non nulle sous forme de
fonction linéaire de produits de deux fonetions du premier ordre.
L’'inversion de celles-ci ¢tant effectuée, Uinversion de celles-lh Pest
aussi.

Quant & Pinversion des fonctions du sccond ordre a caractéristique
nulle, elle est immédiate, car chacune d’elles est fonetion linéaire
des carrés de quatre fonctions du premier ordre formant par exemple
un groupe de Rosenhain.

51. Je vais développer les calculs pour les fonctions impaires de

e . . O O . . . e

caractéristique ordinaire ’ ’; je serai en méme temps conduit b
(S !

Péquation des plans singuliers 43" et 23",
D’aprés la formule générale de multiplication de deux fonetions du
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premier ordre, on a les relations (') :

- 4 1 N 0O O . O O O O (8]
(e, = (t,0) = O l ( (0,0) 0y, | (e, 0)—0, l (0,0) ©,
I O O 1 0O 1 (6} O
. ! I . \
(t1,0)7 (ty0) == @y O (10, 0) 4= OOy (10, +),
) O
-0 I .
(u,0)= (t6,9) = Oy Oy (00, ) — OO (10, 0),
I O
- ) 1
(t,0)% (16, 0) =0y Oy (10, 0) + O, 0, (0, ).
[}] O

Je pose

Gy o= 0

wo

0 0 .
(0,0), Ty == Oy
0t

et les relations s’éerivent :

2en O (w,0) = B (u, 0) T (e, 0) 4 Fy0 (1, 0) Ty (1, 0),

203 Opy (15 0 ) Ty (0, 0) Ty (1, 0) == Ty (1, 0) T (2, 9),
20y Oy (10, 0) = Ty (0 0) Ty (1 0) - Ty (1, 9) Ty (1, 0),

281y O (16, 0) = Ty (w0, 0) Ty (10, 0) 4= Ty (10, 0) Ty (1, 9).

Ven déduis d’abord les valeurs de e,y, 7,y ¢

g, CiyCoy
1L el L 281313 ==Cyy Cug,
Ty CrgCop== CraCyy
4 o E e
DET, I CpyCyy -t CraCas 2017y == Cy3Cyp — CyyCyye

Ceei posé, et en utilisant les formules d’inversion des seize fone-

(1) Foir I'Appendice.
Ann. Fe. Norm., (3), XXIV. ~ AyRiL 19o7. 19
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tions du premier ordre, on a

Filu, )
(z=e)(T=1¢;)

. Shg(u, ) (s L)
Mp',-’,.\.[\/(:——('“)(z-—e,,)(zmn‘_)(§~0M)(§-—r';)(;-—-t,‘)—\/(':_w:',;)(p e (% -e,

S — 0O 0 .
Vol €yl Cratan) By ’ (w,0)(5—7)
(

(40 (3 —ey) + ¢4y, (5 (')]\/(‘.-——17"3%“

[€48ey (5 — ) = €ty (5 —ey)] V(“ — )("‘“" )Ti&h’jrx')»{i"'"::)-(: - ";;)(:T i)

52. Je reviens maintenant i la formule fondamentale

Wiy Oy (1, 0) =2 Ty Ty = Ty

On sait d'autre part que 0, («, ¢) = o est]'équation d’une conique
de contact; done 05, (w, ¢) est une lon('lmn lingaire de ey L* - P2,
@y == N* = M, ey == LM, 0, == NP, Kn d’autres termes, on a

hok, 08 (uy o) = Ay - Boey -1 Gy 1 Doy,

A, B, G, D étant des constantes que je vais déterminer en prenant u, ¢
¢gaux i des demi-périodes.

En choisissant les demi-pérviodes (127, (
¢quations

‘

ba/), (137),(337), ona les

oz hAe el - Cedy (el - ely) - Ded (e, o2y,
b ekl et Cedy (e, —ly) - ety (el 1 el
fletyel, —ef, (4/«)“‘ AACt ety -+ Gegy (e, b ely)— Dedy(el, )
hleyea — ey === Bet ol Cedy(edy b))+ Dedy (€2, 4 ¢ty

Elles donnent les coefficients A, B, C, D en fonetion de o, 3, v, 25 je
ne marréterai pas i leur résolution,

Eu procédant de méme sur les équations des autres coniques, on
obtient les équations des six plans singuliers; par conséquent, on
sail actuellement caleuler Péquation de la surface & quatorze points
doubles correspondant 4 un systéme de valeurs de o, 8, e g et Pon
connail les plans tangents suivant des coniques. On peut done cal-
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culer les coordonnées des points doubles des deux quaternes qui
L . . N ’
netaient pas connues jusqua présent. Knodlautres termes, on peuat
e . N . . . N . - ’ ' . ’ .
caleuler en fonction de o, B, v, ¢ les quantités désignées plus haut par

/T Tl
g (“),m( — n) s = (i.., 1»).
- 2

Knfin, Ia connaissance des coeflicients A, B, ¢, D permet de donner

R . . , . . o 0 .
une nouvelle forme de Pinversion de la fonction 6, i (w, 9).
O I -
On a, en effet,
2o oN—M, i L—P, Z o o L-P, 7N M;

d’ou

“ CHERR Wy =TT,

e (T ENEE T L T -T0)(E 5

e 5 ) Ha -5 )

' b

on peat done éerive les rapports égaux

i, v) T, Y (5—7)
s o) (G ety ]
e gy )OF (10, )

ey J(E e ) (§—ey)— B

9 (0 Cay

Les formules obtenues par cette méthode ne doivent pas différer
des precedentes; elles ne s"appliquent qu’a six fonctions.

53. Le type de sarface i quatorze points doubles qui vient d’étre
ctudic estle seul dont les fonetions coordonnées sont paires, d’ordre 4,
relatives au Tableau T,, de caractéristique nualle, admettant deux
demi-périodes comme zéros doubles; on pourrait prendre, en elfet,
deux des demi-périodes que jai appelées nouvelles, mais cecine donne
pas un type différent, les six autres demi-périodes nouvelles donnant
deax triplets de points en ligne droite; on pourrait ausst supposer
que les fonctions coordonnées sont nulles, par exemple, pour les
demi-périodes (117) et (21'); une des formes des coordonnées de
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cette surface est la suivante :

;=00 —y0,)%
3= (30, —70,)(£O,, —a6,),
23= (B 0y —caBy)(n Oy — £ 0y,),

= (1 80) (0703, — 203, )— (ot — (361 (0, + O},

e et 7 étant les quantités définies par I'équation

(079 <L—ZE, 0) 0, (I—)f, ())

€ 7l

et qui sont lides d o, B, v, ¢ par la relation

a(eh-+n*) - 2be*n?=o.

On constate alors que les points (227), (237), (24) sont sur la
droite z, = o, 2, == o et que les points (127), (13"), (147) sont aussi
en ligne droite. Cette surface n’est done pas distinete de Ja préce-
dente.

CHAPITRE VIII.

SUR UNE SURFACE DU QUATRIEME DEGRE A TRENTE-DEUX DROITES.

54. Les fonctions théta que je considérerai dans ce Chapitre sont
relatives an Tableau de périodes

s’tei?:
. " s 0, w, b,
:‘/ W)

0, olm, b, c.

Les formules montrent que, parmi ces fonctions, celles qui sont im-
paires, d’ordre 6, de caractéristique nulle, sont au nombre de quatre.
Elles s"annulent pour les seize demi-périodes. En les prenant pour
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coordonnées homogenes d'un point, la surface obtenue est d'ordre

2.6.6--1.16.3

2.0

Clest eetle surface que je me propose d’¢tudier. Je prendrai en général
ses coordonnées sous la forme suivante :

wys By — 0y, 2y Oy — Oy, i Oy — Oy, == Oy Oy

b

Cette surface jouit de propriétés tres remarquables dont je vais
enoncer de suite les plus faciles & obtenir.

Elle admet, comme la surface de Kummer, seize collineations fon-
damentales correspondant i Paddition au couple Carguments «, ¢ des
seize demi-périodes. Voier le Tableau auquel donnent lieu ces trans-
formations :

(). (0 1) () (3 (A e 8200 (A2 )0 (18 (%) (1A, (247 (3. (A37). (34", (ih).

oy oy R Ayl e ey ey oy L I e R
oy £y oy Ly Ay £y -y I R R L T SR U
Ly e By ey I | ary N ) i A e R o Ly =0y
ay o+ oy Sy 'y Ay e Wy ey Ay Ay ey L B &y

Ces seize homographies sont identiques i celles qui sont relatives a la
bl
surface de Kummer.

hh. La surface admet seize courbes unicursales singuliéres corres-
pondant aux seize demi-périodes qui annulent les quatre coordon-
néess ce sont des droites, car ces zéros sont ordre un. 11y a done
seize droites sur la surface.

Je considére maintenant les fonetions théta d’ordre trois qui s’an-
nulent pour dix demi-périodes, il y en a une pour chaque caractéris-
tique. Bn les égalant i zéro, on obtient des courbes de degré égal a

2.3.6—10.3 L .
2o Y oy Onoaainsi seize aubres droites dont chacune ren-
A0

contre dix des premieres.

Ce systeme de trente-denx droites peut élre figuré symboliquement
suivant les rigles employées pour les points doubles et les plans sin-
guliers de la surface de Kummer.
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Soient «, 8, v, 05 o, By o deux séries de caracteres; en combi-
nant un caraclere de la premitre série avee un de la seconde, par
exemple By, on obtient scize symboles. On représentera les seize
droites courbes unicursales singuliéres par les symboles des demi-
périodes correspondantes, ¢’est-i-dire par un symbole entre paren-
théses, et les seize autres droites par les symboles des caracte-
ristiques des fonctions correspondantes, symboles qui sont sans
parenthéses (H., 18).

Cecei posé, la relation entre les trente-deux droiles s’exprime ainsi
la droite (aa’) rencontre les droites

ars BB, B B 1B. s 4 0B o7, o7
la droite ea’ rencontre les droites
(o), (BE'), (BY)y (B)y (4B"). Cypl)e (y0'), (0B7), ('), (aa).

En d’autres termes, si i chacune des seize droites (z2') on fait cor-
respondre un des seize points doubles de Ta surface de Kummer, on
peut faire correspondre i chacune des seize droites o un plan sin-
gulier de Ja méme surface, de telle facon que Ta droite (22") soit ren-
contrée par les dix droites correspondant aux dix plans singuliers qui
qui ne passent pas par le point double (az'). Cette liaison entre les
deux systemes de droites est évidemment réeiproque, jen montrerai
plus loin la raison.

56. Je considere maintenant les cent soixante points de rencontre
des droites deux & deux; ils forment une configuration remarquable
composée de dix configurations de Kummer.

En effet, je pars des dix points situés sur la droite 447, parexemple.
Ce sontles points de rencontre de cette droite avee

(44", (317), (327), (33"), (21'), (o22'), (237), (s1'), (127), (13'),
et j"ajoute aux arguments «, ¢ une demi-période queleconques Ia fone-
. ’ ‘ , .
tion 44 se transforme en une autre analogue de ca acteristique o' et

les dix points situés sur la droite 44 se transforment dans los dix
points situés sur la droife zz'. On obtient ainsi dix confligurations de
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Kummer dont voier Te Tableau :

ML NI £ 2. 14" Ny 3. (PN U i, ) A 1, 21 1.
(447 30y (13" 33"y (") (14 (a3") (0¥) (49
(31') (47 3"y (4w () (an') (aafy (any (33

(5oh)y (7 Ty a0y () (ad) (1Y)

(
)y ) Ay () ey i) o’y (38 (

(

(

) () () 8 () ()
) (337 (83) (fy 7)) (13) (23
) () () () () (a0

0
)
A

3 08 G G (3 68y Gy (g (3
S I I O R D B ST L R S T R T B R DU Jogy (ug') 45 (33 (44" (34D
(on!)Cealy oty (') (A0ly Oy 0y ) ) g 68y ) A G (43 (330
BSOSO L) 3T ey iy () () (1) CnY) () (3
)y o'y (el o) ) (G Oy ) G @) G () G Y B (44
cl) ey o)y W) ATy ) Ay ) Gy Gy 03T (B4 (1) (33) (43"
(3) 8 ey Ay (3 (8% G A4 ) Gy () () (30 () (3T) (4

.)"
Y]
)
14!

R
'
/ll
ot
1)
"
il

[T est bien clair d"ailleurs que Ta maniére dont les points se par-
tagent entre les dix configurations est completement indépendante de
la droite choisie a 'origine.

57. L'étude plus étendue des courbes tracées sur la surface que je
vais faire maintenant repose sur fe théoreme suivant, qui se démontre
par un raisonnement déja employe :

Toute fonction d"ordre Gp, relative aw Tobleaw Ty, ayant la parité
de p, de caracieristique nulie, admettant chaque demi-période comme
séro d'ordre p, repreésente, lorsqidon U'égale « zéro, Uintersection com-
pléte de la surface agee une surface d’ordre p.

Revenons anx fonetions théta dordree 3, ily en a pour chaque carac-
(eristique denx qui sannulent pour six demi-périodes; on obtient
ainsi seize faisceaux lincaires de cubiques. Ges courbes sont planes;
en effet, si Pon multiplie Ta fonetion théta qui, ¢galée & zéro, est
Pequation de Pane delles, par la fonction théta de méme caracté-
ristique qui est équation d’une droite, le produit est une fonetion
impaire, d"ordre 6, de caractéristique nulle, sTannulant pour les seize
demi-périodes; Pensemble des deux courbes est done dans un plan;
dailleurs on peut voir directement que Ta droite et la cubique se
coupent en trois points.

Soit @(u, ¢) = o I'équation d'un faiscean de cubiques; si Pon éerit
que O(w,v) sannule pour une septitme demi-période, ce zéro est
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double et le degré de la courbe s’abaisse i 2. Le plan correspondant
coupe la surface suivant deux droites el une coniques je désignerai
cette conique par 'ensemble des symboles des deux droites situces
dans son plan. Ces coniques sont au nombre de 16o.

On obtient seize autres (aisceanx lincaires de cubiques planes de
la facon suivante : soit h,@, 4+ A,y -+ Ay, -+ A, == o P'équation
d’une scetion plane quelconque, on peat lui donner une demi-période
comme zéro triple, il reste un paramétre et le degré s’est abaissé o 3.
Ce faisceau est composé de courbes rencontrant en (rois points la
droite correspondant v la demi-période choisie. En particularisant le
paramttre, on retrouve les cent soixante coniques précédentes.

Je désignerai chaque faisceau de cubiques par le symbole de Ta
droite qui en est axe.

Une cubique du faiscean oo’ ot une du faiscean (BB7), ¢est-a-dire
deux cubiques appartenant i des faisceanx dont les bases se coupent,
se rencontrent en trois points.

Unec lll)l(lU(‘ <Iu Ius( cau gz’ el une du faiscean (af8) se rencontrent
3

2.3.0— '5
en —eee

......

du faisceau B se rencontrent en 2 points. Une cabique

du Faiseean (ao) el une duo faiscean ((ﬁ’i') se reneontrent en

9. 6.6 3,00 14,5 )
e 2 points,

Done deux cubiques appartenant i des faisceaux dont les bases ne se
coupent pas se rencontrent en deux points.

Pour étudier les points d'intersection de deux coniques, je les
pr(-ml‘"li sous la forme ot leur ¢quation est du troisieme ordre; elles
font ainsi p.mw de faisceaux de cubiques dont les bases ne se coupent

[)dh. Sotent oz, BB ces bases.

* Les secondes droites sont tunlumlm-s, par t,\vmplv a2’ (B3) ot
TR S

13 ((‘(”) qui se rencontrent en 7 o = o point

9.0

2° Les secondes droites coupent les deux bases, par exemple
g o
’ Dol == 0D .
oo (a2 ) eU B (BE) qui se rencontrent en =207 00 s points;

4.0
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3¢ Une seule dessecondes droites coupe les deux bases, par exemple
2.3.3—~2.3-+-2.3

oo’ (o2’ ) el B (ver') qui se rencontrent en —3 =1 point;

4% Aucune des secondes droites ne coupe les deux bases, par
exemple ao’ (By") el BB (ye') qui se rencontrent en

2.3.3 —0.3—0.2.3 .
~ - == 0 point
2.3 ! )

De ces résaltats on déduit tres aisément la disposition des points
de la surface situés sur les intersections des plans des courbes consi-
dérées.

58. On peutvoir divectement qu'il existe des groupes de droites de
la surface situés en méme lemps sar des quadriques. La théorie de
ces groupes présente des analogies remarquables avee celle des
groupes de points ou de coniques de la surface de Kummer. Les
groupes de moins de cing droites ne présentant rien de particulier,
il reste i ctudier les groupes de cing, six, sept et huit droites.
D'ailleurs les groupes de sepl et huit droites se confondent ainsi que
ceux de cing et six droites; car si une quadrique coupe la surface
suivant sept droites, Pintersection se complete par une huilicme
droite, et si elle la coupe suivant cing droites, Uintersection se com-
plite par une cubique située sur la quadrique, el cetle cubique est
nécessairement décomposée en une conique et une droite, puisque
les cubiques de la surface sont planes.

59. 1 Groupes de six droites. — Si une quadrique coupe la surface
suivant six droites, intersection se complete par une conique. Le
produit des fonetions théta qui, égalées a zéro, sont les équations de
la conique et des droites qui ont une équation, doit étre une fonction
dordre 12, paire, i caractéristique nulle, admettant chaque demi-
période comme zéro double.

Je considere alors une conique sous la forme du troisieme ordre;
les droites ayant aussi des équations du troisieme ordre, il faut
associer i celte conique trois droites telles que la somme des trois
caractéristiques soit nulle. D’ailleurs la caractéristique de la conique
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est différente des caractéristiques des droites, le contraire conduisant
a une conique et une droite situées dans un méme plan et, par suite,
a une quadrique décomposée.

Si je remplace la conique par la droite de méme caractéristique, la
parité du produit des quatre fonctions change et devient impaire; par
conséquent les groupes cherchés correspondent aux groupes de Ro-
senhain (H.,20). En effet, la parvité des fonctions théta dCovdre impair
ne dépend que de la caractéristique et les fonctions que Pon doil
égaler & zéro pour avoir, d’une part, les coniques de la surface de
Kummer et, d’autre part, les droites de la surface actuelle, sont de
parité differente. L'ensemble de trois coniques d'un groupe de Ro-
senhain admet comme zéros treize demi-périodes, une comme triple,
trois comme doubles, neuf comme simples; par conséquent, les
droites correspondantes ne sannulent pas pour une demi-période,
en admettent (rois comme zéros simples, neul comme zéros doubles,
trois comme zéros triples. D'autre part, la quatricme conique du
groupe de Rosenhain sannule pour les trois demi-périodes qui n’an-
nulent pas les trois premieres coniques el pour les trois demi-périodes
zéros doubless il en est de méme pour le faisceau lintaire de cubiques
correspondant; les quatre fonctions ont ainsi douze zéros doubles et
trois quadraples; reste une demi-période qui n’annule aucune des
fonctions, en la prenant comme zéro double, clle détermine la
conique. Les trois zéros quadreaples donnent (rois droites qui com-
pletent le groupe de six droites cherché.

En d’autres termes, pour obtenir un groupe de six droites et d'une
conique situés sur une quadrique, on considére un groupe de Rosen-
hain; & trois des plans de ce groupe correspondent trois droitess en
prenant la conique dont e premier symbole est celui du quatriéme
plan du groupe, et dont Ie second est celui du point commun aux trois
premiers plans du groupe, on a le groupe cherchés il se complite par
les trois droites correspondant aux trois points qui ne sont pas dans
les trois premiers plans du groupe.

II'y a quatre=vingt groupes de Rosenhain; on obtient done ainsi
trois cent vingt quadriques; elles sont distinetes; en effet, je choisis
une face et le sommet opposé d’un étraidre de Rosenhain, ce qui
revient & me donner une conique de la surface actuelle; il y a deux
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tetravdres admettant ces ¢léments, done denx quadriques passant par
la conique choisie. 11y a done bien trois cent vingl quadriques cou-
pant la surface suivant six droites et une conique.

Je considere les deux quadriques passant par une méme conique T
de la surface; elles se coupent suivant une seconde conique Ty, Je
figure la conique G et le sommet A, ¢léments communs aux deux
tétracdres de Rosenhain correspondants. L'un de ces tétraddres a
pour faces A, 1, 35 A, 3,55 A, 5, 1, par exemple, et Pautre A, 2, 4;

Fig. 3.

A, 4,65 A6, 20 Lapremitre quadrique a pour génératrices les droites
A, 35 A0 05 AL, dCune part et (2), (4), (6), d'aulre part; la
seconde a pour génératrices A, 2, 45 A, 4, 65 A, 6, 2 ¢l (1), (3), (5)-
Chaque génératrice de la premiére rencontre une génératrice de la
seconde @ A, 1,3, par exemple, rencontre (5) enun point qui est sur
Mune des deux coniques formant Pintersection des deux quadriques;
il westpas sur 1’y 2 en effetla conique Iy et fa droite A, 1, 3 ont comme
zéros simples communs les demi-périodes (2), (4), (5), (6). Elles se
coupent en un nombre de points égal @ ’i:——:—/‘—)’ =1 ¢t ce point est
distinet des précedents. Par conséquent, les six points d’intersection
des génératrices des deux quadriques sont sur un¢ conique; on
sassure facilement que ¢’est lune des coniques des configuralions
de Kummer signalées plus haut. Ainsi & chaque conique de la sur-
face correspond une conique d'une des configurations de Kummer
formées par les cent soixante points d’intersection des droites deux
a deux.

Je considire maintenant une conique sous la forme du sixicme
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ordre; il faut associer deux droites telles que le produit de leurs
équations donne une fonction impaire, d"ordre 6, de caractéristique
nulle; cette condition ne peut étre remplic.

60. 2° Groupes de huit droites. — Ces groupes comprennent néees-
sairement quatre droites ayant des équations, puisque Te produit des
premiers membres doit étre d'ordre 125 il doit étre en oulre pair de
caractéristique nulle; les caractéristiques des quatre droites sont
celles de quatre plans d’un groupe de Gopel (1., 23). Or les quatre
plans d'un tétracdre de Gopel passent deux fois par douze des points
doubles et ne passent pas par les quatre autres. Done Pensemble des
quatre droites correspondantes admet douze demi-périodes comme
zéros doubles et quatre comme zéros quadruples. Par conséquent, a
chaque tétraddre de Gaopel, correspond an groupe de huit droites
situ¢ sur une quadrique et composé des quatre droites correspondant
aux quatre plans du (étracdre et des quatre droites correspondant
aux quatre points non situés dans les plans du (¢tracdre. Ces groupes
sont au nombre de soixante.

61. Je considere les fonctions d"ordre 6, de caractéristique non
nulle: pour une c ':u:l(*ris(iqlm donnée, les fonetions de méme parité
sont au nombre de six; elles ont huit demi-périodes comme zéros
simples et Pon peat les assujettir i avoir quatee autres demi-periodes
comme zéros doubles; il reste un paramatre, le degre sest abaisse i
quatre; on a un faisceau lincaire de quartiques. On peut assujettiv les
mémes fonctions générales @ admettre les quatre demi-périodes non
encore considérdées comme zéros doubles ef Fon a un autre faiscoau
linéaire de quartiques; le produit des premiers membres des ¢qua-
tions de deux courbes deces faisceaux est pair, Cordre 12, de caracté-
ristique nulle, et admet les seize demi-périodes comme zéros doubloes;
ces deux courbes sont done sur une méme quadrique, ce sont des
biquadratiques.

[y a trente familles de quadriques coupant la surface suivant deux
biquadratiques. Les biquadratiques données par une méme Famille
de quadriques se répartissent elles-mémes en soixante-dix familles
deux & deux associ¢es; les intermédiaires entre ces familles sont
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fournis par les cubiques que on obtient en donnant une nouvelle
demi-periode comme zéro double; il y a cinquante-six de ces cu-
biques pour chaque famille de quadriques.

62. Parrive maintenant i une proposition trés importante :

La surface du quatricme degre sur laquelle sont (racées trente-deux
drodtes se rencontrant de la fugon indiquée plus haut depend de trois

parametres.

Je suppose que, sur une surface de degré 4, soient (racés deux
groupes de seize droites, désignées les unes par les symboles oo,
les autres par les symboles (aa’), de (elle facon que la droite (za")
rencontre les droites

ad, [, (. B, B gy, e, of, oy, a0l
De ces hyvpotheses on déduit immeédiatement les résultats relatifs aux
groupes de six et huit droites de la surface situés sur des quadriques;
je ne les démontrerai pas de nouveau.
Je considére, par exemple, les deux quadriques

Q2 By B0y off, (af’), (yo), (da');
Qu: po!, yp', O, (pa'), (ay'), (ad').

Q, coupe en outre lasurface suivant une conique C; celte conique est
rencontrée en deux points par les droites a2’ et (BB") qui ne ren-
contrent pas les génératrices de Qs elle est done dans leur plan, et
Q, coupe la surface suivant celle méme eonique; Q, et Q, ayant en
commun la conique G se coupent suivant une autre conique (/.

La géneratrice By, par exemple, de Q rencontre (053') de Q,; ce
point A de Pintersection est, soit sur G, soit sur (/. Je suppose qu’il
soit sur C; le plan tangent en A & la surface est le plan By'(ag’); il
contient la tangente en A & G; d’autre part, le plan tangent & Q, con-
tient cetle tangente ot By, et le plan tangent & Q, contient celte tan-
gente et (20”). Q, el Q, sont alors tangentes au point A qui est done
aussi sur (. Dans tous les cas, & contient done les six points olt
chaque génératrice de Q, coupe une des génératrices de Q,. On en
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déduit que les cent soixante points ’intersection des droites deux i
deux se partagent en dix configurations de Kummer et Fon peut en
former un Tableau identique & celui qui a ét¢ donné plus haut.

63. Ceci posé, soit l'une de ces configurations représentées de la
facon suivante :

QL) Q1) 12012, 221022), B1B1). S1G). B202). NG, 1P 28120, IVOAL VRV I8 AEGB BVE),
1. 1 " ~ n
O S T T S I S
g B —F —pB 8 5 —8 —8 = o % —d 1 -
Y =t Y —y @« —a % =4 8 =0 0 = A I
S o—d =3 8 B —B b By -y oy oy & —x o

On sait que, par les points 11°(x1’), 21'(ar’), 12'(12"), 22/ (22"),
33'(33"), 43'(43"), 34°(34"), 44/ (44'), passent une infinité de qua-
driques parmi lesquelles sont les suivantes :

iy ey el ol (B3, (437, (347), (A8

33,43, 34, 4%, (i), (ar'), (1l (an').
Soit G leur biquadratique d'intersection; elle contient anssi les points
11(a0f), ad'(1a’), ao(nt’), a0'(r'), BN, AR, B4R, ARNABY

qui, dans une autre configuration, forment un groupe analogue au
précédent. Je rappelle que si la biquadratique (est représentée ellip-
tiquement de facon que la somme des arguments de quatee points
situés dans un méme plan soit nulle, les arguments du premier
groupe de huit points sont :

(") Lay, at' (ar'):ay, 33(33"y 2y, A3 T,
92/ (29) 1 dl, 1o/ (1))t aly, W AR ) 2 ey, h3 (R31y Tedl,

avee les relations
=ty ty, Uy tty 4=ty V- a1, = 0.

En outre les droites a,a, a,a,, a,d;, a,a, sappuient sur deux
droites fixes qui sont les deux directrices de Pune des congruences
fondamentales. Geci posé, je considére les arguments du second

AhIAY
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o
O

groupe de points

' (en'y: by, a1’ (12') 1 0y, 33 (44" by, 3463y by
an' ()0, 12/ (21" by, G4 (33"): 04, A3 (34") 1 b7

On-a, par le méme raisonnement que pour les points précédents,
b= b= oy,

==

Je dis que o, == o Knelfet, les droites 117 et (33"), par exemple, se
rencontrent et on a

oyt by by - by o, Ayt byt == Uy -y == 0.
De mame, les droites 117 et (447); d'ola
Ay byl 1 by e=o, Uyt byt ey - by == 0,

Yar conséquent, il y a entre les points des deax lignes du second
groupe les mémes relations quentre les points des deux lignes du
premier. Ko d’autres termes, la transformation homographique

@€y e ay
e S i gty
& ay a,

appliquée aux points

(o), ed(ar’),  33(330), 341347, cil(2n'), ard(ia’), 337447, 34'(43"),
donne les points

an'(220), 12'(x2"),  GAARY), 43143, wan(n1!), 1a'(ar’),  447(33"), 43/(34")

¢l inversement.
En opérant de méme avee les quadriques

30, L, 3o, el (187, (23), (14"), (24"),
13 w3, 1y, 24!, (311), (417), (32)), (42),
on démontre que la méme propriété s’applique aux points d’inter-

section des génératrices de ces deux quadriques.
La transformation considérée, appliquée a la droite 11’ par exemple,
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donne 22'. On en déduit que les dix configurations de Kummer ont
en commun les direetlrices @, = @, = 0, &, = ¥, = 0.
En partant des quadriques
1, aef, 31, 39, (239, (247, (43"), (44"),
03, o4, 43, 44, (11'), (12'), (31), (3a"),

on démontre le méme [ait pour une autre paire de directrices; et en
procédant ainsi de proche en proche, on obtient ce fait fondamental :
Les dix configurations de Kummer ont les mémes directrices.

64. Je considere deux de ces configurations :

WY, 2URY), 102 220, BB AUGLL B, AU, WO, 2 IVOVL 2V B AL BV, A
. N . . 2 ( 2 » P »
% 3 ) % [ ( ( % “ B B b 9 o 5
N A n o
B p—B —p 0 6 —0 —0 A 7 v et
N — - —n — _— A h by v 7 (4
£ 1 (N \( o ;( o — B 3 0 0 & booB
— — (T R R v e . . ,
) S g0 B b LB ( I %o e g

100227, 20°(12), 12020, 229007, S0, AUE . B/ AR IRV S, V@B 2V O L R AL Y

' ’ ’ ' o ! ' ol ' ' yt ' “r N “
% o % = ( ( ¥ ( B & i 9 4 0 5’
Qr tar (o’ Y Y] Y] N ‘ ' ' ’ '

{, o — I, —p 0 A J— e ) " o, A—— Y ¢ i .(‘

7 ! s o 1 ’ t [ ”

O R G G A A U A M A
Ny ~r N N !
0 L) 6 r(‘, e {j’ — ‘fj/ ;j' ‘/' e -{' : -{' ~[' g A

Il s’agit maintenant de satisfaire aux relations qui doivent exister
entre les droites ainsi déterminées. 1 sullit d’exprimer que 117 ren-
contre les dix droites (117), (227), (237), (247), (327), (33), (34,
(42"), (43"), (4%"). Or 11" rencontre (117) el (227) par suite méme
des données; cette droite doit rencontrer (23"y; d'od la condition

a p / )
al j/ ,/r f‘)\r

B o —3 —y = (o A= o)t (o' -+ B ) o (20! 2 O (B = By 0

{3/ —! by ,_-/’
“rencontre (24"); ot la condition

o [ VAR
[24

f)l '// 6[ - ,..I fu ! 9 I3 Y] af I Nae 79
B —a —3 w(ay = BG) (= B0T)E (D et G) e () = Py )0
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11" rencontre (327); d’ou la condition

« p ¥ 0

al (jl yl (’)‘I , N N N

S b w g | @B (@B 0 — (a0 — el Otk By — B =
_/l (')‘I ___al _‘.‘ﬁ/

11” rencontre (42'); d’ou la condition

77 f’)‘/ al (ﬁl
t1” rencontre (337) et (44°); ’olt la condition

e« By 0

al ﬁl ,// (')‘/
AU e R IA T I s I 2 A% e (B2 02 e )2 A2 12 32 e

5wy 8 ottt B oty i/t y? e 320 G P20 y2 0 2 0% o,

oyl opl oA

v’ rencontre (347 et (43'); ol la condition
o oy 0
%I (5’ yl 6\/

oy kB —al| ot i g B ety oty ok B B G 0y P = 0.
o eyl e ol
On a ainsi six relations. La comparaison de (5) et (6) donne

(7) ot ﬁ/z__ 112 lf:;t . ./2,;/2 - ./12 (‘)‘2 =o,

(3) %tz./l-:___ a”‘/““—rﬁzf}u -4 ﬁ/'zaz:o’

qui les remplacent e, en tenant compte de celles-ci, les quatre pre-
miéres se réduisent i

(9) (etd = ot/ G )t o (forf e o )2 4 2 afj"/’a -0 Byd'=o.

. . D N

Les trois relations (7), (8), (¢) permettent de caleuler o, 87, v/, o” en
fonction de «, B,7, 2 et, par suite, de construire un systéme de trente-
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deux droites satisfaisant aux conditions proposées. Les solutions se
groupent deux par deux de telle facon que si o, B, ¥, o estoune
solution, o/, — B, — v/, & en est une autre. Les deux systémes ainsi
obtenus ne différent que par le changement suivant : la droite 2o du
premier est devenue la droite (aa’) du second et inversement. Dail-
leurs, o, §,v, oo, — B, — v, ¢ est une solution évidemment i rejeter
et il y a, par suite, trois systemes distinets de (rente-deux droites
satisfaisant aux conditions proposces. I 0’y a d’ailleurs qu’une sur-
face de degré 4 qui conticnne I'un de ces systémes de trente-denx
droites, si toutefois il y en a une, ce que jadmets pour le moment.

Dans ces conditions, si je choisis les périodes @, b, ¢ des fonetions
hyperelliptiques de telle facon que le point ri’(v1”) ait pour coor-
données o, B, v, &, jobtiens un systéme de trente-deux droites satis-
faisant aux mémes conditions que le précédent el se transformant en
Jui-méme par les quinze collinéations fondamentales; il ne peat done
étre distinct de Pun des précédents; la surface de degré 4 contenant
les trente-deux droites de ce systéme se confond avee la surface
hyperelliptique.

65. Voici une autre méthode pour parvenir au méme vésultat :

y o

ai oy

«* b*
étant 'équation de la quadrique
1l 2l aely wof, (337), (437, (34", (44'),
on en déduit celles des quadriques

33, 437, 34, 44, (x1'), (217), (12'), (a2,
317, 41, 3o’y 2!, (137), (23", (14", (24"),
135, 23, b, wf!, (31), (417), (320, (h49)).

On se donne en méme temps la configuration qui comprend le point
11'(11') s o, B, v, €5 ceci permet déerive les trente-deux droites sous
forme explicite. On a alors trois équations qui donnent «, b, ¢, d cn
fonction de o, 3, v, 25 il y a trois solutions véritables et une étrangere..
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66. Reste & démontrer qu'il y a bien une surface du quatrieme
degré contenant Uun quelconque des (rois systemes de trente-deux
droites ainst détermings.

Je remarque que sioce systéme est sur une surface du quatriéme
degré, comme il se transforme en lui-méme par les quinze collinéa-
tions fondamentales, il en est agsurément de méme de la surface.
Son équation a done la forme générale trouvée par celle de la surface
de Kummer et qui contient cing cocllicients homogtnes

alat -+ al i ol ob(atiel+alal)

4 ac(aial 4 what) 4 od(xial - abel) - fex xy ey, = o,

Cect posé, il sullit Cexprimer que cette surface contient les deux
droites o, B, v, 85 o, B,y 0 el oy By, 5 o, — ', — v, o, ce qui
donne huit équations linéaires en «, b, ¢, d, e et algébriques en a, §,
'8 g, %, (5’, e o' 1 reste alors quatre conditions algéhriques en o, f,
v, o, o, By, o Blles sont salisfaites en supposant les équations (7),
(8), (4) vérifices, au moins pour une des trois solutions; et, comme
en général les cquations sonCirréductibles, elles sont satisfaites pour
les (rois solutions. La vérification en serait d’aillears bien facile, si
Pon ne youlait pas avoir recours i ces considérations ’Algebre supé-
rieure un peu ¢loignées des raisonnements habituels dans ces re-
cherches. '

On peut done enfin énoncer ce théoréme général :

Toute surface du quatricme degré sur laguelle sont tracées trente-deux

drottes partagdes en dewr groupes lels qu'une droite d’un des groupes
rencontre dix droites de [awtre groupe, est une sur fuce hyperelliptique.
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CHAPITRE IX.

SUR UNE SURFACE DU QUATRIEME DEGRE A QUINZE POINTS DOUBLES.

67. La recherche générale des surfaces hyperelliptiques du qua-
triéme degré a montré qu’on ne pouvait avoir de surfaces & quinze
points doubles que si les fonctions coordonnées sont paires, de carac-
téristique nulle, d’ordre (2p 4 1)27 (n° 16, 1) ou fpy (0 17, 1°).
Les nombres 2n*(2p. + 1) — 2 ou 4n*p — 2 doivent étre carrés par-
faits; pour le second, ce n'est pas possible, car il serait carvé d'un
nombre pair et I'on aurait

Gntp.—o =42 (1), P e WA

le premier membre serait impair, le second étant pair.

Le nombre 29 (2p + 1) — o ne peat élre carré parfait que si v est
impair, ainsi qu’il résulte de Végalité n* (2 4 1) — 1== 2A%; je vais
alors examiner ce qui se passe pour les différentes valeurs de 7.

Sin =1, p.=A*; en particulier p.=1.
A —

Sin=3, p= 5 o particulier p. == o.
. I A— 12 ST , . . s
Sin=35, p= —5—; cette fraction n’est jamais égale 4 un nombre
entier.
. A—2f _ . R
Sin=7,p= 9 la conclusion est la méme.

Sip = _ M—jo. culi ‘
In=0q, p= —g; s en particulier p =1, ete.

On obtient ainsi une infinité de surfaces hyperelliptiques du qua-
trieme degré & quinze points doubles.

(1) A est un entier.
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68. Vexamine d’abord lasolution M =1, 2 = 6 les fonctions coor-
données sont paires, dordre 6, de caractéristique nulle et admettent
une demi-période comme zéro d’ordre 8. Une quelconque d’entre
elles est une fonetion du troisidme degré des coordonnées d’un point
de la surface de Kummer de la forme

72 8,( Xy, X, Xy, X))

Les surfaces cubiques S;= o doivent avoir un point quadruple en 'un
des points doubles de la surface de Kummer, ce qui est impossible. I1
ne correspond pas de surface i la solution considérée. Ce serait d’ail-
leurs la seule surface & quinze points doubles relative au Tableau T.

69, Je passe maintenant i la surface obtenue pour M =3, /= 2.
Les fonctions coordonnées sont paires, d’ordre 6, relatives au
Tableau T,, de caractéristique nulle et admettent une demi-période
comme zéro quadruple. Cette demi-période sera par exemple (117).

Les courbes tracées sur cette surface sont de degré pair. En effet,
en égalant i zéro une fonction d’ordre 34, admettant (117) comme
zéro d'ordre £, on a I'équation d'une courbe de degré

2.6, 30 L 0.0
2.6. 30 —h.6.5 2 (30 — k).

Ln égalantiazéro (n° 14), une fonction paire, d’ordre 6 p, relative au
Tableau T,, de caractéristique nulle, admettant la demi-période (11")
comme zéro d’ordre 4p, on obtient I'équation d’une courbe qui est
Pintersection compléte de la surface avec une surface d’ordre p.

Je vais étudier les courbes les plus simples tracées sur la surface.

70. Pour une caractéristique donnée, il y adeux fonctions d’ordre 3
qui s’annulent pour six demi-périodes et une qui s’annule pour dix
demi-périodes; je considere les fonctions paires qui s’annulent pour
six demi-périodes; en leur donnant (11") comme zéro double, les
courbes obtenues sont des coniques au nombre de dix. Elles sont les
courbes de contact de dix plans tangents singuliers; par chaque point
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passent quatre plans; en voici la liste

......... (127, (137), (14"), (21"), (31'), (f17)
2. . (1), (23), (24"), (217), (397), (427)
23 (137, (o), (247), (21'), (337), (43")
2 (14", (o), (237), (1), (347), (44")
B2 (1l (337, (347, (307, (22]), (§27)
B (137), (357), (34), (31), (237), (43")
B (147), (327), (337), (31'), (24", (447)
A2 (127, (437), (447), (417), (207), (32
43 (13"), (4270, (44"), (41"), (23"), (33")
Y (15", (h'), (431, (41"), (24), (347)

Les trois premicers et les trois derniers points de chaque ligne forment
deux triplets; par deux points d'un méme triplet passe un plan sin-
gulier; par deux points de deux triplets différents passent deux plans
singuliers. Chaque point appartientCh quatre triplets.

Les fonctions impaires qui s’annulent pour six demi-périodes
donnent des courbes du quatricme degre formant six faisceaux
linéaires dont chacun passe par cing points doubles. Voier ces
faisceaux :

12 (e ), (gl Cowlyy (397, (49))
15 (anlyy (147), (237), (357). (43")
A o (ol y (a3, (o4, (347, (447)
2 (o), (253") (21", (347, (447)
B (397), (337), (34"), (21"), (41")
M (427 ), (437), (AA")y (2a"), (317

On peut donner chacune des dix autres demi-périodes comme zéro
double et I'on obtient ainsi soixante biquadratiques ayant un point
double en un point double de Ja surface et passant par cing autres
points doubles. Le cone qui a pour sommet le point double d’une de
ces courbes et pour directrice la courbe elle-méme coupe en outre la
surface suivant une seconde biquadratique de méme nature et dont
équation s’obtient en égalant & zéro une fonetion impaire, d’ordre ),
admettant la demi-période (117) comme zéro d'ovdre 7. Chaque point
double de la surface est point double pour quatre courbes différentes.

Les fonctions qui s’annulent pour dix demi-périodes donnent des
quartiques ou des sextiques sans particularités.
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71. Pour Pordre 6 il y a, pour chaque caractéristique non nulle,
six lonctions paires nulles pour huit demi-périodes; en leur don-
nant (117) comme zéro quadraple, on obtient quinze faisceaux de
courbes de degré 4 qui sont des biquadratiques ainsi qu’on le
démontre par un raisonnement déja plusicurs fois employé; on a
ainsi la répartition des quinze points doubles en quinze systémes
de huit points par lesquels passentune infinité double de quadriques.
Chaque systéme comprend les huit points qui forment triplet avee
un point donné.

Le long de chaque biquadratique on peat inserire une quadrique
tangente a la surlace Ie Tong de cette courbe; on aainsi quinze familles
de quadriques inscrites.

Soit 0, - g0, == 0 'équation d"une biquadratique d'une famille
données en annulant 0,20, pour la demi-période qui donne le point
double avee Tequel on a formé le systeme des huit points de la famille
considérée, on obtient In courbe de contact du cone du second degré
qui a son sommel en ce point el qui, avee les quatre plans passant par
ce point forme la courbe de contact du cone circonserit de ce point
ila surface.

Les fonetions impaires dCordre 6, de caractéristique quelconque,
donnent des sextiques, si elles ont (11") comme zéro triple.

72. La surface générale & quinze points doubles dépend de quatre
paramétres. La trace sur un plan quelconque du cone circonscrit
’un point double & la surface se décompose en quatre droites et une
conique G tangentes 4 une méme conique I'en tous les points ot elles
la rencontrent.

Soient faoy — 52 == o équation de I's z =0, y =0, z+y +3=0,
m*a --y 4+ mz == o, les équations des quatre droites;

Ly — 54 (ax + by +c5)*=0

Péquation de G,

Je suppose que ce soit la trace du cone circonscrit du point (r2”);
les points doubles ont alors la disposition ci-contre. Mais en outre il
existe sur la surface actuelle quatre biquadratiques ayant un point

»
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double au point (12") et qui se projettent de ce point suivant des
coniques. Ce sont les suivantes :

(13, (14", (22), (327), (42'),

(22), (23", (24"), (317), (41'),

(32), (33"), (34"), (217), (41'),

(42"), (439, (44"), (21"), (31).

Fig. 4.

. \
iy~ ,5/)

—

Ces coniques passent par les sommets d’un des triangles formés par
les quatre droites et par les points d’intersection de la droite non
employée et de la conique C. En outre elles Tui sont tangentes. Je vais
chercher la conique circonscrite au triangle formé par les droites

&€ 0, Y0, A e Y b T 22O,
Son équation est de la forme
axy A pa(w 4y - z) - yy(x -ty -+3)0.
‘Du , X ’ . 1 | f N ‘
autre part, un de ses couples de sécantes communes avee G est formé
par m*x 4y -+ mz = o et par une tangente a G, wx + gy + ws = 0.
On a donc
axy +Ba(e+y45)+yy(x-+y-+3)
Ehay =5 (A& A by A= C5) - (P -y 4 S ) (i = vy 4= w3,
D’ou les équations d’identification
== @+ m*u, Y= bt g, O e [ b Y,
&+ By =4~ 2ab -+ m*v + u, Y= 2 0¢ -y - w,

B == wac -+ mw -+ mu.
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Ces équations permettent de calculer o, 3, v, @, ¢, . On a, en par-
ticulier,

. m(t —¢?) A= vac-—a® L__mb(b-2c¢) +c*— 1 —¢?
== = o=
m(m-—ru) ’ m(m—1) ’ m

)

et, en exprimant que ladroite «, ¢, w est tangente 4 G, on obtient une
relation entre a, b, ¢, m 1 o(u, ¢, w) = o.
La figure dépend done ainsi de trois paramétres; par conséquent :

La surface du quatricme degré a quinze points doubles telle que la
trace d’un cone circonscril présente la disposition expliquée est hyperel-

liptique (*).

73. Les considérations précédentes permettent de faire Pinversion
de certaines fonctions du troisicme ordre et de donner une forme
simple aux irrationnalités attachées & la surface & quinze points
doubles.

Je pose

:y - [[,', I e t;
ax &€
d’ ol
ol Yo NEL = Y = S
!imz__l_ ca (L) (U ), '__L_}__;Z._L_— == (L~ m) (¢ +m),
(- by - es)ia- fay — 3% : .
(¢w+ by _‘) ALy = e (b ) - bl aP— (L — )
pa )

Il résulte des propriéieés de la surface que les quantités

L, LU, (¢-4-1) (1), (¢~ m) (L +m),
Vie( 1) 4 bl 4= alt— (6 — ')

sont des fonctions quadruplement périodiques (*) se mettant sous la
forme de quotients de fonctions théta relatives au Tableau T,.

(1) Ceei montre que existence des quatre coniques résulte de Pexistence de 'une
d’elles,
(%) Loes caractéristiques des deux termes de la fraction élant différentes, les multipli-
caleurs sont === 1; la périodicilé est assurée pour le Tableau
5 bim, o, wa, 20b,
[ o, 4im, 26, 2ec.

Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. — Avu 19o7. 22
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En outre il serait facile de trouver en fonction de @, b, ¢, m les
¢quations des perpectives des six coniques singulitres de la surface
qui ne passent pas par (12°); on aurait six nouveaux radicaux en ¢, ¢/
égaux a des fonctions quadruplement périodiques. Enfin les ¢qua-
tions des quatre coniques perspectives de biquadratiques qui ont
servi & caractériser la surface donnent des fonctions de ¢, ¢ qui se
décomposent en deux facteurs correspondant 'un & la fonction du
troisieme ordre et 'autre & celle du neuvieme ordre.

APPENDICE.

Les deux Tableaux suivants donnent les demi-périodes qui annulent
les fonctions théta paires, de caractéristique queleongue, dans le cas
ot M est pair el 2 pair ou impair. Je rappelle que lTes symboles des
demi-périodes nouvelles (commencant par 2 ou 4) désignent des
quantités différentes suivant Ta valeur de M. Pour avoir les demi-
périodes qui annulent une fonction impaire d'une certaine caracté-
ristique, on prend toutes celles qui n’annulent pas les fonctions
paires de méme caractéristique.

TasLEAU I.

M pair, I impair.

Caractéristique, Demi-périodes ordinaires. Demi-périodes réduites.
, o oo
Wl ol aueune (417), (427), (43"), (4%")
34 0 0 "ot oot 4l o/t
4 N CERREE (317, (32"), (33"), (34") aueune
Sl
24 o ol aueune (21"), (227), (23"), (24)
, !
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Tapruav T (suite).

M pair, h impeir.

Demi-périodes ordinaires.

(317), (327), (33"), (37)

(137, (14", (337), (34")

(137, (nf"), (317), (397)

(3", (14", (337), (34")

(137, (14", (317), (327)

(12, (xq"), (327), (31"

(ioly, Ci4'), (317), (337)

Cra'), (14", (327), (347

(12'), (1d), (317), (33")

(19)), (13", (327), (33")

(12'), (13"), (31"), (34")

(i), (13'), (390), (33

(127), (13", (31'), (34")

]7[

Demi-périodes réduites.

(23"),

(»3"),

(ar'),

(w1'),

(22 ),

(22'),

(21'),

(21"),

(22'),

(22'),

(217),

(21"),

toules

(24"), (41"),

(247), (§3),

(22"), (43",

(w2"), (417),

(24"), (417),

(24"), (42"),

(23"), (427),

)t

(23"), (§17),

(23"), (417),

(23"), (42"),

(_')-/I,)y (47”)7

(42")

Cig)

(44"

(42")

(43")

(14"

(44"

(24"), (417), (44
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Caractéristique.
PV N I
0 o
Y2 R P
1 o
of I o
o o
e I o
1 o
43" .
1
33" 0o o
I o
I o
% 1 R P
o I
I o
13’
1t
4o o 1
O (¢
01
30!
1o
29! £t
0 o
L I
I o
o 1
r
F/% S N DO,
o 1
0 1
L5 LA N
rox
a1’ !
o 1
. 1
[

E. TRAYNARD.

TasLeav II.
M pair, h pair.

Demi-périodes ordinaires.

aucune
(317), (32), (33'), (34")

aucuno
(317), (32, (33", (34")
(13", (14"), (33"), (34")
(137), (14", (317), (397)
(13, (1g"), (337, (34"
(13 ), (14", (347), (32))
(197), (14"), (327), (34")
(12"), (14"), (317), (33"
(12"), (147), (327), (34")
(127), (14"), (317), (33"
(12'), (13"), (32"), (33
(x27), (187), (317), (34")
(127), (13", (32'), (33

(12")y (137, (31"), (34"

Demi-périodes réduitos.

aueunoe

(417), (427),

(43",

toules

(‘1.1(), (')-')-I))

(23", (24"),

(23", (247),

(o1, (o),

(21”), (29",

(on'), (21"),

(20! )a ("'/ll )a

(217), (23"),

(21"), (23",

(227), (23"),

(227), (23"),

(21"), (24 ),

(?"’)1 (24"),

(23"),

(43",

(41"),

(41,

)
(437 ),

(42",

(417 ),

(417),

(42",

(42 ),

(417,

(41",

(42'),

(44")

(24")

(41")

(42"

(41

(44")

(43")

(4%")

(44")

(43"

(44"

(44")

(43")
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Produits et carrés de fonctions du premier ordre.

14 /
- (O [OF )y ar

0, 0, I(""')“ 0, 0,

" Oy g = (1),
- zz(mz(p(()mf),)o-fr'(ﬂ’ (J')],,f.l o R 29) +2b,. ]

m } w, 9

) 0y 0y 0y,
- L3 ! U] 1 2
XE 2’ (:( TRl LS ( beo ) Tl (031000 g (01 05)) 0 ["( "P)'* l
)y e ) oo\ -
e 0 2 2 emitp (007 (070, n(,»l”( r1r2p) s |

)y 9 )y

s ; (20 )
2 2 (’( |1a'p n4-( o “"'m)‘(_,‘n
b iy > 2 S\‘ CoopeemiDin ) 2 S(:... S .S(:....

Voici maintenant les carrés des seize fonctions du premier ordre.
Fai ¢erit les fonetions dans Ta notation des caractéristiques et dans
celle de Reichardty je rappelle que dans cetle notation on a posé
G 3(0,0). Les formules suivantes donnent Tes expressions des ¢,
Je rappelle aussi que Fon a:

(e, v)

o O (0,0), [ Oy, 7y == 0, 0=0,,

FE Uy ) Tty ) @y (1, 0) = B0 (1, ) -y O (1, 0) -1 0O (1, 0),

T, e Tk 4. -+ 50, — 70, — 00,
@t == Thy o @y — 30y, ~+7 0 — 00,
7%, == Ty 4. — B (201 AUl 30y,
Z%, Tk o a @y, -+ POy AT “+ 00y,
Tt = T <oy, -+ [0y, AL — 30y,
Ty = Ty == oy, AT “+ 7 0y — 00y,
ot cTh == 6y, — [0y, Y By -+ 00y,
T = Th = o @, “+ 30, “+ 701 -+ 004
Thy 2Ty e xAn “+ 30y — 704, — 00y,
Tt Sy = ot @y — B 6y, -+ y Oy — 60y,
i - A0 — [0y — 70y “+ 00y,
CH" T = a @y “+ 0y “+ 7O L)
h Tl =7 “+ B0y, — 0y, — 00y
=2 T2, AT — (0, AT — 30y,
T, w= T A — [0y — ¥ 0, -+ 80,
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Produits de fonctions du second ordre.
En doublant les arguments et les périodes dans la formule de =3,
on obtient
O (1, 9) =0OWOW (1, ¢) -+ OF O (e, ) + OW O (e, ¢) 4 OO (u, ¢).

D’ou 'on passe par addition de demi-périodes aux carrés des autres
fonctions du second ordre. On a aussi

O (1, 9) O (11, 9) = O3 [ OFF) (11, ) 4O (1, 0| -

O (e, ) + O (0]

D’ou I'on passe &
O (1, 0)OE (u, 0).

Produits de fonctions du quatriéme ordre.

O (t, 0y == OB OMB (1, ) 1 OB AN (ae, ) - O OR (e, 0y 1 OB (1, 0y,

00 00 0o 4 0 40

OF (e, 0)OF) (1, 0) == QR [ O (w0, 0) - (*)M(u, o) RO () - O (e, ],

00 02 02

O (10, ) = OB OB (1r, 0 )+ OB O (0, 0) 4 ORI (e, o) 1 OB R (wy ),

0o 02 0% 06 A0

O (tey ) O (tey )= OB [OF ety 0) 4= OP (e, ey | 1+ OB [OR (e, 0) -1 OF (1, 0]

02 04 b0

Addition d'une demi-période.

oo PP L b
5/ Ut TCE A Do e Loy 0 e L
5 Rt )
= [ = A 2 ( o -f;e).u.p o) mitmfer 'k, %ru'/’ P2l Cpa)
== u,v)ye * ¢ ¢
On k|0 ’
o) o o PR b y
Ut WTL e B e ey 0 e,
rdl g g } | p b= [ 21 {7 -4 )

0)

00’

i / 17 ; ' - 1 N .
(2 TR [(// b VAo (g b ,'.J ~ X a2t g epy
=0, ,,,,/ﬂ, (16, pye—=tht v . 2) 2) ¢
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Applications numeériques.

l. — Surfuce a quatorse points dowbles.

Jai cherche dvobtenir des points doubles réels dans les plans 2,= o
ebar, == o, ce qui entraine la réalité des autres; en particulier, on peut
prendre

a4, -+, =3, My — (ly = — 3}, @i ai—7J = 34.

Le plan ax,=o0 a ¢é pris pour plan @ ==o0, le plan x,=o0 pour
enfin le plan #,=o
a la surface

plan z =
pour plan @ -+ y + =

o, le plan 2 = o pour plan y =o et
— 5 == o0, ce qui a conduit
(Bt g3 y2 4= 66D 3% -1 1433 y5 - BRo s

by — 1760w 765y — 32003 |- 3200)*

B I B e e L L R 4 G Bl S SRR B N (VCe b S -1 R (PCL L L I
Les points doubles ont pour coordonnées :
A I ‘- Py
| I :-. (:» O F P, O 2 20
) ) o1 21
1 / 8o =0
e }7 i y 0 1 1',‘; 0, L
i 7 13 13
10 % 160 1o
H P R O [0.. oo O, e
300 99 99
'O 80 9 5
/N e e 0 11 - 0
AT 2’ 8
70 5 80
1 N 0, ), 5 12....... ‘e, i, —
’ 17 17 17
20 10 110 . 160
6 0 sy 13....... —_— — 0%, ——
1 13 9 [4)
¢ 10 9 15
Tovervnn. o, i e 14.. - ——s 10
7 7 2

Les plans singuliers et les points doubles qu’ils contiennent sont les

suivants @

(1) L ow, 7, 8,0, 19, 8o — 0y 4115~ 10=0,
(2) 3, 4, B, 6, g, 12, Doy 4 9520520,
(3) 1, 3, 6, 8 10, 13, Gy - gz-—10=0,
(h) 9, Ky D, 7, 10, 13, 11 46y 4+ 25— 20 =0,
(H) 1, hy 6, 7, 11, 14, g by - 520 =0,
(6) 2, 3, 5, 8, 11, 14, z 4By 4+ hs— H=o.
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H. — Surface a trente-dewx droites.

Je pars de la configuration définie par

ce qui donne les équations
(2/2_ 40" y/z -0,
/’2 —ha't - B2 0,
(o' 40" — (31— y" = 0.
D’ou, en éliminant o et o,

()( L A6 '”"‘" - '//"' = 0.

.

D’ou les trois systemes de solutions :

I.o........ ol o= =) Ble=1, Yl e—, f— \’
10 , N 10
) | P o vz S 3l==1, Y3, o e \{; -
=4 »
5 B
Hi........ .’rr:-\—/~ A D) ) s e e
I o at Bz, v 2, 0 ,

La premiére configuration est singuliere; je choisis la seconde pour
construire la surface.

Les dix points de rencontre de deux droites situés sur 117 ont pour
coordonndées :

@y, &y, dye iy
(). I 0 2 —
1 (ony oL V1o o 6 Vio
(28 ). I i V1o — /10— 1
(24 ). o /10 4=y 10 6~y 10 8-+ 310
32y 0 0 Vio -1 ( -y 10 1
(33 . . 4—Vio — o, /10
P34y 5— 10 14 y/10 3 VAT
R0 PP, PR VATH Vio—1 9/ 10 1 3
(48" ).l 5— /10 —_ -+ 10 Bt/ 10

(4R Y e — 10 o v, 91 /To
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Les dix plans menés par la droite 11" et celles qui la rencontrent
ont pour équations :

()., X1+ 3Ly — Hy— 2, =0

1 (v2") ... X1—V10XLy —+2,=0

' (w3') ..., (6 -+ v10) g+ (6 — \/;)11 — ('), + v/10) a5+ (0 — \/l—(;).‘l:r,= 0

(24" ). (8 4+ V10)a;+ (6 —3yT10) ey — (2 - V10)ay =+ (4 —/10)a, = o
/(390 ('), 4= \/-l-;;)."(f, — ((3 —+ \/]?).::.,, -+ () —_— \/_l—(-)).l.';;—i— ((} — x/;).r/, =0
(33 (2 4 V10 )@y + /1oy —Vioaxy -+ (2 —y10)w, =0
(34" ... ('), -+ ‘/76)1, - 3y - (l e m).‘lf;;+ (,'1 — \/l_f‘x)u =0
4y (44 y10)ay— (64 3V10) s+ (2 — V10)ay+ (8 — Y10 ), = o

(43 (4 4+ V/10) a3y — (= 10)ay+ (2 —V10) =0
46 (G V00) e — 10 —V10a, (4 —/10)ay=o

Enfin équation de la surface est

(et el b - k) 1o (et ) (k- 2k)

o= G0 (ot el gy, 0.

dnn. Ee. Norm., (3), XXIV. — AvaiL 19o7. 23



