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SUR LES

FONCTIONS THETA DE DEUX VARIABLES

SURFACES HYPERELLIPTIQUES,
Par M. K. TRAYNARD.

s ) ST

INTRODUCTION.

(Cest assurément Pune des plus belles découvertes mathématiques
de Jacobi que celle des fonetions d’ane variable qu'on a appelées
depuis fonctions théta. 11 les a lui-méme presentées sous forme de
produits infinis et sous forme de séries et a donné Pexpression des
fonctions elliptiques au moyen de quotients de séries de celte espece.

La généralisation de ces résultats pour les fonetions inverses des
intégrales hyperelliptiques Tui est due également pour le principe.
Dans un Mémoirve publie dans le Journal de Crelle ('), 11 montre qu’il
ne faul pas songer a ctudier la fonction a - 2w ) définie par Tégalité

) (o4 oy
“- e A L
_/ \/.l'! o) (b )y (G 2 ) (1= piar)

car cette fonetion admet quatre périodes, ce qui est absurde (%), Au
contraive, Z étant un polvnome en s du cinquiéme ou du sixiéme ordre,

() Tome 13, 1835, p. 55,
(%) Loc. cit., p. 71.
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il pose

Les fonctions 2 = Ah(u, «'), y = X (n,«’) ont alors quatre paires de
périodes et cela n’a rien d’absurde (*).

Mais alors que la théorie des fonctions elliptiques faisait des progres
rapides, celle des nouvelles fonctions, appelées par Jacobi fonctions
abéliennes, avancait bien lentement. En 1846, "Académie des Seiences
de Institut de France, voulant diviger les recherches dans eette voie
quelle reconnaissait difficile, proposa pour le Grand prix de Mathe-
matiques la question suivante :

Perfectionner dans quelque point essentiel la théorie des fonctions
abéliennes, ou plus ge'mr’ra[«mam des transcendantes qui résultent de la
consideration des intégrales de quantites algebriques (*).

Le prix fut décerné en 1849 4 G. Rosenhain. Dans le Mémoire qu'il
avait déposé (?), il donnait les expressions de certaines fonetions
symétriques de x el y, en particulier de @y et 2 4 y, au moyen de
quotients de séries entieres analogues aux fonctions théta d'ane
variable. Ainsi le probleme de Uinversion des intégrales abéliennes
etait résolu par introduction de nouvelles fonetions entivres de deux
variables qu’on a appelées aussi fonctions théla.

Une autre solution était trouvée en méme temps et toula fait inde-
pendamment par Gopel ().

On trouve dans les deux Mémoires les seize fonetions d'ordre wun et
la démonstration de certaines relations entre Jes carrés de ces fone-
tions. Les deux auteurs font remarquer la possibilité de extension
de cette théorie & plus de deux variables.

(1) Loc. cit., p. 77.

(%) Comptes rendus de U Adcad. des Se., 1846, p. 767.

(%) Mém. des Sap. éur., 11X, 1851, p. 361 el Ost. Klas., n* G5,
(*) Journ. de Crelle, 1. 35, 1847, p. 277 et Ost. Klas., n® 67.
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Cette extension peut se faire dans deux voies différentes. On peut
introduire les fonetions theta de plusicurs variables pour Pinversion
des intégrales hyperelliptiques de genre supéricur i deux. Je ne m’en
occuperai pas ici. On peutaussi les considérer pour la résolution du
probleme suivant :

Représenter une fonction uniforme de p variables a 2p périodes par le
quoticnt de dewx fonctions enticres.

Ce probléme se présentait tout naturellement a la soite du préce-
dent; les fonctions uniformes xy, x + y des deux variables «, &' ¢tant
des quotients de deux fonctions théta, en était-il de méme pour toute
fonction 2p fois périodique de p variables?

En 186o, Riemann affirmait sans le démontrer. Le point capital
¢tait Pexistence de relations entre les périodes d’une fonction 2p fois
périodique, puisque les modules des fonctions théta ne sont pas indé-
pendants. Weierstrass donna des propositions qui conduisaient i la
démonstration du théortme. MM, Picard et Poincaré la firent effecti-
vement (Comptes rendus, 1883). On en a donné d’autres depuis, parmi
lesquelles celles de MM. Appell et Painleve dont je parle au Cha-
pitre I; citons enfin une démonstration de M. Picard (Comptes rendus,
t. CXXIV), et une démonstration de M. Poincaré (Acta mathematica,
t. XXII).

Les fonetions thata ont fait Pobjet d'un (rés grand nombre de tra-
vaux; on en trouvera une théorie treés compléte ainsi qu'une biblio-
graphie trés riche dans Knaser, Lelrbuch der Thétafunctioner.

Une application extrémement importante des fonctions théta de
deux variables est la théorie des surfaces hyperelliptiques. Les coor-
données d’un point dune surface hyperelliptique sont des fonctions
quadraplement périodiques de deux paramétres. M. Picard (') a étudié
ces surfaces; il a montré notamment qu’elles admettent deux intégrales
de différenticlles totales de premiére espece, lorsqu’elles sont repré-
sentables point par point sur le champ hyperelliptique, et que leur

(V) Journ, de Math., 1885, p. »81 cl 1889, p. 223, Poir aussi la Théoric des Sfonctions
algébriques de dewr variables, par Prearp ot Simanr, b 1L, Chap. XI V.



8o E. TRAYNARD.

genre géométrique est égal a lunité. M. Humbert () a donné une
D D . ) . . .
théorie fondée enticrement sur la considération des fonetions théta (*).
Ces recherches ont 6té faites en considérant les fonetions relatives
au Tableau de périodes
2im, 0, d, b,

o, =2im, b0, c.

Mais, ainsi que je le montre dans le Chapitre I, le théortme général
sur la représentation des fonctions quadruplement périodiques de
deux variables conduit & considérer des fonctions pour lesquelles la
premiére période est divisée par un entier M.

Jétudie dans ce travail (*) les conséquences de Pintroduction de
Pentier M. Elles sont assez importantes pour avoir nécessité une
revision de la (héorie générale. Je fais cette revision dans les trois
premiers Chapitres. Le Chapitre 1 traite du nombre des fonetions
théta, de leur parité, de leurs zéros; je signale un cas tout nouvean
a ce point de vue, el & d'autres aussi, celui ot ordre des fonetions
théta est ¢égal au produit d’an nombre M pair par un nombre impair.
Les Chapitres 1T et HI étudient les surfaces hyperelliptiques représens
tables point par point dans le champ hyperelliptique ou bien & la
facon de la surface de Kummer. Les résultats obtenos ne différent
pas essenlicllement de ceux qui avaient ¢té donnes par M. Humbert,
et la plupart du temps jai pu simplement les énoncer en renvoyant
a son Mémoire pour leur démonstration.

Les Chapitres suivants traitent des applications.

Le Chapitre IV contient les éléments d'une théorie générale des
surfaces représentables comme la surface de Kummer dans le cas
ou M est égal i deux.

Dans le Chapitre V, j'ai établi 'équation de la surface de Kummer
sous diverses formes qui devaient me servir dans la suite.

Dans le Chapitre VI, j'étudie une surface hyperelliptique du hui-

(1) Journ. de Math., 1893, p. 2.

(%) Jaurai souvent & renvoyer 4 ¢o Mémoire; Jai adoplé pour ces renvois un signe
spéeial @ an H suivi du numéro du paragraphe.

(3) Une partie des résultats a 616 donnée dans des Notes aux Comples rendus de
Udcad. des Sc., t. CXXXVII, p. 3395 t. CXXXIX, p. 7185 t. CXL, p. 218 et g31.
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(itme degré représentable point par point sur le champ hyperellip-
tiques je donne la classification complete des courbes tracées sur celte
surface.

Dans Te Chapitre VII, jétudic une surface du quatriéme degré
a 14 points doubles, et je montre que ¢’est un type défini dont je
donne les caractéristiques gétométriques.

Le Chapitre VIIT contientla méme étude pour une surface du qua-
tricme degré a 32 droites, et le Chapitre 1X pour une surface du qua-
tricme degré a 15 points doubles.

Enfin, dans un Appendice, je donne dans deux Tableaux les demi-
périodes qui annulent les fonctions théta dans le cas ot M est pair;
Jindique quelques formules dont jai fait usage dans le cours des
Chapitres précédents, et je fais des applications numériques pour des
surlaces a 14 points doubles ou i 3o droites ayant tous leurs ¢léments
remarquables réels.

Pour les applications Pintroduction de Pentier M a une grande
importance. Au point de vae des surlaces hyperelliptiques, on a une
tres grande richesse de combinaisons permettant de trouver des sur-
faces dun degré donné; ¢est un fait analogue qui se produit avee les
fonetions singulicres étudices par M. Hombert, et je rappelle que
clestoen se servant de ces fonctions qu'il a donné les premiers
exemples de surfaces a 15 points doubles ou a 32 droites (*). D’autres
applications exigent ¢galement Uintroduction de M; je ne citerai que
la suivante @ dans son cours du College de France (19o4-19ob),
M. Humbert a démontré que les coordonnées d'une tangente & deux
quadriques sont fonctions hyperelliptiques de deux variables avee
f\’l wTE .

On me permettra, en terminant ce travail, de remercier M. Humbert
et M. Painleve aupres desquels jai trouvé des encouragements et des
conseils précicux et qui ont toujours apporté la plas grande bienveil-
fance i diriger et a faciliter mes recherches.

(ty Comptes rendus de L Adead. des Se., L CXXIX, p. 6405 L XXX pego. - Dans une
Note réeonte, M. Bémy montre que les surfaces de M. Humbert cont des cas particuliers
de eeltes que j'étadie iel ( Comptes rendus de Udead. des Sc., L. CXLIL . 768 ).

i e

Aun. Lico Norm., (3), XRIV. — FeyriEn 19o7. 1
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CHAPITRE 1.

GENERALITES.

Introduction du Tableau de périodes Ty.

1. On sait comment la représentation des fonctions quadruplement
périodiques de deux variables par le quotient de deux fonetions
entieres conduit & la considération des fonctions théta de deux vi-
riables.

Je rappelle en particulier que la démonstration de M. Appell (*)
introduit la fonction @, (x, y) satisfaisant aux relations

O (z2im, y) =P (x, ),

’ (Dl (,(:, Y

. /l(-"”)?-‘)"
D, (2, y-+2im) e fh

D (4,7 -+ 2y) =y (i, ),

2M T {"A b
P1

, (¥
Oy (e -tay,y +0)) e ®, (2, y),

et la fonction unaloguo ‘l"'. On a, en outre,
—‘“l ((j 0’ o o ) % \] l‘
. g - SErd B .o
2T e e ‘

En posant alors

%, Y
Ny, y T
i i1

on obtient les fonctions ®,(X, Y ), W,(X, Y), et les relations

[ W, (X +=2im, Y) D, 0X, Y,

.z A o
(1'2<X - 2UT ;:I“: Y Jfah) (}”\‘(l ‘l’z(xa Y)’
(1) : o o

; 4M 7t . @l
(l)z ()\ L 1TE s Y i !2...‘) ,j,.\ln\' [ (l’z(x, Y ).
21

' C, (X, Y tuim) (X, Y),
| . By

() Journal de Liowville, ¢ série, 1. V11, pe199.
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De méme, la déemonstration de M. Painlevé (') introduit les fone-
tions HHCX, Y) satisfaisant aux relations

( X b odm, YY) IO, Y) S H(ONL,Y -2,
(n) CHONC-E ALY =By e e X, Y),
H(X ALY - By=— MY v CII(X, YY),

avee MB - A7
Ces résultats ne different pas au fond; je les prends sous leur se-
conde forme; en posant

. nA ol , B " A
X o —MX, = Ryt Y Yy ) -, M A1,
B B, B -,

les relations (2) se transforment dans les suivantes :

\l"("‘x N \) (X0, Yy (X, Yy b aim),

(3) / Mo (X4 'A")

/ (X, ALY, 1By — ¢

<MY+
("

(X, Yy,

G
LI X, B, Y ) LKL Y

Drailleurs les fonetions 1y admettent la periode 207, 05 ce sont des
fonctions théta relatives an Tableau de périodes

" (I /'7:, 0, ,\,, B‘,

[ o, vim, B, .
I s’est ainsi introdutt un divisear M de la premiere période. Je
désignerai le nouvean Tableau de périodes par

20T
" M 0, A, By,
Mo

0, aim, By, G,

Je me propose d'examiner les conséquences que Pintroduction du
diviseur M peat avoir dans la theorie générale des fonctions théta et
dans celle des surfaces hyperelliptiques.

?

(1y Compes rendus de U Acadenve des Sciences, 1. CXXXIV, p. 808,
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Fonctions théta relatives an Tableau Ty.

2. Me plagant au point de vue de celle application géométrique,
je limiterai I'étude générale aux fonctions comprises dans la for-
mule (H., 3) :

SEAY (1, 0) = 22(‘(/: 4 2} | /tp)lur(!/ i ": ho) e it
,0)= :
0o
P o
mw

1 [ ( [ s ' m o D .
sila ,rv%;uh/tp) +2/»(/v } -:rl-ll"i)(l’-ﬁ—‘. ;/:6) (o] (t/ b
< el/l \ 8 ) ] 4

(1) 65

'.m)"l

ot % désigne Pordre de la fonctions p el g deux entiers positifs ou
nuls inférieurs & A; w, o, 0, 0" des nombres ¢gaux i o ou 1 formant

la caractéristique; a, b, ¢ les périodes appelées ci-dessus Ay By, Gy
Pour que tous les termes de la série précédente aient un meme

. 2l o .
multiplicateur lorsqu’on augmente u de ==, il faut que A soitun mul-
] 8 M |

tiple de M, ce que les considérations précédentes avaient déjia montré
dans le cas ot la caractéristique est nulle. Le plus petit parallélepi-
pede de périodes auquel est relative une lonction théta sobtient en
prenant pour M le plus grand diviseur de son ordre; le plus petit
parallélépipede pour plusicurs fonctions s"obtient en prenant pour M
le plus grand commun diviseur de lears ordres. Je supposerai deésor-
mais que cette réduction a été effectuée el je metirai toujours le coefti-
cient M en évidence.

Les fonctions théta considérées seront alors dites rédudes et le
Tableau Ty sera qualifié de méme; par opposition, les fonctions de la
forme (1) et le Tableau T seront dits ordinaires.

Caractéristiques réduites.

. i 20T . . ' .
3. En augmentant « de v 0 la fonction G)}{‘,')}'I 0 o (u, ¢v) se
(e ) 4E
reproduit multiplice par e” * 7 ¥,

Il semble done qu’il s'introduise ainsi une infinité de nouvelles
caractéristiques; mais la plupart doivent étre rejetées en vertu des






