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PROBLEME DU MOUVEMENT

MASSE FLUIDE INCOMPRESSIBLE

FORME ELLIPSOIDALE DONT LES PARTIES §’ATTIRENT

SUIVANT LA LOI DE NEWTON;
Pan M. W. STEKLOFF.

(SUITE.)

i .

CHAPITRE HI.

MOUVEMENT DE L ELLIPSOIDE FLUIDE A TROIS AXES INEGAUX.

Cas ou l'ellipsoide fluide ne change pas la grandeur de ses axes
pendant le mouvement.

I. Dans son Mémoire, cit¢ plus haut, Riemann a indiqué deux cas
possibles du mouvement du liquide, ot sa surface libre conserve, pen-
dant le mouvement, la forme de Uellipsoide & trois axes inégaux.

Les mouvements dont il s’agit correspondent & la supposition que
'une ou deux des trois paires

() (w,ay, (9,0, (s,0'),

u, u, e, ¢, w, o tant les variables de Riemann (voir Chap. I, n° §),
soient égales & zéro.

Dans le premier cas le mouvement du liquide est stationnaire et
Pellipsoide se tourne autour de son centre, comme un corps solide; dans
le second cas le mouvement n’est pas, en général, stationnaire, mais
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il peut se réduire & celui-ci sous certaines suppositions particuliéres.
Riemann a posé ensuite la question suivante :

Trouver toules les solutions particuliéres des équations différentielles du
mouvement correspondant a la supposition que les quantités a, b, c (les
demi-axes de Uellipsoide) restent constantes.

Son analyse, dont il n’a pas reproduit des détails, I'a conduit a la
conclusion que la condition que l'un ou deux des trots couples (o) sovent
égaux a séro est non seulement suffisante, mais encore nécessaire pour
qu’on puisse satis faire aux équations du mouvement par les valeurs con-
stantes des inconnues a, b etc (').

L’étude détaillée du probleme, posé dans la premicre Partie de mon
Mémoire, m’a conduit & deux solutions particulieres des équations du
mouvement, ot @ = b et ¢ restent constantes, tandis qu’aucun des
couples (o) ne s’annule et les quantités u, «’', ¢, ¢', w, " dépendent
explicitement de ¢.

J'ai obtenu ainsi, au point de vue de I’Analyse pure, de nouvelles
solutions particulieres qui ne peuvent pas étre déduites des équations
du mouvement, si I’on essaye & les satisfaire en posant

a= b = const., ¢ = const.

et en égalant en méme temps & zéro 'un on deux des trois couples ().

Donc, & ce point de vue, la proposition énoncée plus haut est
inexacte et perd son sens dans le cas d’un ellipsoide de révolution.

Sinous allons abandonner les considérations purement analytiques
en attribuant le sens mécanique a toutes les quantités qui figurent
dans les équations du mouvement, nous ferons correspondre & chaque
solution un mouvement possible de I'ellipsoide fluide.

En tenant compte de ce que les solutions particuliéres, indiquées
au n° 6 de la premiére Partie du Mémoire présent, sont nouvelles au

(1) Comparer les Mémoires suivants : M. Pacovs, Sul moto di un ellissoide fluido ct
oniageneo (Tesi presentata alla Scuola Normale super. di Pisa, 1869, p. 46, 47). —
M. O. Tevoxe, I/ moto di un ellipsoide fluido secondo U'ipotesi di Dirichlet (Pisa, 1894 ).

Ues travaux, publiés dans les recueils trés peu répandus, m’ont échappé lors de la
composition du Mémoire présent. C'est seulement lorsqu'il était déja sous presse que jai
reconnu les recherches tout a I'heure mentionnées, grace & lindication aimable de
M. T. Levi-Civita.
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point de vue purement analytique, j’en ai conclu que les mouvements
possibles correspondant & ces solutions (n° 10, p. 524-527 de la pre-
miére Partie de ce Mémoire ) sont aussi nouveaux et non stationnaires.

Mais cette derniere conclusion est inexacte.

En effet, M. S. Tchapliguine, dans une lettre du 19 avril 190G, a
atliré mon attention sur ce fait que les mouvements du n° 6, page 516
de la premiére Partie de ce Mémoire (octobre 19o8), ne different pas,
au fond, de ceux qui correspondent & la supposition particuliére r = o.

Je crois de mon devoir, en profitant de la permission de M. Tcha-
pliguine, d’exposer britvement ses remarques sur ce sujet. Les équa-
tions (27), (28) et (29) (p. 516) conduisent aux équations

(((Tll) —=rq, %% = —rp.

Désignant par ¢, ¢’ et ¢” les cosinus des angles que fait w, la projec-
tion de la vitesse angulaire sur le plan équatorial de I'ellipsoide, avec
les,axes mobiles Z, 7, {, on trouve

dad da’ da" N ~

—_— N Ny . . —
— = ré —qgo —— =o' — ro, =¢qgo— po.
dt 79 dat ! dr —9° ¢

Il s’ensuit que la direction de w reste fixe dans U'espace et que la sur-
face de I'ellipsoide tourne uniformément autour de cet axe fixe. Cela
posé, introduisons le systéme des coordonnées OX,, OY,, OZ,, en
prenant pour OX, la direction fixe de w, pour OZ, I'axe de révolution
de I'ellipsoide, pour OY, une direction perpendiculaire au plan X,0Z,.
Désignant par ¢ I'angle que fait 'axe OX, avec I'axe des &, on peut
présenter les composantes «, ¢, ¢ de la vitesse absolue du point £, %,

du liquide, suivant les axes &, n, {, sous la forme suivante :

) . (s) ) .
(5) u :—;Csxn@’ @ T e é.:cogp, m::———s'--'_‘sd(ESlnCp—&-ﬂCOS&?).

Désignant ensuite par U, V, W les projections de la vitesse absolue
sur les axes 0X,, OY, et OZ,, on en tire immédiatement

E0)

0)
U=o, V=—2: W=- 22y
et s étant les coordonnées du point §, v, § par rapport aux axes OX,,

0Y,,0z,.
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;

Les dernitres équations montrent que le mouvement défini par les
équations (8) (voir p. 524-527 de la premiére Partie de ce Mémoire)
se réduit & un mouvement stationnaire et ne différe pas, au fond, du
mouvement correspondant a la supposition particuliére o = o ou, ce
qui revient au méme, r = o.

D'aprés ces remarques, on peut exprimer les résultats des recherches
de la premicre Partie de ce Mémoire comme il suit :

Les seuls cas possibles du mouvement d’une masse fluide tncompres-
sible, dont les parties s’ attirent suivant la lof de Nesyton et dont la surface
libre conserce, sous la pression exiérieure constante, la forme «(’un ellip-
soide de révolution, sont les suivants :

10 Le mouvement de Dirichlet, possible pour un ellipsoide aplati aussi
bien que pour un ellipsoide allongé ;

2° Dewx cas du mouvement, indiqués au n® 10 (p. 524-527) de la
premicre Partie de ce Mémoire, qui ne sont possibles que pour un ellip-
sotde allongeé et qui se réduisent, de la maniére indiquée plus haut, aux
mouvements stationnatres.

Ces trots cas sont les seuls possibles pour un ellipsoide de révolution, de

sorte qu'il 1’ en existe pas d’autres differents de ceux-ct.

2. Le probléeme du mouvement d’un ellipsoide fluide de révolution
étant ainsi complétement résolu, passons & I'étude du mouvement
d’un ellipsoide 4 trois axes inégaux. '

Nous pouvons maintenant nous borner au cas ot le produit

0=:(b—c)lc—a)(a—0b)

reste différent de zéro, ce que nous allons toujours supposer dans ce
(ui va suivre.
Proposons-nous & résoudre la question suivante :

Trouver tous les cas possibles du mouvement d’un ellipsoide A TROIS AXES
INEGAUX sous la supposition que les demi-axes a, b, ¢ restenl constanls
pendant le mougernent (probléme de Riemann).

Supposons que

(1) @ = consl., b = consl., ¢ = consl.,
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¢’est-a-dire
(11) a=B=y=o.
Les équations (43) deviennent

~

S1= (B y3) 0 = (B4 0a) g — 2y Yy — TaVy= 2({- +24

(2) Cfam (i y)p (X y) r -y — 2y = ')IT, + 2B,

2). N
fi= (2t ya)g— (24 ¥)p — XYy Ly Y= 1(— -+ 2 (.
Multipliant ces équations respectivement par a, & et ¢ et addition-
nant les résultats, on trouve
6)+2(Aa+Bb+Cc)=bxi+cyl+caxli+ayl+axi+ byl

Or, dans le cas considéré l'intégrale de forces vives (52,) (Chap. I)
donne, en vertu de (1) et (1,),

(2y) bri+cyt+cx}+ayi+axi+ byi=-const.

Donc
) == const.

Il ’ensuit que dans les conditions (1) les équations du mouve-
ment (41) et (42) admettent les trois intégrales suivantes
(24) fi==const., f27= const.,  f== const.

Introduisons au licu des variables z; et y; les variables s, 35, 745 p,

g et rdun® 7 du Chapitre [.
Les intégrales (2, ) deviennent

d-ab(c—a)yzy—ac(a—b)rs+ b3} + cs3=conslL,

gy a(b-—c¢)(3e+b)pr—c(a—b)(b-+ 3a)r?

3 / X ., A

( fac(a-—-byrs,—oa2a(b-—~c)ps €35+ asy==consl.,
, tyebe—ay3a-c)gr—alb—c)(c+3b)p*

At (b e\ p3y— 2 bic—a)q i+ asi+ bsi=consL.
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Les dérivées
doy  do,  dos
de’ df’ dt

doivent s’annuler, en vertu des équations différentielles (46) et (47).
En effectuant le calcul on obtient les équations suivantes :

(4) M(b—c¢)+cqa 53— brzis,—cb(b—c)pgr=o,
(5) M(c —a)+ars,s,— cps,53— ac(¢c —a)pqr=o,
M(a—b)+ bpz; 53— aqs;5,— ba(a— b)pgr=o,

oul'on a posé
P

M=aszqgr+bzs,rp+ t3;pqg —opqr =8 — wpgr,
w = bc + ca + ab.

L’'une des équations précédentes est une simple conséquence des
deux autres. '

Les équations (4) et (5) donnent
(6) P5233(b—¢) +¢q535,(c —a) +rz;5,(a— b))+ dpgr =o.

Multiplions maintenant (4) par a(c —a), (5) par 6(b —c), et
retranchons les résultats. '
On trouve

(7) Mo +bc(b—c)psysy—ac(c—a)qs,5,+ ab(a — b)rz;5,=M3+T =o,
ou I'on a posé
T=1bc(b—c)psyzs+ ac(c—a)gz,3;+ab(a— b)rz, s,

Multiplions les équations (47) du Chapitre I respectivement par
be(b — ¢), ca(c — a), ab(a — b), et additionnons les résultats.
On obtient, eu égard a (1,),

d
abe [ p'(b—c)+g*(c —a)*+ r*(a — b)*]

=T =80+ [pbe(b—c)+ mcalc — a) + psab(a— b)|pgr.
Or,
prbe(b —c)+ pyca(c —a) + pyab(a — b) =da.
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On a donc, eu égard a (7),
c';bc‘d[ O —c)+ g e 2 2 ¢ by
det? )+ g (e — a)+ rt(a — b)?)
=—T—(S—wpgr)d=—(T +Md) =o.

Donc, les équations du mouvement admettent, dans ’hypothése (1)
faite sur a, b et ¢, I'intégrale suivante :

(8) Yr=p*(b— )+ q*(c — a)*+ r*(a — b)*= const.,
ou, en vertu de (40) du Chapitre I,
(9) (bxy -+ cy, )2+ (cxy+ ay,)?+ (axy+ by,)?= const.
2. Additionnons maintenant les équations (2).
On trouve, en se¢ rappelant que A = const.,
(10) Zy Y1+ Xg)e+ Z3yz= const.,

o . .
ce qul exige quon alt

d

dt (1 y1+ X9+ 231y) = 0,

en vertu des équations (41) et (42) du Chapitre I.
On obtient ainsi la relation suivante :

(11) Xy X9y V) ¥y Yy 7T O

On voit donc que, dans le cas considéré, les variables z; et y
(=1, 2, 3) doivent satisfaire aux équations (50), (51), (2,), (9),
(ro) et (11) qui se réduisent aisément aux six équations suivantes :

== bua?+-cal+ azi+cyl—+ay;-+ by;=cousl,
bo== b2l 4 tal 4 alal+ ctyl 4 aty;+ by = const.,
(12) Uy== bex?+ cawi-+ aburl-+ beyi+ cayi—+ aby;= const.,
(13) Y= &, ¥+ &y s+ 23 ¥3== consl.,
b= bew, y, + cax,y, + abay yy== consl.,
(14) Yo == i, By &y~ Y1 V2 ) 3= O-
Nous allons distinguer deux cas différents :

Ann. Ec. Norm., (3), XX VI — Jun 1gog. 36
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1° Chacune des paires
(‘Z"l' :”l)s (‘TT. .}‘2)7 (*r:h :"3)
reste différente de zéro, ou
2° Au moins 'une de ces paires s’annule.
Considérons le premier cas.
Il est aisé de s’assurer que le jacobien

I) —_ 1)("!/11 ('P“l’ lIJ:h "’H"ﬁ’ "!J:i‘ LPG)
D (g, ey 2y, Y1 Vs Ys)

de six fonctions ¥, (i=1, 2, 3, 4, 5,6) n’est pas ¢gal identiquement &
zéro.
En posant, en effet,

LI Xy = Yy == 0, .2‘3::‘}./1:)'2:[,
on trouve aisément
D=—0d=—(b—c)(c—a)(a—b),

une quantité différente de zéro, d’aprés I'hypothése faite sur ¢ (65 0).

Les équations (12) forment donc un systéme de six équations indé-
pendantes qui ne peuvent étre satisfaites que par des valeurs con-
stantes de x; et y; (1 =1, 2, 3).

Abstraction faite du cas ou & s’annule, on peut affirmer que, s’il
existe un mouvement du liquide correspondant ala supposition que la
surface libre du liquide conserve la forme d’un ellipsoide a trois axes
inégauwrx, qui ne changent pas leur grandeur pendant le mouvement,
et que chacune des trois paires

(144) (‘Tuh)a (l"aJ’): (J'zv}?)

reste différente de Zéro, ce mou»ement d01t etre nccessalrement sta-
tionnaire, c¢’est-a-dire on doit avoir

(5) &y = const., Z,== const., 23 = const.,
15

p = consl., g =const., . r= const.

Il importe de remarquer que cette conclusion peut devenir inexacte,
¢ ou I'une des paires (14, ) s"annulent.
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Supposons, par exemple, que
a=2~b, Xy= y3z=o0.
Les équations (12) se réduisent aux trois suivantes :

@ xi4+c xi-+c yi-+a yi=consl.,
a*xri—+ctei+ ctyl+ a’yl= const.,

&,y -+ 2, ¥s== const.,

contenant quatre variables z,, x,, y, et v,, qui peuvent ne pas étre
égales a des constantes, comme nous l'avons déja vu dans le Cha-

pitre 1I.

3. Multiplions les équations (46) successivement par asz,, bz,, ¢z,
et additionnons les résultats.
On trouve

(az+ bzsi+czl) = pz,5;(b—c) + ¢35 5(c—a) +rsz.(a —b)=R.

&) —
SR

d’ott 'on conclut que dans le cas considéré
(16) R=o,
car, en vertu de (15) et (45) du Chapitre I,
§,=const., 3,=const., 53= const.,

Les équations (16) et (6) (du numéro précédent) conduisent a la

suivante :
opqr =o.

Il s’ensuit que, dans le cas d’un ellipsoide a trois axes inégaux, au
moins I'une des quantités

, Py 4 T
doit étre égale & zéro.
Supposons, pour fixer les idées, que

P =0,
c’est-a-dire, en vertu de (40) du Chapitre I,

ba,+ cy;=o,
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Supposant d’abord que
€, et @,

soient différents de zéro, on trouve

. 1]
(17) Y= Zzl

Les équations (2) donnent [vour I'équation (13)]
(18) XV Xy )a+ X3Y3 = const.,

car A, @, b et ¢ ne dépendent pas de ¢.
Posant maintenant dans (41) et (42) du Chapitre I

L= 2=y =0,

W

on obtient |voir I'équation (11)]

Xy Xy T3 ¥ Y2 Ya=:0,
d’ou l'on tire, eu égard a (17),
(19) cryxrs—byyy;=o,

car, d’aprés 'hypothése faite, x, est différent de zéro.
On doit donc avoir

(&2 + 2y x3) — b(yhys+ ¥3)2) =05

J2J

d’ou lon tire, en tenant compte des équations (6), (¢) (41) et (b),
(¢) (42) du Chapitre T,

P&+ 3) —q(La+y,) —2Z3y;— 22 Y, = 0.
Retranchant cette équation de la premiere des équations (2), on

trouve
XYy -+ X3 )y == const.,

d’ou, en tenant compte de (18),

)y =const.,
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¢’est-a-dire, en vertu de (17),

(20) .2y = consl., ¥1= const.

4. Ces ¢quations conduisent, en vertu de (@) (41) et (@) (42) du
Chapitre I, aux intégrales suivantes :

Ye(ys—1)—qys=o, Zy( X3+ r)+qury=o,
qui peuvent s’écrire, en vertu de (40) du Chapitre I, sous la forme

a(c+b—oa)y,y;+ a(c—a)y,rs—c(a—b)y,r,=o,
a(le+b—2a)r,ry,—ala —byy,x;+ b(c — a)r,y;=o.

De ces égalités on tire, eu égard a (19),

Y Y
cbxry,  atr,

Substituant maintenant ces expressions de y, et y, dans (19), on

trouve
cryxy(1—Ath*a?) —o.

Supposons d’abord que x, et x, soient différents de zéro.
Dans cette hypothése on doit avoir

- £
A= —y c==1
ba
ot
C a
2 Yy ITm & — X ‘a T E - g
(21) ¥ Pl ¥ 5%
Sie==—1, on aura, en vertu de (40) (Chap. I),
p=o0, ¢ =o0, P 0,

¢'est-d-dire Iellipsoide ne change pas la direction de scs axes.
Nous allons considérer ce cas particulier plus tard.
Ste=+1, on aura
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et, en vertu de (40) du Chapitre I,

2C T,
P =0,

q

2@y

T a—b

Substituant (17) et (21) dans les équations (a) (41) et (a) (42)
(Chap. I), on trouve

= )
¢c—a

(a—b)(c—a)bx|+ cp,zyx, =0,
(a—b)(c—a)bx|—cpza= 0.

On en conclut que

Zy ou

ce qui contredit 'hypothése faite.

Z3 =0,

Le mouvement correspondant a I’hypothése faite est donc impos-
sible.

5. Considérons maintenant le cas ou 'une des quantités x, ou «,
est égale & zéro.
Supposons que
X3 =o0.

On trouve, en vertu de I'équation (&) (41) (Chap. I),

¢’est-a-dire : ou

qZ3=0,
qg=o, ou x3== 0.
Sig=o0, ona, eu égard a (b) (40),
Ys==O.
Les équations (4) (40) et () (41) du Chapitre I donnent.
Yilys—r)y=o, xy(x3—r)=o,
d’olt
c’est-a-dire
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Donc un seul cas du mouvement possible, sous I'hypothése faite,
est celui ou p, ¢ et rs’annulent i la fois.
Si
o \ Xy= o0,
on a, en vertu de (¢) (41),

¢'est-a-dire

I s’ensuit que

et, en vertu de (¢) (42),

On retombe de nouveau au cas o p, ¢ et » s’annulent a la fois.
Nous obtiendrons le méme résultat si, au lieu de

Iy= 0,

nous supposons (aw début de ce numéro) que x;=o.

6. Les recherches précédentes montrent que I'hypothése que =z,
et y, soient des constantes différentes dé zéro est, en général, inadmis-
sible, au moins si 'une des quantités p, ¢ et r est différente de zéro.

On doit donc supposer que [hypothése (2) du n° ‘)J

Xy = y;=0, p=o.

Dans ce cas on trouve, eu ¢gard aux équations (l)) (¢) (41) et (b),
(¢) (42) du Chapitre I,

x, = const., 2, == const., Y= cansl,, )= const,

Les constantes a,, vy, v, et y, doivent satisfaire aux équations sui-
vantes :

(23) [ 72007+ Ty — 173 =o,

| @23+ rry— gy =0

et aux trois équations (43) du Chapitre 1.
Il faut distinguer deux cas différents :
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a. Chacune des deux paires
(23) (22, ¥2), (23, ¥3)

reste différente de zéro, ou

b. L'une des paires (23) s’annule.

Dans le premier cas ¢ et 7 restent différents de zéro et I'ellipsoide
fluide se tourne autour d’un axe, situé dans son plan principal; dans
le second 'une des composantes ¢, r s’annule et le mouvement d’en-
trainement se réduit a la rotation de I'ellipsoide autour d’un de ses
axes principaux.

Nous retombons ainsi 4 deux cas du mouvement stationnaire, indi-
ués par Riemann.

Il faut encore ajouter le cas ou p, g et r s’annulent & la fois, c’est-
a-dire l'ellipsoide fluide ne change pas la direction de ces axes
pendant le mouvement.

Supposant que

p=qg=r=o,
on trouve, en vertu de (40) du Chapitre I,

b ¢ a
_}’1——‘E~l'1a Ya=— — &y, Y3 =" 7 X3.

b

Les équations (41) et (42) conduisent aux suivantes :

br, —cxyx;=o, bx + cx,x3=o,
v ! 3 m— —

CXy— QX7 == 0, cxy,+ax,r; = o,
ax,—bx ry=o, axy+ bx,x,=— o,

qui exigent que deux des quantités x,, z,, x, s'annulent et la troi-
siéme reste constante pendant le mouvement.
Supposons, pour fixer les idées, que

Xy== Xy, = 0, @Zy== const.

Les équations (43) deviennent

a'z"—-— A

pEs= g TN

a 22
—_——gl=

5% 7 + 2B,
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d’ou
A
-+ C=o,
c
Tt oA CC a_,_ Ce
(23) —gd'aw?(r\——a— ’ —z@=2(B— )

Ces équations exigent qu’on ait

¢c>a, c>b
et

(24) b(Aa— Cc)=a(Bb—Cc).

Ces conditions étant remplies, les équations (23) se réduisent & une
seule et déterminent la valeur de «,.

Nous avons ici un cas connu du mouvement, indiqué par Dirichlet
(voir aussi Kmcunorr, Vorlesungen iiber mathemat. Physik.).

L’analyse précédente conduit au théoréme suivant :

Les seuls cas possibles du mouvement du liquide, limite par une surface
ellipsoidale, ot Uellipsoide tourne, comme un corps solide, autour de son
centre, sont les sutvants :

Deux cas du mouvement, indiqués par Riemann, ayant lieu pour
Uellipsoide a trois axes inégaux, et un cas particulier du mougement de
Dirichlet, tout & Uheure mentionné, possible sous la supposition qu'u
existe la relation (24) entre les constantes a, b et c.

7. Passons a I’étude du mouvement, défini par les conditions
(25) ETE=X-} Y10 et, par suite, p=o.

Prenons les équations du mouvement sous la forme indiquée au
n® 7 du Chapitre I, en introduisant au lieu des variables x; et y; les
nouvelles inconnues z; et p, ¢, » [voir les équations (45) du Cha-
pitre I].

Les équations (45) donnent, en vertu de (25),

5,=o0.

Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — JUILLET 1909. 7
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Les équations (46) du Chapitre I deviennent

(26) I'3y=— ¢ 33==0,

3, = const., 33 = const.

Quant aux équations (47), elles prennent la forme

(27) — 355+ g{¢c—a)s;— r(a—D)sy+ pgr=o,
(274) q = const., r == const.

L’équation (26) donne
(28) ‘ =oq, 33T or

Substituant ces expressions de z, et 3, dans (27), on obtient I’équa-
tion pour &

(29) e*—ag(c+ b—2a)—pi=o, w=13a*— bc — ca — ab,

ayant pour racines

_cHb—a2a+\(c+b—a2a)+ 4,
— b

2

Ty

(30)

o c+b—aa—\(c+b—2a)—+ 4
= .

2

Pour que le mouvement soit possible, il faut qu’on ait

(c+b—2a)+ 4p=16a*—8a(c + b))+ (¢c— b)?

=lda—(Ve+V0)|[4a — (Ve —y8)"] 2o,
¢'est-a-dire

(31) fa> (Ve +yb)*,
ot
(32) Gha< (Vb —\c).

8. Passons aux équations (48) (Chap. 1) qui prennent, dans le cas
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considéré, en vertu de (28), Ia forme

[e(a—0)(3b—+a)—2c(a—b)o+ca?]r
—[b(c—a)(a+3c)—2b(c—a)o— b |4t = 8‘\,(% +A),

N

crtle?— (a — b)(b+ 3a)+ 20(a— b):]:Ss'(,(% -+ B),

bg*[e*+ (¢ —a)(3a—+c)—20(c — a)]:8vo<£ -+ (]):

d’ot, en substituant au licu de o* son expression & l'aide de (29) et
en posant
g=a - p,

on tire
(33) 6(b+p)ha 36 —c)er+clc+p) (ha—3c — l))bq”:8vo<£ + A),
(34) (b+p)ert(b—c¢) = 8v(,<%+li>,
(335) (('+p)[;r/’l(b-—c):..,——ix‘v(,<? —+—C>.

Quant & p, il satisfait & ’équation
(36) PPp(c+b—ba)—+be=(p-+b)(p+c)—Gap=o.

Posons, pour plus de simplicité,

(37) bg*(p -+ ¢)=mn, cri(p+b)=¢

Les équations (33), (34) et (35) deviennent

(38) (ba—3b—c),+(fa—3c—0b)n :::8(’(,(2 +A>,
(39) (b—c)t = 8a0(%+n),
(40) (/,)—-—-(')'I;:—-8('0<3: +(]>:

d’ott I'on tire, en éliminant { et 7,

(ba—3b — (-)(% -+ B)——(ﬁa——Bc — ())(Zt +(I>— <:_z +A)(b — ) =m0,
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ou, en vertu de (o) du Chapitre I,

AD=—=— W"O\/;T(;/.

“ 0

= 4a—-b—c+2u+ t du
(b+u)(c+u) a—+u | A(u)

Substituant cette expression de A dans (39) et (40), on trouve

d
(1) 2 l)-n—-p.[ [4a*+ a(b—c) — bec+ (ha — c)u]A”#(z’:)
/
(@ —o [ttt =1 b+ a1
ou
(43) D=ha*—a(b+c)+bc, p=8rv,\/v,>o.

9. Nous avons déja vu que le probléme n’est possible que sous les
suppositions (31) ou (32).

Remplagons a, b et c respectivement par a*, b* et ¢*.

L'inégalité (31) devient

b-+c¢
2

(4%) az
Supposons, pour fixer les idées, que
b>c.
L'inégalité (44) montre que dans le cas considéré
a>>c.
Nous avons deux cas a distinguer :

fa) a>b>c,
) b>a >c.

Remarquons d'abord que, en vertu de (44), on a toujours
D= fa"— a*( b+ ¢2) + b2er> o,

et les racines de 'équation (36) sont positives.
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Ecrivons maintenant les équations (41) et (42) sous la forme
4 br—oc — rha 2 24 (f a2 R u du
(413) Ez-—a?“”-—fﬂ{ [4at - ar(b— e) — b2+ (hat — e)u] g7l
(421) zf:zi ::Ffm[[ia"-—a2(b2—c’)—-b2c3+(Aaf_bz),,] udu
0

A (u)
On a toujours, pourvu que a satisfasse a I'inégalité (44),

hat+ a’(b*— c?) — bot = a*(fha*— c?) + b*(a?—c*) > o,

bha*— c2>o, ta*— b*> o.

Donc, I'intégrale du second membre de I'équation (41,) est posi-
tive.
D’autre part, les inégalités (37) montrent que, dans le cas considére, -
n>o, §{>o.
Il s’ensuit que, dans le cas (a),
b‘.' — 2
m I)ﬂ < o.
On en conclut que 'hypothese
a>b>c
est inadmissible.

[l ne nous reste qu'a considérer le second cas (b).
Dans ce cas on a

b — ¢?
e

br— et
. Id .
—a;l)n>o, az__czl),>o

Les équations (41,) et (42,) donneront les valeurs réelles pour ¢
et r.

Nous avons déjia vu que le second membre de I'équation (41,) est
positif. Il suffit de montrer qu'il en est de méme de Iintégrale du
second membre de Péquation (42,)

On a, en ellet,

hat— (b -+4c)*> o0, hat—- ¢t 02> 2c (b +c)
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Par conséquent, en vertu de (44),
¢
fhat+at(ct— by >2ac(b+¢) > ” (b +c)> b2
Done, le second membre_de I'équation (42,) est positif.
Les conditions de la possibiliteé du probleme s’ expriment comme il suit :

. b+
(45) b>ac: .

[0. Supposant maintenant que les demi-axes de I'ellipsoide satis-
fassent aux inégalités (45), désignons par M} et M; les seeonds
membres des équations (41,) et (42,), par o, et g, les racines de
Uéquation (36). v

Résolvant (41,) et (42,) par rapport & ¢ et r, on trouve

Vo —a? M,
VD Vot —ct by/o+ ¢

Ja—a M, s
VD Vo — ¢t cVpi+ 0%

(i=1, 2),

et puis, en tenant compte de (25), (28) ainsi que de (40) et (45) du
Chapitre I,

&, == 0, V1= 0,

.L‘;i’:i ¢t ""‘.Oi V/bﬂ- a _M_l__,
2c2o\/D Vb= ¢t o, + ¢

2a®— b*—p, vai—c¢t M, .
2ateyD o= Vo, + 0¥

P g p—
xy ==

?—2a+ py \/b‘-'—a'-’ M,

2a?b \,/l_) \,"/)" — ¢? o+ P ’
o;— b Vat—¢? M,

20D VBE— & Vei+ b .

Substituant ces expressions de )" et v}’ dans (16) du Chapitre I,
nous trouverons les composantes u, ¢, & de la vitesse de chaque point
¢, 7, {du liquide.

On peut dire qu’a chaque ellipsoide donné, dont les demi-axes a, b, ¢
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satisfont aux conditions (45), correspondent huit cas du mougemeny. s;
v . b

l’on considere les mouvements opposés comme differents.

[1. Considérons la seconde condition (32) qui s’écrira, avec les
notations adoptées (n° 9), sous la forme

(46) a0 (>0,

d’ou
a<<b.

Nous avons deux cas a distinguer

(a) b>a>c,
(b) b>c¢>a

Remarquons qu’on a toujours, en vertu de (46),

ha*— << ct—2bc <o

et
hat— a?(b*— ) — biet= a?(fat— b?) + ¢ (a*— b%) < o,

ce qui montre que l'intégrale du second membre de I'équation (42,)
est négative. o

On doit donc avoir

b — ¢?

(47) ——= <o

Or, quelles que soient les valeurs de a, b et ¢ satisfaisant 4 la seule
condition (46), les racines de 'équation (36) sont négatives.

Il s’ensuit que

(p+0%)(p+c*) <o,

c’est-a-dire
' p+b2>0, pH+ct<o,

car b > c.

On en conclut que
(48) 0= 022 (p+¢t) <o,
(48,) ‘ L= ctri(p+ 0*) >0,

quelles' que soient les valeurs de a, 0 et ¢ satisfaisant 3 I'inéga-
lité (46). ; e ' '
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On doit donc avoir, en vertu de (@) et (47),

(49) D=f4a*—a*(b*+ ¢*) + b2c* < 0;
d’ou
(50) PP il LN

b — at

Cela posé, considérons I’équation (41, ).
Les inégalités (a), (48) et (49) donnent

bt — c?
i
ce qui exige qu’on ait
e u u
= I ok 2 H2 a2\ B2p2 JAPYL BN | — .
(51) L [4a* =+ a*(b ¢?)—brc*+ (L4a L)U]Af*(u)>o
On a, en vertu de (50) et (a),
;o R ., ar(br*—fa?) 3a?b?
jat—ct>qat— F—at b —at =
et
;o . " o R N a*(b*— fa? Coath?
.;a"—i—a’(b’—c-)—b-c->al(4a’+/)-)—-(a-+‘b’) (b,_—;-z——) = 52—_—_—(;;>o.

Donc, les inégalités (50) et (a) entrainent celle de (51).
Les conditions de la possibilité du probléme se réduisent aux suivantes :

(52) c<b—2a, << 1}_2_([?;-—___“42:7_’)

Ces conditions étant remplies, les équations (41,) et (42,) donneront
les valeurs réelles pour ¢ et r.

A tout ellipsoide donné dont les demi-axes a, b, ¢ satisfont aux con-
ditions (42), correspond, comme au numeéro précédent, huit cas dyfe-
rents du mouvement du liguide.

Les composantes p et ¢ de la vitesse angulaire Q et les coefficients
@y Ty, Va, ¥, dans les expressions de u, ¢ et w se déterminent par les
formules, analogues & celles du numéro précédent.
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g4
2. Considérons enfin la derniére hypothese (4) (n° 11).
Nous avons déja vu qu’on doit avoir

b — ¢?
g abi<o, I>o

(47)
quels que soient @, b, ¢ (b > c) satisfaisant 4 une seule condition (46).
Or, si a, b et ¢ satisfont encore aux conditions (), on aura

(53) D> o.

On peut écrire, en effet,
D= a*(ha*— c?) + b*(ct— a?).

En remarquant que

bZe+2a>3a, b*>ga?,

on trouve
D>a*(fat—c?) +ga?(e?— at) = a?*(8c*— 5a*) > o.

La condition nécessaire (47) est donc, en effet, satisfaite si ¢ > a,

car
LT .

bE<o, ?-—c?

Donc, I'équation (42,) donnera les valeurs réelles pour r.

Considérons I'équation (41,).
En se rappelant que [ inégalité (43 )]

o < 0,
on trouve, eu égard a (53),
bt — c?
———Dn=o.
v

Pour que le probléme soit possible, on devra avoir
wdu

S :::::‘/O lda*— a?(c?— b?) — bre? + (fa*—c*)u] )
38

0.

(54)

Ann, Ec. Norm., (3), XXVIL — JuLLer 190g.
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Considérons celte intégrale comme une fonction de la variable @ qui
varie entre zéro et c. -
Il est évident que

7
S<o pour a=o

et
S>o0 pour a=-c.

On en conclut qu’il existe un ensemble de valeurs de «, b etc, satis-
faisant aux conditions (46) et (b), pour lesquelles le probléme sera
possible.

Pour trouver les conditions précises de la possibilité du mouve-
ment, il faut étudier pius attentivement les propriétés de U'intégrale S.”

13. Introduisons au lieu de «, b, ¢ les variables s et £ en posant

. c? I b2 1
(99) 5 = = —_ = -

a* s az 14
L'inégalité (46) devient

I I
— < — —ay

Vs Vi
d’ou, eu égard a I'inégalité ¢ > a, on tire

(56) R RV

I
NG 3
et, pour toutes les valeurs de ¢ satisfaisant a la condition (56),

. . t _
) e

Transformons maintenant 'intégrale S (54) en y introduisant s et ¢
au lieu de c et b & I'aide de (55).
On trouve, en remplagant encore u par a*z,

S= Vo (MLl bt G2) — 1+ 0 0] 2,

“o



PROBLEME DU MOUVEMENT D’UNE MASSE FLUIDE INCOMPRESSIBLE. 299

ou l'on a pose

A = V(1 +x)(1 +tx)(1 + ).

La condition (54 ) de la possibilité du probJéme peut s’écrire comme
il suit :

(56) @0 = [ [sC+be+ber) —( 40+ ta)]

“ 0

x dz

A:l

<

= O.

Démontrons que @ (s, £) est une fonction croissante de s.
On trouve, en différentiant,

d@(s,t)_if”.v(l+x)(l+lx)
o T 2, Al

xbta(1+4¢)+x[bt(2—s8)+3—s+ 3¢]+ 123 ~—4s):dz:Ag—i—t.-\l,

ot 'on a posé

(58) ‘A.O:r-;-j ‘Zizg"c):2(1+4t)-+—x[ét(z—-s)—i—?)—s—r-3:]+x’t(3—-.’;s)§dz:,

0
(59) A'_:.I;[ “’ﬂ_'_AT—‘Z_');2(.+4[)+.z'[45(z-—5)+3—s+3{]+x“t(3—-—4s)(dx.
"0

Moyennant maintenant 1’égalité connue, ayant lieu quelles que
soient les valeurs de s et de ¢,

® s+t 3 )
(60) o::[ .z-(n; L)[2+3+S+[;1;——-sl'.z"——;stx3 dx,
# 2 2

] -

on obtient, en la retranchant de (58),

(61) 2A,= /'” cilieal.d.

pean

< (81 LUE L) +f(' =) O 5 —~-S‘)x'3—+-gst~v“Jdl’-
Cette égalité montre que
(62) Ay>o,

car
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Multiplions maintenant (60) par 4¢ et retranchons le résultat
de (61).
On trouve, aprés des réductions simples,
21 +.2)
=[S
< § tlg—ras—4)+3(1—35)

2

0

+t3(r—95)+ 4.9[].1?4—23:‘,(1-{- _/;t)x‘zsdr.

Multipliant enfin (59) par 2 et en ajoutant le résultat a cette
derniére égalité, on obtient

I+ 2)

e 2
z(Ao-i—A,):f z (A5 Qdx,

ou I'on a posé

L —£2) 4+ L(25 —r128) 4+ 3(1—3)
2
+ [3t(1—s8)+4t(2 —5) +3—s+ 452+ 3¢] v+ t22(6 — 55+ 125¢).

Q=

[’équation précédente montre que

(63) A0‘+A1>o,

car

1—£>0, 23—125>0, 1.——-s>o, 2—s>0, 3—s>0, 6—5s>o.

D(s. t)

sous la forme
Js

P . , ., 0
Ecrivons maintenant la dérivée

O(s. )
g—%—{-) =A(1—¢)+ (Ayg+ A)).

On en conclut immédiatement, en vertu de (62) et (63), que

o (s, t)

os

pour toutes les valeurs de ¢, comprises entre o et 1.
Donc, ®(s, ¢) est une fonction croissante de s.



PROBLEME DU MOUVEMENT D UNE MASSE FLUIDE INCOMPRESSIBLE. 3o1

D’autre part

‘ DQ(0,¢) = — / (:+t+tx)——$A‘f$ < o,
() PO .,
)@(1,;):35[ 1—___“*;;;” L > o.
Il s’ensuit que I’équation
D(s,t) =0

admet, pour toute valeur donnée de ¢, comprise dans I'intervalle (o, 1)
une seule racine réelle et rien qu’une.
Nous la désignerons par s,(¢).

14. Remplacons maintenant dans ®(s, ¢) la variable s par

t
51(‘)-—m

r =L

Nous obtiendrons une fonction d’une seule variable A, définie par
'intégrale suivante :

et posons

zdx

(6)  @Ls(0), = (0 —22) [ [x(0) + 2B M ZEE = $(A) (1= 22),

ou l'on a posé

A=V a1+ "z)(1—20)+Pr],

(63) a(h)= 43— G2 4h —1,
(66) B(h) =413 —),
(67) y=["larsn 55

. . L I
Dans le cas qui nous intéresse, A doit étre compris entre zéro et 3

comme le montre I'inégalité (56).

Le facteur 1 — 2 reste positif pour ces valeurs de X.

Il s’ensuit que le signe de ®[s,(2), ¢] est égal a celui de la fonc-
tion (), pourvu que A soit comprise dans l'intervalle (o, %)
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Il est aisé de voir que

(68) (M <o pour A s i;
I
(69) ¢(d)y>o0  pour A=z
En effet, on a, eu égard a (66),
I
(70) B(d)so pour A= 4o
714) B(A)>o pour 7\>:2-

D’autre part, différentiant deux fois (65) par rapport 4 A, on trouve

(M) =530 —2h+1), a’(A)=8(3%—1).

On en déduit que

a’(A)Zo pour lﬁé,

¢’est-a-dire o'(\) décroit, lorsque A croit de zéro a %
Or ‘
a'(0)=4>o0 a1 =8—>o
’ 3 3 ’
Done «'(\) reste positif pour

P

A

et, par suite, «() croit, lorsque A croit de zéro & %
En remarquant que

1

1 3
(0) =—1<<o, a<4>:—~T6.<o, a<3>r—_~3—2>o,
on en conclut que

(71) ' x(h)y <o pour A %

b

SRR N
.

(714) a(h)>o pour A=

En tenant compte de I'expression (67) de (1) et des

inéga-



PROBLEME DU MOUVEMENT D'UNE MASSE FLUIDE INCOMPRESSIBLE. 303
lités (70) et (71), on obtient I'inégalitc (68); I'inégalité (69) resulte
de celles de (70,) et (71,).

Donc la fonction ¢ (1) admet une racine réelle %,, comprise entre
. . I 1
les limites ety

[5. Montrons que Y(*) admet une seule racine entre - eté et rien

4
qu'une.
Formons la dérivée {'() de la fonction Y ().
On a
Qa+px ! 9 o+ B
oA Al (1+ ’L‘)j— Jdh (1 + )5‘1:)2[(1 _ 2);)1_{_ 791];
1 K+ Lz +Maz*+ N2*

Pl
9
2

1 5
(1 + :L')”-f (1+22)?2[(1—22)2+ )*x)
ou 'on a posé

K=2(—2 ) (22244} —1),

L =42[— 1225 +222*—30R3 + 1702+ 54 +1],
M=223[222(5 - 3%) + 4(2—3%) + 32(1—2)) (42 —1)],
N =42 (1—32).

[l est évident que, pour toutes les valeurs de A, comprises entrei
et ;,
(72) K > o, M>o, N> o.

Il ne nous reste qu’a déterminer le signe de L.
On peut écrire

L =42[2 (22 —122) + o (M)],
en posant
e(A) =— 302+ 17A2—5A + 1.
On a
@' (}) =—9gol2+ 34k — 5.

La fonction o’(A) n’admet pas des racines réelles et reste toujours
négative.
Done @(1) est une fonction décroissante de A.
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Or,

Il s’ensuit que

I I
e(A)>o pour 4<)k§3-

D’autre part, il est évident que

22 — 121> 0.
On a donc
. I 1
(73) L>o pour £<1§§-
Or,
20 [a+Bx
V(X)) — O (ERxN
"’(“—fo dl( A )"‘”
* =z K + L2 + Ma?+ Nz
:f 3 T g A
Yo+ 2)? (14 Mx) (1 —2 )z + A2 ]?

On en conclut, eu égard a (72) et (73), que
I < I
d'(A)>o pour 5<7\:3,
I

En rapprochant ce résultat avec celui du numéro précédent [les
inégalités (68) et (69)], on s’assure que (1) admet une seule racine

. . . . A 1,
c¢’est-a-dire ¢ (1) va toujours en croissant, lorsque A croit de 72

’ -~ ) I . . o o,
réelle A, entre zéro et 5, et rien qu’une, et satisfait aux conditions

(M) <o pour A

A

o

o<
d(A)>o pour A< A Z

[SCHE

De ces inégalités on tire ensuite, eu égard a (64),
D[s, (¢),t]>0 pour o<t <<y,

®[s, (¢),t]>0  pour £o<l<;:

ou ¢, désigne la valeur de ¢ correspondant & A = A,.



PROBLEME DU MOUVEMENT D’UNE MASSE FLUIDE INCOMPRESSIBLE. 305

16. En rapprochant les inégalités obtenues avec celles de (o) du
n° 13, on s’assure que

(7-/1) 'ql(t)iso(l)

pour toutes les valeurs de ¢, plus petites que ¢, << é

Remarquant maintenant que pour toute valeur de ¢, prise dans I'in-

tervalle (o, ¢,),
O(s, )0,  si sZse(e),

on en tire 'une des conditions de la possibilité du probléme sous la
forme suivante :

(75) $380(2), o<z<zo§$-

D’autre part, s doit satisfaire a I'inégalité (57) qui peut s’écrire

§28(L).
On doit donce avoir

s1(€)mszs(8), O<L<lo=<:é’

ce qui est possible en vertu de (74).
Si nous supposons, au contraire, que
(76) f< (it
7 ()< - = 9’
on aura
, . Dfsy (L), L] >0
¢’est-a-dire
$1(4) >5,(¢)

pour toutes les valeurs de ¢ satisfaisant aux inégalités (76), et, en
vertu de (75),

s << 8(2),
ce qui contredit I'hypothese (46), faite sur @, b et ¢, qui exige qu'on
ait

s> 8,(¢).

Done, le problome n’est possible que pour les valeurs de ¢, plus
Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — JUILLET 1g0g. 39
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petites que la racine ¢, de 'équation transcendante

@2 dx = o.

"o (t) +xP(e)
[ =%

0

A toute valeur de ¢, choisie de la maniére tout & ’heure indiquée
(¢5¢t,), peut correspondre chaque valeur de s, comprise entre les
limites

14 .
g 5550 (¢)
G—aye)™ =7

ou s, (¢) est la racine de I’équation

zdx = o.

s+ 4t hte)— (1 4+t + tx)
A3
Y
En remplacant dans (77) s et 2 par leurs expressions en a, b et ¢, on
présentera les conditions de la possibilité du probléme sous la forme sui-
vante :

(78) ? @

Les équations (41,) et (42,) donneront les valeurs réelles pour g et r,
quels que sovent les nombres a, b et ¢ satisfaisant aux inégalités (78).

A tout ellipsoide donné, dont les demi-axes a, b, ¢ satisfont aux con-
ditions indiquées, correspondent huit cas différents du mouvement du
liqguide (vour n° 10).

Les composantes ¢ et r de la vitesse angulaire Q du triedre (B) et
les coefficients «;, y; ( =1, 2, 3) dans les expressions de «, ¢, w se
déterminent & I'aide des formules, analogues a celles du n° 10.

17. Considérons maintenant le cas ot non seulement

. 1’1:}’1:07 P =0,
mals encore
Zy==Yy=0, g = 0.
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Dans ce cas les équations (41) et (42) du Chapitre I donnent

23 = const., ¥3;= const.

Les équations (43) du Chapitre [ deviennent

axi+ by:—+ 2bx3vv3—_—2(a‘-b)<-:(- +A) =P(a—b),

—axi—byt—oax;y;=2(a—>b) (% -+ B> =Q(a—10b),
l—i—- C=o.
¢
On en tire les équations suivantes :
(79) axi+byi="Da+Q0,
2xyyy=— (P -+ Q),
ot
(80) P=2 A——--:—E\), ():Q’B—-—Eg :
) a@ ~ b

Remplacant maintenant « et b respectivement par a* et b*, on peut
réduire les équations précédentes & la forme

(axs—+ by;)”-:_“. Par+ Qb — ab(P + Q),
(azy— ay;) =Pa*+ Qb*+ ab(P + Q).

Substituan§ ensuite dans les seconds membres de ces équations, au
lieu de P et Q, leurs expressions («) du Chapitre I, on obtient, aprés
des réductions simples,

o d
(81) abw?i=ap.(a— b)’/ [¢2(a®+ ab + b*) -~ D*a+ (ab -+ c")u]g—ATu’
0

u du

(82) abwt=ap(a—+ /1)2j [b2a?—c*(a?—ab + b*) + (ab — ci)u]"‘&x—’

0
ou l'on a posé

W= azy—+ bys, == axy— bys, p=mabe,
A=\(a*+u)(b*+ u)(+ u).
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Pour que le probléme s:oz't pgssible, i faut et z'l‘sujﬁt que les intégrales
de seconds membres des équations (81) et (82) sotent positives.

18. Remarquons tout d’abord que ¢ ne peut pas étre égal au plus
grand des demi-axes @, b et ¢ de 'ellipsoide.
L’équation (79) montre, en effet, qu’on devra avoir

Pa*+ Qb2Zo,
c’est-a-dire '

(a*—c*)udu co(PP=cudu
p - >
(@*+u)(c*+u)d (a*+u)(e*+~u)A =

7
0

ce qui est évidemment impossible, si
c>a, c>b.
Il ne nous reste qu’a considérer les deux cas suivants :

(a) b>c>a;
() ) b>a>c.

Considérons le premier cas ().
Posons, pour plus de simplicité,

(83) R-:f [e*(a*+ ab + b*) — a2 b* + (ab + c*)u L"S{E
(84) —f [b2a*—c?(a*— ab + b?) + (ab — c*)u ]udu_

Si¢>a,ona
cat+ ab + b)) —a*b*> a*(a-+b) >o0

¢’est-a-dire
R>o.

Les conditions de la possibilit¢ du probléme se réduisent & une
seule :

(83) 8

1A%
o
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Supposons que
(86) c*> ab.
On a
pra*—c(at—ab+ ") <ba(2ab —a*—b*) =— ba(a — b)* <o,
¢’est-a-dire S < o.
Donc le probléeme est impossible, sia, b, ¢ satisfont & I'inégalité (86).

[l s’ensuit que les conditions de la possibilité du mouvement, dans le cas
(a), se représentent comme il suit :

(87) cab, S

v
[e)

Considérons le second cas ().
On a nécessairement

ab —c*> o, b*a?— c*(a*— ab + b%) = b2 (a*— ¢?) + c*a(b—a) > o,

¢'est-a-dire S < o,
Les conditions de la possibilité du probléme se réduisent a la suivante :

(88) R>o.

19. Passons a I'étude plus détaillée des conditions (87) et (88).
Posons

s et ¢ étant des quantités variables comprises entre o et + 1.
Elles satisfont encore, en vertu de la premicre des inégalités (87),
a la condition

(88,) s2¢.
Introduisons dans I'intégrale S les variables s et ¢.
On trouve
S Lf“sﬁ(lwt’)-;-st(r-k—x)—l—t’.'z: xdz
= - 3 7 3
€ (5* 4 ) (14+2) (1 + )
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en posant
w=-c?x.

La seconde des conditions (87) se réduit & la suivante :

2 — ) +st(i+2)—1—8x x da N

(89) ®(s, ¢) ::/l 3 T 37 0.
<o (82 + x)? (14 2)* (1 + t22)®

Donnons a ¢ une valeur quelconque, prise dans Uintervalle (o, 1),
et posons

§= L.
On trouve
5 P adr
(90) (e 0)=(L2—1)(1—2) A’?’ <o,
i}
en posant

A=V +2) (1 + Ca) (s + ).

Posons ensuite s = 1. On obtient

(91) ‘D(l,[)fﬁl(l—[)/m (—[—tf{)—x[-li
< 1
On voit donec que ®(s, ), considéré comme une fonction de s,
admet au moins une racine réelle dans l'intervalle (¢, 1).
Formons la dérivée de ®(s, ), prise par rapport a s.
On trouve

00 _ (*s[8—oast — s+ 5]+ wlas(1—st) + 5O L]+ 2%,
s ___ ) 5 3 ) 3 e Llck.
“o (P4 2) (1 +x) (14 )t
Il est évident que

3 ast — 2> 0, 25(1—St) > o0,

car st <1, s? < 1.

Par conséquent,

pour toutes les valeurs de s comprises entre o et 1, quel que soit le
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nombre donné ¢, c¢’est-a-dire (s, ¢) est une fonction croissante de la
variable s.

On en conclut, eu égard 4 (go) et (91), que ®(s,2)admet une racine
réelle entre les limites z et 1, et rien qu’une.

Désignons cette racine, qui est d’ailleurs une fonction de ¢, par
$0(1).

Les inégalités (go) et (91) montrent que
(9) 50() > ¢

et que
4 D(s,t)zo

pour toutes les valeurs de s satisfaisant aux inégalités
(92,) 1252 5,(0),

compatibles, en vertu de (g2), avec celle de (88,).
Pour les valeurs limites o et 1 de ¢, 5,(¢) est égal a I'unité, car

** xdx

D(s.0)=(s — bz

mor=0 ')/0 A7

(b(.s',[) :(.S' ""I)f”_l’_(_'_—%_{_‘_)_d'_l
0

Posant dans (8¢) s == o, on trouve

Do, t) =z /M I——%ﬁ—i—{/ x dax.
o 1

On voit que la fonction ®(o, ¢) reste essentiellement négative et ne
peut s’annuler pour aucune valeur de 7.

Il s’ensuit que s,(¢) ne peut étre égal & zéro.

Il existe done une valeur de ¢, comprise entre o et 1, pour laquelle
so(¢) atteint un minimum, positif et différent de zéro.

On trouvera ces valeurs de ¢ et de 5,(¢), que nous désignerons par ¢
et o, en résolvant deux équations transcendantes

od (s, ¢)

D(s ) R e 7 ()
(s, ¢) =0, 37
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Le demi-axe ¢, qui coincide avec I'axe de rotation du liquide, étant
donné, les demi-axes a et b doivent varier entre les limnites

w>b2a, cZazcao.
Le mouyement est impossible, st

a
_<a.
c

20. Considérons le second cas (b) ou la condition de la pO%\lblhte
du probléme s’exprime par I’ 1néga11te (88) (n° 18).
Posons

ol s et ¢ sont des quantités satisfaisant, en vertu de (&), aux condi-
tions

L'inégalité (88) devient

x dx

D (s, t)——/ [s’(tz—i—t—{—l)—l—{-t(r—l—s?t.:c] 2o.
Quelle que soit la valeur de ¢, comprise entre o et 1, on aura néces-
sairement

q)(S, t) >o0 pour s TE_——I——-I
Formons maintenant la dérivée de la fonction ®(s,¢), prise par
rapport a s.
On trouve

xdx,

00 (s, ¢) :Sf [3—3’(!’+£+1)]+[2——~t(:+ c-t)+9t ]x—;—'zt’x-
o 0 (?“-l-x) (1+'x)2(x+t .9:)2

. S . o .
Il est évident que Lé-i’—ﬁ reste toujours positif, quelles que soient
les valeurs de s et # comprises entre o et 1, car

B3—s P+t +1)>0, 2--L(1+52)>o0.
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Done I’équation
D(s,t)=o0

ne peut admettre plus qu'une racine réelle et positive qui doit étre
d’ailleurs plus petite que
1
PRy

quel que soit le nombre ¢ compris entre o et 1.
Désignant cette racine par s,(z), on peut exprimer les conditions de
possibilité du probléme sous la forme

(93) 1282 585(¢).

Si nous posons £ = o, on aura

e *xdx
D(s,0)= (s 1)[ A
¢’est-a-dire
Se(0) =1.

En posant ¢ =1, on obtient

xdx

(94) D(s, 1) = /‘m [382—1- (1 +s*)x] A,
“0

Il est aisé de s’assurer que

A 8

(1)(]’;):2 (_IM>O.
0 A,

(])(()’|): /'(‘_":M”:__?’ﬂ<o,
0

Donc I'équation
(941) P(s,1)=0

admet une racine réelle s,(1), comprise entre o et 1, et rien qu’une.
En posant, avec Riemann, )
¢ .
— == 51N k!).
a

Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — JUILLET 1§0Q. 4o
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on aura, en vertu de (94) et (94,), aprés avoir effectué I'intégration,
(cosib+2acosay — §) (7= —2¢) +rosin2¢g + asinfd =o.

(’est I’équation, due a Riemann, ayant pour racine

Se(1) = g == 0,303327....

L’ellipsoide se réduit & I'ellipsoide de révolution @ = b, pour lequel
les conditions de la possibilité du probléme (93) s’expriment comme
il suit :

12520,303327....

21. Supposons maintenant que, dans le cas de

b>c>a,
le rapport

=S

a
C

satisfasse a la condition (92,) ou s5,(¢) désigne la racine réelle et posi-
tive, comprise entre o et 1, de I’équation

/”52(1—t2)+s£(1+w)—1—t?x x dz
- )
[ 2

=0
3 3 9
(s*+ x)? (1 4+ 2)2 (1 + 2x):

. b . .
¢ désignant le rapport - qui peut varier entre o et 1.
Supposons que dans le cas de
bZ2aZc,

le rapport

c
— =5

satisfasse & la condition (g3), ou 5,(¢) est la racine, comprise entre o
et 1, de I'équation

*E [S’(t’—l-t—i- 1) — 1+ t(l—i—s—t)x]

zdx = o,
0 (r+r) (1+t"x) (s’+x)2

£ 14 . : .
¢ désignant le rapport = qui peut varier entre o et 1.
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Ces conditions étant remplies, les intégrales R et S [(83) et (84)]
seront positives et les équations (81) et (82) donneront les valeurs
réelles pour w, et w, :

“,0=i(a_ b)\/ﬁ\/%‘%:a.m-i— 1)}»31
w, == (a -+ b) \/g\/%% =ax;—by;,

;a\/—{bi a——[))\/ﬁt(a—i—b)\/g],

d’olt

H

(99) g
v

= “'z\/ [(a — ) VR = (a + 8) Y5,

et, en vertu de (40) du Chapitre I,

(96) r==(a—b)y/R %

Substituant les valeurs trouvées de x; et y, dans (16) du Chapitre I,
nous obtiendrons les expressions des composantes u, v, w de lavitesse
absolue de tout point &, v, { du liquide.

A tout ellipsoide, dont les demi-azes a, b, ¢ satisfont aux conditions
tout a U’ heure indiquées, correspondent quatre cas différents du mouve-
ment (voir n° 10). La witesse angulaire du mouvement de translation se
détermine a [ aide de la_formule (93); quant aux u, v, w, ils s’expriment
comme tl suit :

"2:,)’3‘0, ":'Z’:l:v W =0,

ou x4, y, se définissent par les éguations (95).

Cas ou le mouvement d’entrainement se réduit a la rotation
de l'ellipsoide autour d’un de ses axes principaux.

|. Dirichlet et Riemann ont indiqué un cas du mouvement d’un
ellipsoide fluide, ot le mouvement d’entrainement se réduit a larotation
du triedre (B) (voir Chap. 1) autour d’un des axes principaux de I'ellip-
soide.

L’analyse détaillée d’un cas particulier de ce mouvement, ou les
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demi-axes de 'ellipsoide restent constants, nous 'avons donnée i la
fin de la section précédente.

Il est naturel de poser la question suivante :

Existe-t-il des autres cas du mouvement jouissant de la méme pro-
priété que ceux de Dirichlet et Riemann?

Pour en donner la réponse compléte, nous allons résoudre le pro-
bléme suivant :

Trouper tous les cas possibles du mouvement, defini par les équa-
tions (40) a (43) du Chapitre I, correspondant a {’hypothése que le mou-
vement d’entrainement se réduise a la rotation de I’ellipsoide autour d’un
de ses axes principaus.

Supposons, pour fixer les idées, que
(1) p=¢g=o.
Les équations (46) du Chapitre I deviennent alors

ds, , 5,
T = I3, Ty = —— == — I'5y, 53 = const.

(2) s)= T
Les équations (47) (Chap. I) conduisent aux relations suivantes :

2a5,( —y)—5[sm+r(a+b)]=o,
295,(y —a)— 5 [5— r(a—b)] = o,

qui peuvent s’écrire, en vertu de (45), (40) (Chap. I) et (1),

| Si(P—y —sxy=o,

Sa(y —a) + 5 3 =o0.

Supposons d’abord que z, et z, soient différents de zéro.
Dans ce cas, on trouve '

(4) x3y3=_(§_7)(y_a).
Différentions maintenant (3) par rapport a .
On trouve
(5) {51(B—9)+= (B —y)—six3—s523=0,
L4y =) + 5y — &)+ 5470 5i7i =0
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Or, les équations (¢) (41) et (¢) (42) du Chapitre I donnent, en
vertu de (1), et de (7) et (40) (Chap. I).

xy=r(B—oa)+zzy —

PN A

L
2]
1=

Ya=r(B—oa)-+ysy—-

LN
I~
o

Substituant ces expressions de «, et », dans (5) et en tenant
compte de (2), on obtient

(3]
3]
19 19

— 15y (y —a) +5 (B — Y)+rixs— 5237 + Tac — %
75 (B =)+ 5 (Y — &)+ ra Y. B1yy — :',b:c' =
d’ott I'on tire, eu égard a (3),
(6) s r(@yya) 4+ o =Y =B (B 1)
2

, — r(@y+ys) + ﬁz =y —a —y(y —a),
en se rappelant que, d’aprés I’hypothése faite, =, et 5, sont différents
de zéro.

Ces équations conduisent encore a la suivante :

52 z

(7) Toe N fac =2 B (Bl a) —2y=3(y— 1),

1919

car [I’équation (39) du Chapitre I}
a-+B4+y=o.
2. Transformons maintenant les équations (43) du Chapitre I.
En remarquant que, en vertu de (1), et (40) et (45) du Chapitre I,

EH z2

@ - @, _— -5
101 4bc’ 22 bac
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on peut écrire, eu égard a (4),

_ ) 2
r(a, +ya)+4ac+(ﬁ Py —2)—a?—a'= — + 24,
—r(xs+m+4 +(B— )Ny —a)—p—p'= —+?B
AL Z e y=2tg
The T Tac rer=5 G

On en tire, en tenant compte de (6), (7) et (39) du Chapitre [,
! 9 )\ N N
7—-—2)#:(-(—!—A:—+B:——+—L.

Ces relations exigent qu’on ait
Aa(c—b)+Bb(a—c)+ Cec(b—a)=o,

ou [voir les formules () du Chapitre I]

—(b—c)(c—a)(a— b)[ Aii%‘(’) =

Cette équation est impossible pour I'ellipsoide & trois axes inégaux.

Laissant de coté le cas de l'ellipsoide de révolution, déja étudié
dans le Chapitre II, on peutdire que I'hypothése, faite plus haut sur z,
et z,, est impossible; en d’autres termes, on doit avoir

5, = 54==0,
ou, ce qui revient au méme,
a:lzy‘:xﬂ:‘)‘,: 0.

C’est le cas du mouvement, indiqué par Riemann ( Ein Beitrag zu

den Untersuchungen iuber die Bewegung eines flissigen gleichartigen
Ellipsoides, p. 183 ).

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Un seul cas possible du mouvement de la masse fluide, défini par les
équations (f0) a (43) du Chapitre I, oit le mouvement d’entrainement se
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reduit a la rotation de Uellipsoide (a trois axes inégaux) autour d’un de
ses axes principausw, est celui de Riemann.

3. Les équations (41) et (42) du Chapitre I se réduisent aux deux
suivantes :
Xy — 23y =r(f— @),
Yi—1y=r(f—a),
d’ot, en vertu de (44) du Chapitre I,

d 4
T (3 —y3)=y(zs—ys) = f‘é(xa‘-}’a)'

On en tire, en intégrant,
2y— ry= VG

¢ désignant une constante arbitraire.
D’autre part, la derniére des équations (2) donne

sy=2ax;—r(a—b)=ax;— by;=—c=const.

On a donc, en remplacant a, b et c respectivement par a*, 4 et ¢?,

__peht—a . peat—a
(8) BE=Gig N g

et, en vertu de (40) du Chapitre I,

__ —opcatb’+ a(a‘l—-b'-').
(9) r— (aﬂ___b‘.’)'l

Il ne nous reste qu’'a exprimer «, b, ¢ en fonction de ¢.
Pour cela il suffit de substituer les expressions trouvées de z,, y,

et r dans les trois équations (43) du Chapitre 1.

Nous obtiendrons ainsi trois équations différentielles du second
ordre, indiquées par Riemann (loc. ciz., p. 183).

Les fonctions a, b, ¢ étant déterminées, nous trouverons x,, v, et 7
en fonction de ¢ 4 'aide de (8) et (9), et enfin, les composantes ,
¢, w de la vitesse absolue de tout point &, v, ¢ du liquide a I'aide

de (16) du Chapitre I.
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Cas ou l’ellipsoide ne change pas la direction de ses axes .
pendant le mouvement.

1. Considérons encore le probléme suivant :

Trouver tous les cas possibles du mouvement, ot [’ellipsoide fluide ne
change pas la direction de ses axes avec le temps.

Pour résoudre la question posée, il faut trouver toutes les solutions
possibles des équations (39) a (44), ou, ce qui revient au méme, des
équations (46) & (43) du Chapitre I, en supposant que

p—=qg=r=—o.

Moyennant les derniéres des équations tout a ’heure mentionnécs,

on trouve
5 == const., 5, = const., 53 = const.,

(1) 2as5,(B—7y) = 3,3, 2b3,1y —a) =5,3, 2¢33(o0 — B) = 5, 5.

9

Ces équations donnent

33z3bc +3istca+ 3

-13

s;ab=o,

ce qui est impossible si au moins deux des quantités =, z,, 3, restent
différentes de zéro.

Donc le mouvement considéré n’est possible que dans I'une des
suppositions suivantes :

() 5, =o0, Sy= 0, 3; est différent de zéro,
ou
(2) Sy T= 5,== 33 == O.

Dans le dernier cas, les équations du mouvement se réduisent aux
trois suivantes :

2 A
oo me— — =2,
a
0
B B'=— =2 2B
il 2
s 2 A
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ou

a+B+y=o.
Ces équations admettent I'intégrale [1’équation (52) du]Chapitre 1]
ao?+ bB*=+cy*=2D + const.

C’est un cas particulier du mouvement, mentionné dans la Section

précédente (voir aussi Kircuuorr, Vorlesungen iuber mathem. Physik,
p. 366. Leipzig, 1883).

2. Considérons la premiére hypothése.
Les équations (1) montrent que dans ce cas

(2) a=p,

c’est-d-dire, en vertu de (44) du Chapitre I,

b=pa,
u. désignant une constante arbitraire.
Etudions d’abord le cas particulier, en supposant que

Les équations (48) se réduisent aux deux suivantes :

52 2A
3 (a2 Y= — 4 2A
T2 (a*+a') . ,

) c
car

Ces équations donnent
(3)

2
a'(a—2c)+a(a+4ec)y= % +2(Cc—Aa),
ou I'on a posé )

2 B3,
"=

L’équation (52) du Chapitre I,

représentant l'intégrale de celle
Ann. Ec. Norm., (3), XXVI. — JuiLer

’
1909.
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de (3), devient
2
a(a—+2c)=2D — ‘;{ + A,
pu

a=4a[(2D + h)a —s*].

Le probléme se réduit & une quadrature.
Nous avons ici un cas particulier du mouvement de Dirichlet (voir

Chap. II).

3. Supposons, enfin, que w soit différent de I'unité.
Les équations (48) deviennent

£ a‘-’-—oz’:g—’“-bzA,
pad a
'0.-,,—— aﬁ——-a'_—.-g-i—l—'zll,
na? a
—ooat— o' = % -+ C.
On adone
)_ab(B——A)
T o b—a
et
—P_-—o_ az_alz-zﬁ(_}.;;A_z+2A’
pa? b—a
— a4 ’:M_*_C’
Vot c(b—a)
a ou

2

(B—A)+24+C— £ _.

v s blac+a)
, e

T e(b—a)

Substituant au lieu de A, B, C leurs expressions (o) (Chap. I), on
trouve '

wdu p?
T

- 306::%’/‘ [2c(u+c) +ca+chb—ab+cul
0

p=rye.

Dautre part, l'intégrale de forces vives [I’équation (52) du Cha-
pitre I] donne

R o a—+ b) " du
a¥(a+ b+ 4¢ D S / h.
( i) + b e 1 T4

O
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Ces équations en «* ne peuvent pas étre compatibles.

Donc, les seuls cas possibles, ot Uellipsoide fluide ne change pas la
direction de ses axes pendant le mouvement, sont ceux de Kirchhoff et de
Dirichlet. ‘

Remarques générales sur l'intégration des équations du mouvement.
Certaines solutions particuliéres.

. Indiquons une transformation des équations du mouvement,
établies aux n°* 6 et 7 du Chapitre I. ‘

Introduisons, au lieu de @; et y; (i =1, 2, 3), les nouvelles incon-
nues %; et v; en posant

bx,— cy=¢y, (J’x—xx)\’j%:'ﬂ:-

AVAYS

(") Cxy— ays=&, (y2— @2) Vea =ns,
axy— by;=E&, (y3— x3) Vab =;.

Les équations (4!} et (42) du Chapitre I prennent, si 'on y rem-
place en méme temps a, b, ¢ respectivement par a*, b* et c*, cette
forme simple :

\/ £y = o3 38s— TaNaly + pyéaly == Xy (Za, &35 Mas M1z, @, 0, C),
(2) o & :51'012.3—0'3“’7351-?'}1-25351 =X,(%5, 51,05 0y, a, b,¢),
,\ El; = Uz.’le_i - 0'172152“"}1-351 Ez = x:s(iu 527 Ty Ny @, b, C) 5

r r — VY (. +)
77{1:Uzés'ftz—"a'zl.z")s‘*‘{-*l'ﬂﬂnx—\I(C_zié:n‘navﬂ:n@bac)s

(21)

! n;: Glzln3_‘a3£3ﬂ1+#2n3ﬂl: "2(::51517 T3y Ny Q, b7€)~ ¢
( ny

ot ’on a posé

= 5252"71 - 7151‘02“*‘ 3Ny — Y, (51, 200 1115 ey @, B C),

. 2bc . 2ac . 2ab
W= T a—ay T @ =
(=) (3at— w) _(r=a’) (3 —w)
(3) (= (—a ) (a— ()2)2’ tr2 (@ — [):)'z(bz_ct'):’

_ (a*— b (3¢t — w)
M= (6*— (.2)2((‘,2_@:)-:’

=02 +-rat+ a* b3
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Quant aux équations (43), elles peuvent s’écrire comme il suit :

3+ a* . . 3ct+at . .
a(’ae—_F_);(éa-!-m) '—“(cg_ag)g(éz-l-ﬂz)
287, 28,7, 2

. —a'= 2 5Aa.
T @by (crar ¢ a T 2Aa

b(%i_%%(il+m)2—b£—?:_+—1:;(ga+ m)? |
4 _(Ziﬂg)a_(;i”[;)a—b":%;-mnb,
C?c,ii_%(iz+ ny)% — c(sb—fz;%(ia—km)’
- (62_5:12)3 - (bging)a —= % +aCe.

En ajoutant aux équations différentielles (2), (2,) et (4) la relation
(3) abc = ¢,== const.,
on obtient un systéme de dix équations, suffisantes pour déterminer
dix inconnues :
&y Eay B33 My, M2y My @, b, ¢ el k.

2. Transformons les équations (4) de la maniére suivante :
Posons, pour simplifier ’écriture,

_ 3b*+a? . 3c2+at . 2f,7, 2857
Si= G )~ Gy G T Gy T ae ey

_3cr+ b2 ., dar+ b . R 2E,m, 2831,
8,= C=rat (i) — (*=b%) (Ga+y)*— b(b—c)?® - b(a+ b):’,

_ 3a*+c® , 3+t . 28,1, 2%,y
S;= (¢ —a')? (Ea+ma)*— M(gl+ni) - c(c+a) - (:([)—4—6)3-

Désignons par T(%;, ;, @, b, ¢) la somme
si+si+ S;;:'F(E,',n,', a') b,()) (1.2'121 3)-

Il est aisé de s’assurer que

be(6* — c*)? ca(c*— a*)*
(Gsa+130) (830 +1za) .
ab(a® - 0*)*

T:_2[(211)4"’116)(510"‘""71!’) + (2 +maa)(Gea +1ac)




PROBLEME DU MOUVEMENT D UNE MASSE FLUIDE INCOMPRESSIBLE. 325

. . . . 1 1 1 .y
Multiplions mam.ten.ant(l;) respectivement par -, 7, - et addition-
nons les résultats ainsi obtenus.

On trouve
2 /2 A2 " " V4
27\=abc [rr_&n_g___b___i_:l’
(4] a )

A+B+C=2m.

car

D’autre part, la relation (5) donne

d’ou I’on tire, en dérivant encore une fois parrapport a ¢,

a’? o'2 c'?

all b " c "
yrTeTatE Tt

w&.+ .b“

(2 b a'b’\ _ Y
—2(Z?+-b—2+_67b—) __-2Q((1,[),d,b)

On peut donc écrire

a?bic?

—[T(&nnir @ 6) — b —2Q(a, b, a', b")].

2A =

Substituant cette expression de Adans(4), on obtient les deux équa-
tions suivantes :

2ab?c?
G)

Q(a, b,a', ') =A,,

s a’'=Ri(&, i, @, b) +
(6) 2 becra?
o

’ b =R,y (&, iy @, 0) + Q(a, b,a', b')=By,
ou I’on a posé

brer .
‘ Ry(Eiy i @, 6) = aSi— 24a — 5 (T — 4n),

(7)

ba?c?

)

(T — 47).

<
( B2(Eiv 0, a, b)= bS,—2Bb—

On suppose que, dans les équations (6) et (7), ¢ sott remplacée par
son expression en a et b 4 I'aide de (5).
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3. Prenons maintenant

,_da  ,,_db
a_(—h;, b—-(—{—[-

pour les nouvelles inconnues.
Les équations du mouvement s'écriront comme il suit :

| lexl(iﬁih-n?’ T‘m’a,l)% ﬂ[*“‘-l(\—_--_’g« Sy Mgy Tigy Ay [)),
E;:X,(Ex, Eia N3, ﬂha b)’ 7‘2:‘:2(;3*;117}3’ 'nlvaa b),
53—\4( Sl ‘-«“ fh,'ﬁn(( b) ﬂi:\ls(zlwz?ﬂ.nl’ﬂ&:aa b);
da' 2ab?c?
(8) ) 7__.1%,(“,0, a. b))+ Qa, b,a, 8"y = Ay,
db' . a2bcra? ' :
— = Re(E i, b) + Q(a, b, ', 8') =By,
da , db
—_—— — =¥
a4 dt

Ces équations forment un systéme normal de dix équations du pre-
mier ordre dont I'intégration détermine les inconnues £ M, a et bdu
probléme en fonction de L.

Les équations (8) admettent trois intégrales générales qui se pré-
sentent, en variables %;, n,, sous la forme [comp les equatlons (oo)
(51), (52) du Chapitre I |

FYy
—y

+ &3 + 22 = const.= A?,

ni i+ n&:consl.': 2,
a2 b2 2 (E,b+n,c:)2+ (Zi¢+ 0 b)? G
(9) / (b*—¢*)?
(Eac'+'ﬂ2a)z+(£2a -y, C)2
(02—(12)2

-+

t L Bar b+ (66 + mya)?
\ (aa__bz)a

= 4D + A.

Ces intégrales étant connues, la solution du probléme se rameéne a
intégration d'un systeme du septiéme ordre.

4. Les seconds membres des équations (8) étant indépendants de ¢,
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considérons le systeme de neuf équations différentielles:

sdb“b" db — B’ 7

‘d'ﬂ,_‘rg d'ﬁz_Y;z dﬂ:yM\-:{

(10) YT @bl @ T
/ da’ A, db’ B, da _d

a6 — b’ ah T db — ¥’

qui admettent trois intégrales connues (9).
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Il suffit, certainement, de trouver encore siz intégrales, distinctes
de (9), pour ramener le probleme 4 une quadrature; or, dans le cas
considere, le nombre d’intégrations nécessaires peut étre diminué & une

unite.

Nous allons démontrer, en effet, cette propriété importante des

équations du mouvement (8) :

ILsuffit de trouver, outre les trois intégrales connues (g), encore CINQ
intégrales distinctes, ne dépendant pas de {, pour ramener l’intégration

des équations du mouvement aux quadratures.

En tenant compte des expressions de X;, Y; (¢=1, 2, 3), A, et B,,

on s’assure sans peine que

__i’ IB, di,

3
()Xi ()Y, )
2 (5]

_a o, LA,
\ —b 0b o T o
()« _2 i “barerQ 9 [ab*c? Q) a e
) =plor ") (T ) TP =z
¢+ a? a?—+ b?
‘ ‘*‘(“_7)?":7?"'(5““)&7:7;]'
Or, en vertu de (44) du Chapitre 1,
2 . b e? Cr4ar at+ b
H - A [(7”—9)[)-.»“02 +(a—7)E§_az +(5—‘a)a2—bi !
ol ( 2 ath? athi+ 3 _ a’+ /./'3)
Tab' 03— @t b @t — vl a2
elgmatlt e atbt @ b
b (‘ T a ° 02— az b by l)'l')
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Il est aisé de s’assurer que

! d( i+ athb? atdt+ ¢} a’—{—b’\
3 __ 52

a b\ T T At —r at— b
1 g [vi+atdh? eI+ adbt | at4 0
T B da\ = atd i —atht " at— b
On a donc
af
H= 2!
(12) ab )
ou l'on a posé
at bt

f':lOg(;»g—-a‘bﬂ)(l)"a"—-v;;')(aﬁ-—- b-z)'

D’autre part,

1 [ 0 /ba*c?() K2 abc() — o+ b +‘l’ (a*+ 2b%)
b | 0b ® * o7 [ 17 ° bw, o' aw,;

— 2a2+b2_1_£c_za’+2b’
- bw, ' db aw,

wy= vi(a*+ b%) + a*b*.

0 [2a+ b? __c)_(a’—&-zbﬁ).
da bw, ) 0b\ aw,

Ona

Par conséquent,

@ YY) -4

ou

aw,

2 2 2 FREEEAN
f2:v§f<2—ab—:-l—b—db+ ‘-’—"iﬂda).

Les équations (11), (12) et (13) conduisent a la relation suivante :

[= A fi+fa) _ _‘_i__f:_
- b —db’

qui montre que le principe du dernier multiplicateur de Jacobi s’ applique
aux €quations (10). ‘

I en résulte immédiatement la proposition énoncée au début de
ce numero.
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5. Les équations (8) jouissent d’une autre propriété remarquable :
étant symétriques en Z,, Z,, &, et v,, n,, 14, elles restent inaltérées si
Pon remplace %; respectivement par v, ( =1, 2, 3), et inversement.

Il en résulte immédiatement la proposition suivante :

St les équations (8) admettent une certaine solution de la forme

:,':C?,-([), nt‘qui(t),
a=2~9,(t), b=149,(2), c=05(¢),

2:;(2), Y:(r), 0,(¢) (=1, 2, 3) étant les fonctions connues de t, elles
admettent nécessairement une autre, définie par les formules

&= du(e), n:=9;(¢),
azgj(t)’ b:@l(t), C':-93(t).

Revenant aux variables z;, y;, lides 4 &; et v; par les relations (1), on
peut dire que les ¢quations différentielles (41), (42), (43) et (44) du
Chapitre I ne changent pas sa forme, si ’on y remplace

Ty, Xy, L33 Yis Y, Vs

respectivement par

/¢ a b b ¢ a v
S VAR VA A VATl VAl VAl VA A

Donc, si ces ¢quations admettent une solution quelconque

2= 9;(¢), Y= (¢) (i=1, 2, 3),
a="8,(t), b=29,(t), c=05(¢),

2,(¢), b:(¢), 0,(¢) étant les fonctions connues, elles admettent néces-
sairement une autre :

¢ . b
Ly = %4’1(5)7 1’22\/%%(1), 1’3:\/24’3(“’
.“1:\@’?1(1‘)~ 3’2:\/25,92([)1 )’3:\/%%([),
=6,(

a=0,(0). (), e=8,(0).

Ann. Ee. Norm., (3), XXVI. — JuiLLET 1909. 42
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Cette proposition conduit au théoréme suivant, du & Dedekind :

A tout mouvement possible, défint par les équations

13 y
a . b+ y,c
U= —Z — %N+ 2,5, ) T= e
P AR : ! b—c¢
. b ZaC + ¥a
=Xy s - —1 9,8, § — —————
3= 20 AR 7 c—a
e + ¢, ; X3+l
v x —Z, e
W=Dl et a—1b
d’un etlipsoide
3 -+ n -+ E =1
a? b2 c 7

correspond un mouyement réciproque, defini par les équations

o a a_, e, /

u_-;—az-f-\/z.l@ﬂ-%-\/-;-“}h, p—b_c(.r|+31),
L . b’ b Vea

V:\/';y:’:ﬂ‘*-‘z—bn‘l" \/EI:]‘:, (]:c__a(-'l"z-i—‘}’g).
c . c ¢ ab

w = \/;w,; -+ \/;y,-n -+ Py AL r = a\/—b (o3 4+ 1),

ou u, v, w designent les composantes de la vilesse absolue du point g <
du liquide; p, q, r les composantes de la vitesse angulaire du mouvement
d’entrainement; a, b, ¢, x; et y; les fonctions connues de t vérifiant les
équations (41), (42), (43), (44) du mouvement (Chap. 1). '

6. 1l n’est pas inutile d’indiquer I'application de ces théorémes 4
certains cas particuliers, ou le probléme d’intégration se simplifie
essentiellement.

On peut satisfaire aux équations (2) et (2,) en posant

Ny == Tg == N3 == 0,
c'est-d-dire, en vertu de (1),
Xy = Y1, &Ly Y a, Ly Vs,

ce qui correspond A la supposition que /e mouvement du liguide sott
wrrotationnel.
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Les équations du mouvement (8) prennent la forme suivante :

&L= mdads, S TRN &y = s

da' , 2abdc? A da ,
(16) L ar =R, (&0, a, b) + Q(a,b,a, b)), =

di’ . 2bca? dab ,

*E/T——--Rg(c_,j,o,a,b)—*— Q(a [) (Z [)) %:b.

Les intégrales (9) se réduisent aux deux suivantes :
\ G+a+i=F,

(17) b+ ¢? ¢!+ a® . A+ D

= 4D + /.

[ @+ 0% e+ & s + 8

\

) (cz___a‘z)z ga(az b2 )2

En appliquant & ce cas particulier le théoréme du n° 4, on s’assure
qu’il suffit de trouver ciNq intégrales distinctes des équations (16) pour
ramener le probléme aux quadratures.

Or, deux intégrales (17) de ces équations étant connues, i/ ne nous
reste qu’ a trouver encore TROIS intégrales, ne dépendant pas de t, pour
résoudre le probléme a ’aide des quadratures.

. Les équations (8) étant symétriques (') par rapport 4 §,, 5,, &,

et Nys Nas N3, 00 en déduit immédiatement un second cas 1)0551ble du
mouvement en posant (comp. le théoréme du n° 5) -

El - 52: Es: Q.
Les équations (8) se réduiront i sepz équations de la forme (16),"61
il faut seulement remplacer les variables £,, Z,, &; respectivement par

SRIERIETRIED
Les équations ainsi obtenues admettent deux intégrales qu on

obtient en remplacant dans (17) &,, &;, &, par 1, Nz, 1s.

Il suffit de trouver encore trovs intégrales distinetes, ne dependant pas

(1) Remarquons, en passant, que cette propriété des équations (8) conduit immédiate-
ment au résultat suivant : s'il existe une intégrale des équations (8)
(2) f(eh ¢ &3, 71, "1;’ N3, @, b, a', b') = const.

non symétrique en &y, £, Es et 1, M2, M3 il existe nécessairement une autre qui se déduit
de () par la permutation réciproque des lettres &, £z, &5 et ni, M2, 3.
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de t, pour achever l'tntégration des équations dont 1l s’agit a U'arde de
deux quadratures.

8. La troisicme solution particuliére correspond & la supposition

~

- ro [
(18) L=y hmm, HE

Les équations (8) deviennent alors

[ B, = (o3— o+ P-x)-a-.w
E; (oy—ay+ .Uz)l_al.n
5; = (gy— oy 4 H;B):‘;lii;

(8 ¢ da' yab?c? da ,

’('/T:RI(SIHEH as[))'J" Q(‘L b7a1: b,)y Jdt =a;
db’ . 2 bcat - db .,
_E—RE(‘:-IHEH ﬂ,b)—i— Q( baa~b )s 'd—t--" o'
et les intégrales (9) se réduisent aux deux suivantes :
+a+ =4,
2 2 2
(b+c)? _2(c+a) Ly (a4 b) —AD A

@it El( — ) He—ay T TS (@)
Le probléme se raméne, comme dans les deux cas précédents, a la
détermination de trois autres intégrales, ne dépendant pas de t, des
équations (18).
Ces intégrales étant trouvées, l'intégration s’achéve a U'aide de deux
quadrazures.

9. Les équations du mouvement admettent encore la solution sui-
vante : :

' SL=m=&H=m=o,
= const., ;= const.

et se réduisent, dans ce cas particulier, & quatre équations

o
B —Ri(0,0,5,0,0,m a, 0)+ 2222 Q(a, b, ', 1),
v | ' '
09 {2 o hyo,0,50r0m e 1)+ 2% 0(a b, B,
da __, db_,,
ar @ dc 0
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qui admettent une intégrale de la force vive

(Gart +030) + (530 4+ viya)®

—
(a°— b*)? = 4D <+ A.

(20) a't+ b+ ¢+

D’aprés le théoreme du n° 4, il suffit de trouver deux intégrales
distinctes, indépendantes de ¢, pour ramener I'intégration aux quadra-
tures.

Or, I'intégrale (20) étant connue, i/ ne reste qu’a déterminer encore
une seule intégrale de espéce considérée pour résoudre le probléme a
[’aide des quadratures.

Nous avons ici un cas possible du mouvement, indiqué par Rie-
mann.

Le cas particulier de celui-ci, correspondant & la supposition

a =consl., b = const., ¢ = const.,

nous I’avons déja étudié plus haut.

10. Remarquons que les équations (16), (17) et (18,) admet{ent
aussi les solutions particuliéres correspondant & la supposition que la
surface libre du liquide ne change pas sa forme pendant le mouve-
ment, pourvu qu’il existe certaines relations entre les constantes a, b
et c.

Considérons, par exemple, le mouvement, défini par les équations
(18) et (18,).

Les équations (18) conduisent, en vertu de (1), aux relations sui-
vantes :

bxi—cy,=o, Cry— ay, =0, ax;— by;=o.

Si a, b et ¢ ne dépendent pas de ¢, on doit avoir, d'aprés les
recherches de la Section T de ce Chapitre, ou

(n =y =9
Xy, Vi, Xy, s etant différents de zéro, ou
(2) x.‘:)’1;£2:~)'2:: 0,

x, et y, étant différents de zéro.
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La premitre hypothése exige qu’on ait
El I 0,

£, ot £, ¢tant des constantes, différentes de zéro.
Or, la premiére des équations (18,) donne

(53— o+ py )52 Ey=o,

¢’est-a-dire
g3 — G+ 1= 0.

Pour que le mouvement soit possible, il faut et il suffit que cette
relation soit compatible avec I'une des conditions (45), (52), (78).

En nous bornant par cette remarque, sans cntrer dans le det‘ul con-
sidérons la seconde hypothese ou :

Ei==Ey=o, axy+ by,—o.

Les équations (81) et (82) de la Section I deviennent, éu égard
a (83) et (84),
R=o, 2a@dbzl=p(a+ b)*S.

Le mouvement n’est possible que dans la supposition (5) du n° 18
de Ia Section I, lorsque :
b>a>c,

et, comme il est aisé de voir, correspond au cas, ou les condl-
tions (93) se réduisent 4 I’équation : R

c
E:s:so(%>:%(t)» LN

s,(¢) désignant la racine de I"équation
®(s,¢) =0
(voir n° 20 de la Section I de ce Chapitre).

i

11. Je terminerai ce Chapitre par la remarque suivante :
L’intégration des équations (2), (2,) et (4) [ou (8)] étant effectuée;
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on obtient les expressions des variables
z;, Yo oa, b et ¢ (i=1,2,3),

en fonction de ¢, ainsi que les composantes p, ¢ et r du mouvement
d’entrainement. '

Pour déterminer complétement la position du systéme dans espace,
il faut encore exprimer en fonction de ¢ les cosinus directeurs «;, 5;,
v: (i=1, 2, 3) des axes mobiles %, v, T avec les axes «, y, 3, fixes
dans I’espace.

Montrons que ce dernier probléme se rameéne toujours a une seule
quadrature.

Envisageons les équations (46) du Chapitre I.

Ces équations, combinées avec les équations de cinématique

montrent que le vecteur

A= \/z?+:§+z§,

passant par le centre de I'ellipsoide, ne change pas sa direction dans
'espace. _
En le prenant donc pour 'axe des s, on trouve

‘ 5= kcos(k,3) = Ay,
(21} { sy== h cos(h,n) = Ay,
( s3= kcos(k,I)= kv,

Ces équations déterminent v, v,, v, en fonction de /.
Introduisant maintenant les angles 8, o et ) d’Euler et en se rappe-
lant que

Ti=— sin0 coso, Y= sinfd sin o, 73 == cosb,
on obtient
cosf=1  lango==— =.
~1

A.
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y

Ces équations déterminent § et 5 en fonetion de ¢,

I} ne reste qu'it déterminer ['angle {.

Pour eela il suffit d’emplover les formules bien connues de cinéma-
tique
4y

: 08¢ sinf~=
T sgRITy

dt

Lot
p=8smg—

08¢ d9+ sinosinf?dv’
= SA—— O -
7 Tt ’ ar’

qui donnent, eu égard a (21) et (22),

PO Th Pt s

dt 1= kt— g2

“3

d'ott Uon tire & 'aide d'une quadrature



