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LE

PROBLÈME BIHARMONIQUE RESTREINT:
PAR M. S. ZATŒMBA.

I. — Introduction.

L Nous appellerons problême biharmonùfue le problème suivant :

Déterminer', pour un domaine donné(D), une/onction w admettant
des valeurs périphériques données, telle que set dérivée suivant la normale
intérieure à la frontière (S) du domaine considéré soit égale à une/onc-
tion donnée et telle enfin que, à l'intérieur du domaine (D), elle vérifie
l'équation aux dérivées partielles du quatrième ordre

(i) A^ï'^o,

où A représente f opérateur de Laplace (<),

Dans certains cas, comme par exemple dans celui où il s'agit de
déterminer la figure d'équilibre d'une plaque élastique encastrée, on
connaît à l'avance une fonction o vérifiant les conditions aux limites
de la fonction demandée w.

( 1 ) Lo problème biharmoniquo a déjà l'ait l 'objet d ' imporLtinLs t ravaux ('voir un parLi-
culier le Mémoire de M. Korn dans le Bulletin de l'Académie de Cracovie, octobre 1907,
ainsi que les Rapports sur les Mémoires présentés an dernier concours du prix Vailiant
dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences de Paris^ du 2 décembre 1907),
mais la méthode exposée dans ce travail est essentiellement différente de celles des
autres auteurs.
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• Plaçons-nous dans l'hypothèse où la circonstance précédente se pré-
senterai t , et supposons que la fonction o jouisse des propriétés sui-
vantes :

i° Elle est continue dans tout le doma ine (D) et, même sur la fron-
tière (S) de ce domaine;

2° Chacune des dérivées dn premier ordre de la fonction considérée
est égale a u n e fonction vérifiant les mêmes conditions de cont inui té
que la fonction ^ elle-même;

3° L'équation
(a) ^ == Ao

définit une fonct ion ^ pouvant n'être ni cont inue ni même bornée,
mais telle que ['intégrale (1)

(3) • f ydr,
•AI)»

où (h représente l 'élément du domaine (D), ait une valeur f in ie , b ien
déterminée, et telle en outre que le potentiel [logarithmique ou new-
tonien suivant le nombre de dimensions du domaine (Ï))| dérivant
d'une masse, continue dans le domaine (D) et ayant en chaque point
une densité égale à la valeur correspondante de la fonction ^, admette
des dérivées du premier ordre continues, non seulement à l'intérieur
du domaine considéré, mais aussi à la traversée de la frontière (S) de;
ce domaine.

On pourra alors énoncer les condit ions aux l imites relatives à la
fonction demandée w de la façon suivante :

Les valeurs périphériques de cette fonction et celles de ses dérivées
partielles du premier ordre devront coïncider avec les éléments ana-
logues relatifs à la fonction y.

(Test cette forme particulière du problème biharmonique que nous
désignerons par la dénomination de problème biharmonique restreint.

L'énoncé de ce problème offre l'avantage de conserver un sens
précis, quelles que soient les singularités de la frontière du
domaine (D).

( ï ) Dans tout ce travail nous nous placerons au point 4c vue des quantités réelles,
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Pour plus de brièveté, nous nous bornerons au cas de deux variables
indépendantes, mais on verra que,, à quelques restrictions près, les
considérations qui vont suivre peuvent aisément être étendues à
l 'espace; plus par t icul ièrement , l 'extension à l'espace de la théorie
développée au Chapitre suivant est immédiate.

2. Dans tout ce Mémoire, nous représenterons par F(A) la valeur,
e n ' u n point A, d'une fonction F-des coordonnées rectangulaires a? et^r
d 'un poin t variable et nous désignerons par d": l 'élément: d'aire; tou-
te fo i s , lorsqu' i l y aura intérêt à indiquer expl ic i tement qu'un élément
d'aire se rapporte a un point B, nous remplacerons le symbole c'h par
le symbole (l^^

Ces conventions admises, reprenons les notat ions du numéro précé-
dent et posons

(4) // --=- o—<ï.\
(5) ç?—; An'.

Eu é^ard a l 'équation (2), nous aurons

\i/ == ̂  — (?,
d'où '

(.6) , // ( A ) := -I- / [^( B) - r( B)] lo^AB rh^
'•^^Di

en tenant compte de ce que la fonction u et ses dérivées du premier
ordre s 'annulent sur la frontière (S) du domaine (D).

Les formules (4) et (6) ramènent le problème biharmonique res-
tre int au problème suivant :

Déterminer une foncîùm c, harmonique à l'intérieur du domaine (D)
et telle que la fonction u et ses dérivées partieUes du premier ordre restent
continues, même à la traversée de la frontière (S) du domaine (D), et se
réduisent sur elle à zéro.

Nous verrons au Chapitre III que ce problème équivaut au problème
suivant :

Étant donnée une fonction 'sp telle que l'intégrale (3) cdt un sens,
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déterminer une/onction t» , harmonique à l'intérieur du domaine (I)),
telle que l 9 in! enraie /••-
ail âne valeur fi.'nie et telle, en outre, que pour toute^fonction /z, harmo-
nique a l'intérieur du domaine (D), on ait

( ^,hd^==. C r/^7,
»/i D , J , D i

sous runicfue condition que l'intégrale

L f^cb
i » i

ne soit pus dépourvue de signification.

Nous donnerons au problème précédent la dénomination de problème
biharmonique intermédiaire ou, plus simplement, celle de problème
intermédiaire.

Le Chapitre suivant sera consacré '^problème intermédiaire; ce pro-
blème y sera traité sans introduire aucune hypothèse restrictive en
dehors des suivantes : le domaine (D) ne s'étend pas à l'infini; l'aire
de ce domaine a une valeur bien déterminée; enfin, la fbnctid|l
donnée '̂  est tout à fait quelconque, à cela près que l'intégrale

j ' y .
^! I ) >

r/T

ait un sens.
Dans les Chapitres ultérieurs, nous devrons particulariser davan-

tage la nature du domaine (D). Néanmoins la frontière (S) de ce
domaine pourra se composer d'un nombre quelconque de lignes fer-
mées, elle pourra avoir un nombre fini quelconque de points anguleux
dont quelques-uns ou tous pourront dégénérer en points de rebrous-
sement; toutefois, estimé à l'intérieur du domaine (D), l'angle formé
par les deux arcs issus d'un point de rebroussement devra être égal à
zéro et non pas à 2^:.

La théorie du problème intermédiaire nous conduira à l'intéressant
théorème que voici :
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Désignons par ^ et '^^ deux fondions continues de/inies sur la fron-
tière (S) du domaine (D) et envisageons l'ensemble (E) des fonctions
dont chacune^ F, jouit des propriétés suwcmîes :

i° Chacune des/onctions

F, f et àv

cÀr ây

est égale à une/onction continue à l'intérieur du domaine (D) ainsi que
sur la frontière elle-même de ce domaine ;

2° Les valeurs périp/i.rie/lies de la f'onction F constituent une fonction
identique à la fonction c/;

3° En tout point où la frontière du domaine (D) admet une tangente
déterminée, la dérivée de la fonction Y prise suivant la normale intérieure.
à ( S) en ce point est égale à la fonction o^.

S'il existe dans l'ensemble (E) une fonction ç vérifiant les mêmes con-
ditions générales que la fonction désignée par la même lettre dans l'énoncé
du problême Inharmonique restreint, il existera aussi dans l'ensemble CE)
une/onction w (elle que, pour

F •=-- (F,
l'intégrale

f (AF) 2

^ ( D f

dT

atteigne son minimum; la fonction w vérifiera, à l'intérieur du do-
maine (D), l'équation

A2 t.p == o ;

elle sera donc une fonction bikarmonique.

Dans le dernier Chapitre, je ferai connaître une méthode générale
pour effectuer réellement le calcul de la fonction çs solution du pro-
blème intermédiaire. Je donnerai par cela même une méthode géné-
rale pour calculer la fonction demandée dans le problème biliarmo-
nique restreint.

La méthode dont je viens de parler nous conduira à un théorème
qui me paraît important et dont voici renoncé :
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Désiynwîs f'ar v une /bric/ion donnée, harmonique à l'intérieur du
do'ma'ne (D) et telle que r'inté^rcile

f r3 d":
'•- i î > i

ail une valeur finie ; il sera lou/ours possible de/aire correspondre à tout
nombre donné £, (îijfferent de zéro et positif, mais arbitrairement petit,
une/onction h, régulièrement harmonique à distance fîme dans fout le
plan sauf en un nombre Hmifé de poinis singuliers, silués à /'extérieur
du domaine (D), lelle (fuon ait

f (r-^)2^2^<6;
^i n \

au surplus, dans le cas ou /a frontière du domaine (D) ne se compose que
d'un seul contour^ la fonction h se réduit à un polynôme entier.

II. — Le problème intermédiaire.

3. Le problème intermédiaire cidmet au plus une seule solution.
En effet, reprenons les notat ions de l 'Introduction et supposons que

deux fonctions (/ et ^ représentent chacune une solution du problème
considéré. Dans ce cas les fonc t ions (/ et (// jouiront, par hypothèse, de
la propriété suivante : on aura

/ > F' h^h- F ^hd^,
•-'t I) > *-^ D »

f ^/^T== ( ^hck,
^ ( I ) } - ^ ( D ' I

pourvu que la fonction h soit une fonction harmonique à l'intérieur
du domaine (D) et telle que l'intégrale

/ h^dr
^i, D )

soit f i n i e» Par conséquent, pourvu que la fonction h satisfas&e à ces



LE PROBLÈME l î ï l îÀHMONIQUE RESTREINT. 343

conditions, on aura aussi

d) ; ^~^) ck =:<:>.
^ D i

Or les fonctions ('/ et v" sont. chacune liarmoniqae à l ' intér ieur du
domaine (D) et les intégrales

f F^" et f i^A-
^ ( D ) ^(D)

sont finies par hypothèse. Il en sera donc de même de l ' intégrale

f (^--cï^
^(.D'i

Par conséquent, nous avons le droit de poser

/^=(, '_^.

L'équation (i ) donnera alors

f ( r—^/^ /T^o.
^ i> *

Donc les fonctions (/ et (// sont identiques. Cela prouve bien que le
problème intermédiai re admet au plus une seule solution.

4. Supposons que le problème intermédiaire soit possible, et soit p
la solution de ce problème. Nous aurons

(2) \ ^h ch= f ^/idr,
^ " ( D . ) ^ ( l ) )

en désignant par À une fonct ion de même nature qu'au numéro précé-
dent.

Posons, comme nous en avons le droit,

h = t.'.
Il viendra

Ç (>2^T= f é^T.C^T r== f ^ (T ch
^Ï)') ^ ( D )«-Aïh ^D)
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On aura donc
f y ch — 1 r2 ̂ r 4- f (^ — r)2^.(3 )

J.î», ' * ' l » , ^ i D », î » , • • i l > . ^ " i D i

Cela prouve qu'on aura

( y cl': > / r2 ̂ T,
..A 1 » ! * l l ) >

à moins qu'on n'ait
f (^-r)^T=0,

ce qui, lorsque la fonction ^ est continue à l 'intérieur du domai ne (D),
ne peut arriver qu'à la condit ion d'avoir

ù ==: v

en tout point intérieur à ce domaine.

5. Lorsque le domaine (D) coïncide avec l'aire (T) limitée par un
cercle (C) de rayon r, la solution du problème intermédiaire est immé-
diate. En effet, désignons par ^ une fonction quelconquetelle que l'in-
tégrale

f ydr
J(Ti^T)

ait un sens, et, en plaçant le pôle d'un système de coordonnées
polaires (p, 6) au centre 0 du cercle (G), posons

/ • \ / 7T

^=^^^)p^in^

(A-=i, 2 ,3 , . . . ) .
<,, ^^^/^l^p^os^

La fonction demandée v sera alors donnée par la formule suivante :
as

(4) . ^=^AA.(',,,t'=^•'^•<'"'
n=0
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en posant

(5) A/,== f ^r^Tr (/?.=o, r, 2, . . .).
t/( ̂ ,

Si aisée que soit la démonstration de ces formules, nous ne pouvons
nous dispenser de la développer, parce que ces formules serviront de
base à tout ce qui va suivre.

Je fais d'abord les remarques suivantes :

i° On aura

(6) A»=r r^T;
l-1 ( T i

'2° La série (4) sera uniformément et absolument convergente à
l ' intérieur de tout cercle concentrique au cercle (G) et de rayon plus
petit que lu i ;

3° L'intégrale

(7) - f ̂ ^s^r ^AJrn ^o J 1 T )

aura une valeur finie ( l ).

Considérons maintenant une fonct ion h harmonique à l'intérieur du
cercle (C) et telle que l'intégrale

f h^ch
J( •r,

ait un sens. On aura
00

(8) À=^B,^.,
/=0

en posant

(9) By=f h^d^ (./=o, i, 2 ,3 , ...).
f'i/{ T }

J'observe maintenant ceci : quelle que soit une fonction F, te l le que

( ' ) T'oir pour tous ces points le paragraphe 7, page i5 de mon Mérnoirô Sur l'iTitégra-
twîi de l'cqucttion biharmoniqua {Kulletift de l'Académie de Cracovie, janvier 1908).

Ann. Êc. Norm., (3), XXVI. — AOUT 1909. 44
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l ' intégrale
f PA

*-•' < T i

ait u n e valeur finie, on aura (' )

do') f ^^^S^f ^F^J I T I i / / = o J (T '
ainsi que

x

{' hVch-^ii, f >-,.Frf-.
-'.T, ^, ^Ti

Posons dans cette dernière re la t ion F = '^, il viendra
•3C

(ri) ^/rJ;^=^B,A,,
l ' ! T " /~o

en vertu des formules (5). D^autre part, si, dans Pénalité (10), on
pose F = A, il viendra

ec

( 1 2 ) f cAA=^A»B,,,
*' 1 n==0

en vertu des formules (9).
Les équations (n) et (12) entraînent la suivante :

/ vhch-=- f ^hck.
• - ' ( T ) ^ ( T i

Cette é q u a t i o n exprime précisément que la fonction v est bien la
solution du problème intermédiaire pour l'aire (T) par rapport à hi
fonction ̂

6. Supposons que le domaine (D) puisse être défini comme l'en-
semble des points dont. chacun est intérieur à l'un au moins de deux
autres domaines (I),) et (D^) ciyant des points intérieurs communs et

0) Foir le paragraphe 6, page 10 du Mûmuiro cité à la page précédente; so reporLer
en particulier à la remarque qui termine le paragraphe indiqué*
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tels que, pour chacun d 'eux, on sache résoudre le problème intermé-
diaire. Je vais montrer qu 'une méthode, que j 'appellerai proc€(/é alterné
à cause de son analogie avec la méthode connue sons ce nom et ima-
giné par M* Sch'warz pour le problème de Dir ichlet , permettra de
résoudre, dans ce cas, le problème intermédiaire pour le domaine (D)
lui-même.

Désignons par ^ la fonction donnée par rapport à laquelle il s'agit
de résoudre le problème intermédiaire. Formons une suite in f in ie de
fonctions

( « 3 ) ^ ^, ^, ^ . . . .

définies dans les limites du domaine (D) de la façon suivante. On a

dans tout le domaine (^D), et, d 'une façon générale, si l'on désigne
par a l 'un des nombres i ou 2, la fonc t ion 'J^/^a se déduira de la fonc-
tion 4^4-0-1 de la manière que voici : à l ' in té r ieur du domaine (Da)
elle sera égale à la fonc t ion ha rmonique qui, pour ce domaine et par
rapport à la fonction ^ 2 / c + a - i ? représente la so lu t ion du problème inter-
médiaire; dans tout le reste du domaine ( D ) on aura

^/.-t-a^ ^•-^••--r

Je dis tout d'abord qu'il n'y aura pas d'obstacle à prolonger la
suite (i3) au tan t qu'on le voudra. En effet, s'il devait s'en produire
un, il ne pourrait consister qu'en ce que l'intégrale

f ^ ̂^( i» i
^^,

^.I»:!

pour une certaine valeur de l ' indice //, cesserait d'avoir un sens. Or
on a évidemment

(i4) f ^r==^' y^k.
J(I,)l . . " l l > ,

D'autre part (n0 4), nous avons

I/.+a^= / M/,+^id-;f d4^-a^f ^P a /••4-a f^ = / w 5 Â-4-a~l " • ?
•••"., l»a " 1.ï)». '
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nous avons donc aussi

f ^^^l^f ̂ ...-̂ î
^ ( D ) ^Di

ce qui peut s'écrire ainsi :

( r o ) / ^d^f ^,dr,
J(T) i JiD,

Par conséquent, l'intégrale

f ̂  ̂
^ ' [ i ) }

aura une valeur finie quel que soit n, et, comme nous l'avons annoncé,
la suite (i3) pourra être prolongée autant qu'on le voudra.

Désignons, comme précédemment, par a l'un quelconque des
nombres i ou 2. Je dis qu'on aura

( 16 ) ^ ^2/.+a ^â/+a ̂  = \ 4^4-a '^H-a-i ̂
^ ( ït ) * ( I» i

pour toutes les valeurs non négatives des entiers k et t. En effet, il
résulte immédiatement de la définition de la fonction 'sp^a et de ce que
la fonction ̂ ..̂  est une fonct ion harmonique à l ' intérieur du domaine
(D,a) et telle que l'intégrale

f ^k^d-
- '0>a'

ait un sens, qu on aura

f ^âÀ^'a ̂ H-a ̂  == j ^îlM ^â<+-a-i ̂ *
^ t D a ) ^(.ûa)

D'autre part, dans le domaine (D — Da) on a, par définition,

^^•t-a^ ^ît+y.—ï-

On conclut immédiatement de là que la relation (16) sera bien véri-
fiée. Cette relation exprime qu'on aura

( 1 7 ) f ^ ùy cl": -==: j ^p ̂ .̂i ch,
••'(l')) « - " ( D i
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pourvu que les entiers/^ et q vé r i f i en t les condi t ions suivantes ;

, p s=s fj ( n'iod. 2),

( 1 8 ) , p>o,

\ q > o.

Supposons que l'entier y vérif ie l'inégalité

q>ï.

Dans ce cas, d 'après-ce qui précède, on pourra changer, dans
l'équation (17), p en q— i et q en p 4- i. Il viendra

i d -̂n 4^1 ch •== i ^p ̂ .-1 eh.
J i . i ) i ^ ( i »

Cette équation et l'équation (17) entraînent la suivante :

/ (^H^ 4 ,̂1 ch = ^ (^/,^^:,
l-7

 f 1), « • ' ( ï» 1

laquelle sera valable pourvu que les entiers p et q vérifient les condi-
tions que voici :

p 1= q (mod. a) ,
p>o,
7>i.

Nous arrivons donc à la conclusion suivante : lorsque les entiers p
et q sont de même parité et lorsque aucun d'eux n'est nul, l'intégrale

(19) / ^/rfT

ne dépend que de leur somme. Moyennant la relation (17) on conclura
immédiatement de là qu'il en est encore de même dans le cas où les
indices p et q sont de parité différente, et cela sans que la valeur zéro
pour l'un des indices p ou q soit alors à exclure. Il est donc permis de
poser

(20) Ï/M.<7= / ^/^^

^D '
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à condition de ne donner^ dans le cas ou les indices p et q seraient de
même parité, la valeur zéro a a u c u n d'eux.

Les notations qui viennent d'être définies permettent d'écrire l'équa-
tion (17) de la façon suivante. :

(21) ,L^== L^..,,i.

Les Lrt sont évidemment tous posi t i fs» et les relations (i4) el ( i3)
nous apprennent'qu'on a

r ^^i^i.u^..,.••Ai»
On a donc

(22) lhnI^=L
n =; ao

en désignant par 1 un nombre parfaitement déterminé vérifiant les
inégalités suivantes :

(a3) o ^ I 5 / 4^/r.
^(i))

L'équation (22) entraine, à cause de l'égalité (21), l'égalité plus
générale

(24) l iml/ ,=I.
n = oo

Observons maintenant qu'on a

j {^n^q — 4/»)2 ̂  ̂  ^în+'lv ~ ̂  ̂ în^-q + hn'
^ ( ï ) }

Donc, en vertu de l'équation (24), il est possible de faire corres-
pondre à tout nombre non nul et pos i t i f s , si petit qu'il soit (railleurs,
un nombre ent ier et positif N, tel que l'inégalité

(25) /^N

entraîne la suivante
(26) / (^--^r/T^

^ ( D i

pour toute valeur entière et positive de l'entier y.
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Cette proposi t ion servira de base aux considérations du numéro
suivant .

7. Le nombre N étant déterminé de façon que l'inégalité (2.*»)
entraîne l ' inégali té (26), l 'inégalité (23) entraiiiera à plus forte raison
chacune des inégalités suivantes :

f OK^--^)2^^-',i^
et

/ {^n^y—^nYch<c-
*•' 1 I»2 1

Or, chacune des fonctions

Aa/^i (A-=ro,l, 2, 3, .. .)

est une fonction harmonique à l ' intérieur du domaine (D^), et chacune
des fonct ions

d/a^ (771=: I , 2, 3, . . .)

jouit de la même propriété à l ' in tér ieur du domaine (D^ ). Donc, en
s^appuyant sur des théorèmes que j 'ai eu l'occasion d 'é tabl i r dans un
travail récent (*), on peut énoncer les proposi t ions suivantes:

i° La série
• 00

^1 -+-^ (^âÂ-KÎ -~ ^2^4-1 )

A- == o

est uniformément convergente dans tout domaine intérieur ^ 2 ) au
domaine (D^), elle a pour somme une fonction y^ harmonique à l'in-
térieur du domaine (D( ) et l'on a

( 27 ) li m \ ( r i — ^2/,4-i )2 <^r •===• o ;
/ •=ooJ,p^

( 1 ) S. ZVIIEMBA, Sur l'intégration de l'équation blitarnwfuque {.Ihilletîn de l'Académie
de Craeo^ie, janvier 1908, § 5, p. 9, et § 6, p. 10) .

(2) Un domaine (D') est dit î/^érieur à un au Ire domaine (D) lorsqu'il existe une
longueur non nulle X telle que tout point intérieur à un cercle, décrit d'un point du
domaine (D') comme centre avec À comme rayon^ soit intérieur an domaine (D)*
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2° Des circonstances tou t à fait analogues se présentent pour le
domaine (1)^) et pour la série

se

^â-^^" (^âw-a— 4^) :

m == 1

la somme de cette série sera une fonction ^2 harmonique à l'intérieur
du domaine (Da) et l'on aura

(28) liai f ( i 'a—^r-^^o.w = = » J^

Nous avons

f (^-4^T=f [(^~^^l)+(^.4.I--^)]2^,

'AI»!» • ' ( D i i

d^ù

/ ( (- i— ^,)2^T< 2 / (ri—^a/.+.i)2^ + 2 / (^2À-+-i — ̂ )2^.
^i.Dif ^ - ( D i t ^ iDi ' i

Mais chacune des intégrales entrant dans le second membre de celte
équation t end vers zéro lorsque les entiers A" et p croissent indéfi-
niment. C'est ce qui résulte de l 'équation (27) et du théorème qui
termine le numéro précédent. Nous avons donc

(29) l îm / (pi-.^^^^T^o.
/'^ ^ ( D i i

On démontrera d^une façon analogue qu'on a

(3o ) liin / ( ̂  — 4^)2 dr = o.
/»=^ J^

Désignons par (D(^) le domaine formé par Fensembie des points
intérieurs à la fois aux domaines (D,) et (D^). Les équations (29)
et (3o) entraineront évidemment les suivantes :

lim f ( (T! — 4^ )2 di: = li m f ( ̂  — 4^ )s ̂ T '== o-
^=»JH)^ ^.=,00 J ( D O ' » '
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Ces équations et Fin égalité

/ (n——i^^-O / (^-.,Î^)^/T-4-2 / (F,-^,)2^

^ • ' I t o i • " • D o i ^ ' î » , . » '

qui résulte de F i d e n t i t é

f {^,-^Y^=f [(r^^)«(^_^)]^T,
'•" ( DU ) ••' ( I*() 1

e n t r a î n e n t l'égalité suivante :

/ (^—r^^r^o.
^iD,,i

Cela prouve qu'à l ' i n t é r i e u r du domaine ( D ( , ) , les fonctions ^ et r.j
coïncident . Par conséquent, nous déf inirons une fonc t ion c, liarnio-
nique à l ' intérieur de tout le domaine (D), en spécifiant qu'on a

r = <i

à l'intérieur du domaine (D,) et

à l ' intérieur du domaine (Da).
Je dis que la fonction p, définie de cette façon, représente la solution

cherchée du problème intermédiaire pour le domaine (D) par rapport
à la fonction r^.

Pour établir ce point, partons de la remarque suivante : i l résulte
des équations (2.9) et (3o) et delà déf ini t ion de la fonction v qu'on
aura

(3i) lim F (P—^)^/T=O,
/ '^^(ï)»

équation qui, à cause de l'équation (24)? entraîne la suivante,

(82) r ^ A = = i ,
^ \ D)

.In fi. Éc. /V<V7//., ( 3 ) , X X V Ï . — ÀOCT K,O(). 43
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ce qui prouve que rinté^rale

(33) r r2^
t'1' ., i> i

a une valeur finie.
Cela posé, considérons "une fonction A, harmonique à l ' i n t é r i eu r du

domaine (D), mais d'ailleurs quelconque à cela près que l ' intégrale

(84) f ^d-
^t i> >

ait un sens. Il est, aisé de voir qu'on a

(35) / * ^/^T:=/' ^^hck
v ( D ) '••i {l» »

pour louîe valeur entière et pos i t ive de / ) .
En e f fe t , pour l ' un des domaines (D , ) ou (1),;), so i t (D^) , la lonc t ion ̂

représente, par c l é f i n i l i o n , la solution du problème intermédiaire par
rapport à la fonction ^-,. On a donc

f 4^^=f ^.,^^.
^(i)^ ^ l ï » ^ )

D'autre part, dans le domaine (D — D^), nous avons, toujours par
dél in i t ion ,

^-^^..-i.

Par conséquent , 'l'égalité (3:^) sera bien vér i f iée d a n s les condit ions
annoncées.

On conclut immédia tement de (33 ) que

\ ^^/idT= f lpy//^T,

^ ' ( D ) ^(l) '1»
d où

(36) f ^ A ^ = = f ^hcl^
^i,, l) ) ^\ D )

puisque la fonction ̂  n'est autre chose que la fonction ^.



LE PROBLÈME i î ïHAiiMOMOTE RESTREINT. 355

On a évidemment

d'où
( ^h ck == f ( r - ̂  ) A ck + f ^ À ch,

^ i D . ^ ' i l ) 1 ) « - • ' i D i

( 37 ) / ^h d- = f ( r — d^1';» // ck -4- f ù /̂ , r^r,
t- ' i i» * t 1 ' , ii, J, !» -s•"pit l l / 1 1 ) i ^ \ b}

à cause de (36).
Or

f f (r--^)/^T< /l (i'.-.-^)2^^ /^A,
L^ini J ^.r», -<i»i

par conséquent
li i'n ^ ( F •— 'i;/, ) À ch —:: o,/»=oo ^ / , ^ . ^

en vertu de l 'équation (3 î ) et de ce que rintégrale (34) a une valeur
ilnie. Moyennant la relation ([Lie nous venons d'établir, on conclura de
l'équation (37) la su ivan t e :

(38) / çkch==. 1 d^f/T.
*• ii.»'i « - ' ( i > )

Cela prouve que la fonction harmonique v représente, comme nous
l 'avions annoncé, la solution du problème intermédiaire pour le
domaine (D), par rapport à la fonction donnée '\.

En résumé, sachant résoudre le problème intermédiaire pour chacun
de deux domaines (D^ ) et (Da), ayant des points intér ieurs communs,
on saura aussi le résoudre, par le procédé alterné, pour le domaine ( '[.))
formé par l 'ensemble des points dont chacun est intér ieur à l 'un au
moins des domâines(Di ) et (D^). Il n'est peut-être pas inutile d'ajouter
que le nombre de parties séparées dont pourrait se composer le
domaine (Do)? formé par l'ensemble des points intérieurs à la fois aux
deux domaines (I),) et (1)^), n'a joué aucun rôle dans la démonstration
de la légitimité du procédé alterné; on aura donc le droit d'appliquer
ce procédé quelle que soit la nature du domaine (D() ).

8. Passons au cas général du problème intermédiaire. Soit (D) un
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domaine quelconque a cela près qu'il ne s'étende pas à l ' i n f i n i et que
l'aire de ce domaine ait une valeur bien déterminée. On pourra tou-
jours définir une suite indéf inie de cercles

(89) ((V'> ^- (- '1> (c.')' • • -

tels que tout point intérieur à l 'un de ces cercles soit in té r ieur au
domaine (D;et que tout point in tér ieur à ce domaine (et par su i te non
situé sur la frontière) soit intér ieur à l'un au moins des cercles
précédents,

Cela posé, désignons d'une façon générale par (D^) le domaine
formé par l'ensemble des points dont chacun est intér ieur a l 'un au
moins des fi cercles

(Ci), (G,), (C,), ..., (C«).

Le domaine (D.) ne sera alors autre chose que le domaine intér ieur
au cercle (G|).

Désignons par ^ une fonction donnée quelconque a cela près que
l'intégrale

(4o) f 'y-^
^l»!

ait une valeur finie et bien déterminée.
Supposons provisoirement que nous sachions résoudre le problème

intermédiaire pour le domaine (D«). Je dis que nous saurions aussi le
résoudre pour le domaine (D,^.). En effet, s'il existe des points inté-
rieurs à la fois au domaine (D«) et au cercle (C,,^,), le procédé alterné
nous conduira au b u t puisque, pour le cercle, (n° 5), nous savons
résolidre le problème en question. Si au contraire les points intér ieurs
au cercle (C^,)sont tous extérieurs au domaine (D,,), le problème
intermédiaire, pour le domaine (D,^.), constituera en réalité l'en-
semble de deux problèmes intermédiaires indépendants se rapportant
l'un au domaine (DJ et l'autre au domaine intérieur au cercle (C/,+,);
donc dans ce cas aussi le problème qui nous occupe pourra être résolu
pour le domaine (D,,+,). En résumé, sachant résoudre le problème
intermédiaire pour le domaine (D,,), nous saurons, comme nous l'avions
annoncé, le résoudre pour le domaine (D,,+i). Or nous savons résoudre
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le problème en question pour le domaine (Di), puisque c'est le domaine
intérieur à un cercle, au cercle ( C i ) . Donc nous saurons résoudre le
problème in termédia i re pour le domaine (I\\ quelque va leur ent ière
et. positive qu'ait l ' indice n.

Cela posé, il sera possible de former une suite intime de fonctions

(4l) ^o» ^i» ^ • • • .

où le premier terme $0 serait défini par l'équation

(42) ^o^^

le terme général ̂  se déduisant du terme ^^\ ̂  1^ façon suivante :
à l ' intérieur du domaine (D,,), la fonction <&„ coïncidera avec la fonct ion
harmonique qui, pour ce domaine et par rapport à la fonction <ÏY,.i.,
représente la solution du problème intermédiaire; dans le reste du
domaine (D), on aura
(43) 4ï«-=<t)/,^.

J'observe tout d'abord ceci : on aura (n° 4) évidemment

f ^l^^f
^n)..} * • ( IL

C)'2 r/r< \ ^»"2 ch'*• n u '• .-= j -'•f[~•ï.ul•9

l'intégrale du premier membre ayant une valeur parfaitement déter-
minée. On aura donc aussi

( 4 4 ) ' r^^=/(ha fîr < t d)12 rir•«•/i. us' = f ^n—i t" • ?
J( D » J (( B ) •-" ( l> )

puisqu'à l'extérieur du domaine (D/J on a l'égalité (43). Il est donc
prouvé que, pour toute valeur entière et' posit ive de n, l ' intégrale
formant le premier membre de (44) aura une valeur finie et parfai-
tement déterminée. Par conséquent, rien n'empêchera de prolonger la
suite (4.i ) aussi loin qu'on le voudra.

Faisons maintenant la remarque générale su ivan t e : si l'on désigne
par 0 une fonction harmonique à l ' intérieur du domaine (D/,), quel-
conque dans le reste du domaine (D) mais telle que l 'intégrale

^ 0^7

t ï ) f
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ait un sens, on aura

(43) f <t^^= f ̂ ^Odr,
^(l» -Sïh

pourvu que rentier p vérifie la condition
(46) pin.

Pour justifier cette remarque, observons que la fonction 0, étant
harmonique à l 'intérieur du domaine (.I-)//), le sera nécessairement aussi
à l'intérieur du domaine (1)^) lorsque l'inégalité (46) est vérifiée.
Donc, en vertu de la définition de la fonction <-I>^, on aura

f <I>^r-= f <I)/,^^
^(D^ -il^)

et, comme à l'extérieur du domaine (Dy,) on a

• <3>p=<îv^

par dé f in i t ion , finégalité (46) entraînera bien la relation (45).
La fonction <Ï>» ét.ant harmonique à l'intérieur du domaine (D,/), nous

pouvons, dans l'égalité (45), poser

&=<&/,

Par conséquent, l'inégalité (46) ent ra îne la relation

/ <Ï^<I)/^T^ / <1^<Ï>/^/T.
^ ( D ) ^ l ï » )

Cela nous amène à la conclusion suivante : pour toute valeur de p
vérifiant l'inégalité (46), on aura

(47) f ̂ a),^=T^
^ ( U )

en posant

(48) T.=f <3>!A.
^ ( D )

Observons maintenant que les relations (42)? (44) 6t (48) entraînent
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les suivantes,

(49) l i m T / , = ï ^ / y^,
n = 8o ,,' o ,

en désignant par T an nombre non négatif , parfai tement déterminé.
Gela posé, il suffît de remarquer qu'en vertu de (4?) o11 ^

1 ( <I>,,4-/, — ^n Y eh -=. Tn+p — 2 T^ -h T/, == 1\ — T/^.,;.,
^ ( i » )

pour conclure de l^une des relations (49) qi1^ l'intégrale

(50) r (^..^~-<Ï)n,)2^
^•'(1))

tend uniformément vers zéro lorsque l 'entier n croît indé f in imen t , de
quelque façon que varie en même temps l'entier positif^.

Ce théorème servira de base aux considérations exposées au numéro
suivant.

9. Il sérail aisé d'établir en toute rigueur qu'il correspond à tout
domaine (I)') in té r ieur ( ( ) au domaine (D) im nombre entier et
positif N, tel que, pour

( 5 i ) /^;N,

le domaine (IY), intérieur au domaine (D), soit aussi intérieur au
domaine (D^).

Mais il est inuti le de développer la démonstration de ce point, parce
qu'il est toujours possible de former la suite (3g) de façon à être
certain à l'avance que la circonstance en question se présente réel-
lement.

Cela posé, considérons la série suivante :
ao

(02) e),^^(<î)^-4^).
p^n

( 1 ) La déibitiun précise de ce Lermo est donnée en note à la page 351.
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Chaque terme de cette série représente une fonction hariTionique à
l ' i n t é r i e u r dii domaine (D/,.); c'est là une conséquence immédiate de
la définit ion de la suite ( 4 ï ) - Cela étant , ii sufïîra de se r epor t e ra i t
théorème qui termine le ninnéro précédent ainsi qu'à ceux qui ont été
rappelés en note à la pa^e 3 , > ) I , pour reconnaî t re qu'on peut énoncer la
proposit ion suivante :

La série (32) est uniformément convergente dans /oui domaine inté-
rieur au domaine (D//), la somme c de cette série est une fonction harmo-
nique à Fin té rieur du domaine (I),,) et l'on a

(^31) li in / ( r — ^J'^^o.
^=oc ,,/,p^ '

Rapprochons ma in tenan t les circonstances suivantes : d 'une part,
en vertu de la remarque faite au début de ce numéro on peut disposer
du nombre n de façon qu 'un domaine (I)'), défini arbitrairement à
l'avance à l ' intérieur du domaine (1)), se trouve être intérieur au
domaine (1)^); d'autre part, la somme des k premiers termes de la
série (52) est égale au terme de rang n + k dans la suite (4i)-

Ce rapprochement, conduit immédia tement à la conclusion suivante :
la suite (4-ï) est uniformément convergente dans toute l 'étendue de
tout domaine (D') intérieur au domaine (D), elle a pour l imi t e une
fonction (? harmonique à l ' intérieur du domaine (D) et cette fonction
vérifie l 'équation (53), quelque valeur positive qu'on ait at t r ibuée à
l 'entier/z,

10. Je vais démontrer que la fonction (?, l imite de la suite (4i)?
représente la solution cherchée du problême intermédiaire pour le
domaine (D) par rapporta la fonction donnée r^.

.Nous avons

( (^~<I),)^T=/* [((D^^+(^-(I^)]^/T,
^w ^ ( D , , )

d ou

f (^-^^/T^f (d^r)2^
- ' i ^ ï ' • ' ( I Ï M I

-^ / ( < I ) ^ _ ^ ) ( p _ ^ ) ^ 4 _ / (ç,^.<^)^
^I^ 1 ^IV'
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ce qui donne

(54 ) Htn 1 O.l^-^)2^^ ^ (r.~-<l^)^
/f l lT• l l•;<ï

 • ^ l » , , ? « . I>«.

en vertu de (53).
D'autre part, en se reportant aux relations (47)'» (48) et (49)? on

verra qu'on a

(35) l îm / (^^^^€h=:Ty—l\
;i=.w ,,,/,i>,

II est évident d'ailleurs qu'on a

f ( <]>/, - ̂  d- ̂  f ( <1>,, ~ ̂  dr.

Par conséquent, les relations (54)et(55) entra înent l'inégalité sui-
vante :

(56) f (p_<D^^T^-T
^(ïïr. '»

pour toute valeur entière et positive de n.
Considérons maintenant un domaine quelconque (I)') intérieur au

domaine (D). D'après ce qu'on a vu au début du numéro précédent, il
sera toujours possible de donner à l 'entier n une valeur assez grande
pour que le domaine (IT) se trouve être intérieur au domaine (I)//)-
Cette condi t ion étant remplie, on aura évidemment

r (^-(D^^/* (^(D^^
- ( I ) ' ) ^ ( î » , , »

Cela permet de tirer de (56) la conclusion suivante : pour tout do-
maine (IY) in té r ieur au domaine (D), on a

(5;) [ (r-<l^^T,---T.
^' i i>' i

Cela prouve d'abord que l'intégrale

f (r-d^)^

Afin, Éc. A'o/w., (3), XXVI. — AOL-T 1909. 4^
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a un sens et que, par conséquent, il en est de même de l'inté-
grale^1)

(58) f r2^;
^ D )

on voit en outre qu'on aura

F (<D^^^T,-"T
^(D'i

En se reportant, à l'équation (49), on conclura de cette inégalité la
relation suivante :

(59) lim f (^-P)^T=O.
^-^J^ï))

Reportons-nous aux: relations (45) et (46). La seconde entraîne la
première pourvu que la fonction Q soit une fonction harmonique à
l'intérieur du domaine (D/^). Par conséquent, si l'on désigne par A une
fonction harmonique à l ' intérieur du domaine (D) et telle que l 'inté-
grale

(60) f h1^
J[ D )

ait un sens, on aura

f <Dy h dr == f ^y^ h dr
^ ( D i ^ ( ' D )

pour toute valeur entière et positive de y; on aura donc aussi

/ <ï»y/«/T== Ç ^Q/idr
^ ( D ) ^ (1 ) )

ou bien

(61) / ^yhdr=. f ^hdr,
^ ( D ) ^ ( D )

puisque la fonction $o n'est autre chose que la fonction ^.

( 1 ) Si Von avait le moindre dontô à ce sujet, on îe lèverait sans peine au moyen d'un
raisonnement analogue à celui dont j'ai eu à me servir au paragraphe 67 p. 10 et suivantes
du Mémoire cité en note à la page 35 ï .
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En partant des relations (39) et (Gi) , on n'aura plus qu'à raisonner
comme à la tïn du n° 7 pour établir la relation

((r.Q / ^h(h=-: 1 ^hck,
« . ' i i » , ^ ( ï î }

et pour démontrer par cela même que la fonction v représente, comme
nous l'avions annoncé, la solution cherchée du problème intermé-
diaire pour le domaine (D) par rapport à la fonction donnée ' i .

Ajoutons qu'il serait très aisé de s'assurer qu'on a

f ^cfT==T;
^ ( n 'i

il suffirait pour cela de poser

h-=v

dans les relations (61) et (62) et de se reporter à l'équation (5<)).
En résumé, nous avons résolu le problème intermédiaire en nous

bornant à admettre, en ce qui concerne le domaine (D), que ce do-
maine ne s'étende pas à l ' inf ini et qu'il ait une aire bien déterminée
et, en ce qui concerne la fonction '^, que l'intégrale

f y-d^J( i) j
ait un sens.

III. — Réduction du problème biharmomque restreint
au problème intermédiaire.

11. Reportons-nous aux équations (4) et (6) de l'Introduction.
Four démontrer d'une façon complète que le problème bibarmonique
restreint se ramène au problème intermédiaire, nous avons deux
choses à établir :

i ° Que la valeur

(i) w = = < ? — ? /
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de la fonction n", tirée (le réquat ion ( 4 ) » représentera u n e solution du
problème bihannonique restreint si l'on y porte la valeur (6) de it en
regardant la lettre r comme représentant la solut ion du problème in-
termédiaire pour le domaine (D) par rapport à la (onct ion ^;

2° Que, en dehors de la solution précédente, le problème bihar-
monique restreint n'en admet aucune autre.

Le premier de ces deux points sera établi au numéro suivant et le
second plus loin.

12. Dans ce numéro, il nous suffira d'admettre que le domaine (D)
vérifie, en dehors des hypothèses adoptées au Chapitre précédent,
seulement la condition suivante : si l'on désigne par A un point quel-
conque s i tué à l ' in tér ieur de ce domaine, par a sa plus courte distance
à la frontière et par 0 un point de celle-ci situé à la distance a du
point A, il existera, dans le cas où la longueur a ne sera pas supérieure
à une certaine longueur fixe /, sur le cercle, de centre 0 et de
rayon a === OA, un point A\ extérieure domaine (D) et tel que sa plus
courte distance a' à la frontière (S) du domaine considéré vérifie l'iné-
galité

(2) ^,/^

où k représente une constante numérique non nulle qui, suivant la
nature du domaine (D), pourra avoir une valeur quelconque infé-
rieure ou égale à l 'unité ( f ) .

Cela posé, nous allons établir le lemme suivant :
Considérons une fonction n, harmonique à l ' intérieur du domaine (D)

et telle que l'intégrale
(3) r î /-^i»)
ait un sens. Posons ensuite

(4 ) x v ( A ) = = = — f y ( B ) l o g A B ^ B
2 71: ^ { D )

(1) ColLe hypothèse entramo la conséquence suivante : lorsque la frontière du
domaine (D) a des points de rebrousscments, ces points doivent satisfaire à la condition
indiquée dans l'Introduction.
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et supposons qu'à Vexiéneur du domaine fD") la fonction m soit égale
à une fonction <I> qui , sauf à, F i n f ini , e^t, avec ses dérivées du p remier
ordre, c o n t i n u e en tout po in t du pian. , cl par conséquent aussi à la
traversée de la i routière ( S) du d o m a i n e considéré. Dans ces condi-
tions, les dérivées du premier ordre de la fonct ion iu joui ront des
mêmes propriétés de c o n t i n u i t é que celles de la f o n c t i o n <I>.

La fonct ion m étant manifestement une fonction régulièrement ana-
lytique dans le voisinage de tout, point qui n'est s i tué ni à l ' in f in i , ni
sur la frontière (S) du domaine (D), il suffira, pour démontrer le
lemme, de faire voir que les dérivées du premier ordre de la fonc-
tion ui sont cont inues à la traversée de la, f ron î i é re du domaine con-
sidéré.

Voici une seconde remarque préliminaire : envisageons à l 'intérieur
du domaine (D) un point quelconque B et soit, b la plus courte dis-
tance de ce point à la frontière. Je dis que le produit

(5) /^(B)

tendra uniformément vers zéro avec la longueur b. En effet, du po in t B
comme centre, décrivons un cercle (C) de rayon b et désignons
par (T) l'aire l imitée par ce cercle; d'après un théorème que j'ai eu
l'occasion d'établir récemment (ril), nous aurons

(6) [,(B)p,:^ ^ u-^r.

L'intégrale (3) ayant u n e valeur finie, l'intégrale

f ^ch
^ T i

tendra uniformément vers zéro avec b, de quelque façon que se déplace
d'ailleurs le point B. Cela prouve que le produit (5) jouira bien de la
propriété annoncée.

Considérons maintenant, à l ' in tér ieur du domaine (D), un point A,
tel que sa plus courte distance a à la frontière ne soit pas supérieure

( 1 ) Buîïctî/i de l'Académie de Cracovie, janvier 1908, p. 8, méoalilc (19) . /?;//• aussi
T. BOGGIO, Transforma^ioni di alcunc funz-ioTii potenziali ( Refidiconti cte'l Circoh mat.
di Palermo, 1906^).
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à la longueur / envisagée au début de ce numéro. Soit 0 un point
situé sur (S) à la distance a du point A. Il existera par hypothèse sur
le cercle de centre 0 et de ravon a un poin t A' extérieur au do-
maine (IY) et tel que sa plus courte distance ci à la f ront ière vérifie
l'inégalité (2). Cela posé, décrivons du poin t 0 comme centre un
cercle (G) de rayon r Çr^^a). Désignons par ( D ^ ) la partie du do-
maine (D) intérieure au cercle (C) et par (D^) le reste de ce domaine.
Posons

(8)

Nous aurons

par conséquent,

W _
\^À

w.i (M)= ̂  I ^ ( R ) l o g M B ^
•-- i i ) t >

w , ( M ) = — f » (B) logMB^rB. .2T' «•AB^

w ( M ) = u > i ( M ) + W 2 ( M ) ;

àw\ _ / d w A ( àwï\ f(^wï\ /^W 2^
^Ï/v~~" V'^'/A"~ Y^'Av4" \à^ }^ \ à^ A'3

où les indices font connaitre les points pour lesquels les dérivées
doivent être calculées. L/équafcion précédente donne

(9) W -
WA

'àw\
^/A'

< te\
\^A

^wA
^A'

^\ _
^.r/A

/^2\

\<^À'

Lorsque le point B est a V extérieur du cercle (G), on a

/<HogMB\ _ /
Y ^ VA ^

puisque, par construction, on a

<HogMB
àsc <8=,:

OB"

Par conséquent, la formule (8) nous donnera

[7<^ -1L\^À '
On aura donc a fortiori

(10) |f

' dwg
à^ J ^
\ - P ^ r ̂  r
AVJ ^ Jin. OR" .Al)

I 2 16^ r c/Tn /1 ., ,
< —^r / ==T / o2 ̂ •

- ' ( l > a ) OB ^ ( D a )

^»2\

^A'
^\
.^A'

AC a

'^Tï75
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en posant
G = i / | o2 ^/T.

••• ( lu )

V ..̂  D

On déduit de la formule (7)

[Y(NI\ -|2 i r ^TB r , ,lÂ^)J<^i,I^X>/- <— ==. / ^T,
' r /v | 47T-J,^ ^/e""-<o^

en tenant compte de ce que le point A.' est extérieur au domaine (D).
Or la distance a! du point A' à la frontière vérifie l ' inégal i té (2). Donc,
dans l'intégrale

r ^
.L,^^- ( B ^ A / B

la longueur A'B vérifie l'inégcilité

ATî^a.

Dans la même intégrale, on a évidemment encore

F'B $ a 4- r < a r.

Il est donc aisé de voir qu'on aura

r/àw.\ y2 r , ar r , ,
( I I ) ( — — i ) < — — I O § — — / » d r 'L\^'ÂvJ 271 "A-a^^^

Reste encore à déterminer une l imite sapérienre du premier terme
du second membre de l'inégalité (9). Pour y arriver, décrivons du
point A comme centre un cercle (G7) de rayon ^- Désignons pai^D',)
le domaine intérieur à ce cercle et par (D',) le reste du domaine (Di).
La formule (7) nous donnera

(„) |f^ ^ J L f L^ll^^JLf l̂ ,̂
v / \\àxh-27tJ^ AB ^DÏ) AB

Dans la première intégrale du second membre de cette inégalité, la
plus courte distance du point B à la frontière du domaine (D) varie
entre a et 3a- Donc, puisque le produit (5) tend uniformément vers



3(.)8
zéro avec A, on aura

s. ZAïmisiA.

u(B)[<!i^

dans F in t é^ ra l e en quest ion, en dés ignant par ^ ( a ) une q u a n t i t é posi-
tive, tendant : vers zéro avec a, mais indépendanle des autres éléments
qui dé te rminen t la posi t ion du poin t A dans le domaine (D). Nous
aurons donc

03) f '^/W.^/).
t"' ( i»'^ ', A Si

Passons au second terme du second membre de l ' inégal i té ( ï2).
I/inégalité de Scliwarz donnera

{ ( • lMi)i^r<^^^ r ,̂
l^".) AB J // ./„:;,

On aura donc a forliori

w \ r ^Mj^T<..io^r »^r.
L^i>ï, Ali J a J^

Les inégalités (12), (i3) et , ( i4 ) ent ra înent la suivante :

(ë),-^^^.^'--'^ <, (A)+. Z,,,_
. ^ • C J A \ 27: 0 a

J'observe main tenan t ceci : puisque l ' intégrale (3) a une va leur
t inie, on aura

/ ^/T<£i(r),
^^tÏ l !

en désignant par £ , ( r ) une fonc t ion positive et décroissante, tendant
vers zéro avec r, mais indépendante de la position du p o i n t u sur la
frontière du domaine (D). On pourra donc, en faisant tendre a vers
zéro, établir entre a et r une relat ion te l le que les quantités

lo^ f- ci loû^ / H^/T^.,/.^../o

tendent l'une et l 'autre un i formément vers zéro avec a de quelque
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f açon que se déplace d 'ai l leurs le point A dans le domaine { ,D) ; il suf-
firait par exemple de poser

" (ï \ / ^ { r }

La relation précédente entre a et r étant établie, voici ce que l'on
conclura immédiatement des relations (9), (10), ( i l ) et (i5) : la
différence

/ ôw\ , ' àw\
V^A V"^A'

tend uniformément vers zéro avec a de quelque façon que se déplace
d'ailleurs le point A dans le domaine (D).

La posit ion des axes dans le raisonnement précédent n'ayant été
particularisée en aucune façon, ce raisonnement prouve que la diiïe"
renée

/àw\ ^ f()w\ •
\àf}^~~'\^}^

tend aussi uniformément vers zéro avec ''/.
Or, à l 'extérieur du domaine (D), la fonction u) est, par hypothèse,

égale à une fonct ion <I> dont les dérivées du premier ordre sont cont i -
nues à la traversée de la frontière. Il en est donc de même des déri-
vées du premier ordre de la fonction in. C'est ce que nous avions à
établir.

B.evenons au problème bibarmonique restreint, et désignons, comme
dans l ' Introduction, par (P la fonction demandée, par 3p la fonction
donnée vérifiant les condit ions aux limites de la fonction demandée
et par ^ la fonction déf inie par l ' équat ion

d;~».A©.
Posons ensuite

( ï6 ) // ( A ) = — I [^ ( B ) — r( B ) ] iog-'AB ch^
'•^J,!1),

en désignant par v la fonction harmonique qui constitue, pour le do-
maine (D) et par rapport à la fonct ion 4^ 1^ solution du problème
intermédiaire. Il n'y a qu'à se reportera l'énoncé de ce problème pour

Ânn. Éc. A'o/"///., (3), XX VÏ. ~ Aor'r 1909. 4?
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reconnaî t re que la fonc t ion u (A) sera nulle identiquement à l'exté-
r i e u r d n cl o m a i î i e ( D ).

Or les dérivées du premier ordre de la fonction représentée par
l 'intégrale

— f ^ (B) logAB^
2 Tî *A •n •i

sont, par hypothèse, continues même à la traversée de la f ron t iè re du
domaine (D). Par conséquent, en vertu du lemme qui vient d'être
démon Ire, il en sera de même des dérivées du premier ordre de la
fonction que représente l'intégrale

—: / r(B)logiBA-B;2 7r J( i) i^^in

il en sera donc encore de même des dérivées du premier ordre de la
fonct ion u. Mais, comme nous avons eu déjà à le faire remarquer, la
fonction u est nul le ident iquement à l'extérieur du domaine (D); elle
est d'ailleurs continue dans tout le plan à distance finie. Nous arri-
vons donc à la conclusion suivante :

Les quantités
au au

u^ — et —? <te ày

calculées pour un point quelconque A, intérieur au domaine (D),
tendent uniformément vers zéro avec la plus courte distance de ce
point à la frontière. Il résulte de là que la formule

(.17) W ===. Q — U

fera connaître une solution tp du problème biharmonique. Donc, le
premier des deux points indiqués au numéro précédent est établi.

13. Il nous reste à démontrer que le problème biharmonique ne
peut admettre qu'une seule solution.

Pour démontrer ce théorème, nous serons obligés de restreindre
dans une certaine mesure la généralité du domaine ( D). Cela ne tient,
il faut le craindre, ci'ifà une imperfection de notre méthode. En re-
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vanche, nous aurons a établ i r des inégal i tés qu i pourront certainement
être utiles clans d'autres questions,

La frontière du domaine ( D ) pourra se composer d'un nombre quel-
conque de contours; chacun de ces contours pourra avoir un nombre
f in i quelconque de points anguleux et même de points de rebrousse-
ment; toutefois, estimé à l ' intérieur du domaine {û), l'angle formé
par les deux arcs issus d'un point de rebroussement devra être égal
à zéro et non pas à 2T:.

Les points singuliers dont nous venons de parler s'appelleront som-
mets de la frontière (S) du domaine (D); les autres points de cette
front ière , points orelmaires.

Nous admettrons que l'arc de (S), compris entre deux sommets
consécutifs, jouit des propriétés suivantes :

i° L^angle aigu formé par deux normales sera inférieur au produit
d 'une constante par la distance des pieds des deux normales;

2° Si d 'un point 0 choisi arbitrairement sur l'arc considéré on dé-
crit un cercle ayant ce point pour centre et pour rayon, une longueur
non supérieure à une longueur fixe, ce cercle rencontrera l'arc au
plus en deux points et la portion de cet arc située à l 'intérieur du
cercle précédent satisfera à la condition que voici : une parallèle à
l'une quelconque de ses normales ne pourra le rencontrer qu'en un
seul point au plus.

Pour achever l'énoncé des hypothèses que nous adoptons au sujet
de la frontière du domaine (D), il nous ' reste encore à dire qu'elle
devra satisfaire aux deux conditions suivantes :

i° Tout cercle décrit d'un sommet comme centre avec un rayon plus
petit ou égal à une longueur fixe S, inférieure clans tous les cas à la
moit ié du minimum de distance de deux sommets, rencontrera la fron-
tière précisément en deux points;

2° Tout cercle ayant pour rayon une longueur non supérieure à une
longueur fixe et pour centre un point situé sur (S) et tel que sa dis-
tance au sommet le plus voisin soit supérieure ou égale à la lon-
•guisur S, considérée tout à l'heure, rencontrera la frontière (S) préci-
sément en deux points et interceptera sur elle un arc ne comprenant
aucun sommet.
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14. En vue des cons idéra t ions ( l u i vont suivre, il est. utile de faire
correspondre à tout point A, intérieurau domaine (D), une longueur R.
Nous appel lerons cette longueur rayon relatif au point A, et nous la
déf in i rons en in t rodu i san i deux longueurs constantes à, et o^ ainsi.
qu'une constante .numérique k^ Le choix de ces trois éléments sera
précisé tout à l 'heure; pour le moment, il suffira de dire que la lon-
gueur o, satisfera à la condi t ion

( 1 8 ) ^ô,

où o représente la même longueur qu'au numéro précédent.
Lorsque la distance d d'un poin t A du domaine (D) au sommet le

plus voisin vérifiera rinégalité

(19) ^^

le rayon R relatif au point A sera s implement défini par l 'équation

(20) R=â2.

Si au contraire on avait

( 2 ï ) û?<^,

on aurait

(2^) R==^,V,

en désignant par s la longueur de l'arc intercepté par le domaihe (D)
sur le cercle mené par le point A et ayant pour centre le sommetde(S)
le plus voisin de ce point

On s'assurera aisément que les longueurs ^ et §2 et la constante
numérique ^i pourront être choisies de façon que pour tout po in t A,
situé à l ' intérieur du domaine (D) et tel que sa plus courte distance a
à la frontière soit inférieure ou égale au rayon R, relatif à ce point ,
les circonstances suivantes se présentent à la fo is :

i° II n'existe sur la frontière (S) du domaine (D) qu'un seul point Ây
situé à la distance a du point A.

2° Si du point Ao comme centre on décrit un cercle (S) de rayon 7R,
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ce cercle rencontrera la f ront iè re du domaine ( D ) précisément, en deux
poin t s ; l'arc (S^) qu'i l interceptera sur el le ne comprendra aucun
sommet; une parallèle à une normale à l'arc (S,/) ne le rencontrera
qu'en un seul point au p lu s ; enfin, Pan^le aigu formé par deux nor-
males à cet arc ne pourra pas être supérieur à ^-

3° II correspondra sur ("S") à tou t point. M, situé à la ibis à l'intérieur
du domaine (D) et du cercle (2), un point unique M' tel que la lon-
gueur MM' soit la plus petite possible, et, par le point M', on pourra
faire passer deux cercles de rayon R, tels que les points intérieurs à
l'un de ces cercles soient tous intérieurs au domaine (D) et les points
intérieurs au second, extérieurs à ce domaine.

Nous supposerons, dans la suite, que le choix des longueurs o,
et §2 ^t de la constante numérique A:, satisfasse aux condit ions précé-
dentes.

-1.5. Les considérations ultérieures reposeront sur un théorème re-
latif au cercle et que nous allons établir rapidement.

Considérons un cercle (C) de centre 0 et de rayon R, limitant une
aire (T), et désignons par :u une fonction harmoniqueji l 'intérieur de
ce cercle et telle que l'intégrale

( x^dr
( T

ait une valeur finie.
Posons

W i ( P ) =: ~]L. f u ( M ) !ogPM^.
27^^

Le plan étant rapporté à un système de coordonnées polaires (p, 0)
ayant le centre 0 du cercle (C) pour pôle, on aura, pour la fonction w,
le développement en série bien connu

u =:Ao4-^(A/, cos/^4- 'Kn sinnO) ̂ \ •
n = 1

On conclura faci lement de cette formule qu'à l'extérieur de l'aire (ï)



3 7.4 s* y-AREMBA.

la fonction m, pourra être représentée an moyen de la série suivante :

Ao 3P , ÎP ̂  A., cos/^ ^ + B./ siru^ /RVw r;= —— lo^p — — > ————————-——— — .
2 '-• .i —( /un 4- i) \ p /^ = i

Au moyen de ces formules, on établira avec la plus grande facilité
le théorème suivant :

Si l'on désig'ne par B un point (juelconqu.e situé à l'inlérieur du.
cercle (C')y à une distcfnce non nulle du. centre, et par B' le point iwerse
au point B par rapport au cercle considéré., on aura

(.3) .(B)——4^(^) -^(o),
OB - V O ^ B '

où l'indice B' sert à indiquer (/ue kl dérivée

à^
^

doit être calculée pour le point B\

1,6. Considérons une fonction u définie à l ' i n t é r i e u r dn domaine (D),
p o u v a n t n e pas v é r i ti e î'* 1 ' é q u a t. i o n

Au -=-. o

dans toute l 'étendue du domaine (D"), mais jouissant cependant de
cette propriété à. l ' in tér ieur de la partie du domaine ( D) constituée par
l'ensemble des points M tels que la plus courte distance m, de chacun
d'eux à la f ront ière (S) du domaine (D), vérifie l'inégalité

(24) m<\

où X représente une longueur déterminée différente de zéro. Suppo-
sons de plus que l 'intégrale

(26) 0^-= ( v^lr
^'\ i> )

ait un sens, et posons
(26) , • w(P)=:JL C t»(M)Ï.OgMP^TM.

^^^p)



LE PHOBLÈME S î I H A K M O M Q U K UESTHEINT. S^S

Nous nous proposons d'étudier la façon dont se comportent.» dans le
voisinage de la frontière du domaine ( I ) ' ) et, a l'inlénewde. ce domaine,
les dérivées du second ordre de la fonct ion w, la fonc t ion y et les
dérivées du premier ordre de cette Ibnction dans le cas 014 à F extérieur
du domaine (D), les dérivées part ie l les de la fonction ^jusqu'au troi-
sième ordre inclusivement admettraient chacune, par rapport à la
frontière (S) de ce domaine, des valeurs périphériques définissant
sur (S) une fonction continue ( 1) .

En se reportant an n° 13, on reconnaîtra de suite que la longueur B,
que nous avons appelée rayon relatif à un point A du domaine (I))»
pourra toujours être définie de façon que, pour tonte position du
point A, on ait

(26^) 2 B < À ,

où A représente la même longueur qu'au second membre de l'inéga-
lité (24). Nous supposerons que cette condit ion soit vérifiée.

Considérons un point A situé à rintérieur du domaine (D) et Ici que
sa plus courte distance a à la frontière vérifie l ' inégali té

(26^) a^R,

en désignant par R le rayon relatif au point A, Soit A() le point de (S )
le plus voisin du point A. Du point A() comme centre décrivons un
cercle (S) de rayon 7R et considérons un point B, intérieur à la fois au
domaine (D) et au cercle (S). Il existera alors sur (S) un point
unique By dont la distance au point B soit la plus petite possible. Par
le point BO on pourra faire passer deux cercles de rayon R (rayon
relatif au point A), l 'un (G) de centre 0, tel que tous les points inté-
rieurs à ce cercle soient intérieurs au domaine (D), et l 'autre ((Y) de
centre 0', tel que les points situés à son intérieur soient tous extérieurs
au domaine considéré. Désignons par (T) la portion du domaine (D)
intérieure au cercle (G) et par ( D < ) le reste de ce domaine . Décrivons
du point Bo comme centre un cercle (Go) de même rayon R que les
cercles (G) et (G'). Le cercle (Gy) partagera le domaine (D,) en deux

(1) On trouvera les résultats de cette étude à la fin du n° 21.
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autres : l 'un (1),»), i n t é r i e u r à ce cercle, et l 'autre (d);»), qui lu i sera
extérieur. Notons en passant que le domaine (î)^} se composera de
deux parties dont' les f ron t iè res n ' au ron t qu 'un seul po in t , commun :
le point By, lequel sera un point de rebroussement pour la frontière de
chacune des deux parties dont se compose le domaine (1)^).

Posons

(^) ^(.P) = — / » ( M ) IO^MP^-M,
^^.T!

( 28 ) w, ( P ) =-= -l- j " ( M ) logMP €/T^
'^^D,,

( ÎÎQ ) l̂ ;, ( P ) = -I» / U ( M ) lûglP ̂ M.
! '' " '•;il ̂  t ' 1 1 )

Nous aurons

( 3û ) u) ( 1 ) ) = U)i ( P ) 4- w, ( P ) 4- Wy ( P ).

Nous admettrons qu'on ait

(31) ^^BTB^R,

et, dans cette hypothèse, nous al lons chercher une limite supérieure
de la quantité [ t î (B) | .

Dans le cas ou l'on aurait

(32) ^-^ÎÇB^

nous poumons nous borner à appl iquer le théorème rappelé en note
à la page 363.

D'après ce théorème nous aurons

[,(B)].<^^\.,^

d'où a fanion

(33) I,(B)|<J_,
b \/T:

où C représente le nombre positif défini par l 'équation (aS). Mais, pour
établir une inégalité qui puisse nous servir utilement pour toutes les
valeurs de b vérifiant l 'inégalité (3i), il faut soumettre d'abord à une
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étude spéciale le cas où l 'on aurait

(34) ô^^H<R.

Prenons le point Bo pour origine d 'un système de coordonnées
rectangulaires («y, r), en ayant soin de diriger l'axe des Y suivant la
normale en Bo à (S), vers l ' I n t é r i eu r du domaine (D). Si l'on désigne
alors par B' le point inverse du, po in t B par rapport au cercle fC) ,
l 'ordonnée r' du point B' sera liée a b par l ' équat ion

Rô
W -̂î 7,.

et, en se reportant aux relations (s3) et ('27),, on verra qu'on a

(36) .(.^^-.^^(^-.(o).

D'autre part , l 'équation (3o) donne

n^ f0^ - i 0 2 ^ } /^â^\ fà^A{ y ) Y <y }.~ [^ h~ \^)^~~ [w)^
D'après les Ilypothèses adoptées au sujet de la fonction m, nous

aurons'3S' \^<M••
en désignant par AL u n e constante pos i t ive qui devra être regardée
comme donnée. Pour estimer le second terme du second membre de
l'équation (37), j'observe que la formule (29) d o n n e

^y<-,f ^r ^
, à y- J^ ^J^ J^ ̂ ^

En se reportant à l 'équation (25) on verra de suite qu'on a

f v2ch<Csi

^f r ï , ,»^ ( D ^

et, d 'autre part, on trouve facilement

r ^ < ̂
J^WM' 3W7

jinn. Éc. Korm., (3), XXVI. — AOUT 1909. 48
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en tenant compte de ce qu'on ver tu des relations (34) et (35) on a

(89) «H^y^B7iF<o.

On aura donc f inalement

(40) "^w3\
. ̂  A' < V,G

"TT7

en désignant par V^ une constante numérique.

17- Reste à estimer le troisième terme du second membre de ("37).
Nous allons faire usa^çe de trois approximations successives eu res-
treignant à chaque nouvelle approximat ion fa l im i t e supérieure de la
distance du point B au point Ay.

Pour trouver une première approximat ion, nous raisonnerons
comme nous Pavons fait déjà pour établir l ' i néga l i t é (4o1"). I I v ient

'àhï^Y C2

. àr^ ^
(? r
4^,\^Ar •^•J^WI\

Le domaine (D^) é tant conlenu dans le domaine (T^) formé par
l'ensemble des po in ts intérieurs au cercle (Co) mais extérieurs aux
cercles (C) et ((7) tangents entre eux eu Bo? on trouve

/ =^</' rfT,i/in.i \\'\\ .AT111,1 l i 'M •AT,) B'M
^<^,

en tenant compte des relations (34) et (35). Nous arrivons donc à
l'inégalité

(4i) 'ù'-w,^

^•t A <
^̂KÏ

en désignant par V^ une nouvelle constante numérique.
Les relations (38), (4û) et (4ï) entraînent la suivante,

^wA
^ /ir

,, ViC ' y.c
< Ma + —— + -H V/K^

laquelley en vertu de l 'équation (36) et de ce que l'inégalité (33)
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donne
(4a ) [ u ^ K ^ ^

h \'r.

en t ra îne a son tour
V, G \\ C \ C| v ( B ) | < 1 6 ( 1VL + , _„„,

\ ' ^ s /K^/ Ry^

pour les valeurs de b vérifiant l 'inégalité ('34)*
Mais, puisque pour les valeurs de b comprises entre — et R l'inéga-

lité (33) entraîne celle-ci :

k ( B ) | < ^
l.{ VÎT

on voit qu'on peut énoncer la proposition suivante : lorsque le point B
ne sort pas du cercle (S), l'inégalité (3i) entraîne l ' inégalité

(..3) '""'K^

en posant

(44) Q^ VâMâL+V^C

où l'on a désigné par ¥3 et ¥4 des constantes n u m é r i q u e s et par L une
limite supérieure de R, soit, pour plus de simplicité, le maximum de
distance de deux points du domaine (D).

1.8. Pour passer à la seconde approximation, supposons que le
point B ne sorte pas du cercle (i.), concentrique au cercle (S), mais
avant 5R au lieu de ^R pour rayon. Supposons en outre que la lon-
gueur^ vérifie l'inégalité (34) et observons que la formule (2^) donne

(45) If^) <^f \.W ̂
I\^\/H- ^J^1 WM

II est aisé de voir que pour aucun élément de l'intégrale précédente
le point M ne sortira du cercle (S) et que, pour chacun d'eux, la plus
courte distance m du po in t M à la frontière du domaine (D) satisfera à
l'inégalité
(46) m <R.
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II est donc permis de changer, dans (/i3), B en M et b en rn; on
trouve alors

(.h) H M Î K - ^ .V'Rw

Les inégalités (45) <ît (4?) donnent aisément

,,_ /^w.A Q' aî'S
(43) (-^ <flo^

en désignant par (V une quant i té qui ne diffère de la quantité Q,
définie par l'équation (44)» que par les constantes numériques.

Raisonnons maintenant comme nous l'avons fa i t à la fin du numéro
précédent, en ayant soin toutefois de substituer l'inégalité (4.8) à
l ' inégalité (4i). Nous arriverons au résultat su ivant : lorsque le po in tB
ne sort, pas du cercle (S,), l ' inégalité (3i) en t ra îne la suivante , ,

(49) 1' h(B)l<^lo^

en posant

(50) Q,=V,M' ,L+VeC,

où les symboles V;, e t V o ont une signification analogue à celle qu'ont
les symboles ¥3 et'V.^ dans (44)-

19. Pour passer à la troisième approximation, astreignons le point B
à ne pas sortir du cercle (S^), concentrique aux cercles (S) et (S,),
mais ayant seulement 311 pour rayon, et reprenons l ' inégalité (43).

L'inégalité (46) sera vérifiée comme précédemment, et, puisque le
point B ne sort pas du cercle (S^), le point M ne sortira du cercle (S,)
pour aucun élément de l'intégrale qui entre au second membre de
l'inégalité (43). Nous pourrons donc, dans l'inégalité (49)) changer B
en M et b en m; il viendra alors

| . (M)l<^Iog^.

Substituons, dans tes calculs indiqués au numéro précédent, cette
inégalité à l'inégalité (47).
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Nous arriverons aisément au résul tat suivant . : lorsque le point B
ne sort, pas du cercle (S^), l ' inégalité ("3i) entraine Fmé^alilé sui-
vante :

(^) KBJK^

en posant

(^) Q â = V , M 2 L 4 - V 3 C ,

où ¥7 e tVg représentent de nouvelles constantes numériques.

20. Il nous faut maintenant examiner la façon dont se comportent
les dérivées du premier ordre de la fonction u dans le voisinage de
la frontière du domaine (D).

Les notations précédentes étant conservées, ce seront les quantités

/ ^ 9 \ / 6^1 \
f 6^ \ / (h \

à^ j î i e \'ày)ïî
(03) w» et

que nous aurons à étudier.
Nous supposerons que le point B ne sorte pas du cercle (Sa), concen-

trique aux cercles (S), (S^) et (S^), mais ayant R pour rayon, et, bien
entendu, nous admettrons que l'inégalité (3i) soit vérifiée.

Nous aurons à nous appuyer sur une remarque d'ordre général :
considérons une fonction h harmonique à l ' intérieur d'un cercle (C)
de centre 0 et de rayon R, limitant [une aire (T), et supposons que
l'intégrale /, A2 dr

m

ait une valeur finie. Il suffira de partir du développement classique de
la fonction h à l ' intérieur du cercle (G) pour reconnaî t re que la valeur

de la dérivée

'àh\
<<^7o

àh.
àx

au centre 0 du cercle (C) peut être représentée par la formule sui-
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vante :
W) ( "^ ) := —— f ^ (M•)cos(OM,0. r / )^„

\ (M- / o ^ lt ,/, ̂ . ^

en désignant par O.r' un axe de même sens que l'axe des x.
L'équation (54) entraîne l ' inégali té

(55' fêy<^ i " ' " -{ T }

C'est cette inégalité qui constitue la remarque que nous avions
en vue.

Revenons aux quantités (53). Une application facile de l'inéga-
lité (53) nous donnera

(56) (y) , |(^) <-3(L
' ' \^^/B \\àyh b^/r.

où C représente, comme précédemment, le nombre positif défini par
l'équation ("25).

Les inégalités (56) ne pourraient pas être utilement employées
pour toutes les valeurs de b comprises entre zéro etR. Pour en établ i r
d'autres, ne présentant pas l ' inconvénient précédent, il est nécessaire
de soumettre à une étude spéciale le cas où b ne sortirait pas de l ' in-
tervalle ( o, — )-

La formule (36) donne immédiatement

i^ w -.s-J^—^^^ -^- 'i—te^ .
v ' / / ^JÀ~ ^-bf\<)f1 ;,' 1 (B - ̂  \ àj^ ;n.

En partant des théorèmes qu'exprime l'équation (23), on trouve
tout aussi aisément

(à^\ _ ^ ( à^^ \_ __ ^_w_
^'}n'~^ 4 (K - ^}4 {à}^ àx)^

[f) ) \7!jJ^^^T\rzrir7A.iT^ L
D'autre part, l 'équation (3o) donne

( ^^lwl^ ^(()lw\ -_ (àlml'\ —/"(}lwl
^ ^ \ \ àr),, ~ [à^}^ \~~^)^ \ à^

i ( J^\ ^f0^} _/J^1.\ / à^m, \
{ \^^/B- {à^jw \d^^A'' {^à^}^
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Cela posé, i l n'y a plus qu'à estimer les différents termes des
seconds membres des équat ions f.x)').

En vertu des hypothèses adoptées au sujet de la fonction ai, nous
aurons

(60) (w)
V^À'

(^L.\
W ̂ Ar

M.,,

en désignant par M;$ une constante positive qui devra être regardée
comme donnée.

D'autre part, la formule (29) donne
^W3/^V

\^)^
(61 ) <K^2^/ oilT-
où C représente, comme plus haut, la constante p o s i t i v e déf inie par
l'équation (25).

Enfin, on déduit de l 'équation (28) les inégalités

(62) ^w,
\ ày'-' A'

^2 0.̂
.^^A'

< L r » ( M ) |
i^. n'M

Or le poin-t B ne sort pas du cercle (1-3) de centre A.) et de rayon R.
Donc, ,pour aucun élément de l'intégrale ci-dessus, le point M ne sort
du cercle (2^); d'ailleurs la plus courte, d is tance m du poin t M à la
frontière du domaine (D) reste, pour chaque é lément de cette i n t é -
grale, inférieure à R. Par conséquent rien n'empêche de remplacer,
dans l ' inégalité (5i), la le t t re B par la lettre M; cela donne

hWK^.

En s'appuyant sur cette inégalité, on déduira des inégalités (62) les
suivantes :

(63) |f^
' \\<y)w

,
/ ^w, \
W(^r,

<32^10o.aR

" TTl^ 00 b

II est aisé de voir qu'en développant les calculs indiqués au numéro
précédent, on aurait obtenu, entre autres, une inégaliié de la forme

(64) 'cPw^\
. àv1 À-

< 01
K
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en désignant par Q^ une quan t i t é de même genre que la quanti té Q^.
Cela posé, les relations (5r)), (60), (61) et (63) permettront clé

trouver une l imi t e supérieure commune des q u a n t i t é s

i 0 ' ^ } el {-^w^}
V^'Ai- {à^à^}

A l'aide de ce résultat et de l'inégalité (64) on déduira des équa-
tions (37) et (58) une limite supérieure commune des quantités

/ àv \ ( àv\
(°5) 7ÏÏ: L el ^ •

Cette limite supérieure des quantités précédentes ne sera sûrement
valable que pour les valeurs de h comprises entre zéro et -^-; mais, en
se reportant aux/inégalités (56), on (rouvera une limite supérieure
commune des quantités (65), valable pour toutes les valeurs de b
comprises en t re zéro et R. Le résultat final pourra être présenté de la
façon suivante : lorsque le point B ne sort pas du cercle (î^), on a

t66' Ifê),—^).8""^'0^
quelque valeur qu'on donne à l'angle a, en posant

(67) Q^VgMJ^+YnM.L ̂  V,^C,

où l'on a désigné par L, comme précédemment, le maximum de dis-
tance de deux points du doniînne (D) et p a r V o , Vu et V^ des con-
stantes numériques ne dépendant que de la nature du domaine (D).

Il va sans dire que l 'inégalité (66) est indépendante de l 'orientation
des axes.

21. Il résulte immédiatement de l'inégalité (66) qu'en tout point
ordinaire P de la frontière (S) du domaine (D), la fonction î) admet une
valeur périphérique déterminée iï(P) variant d 'une façon continue
tant que le point P se déplace continûment, sans passer par un sommet
de(S).

Cela posé, considérons le centre Ao du cercle (2^), à l ' intérieur
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duquel on a l ' i néga l i t é (66), et cherchons une limite supérieure de
l'expression

[ , ( M ) - U ( A , ) | ,

en supposant, bien en t endu , que le point AI ne sorte pas du cercle (Sg).
A cet effet, suivons, pour aller du point Ao au poin t M, le chemin

s u i v a n t : déplaçons-nous d'abord le long de là normale en Ao à (S), en
nous dirigeant vers l ' intérieur du domaine (D), jusqu'au po in t E, (el
qu'on ait

A^È=A7M;

suivons ensuite de E à M la circonférence du cercle du centre A(>,
mené par les points E et M. Nous aurons

"(M)-.(AJ=/(^-^)

en supposant que l'intégrale du second membre soit prise suivant le
chemin que nous venons de définir. En s'appuyant sur l ' inégalité (66),
on établira aisément l'inégalité suivante,

(68) | . ( M ) ^ i i ( A o ) | < ^ t ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^

en désignant par Qg une quant i té de même genre que la quant i té Q;(.
L'inégalité (68) va nous permettre de trouver, pour l'expression

\f(^\ / à v \ .— cosa-h ( — sma
| \^A \àyJ

une limite supérieure plus approchée que celle qui résulterait de
l'inégalité (66).

Pour arriver à ce résultat considérons la formule (28) en nous
plaçant dans l'hypothèse où le point B, qui, on se le rappelle, intervient
dans la définition du domaine (D^), se serait confondu avec le point A.
Nous pouvons écrire cette formule de la façon suivante :

w , ( P ) = — ^ [u(M)-u(Ao)]IogPM^TM+ t ! A - ± ) / logPM^ï.^ ( P ) = _ r f „ ( M ) - u ( A o ) ] I o g p T M ^ M + t ^ À l ) f logPM^t.
271-'il». 5 27r ^ID.I
271-'in, 5 27r ^{ï),)

Dans les conditions où nous nous sommes placés, le domaine (D^)
Afin. Éc. !\'orm., (3 ) , XXVI. — SEPTEMBRE 1909. 49
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sera contenu dans le cercle (S;j); nous pourrons donc faire usage de
l'inégalité (68) pour trouver une l imi te supérieure des dérivées de la
première intégrale du second membre de cette équation. D'ailleurs,
l 'inégalité (3i) nous donnera

| t ' (Ao) |<^.

En s'appuyant sur ces remarques, on trouvera facilement

/,, , /^W,\ / <^W2 \ 0^
(b9) (^T).v5 (̂ ,1 <^

en désignant par Q^ une quanti té de même genre que la quant i té Q;,
définie par l'équation (67) et par A' le point avec lequel se confond le
point B' lorsque le point B vient en A.

Cela posé, il suffira de supposer, dans les calculs indiqués à la fin du
numéro précédent, que le point B se confond avec le point A et de
remplacer en outre les Inégalités en lesquelles se transformeraient
alors les inégalités (63) par les inégalités (69), pour arriver à l 'iné-
galité suivante,
, . | / Ju \ /(hi \ . 0^
(70) |^^^,osa+^^sina < ̂

en désignant par a un arc arbitraire et par Q,, une quanti té qui ne d i f fè re
de la quanti té Q;{ que par les valeurs des constantes numériques.

11 convient d'ajouter que les relat ions qui nous ont permis d'établir
l ' inégal i té (70) amènent aisément à la conclusion suivante : chîicune
des quantités

/ àv \ s àv \
-r-) et ( —

\<^A \<WA

tend vers une limite déterminée lorsque le segment AoA tend vers
zéro; il est même facile de voir que la limite de chacune de ces quan-
tités pour

Ao A == o

varie continûment, lorsque le point A,o se déplace sur (S) sans passer
par un sommet. Pour achever cette longue étude de la fonction w, il
nous reste seulement à faire remarquer que l'inégalité (66) permet de
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démontrer sans peine qu'on a
. . /^uA [ / à^w \ /"^w\ ^ Q,
^) [^), - l^ï^}, 5 [:ôFh ̂ ^

en désignant par Q, une quanti té de même genre que les quant i tés Oy
et.Q,. tl"

En résumé, voici, les résultats que nous avons obtenus en étudiant la
fonction w introduite au n0 15 : lorsque la plus courte distance a du
point A situé dans le domaine (D) à la frontière de ce domaine n'est
pas supérieure à la longueur R que nous avons appelée (n01!^) rayon
relatif au point A et qui devra vérifier l'inégalité (260), on a les iné-
galités (70) et (71) ainsi que l'inégalité

(7^) h'O^K^

qui résulte de l'inégalité (5i) en faisant coïncider le point B avec le
point A; en outre, en tout point ordinaire P de la frontière (S) du
domaine (D), chacune des quantités

àv àvti, — et —àx oy

admet une valeur périphérique déterminée, et la valeur périphérique
en P de chacune de ces trois quantités varie d'une façon continue
lorsque le point P se déplace continûment sur (S) sans passer par un
sommet.

22. Pour établir l'unicité de la solution du problème biharmonique
restreint nous nous servirons de la fonction appelée par certains
auteurs fonction de Green du deuxième ordre et nous consacrerons ce
numéro à établir celles des propriétés de cette fonction sur lesquelles
nous aurons à nous appuyer dans la suite.

Considérons un point quelconque Q situé à l'intérieur du domaine (D)
et désignons par H(Q, M) la fonction qui, considérée comme fonction
des coordonnées du point M, est la fonction harmonique qui représente,
pour le domaine (D) et par rapport à la fonction

— logîjM,
27T ° '
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regardée, elle aussi, comme fonction des coordonnées du point M, 1^
solution du problème in te rmédia i re . Posons ensuite

,(74) H(Q, M) == ^logQM- H(Q, M) ,

(;5) G a C Q / P ) ^ — f inQ,M)lo^PM^.

La fonction G^Q? P) ne sera autre chose que la fonction de Green
du second ordre,

En effet, considérée comme fonction des coordonnées dupoint P, elle
jouit manifestement des propriétés suivantes :

i° Dans tout le domaine (D) sauf en Q on a

A^==o;
2° On a2° On a

donc la différence
A G , ( Q , P ) = B ( Q , P ) ;

A G , ( Q , P ) ~ —logQM
'2 Tr

est continue dans le voisinage du point Q;
3° La fonction Gû(Q, P) ̂  ses dérivées du premier ordre s'annulent

sur la frontière du domaine ( D); c'est ce qui résulte immédiatement du
le m me du n° 11.

Cela posé, il suffit de considérer les formules (74) et (70) et de tenir
compte de ce que la valeur (75) de la fonction Ga(Q, P) est nulle
identiquement lorsque le point Pse trouveàl'extérieurdu domaine (D),
pour apercevoir immédiatement que les théorèmes énoncés à la fin du
numéro précédent sont applicables à la fonction G^(Q, P), regardée
comme fonction des coordonnées du point P. On arrive de cette façon
aux conclusions suivantes : si Fon désigne par A un point intérieur au
domaine (D) et par R le rayon relatif au point A; si l'on admet de plus
qu'en définissant la longueur R, on se soit arrangé de façon que l'iné-
galité

2 R < < 7 ,

où q représente la plus courte distance du point Q à la frontière du
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domaine (D), soit vérifiée pour toute position du point A dans le
domaine (D), dans ce cas l'inégalité

(76) a^R,

où a représente la plus courte distance du po in t A à la frontière du
domaine (D), entraînera les inégalités suivantes :

(77) [ R ( Q .

ainsi que m
et

/ ^ l fy-G,\(79) 1 ( ̂  À » / ^G,
l â^ àf

"»

R ( Q . A ) | < K ( Q )
R ;

^R--L/ m. \

."¥À
<

K ( Q )
l'p

/ ^GA
V ^'3 À < K ( Q )

~TT"3

où les dérivations se rapportent aux coordonnées du point A et où l'on
a désignéparK(Q) une quantité positive finie dépendantuniquement de
la nature du domaine (D) et de la position du point Q dans ce domaine.

Il nous reste encore à faire la remarque suivante : si l'on désigne,
comme tout à l'heure, par a la plus courte distance d'un point A, situé
dans le domaine (D), à la frontière (S) de ce domaine, les produits

(80) .R(Q,A), a-^A) et ^^î^,
ox ày

où les dérivées doivent être prises par rapport aux coordonnées du
point a, tendent uniformément vers zéro avec a.

Cette proposition ne résulte nullement des inégalités (77) 01(78),
parce que la longueur R tend vers zéro lorsque le point A tend vers un
sommet; mais elle résulte immédiatement des théorèmes exprimés par
les inégalités (6) et (55) et des circonstances suivantes : i° la fonction
R(Q, A) considérée comme fonction des coordonnées du point A est,
sauf en Q, régulièrement harmonique dans tout le domaine (D), et, par
conséquent, elle jouit de cette propriété en tout point assez voisin de
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la frontière ; 2° l'intégrale

f [^Q^M'n^M^T-^ ( (lo^QM)^/TM-f [H(Q,M)I^M ( 1 )
^I», " -^"..'ID! ' ^1))

est f in ie .
Les théorèmes relatifs aux fonctions G^(Q, M) et R(Q, M) que nous

venons d'établir permettraient de démontrer en toute rigueur, par le
théorème de Green, la symétrie de la fonction G^CQ, M) par rapport
aux points Q et M. Nous ne développerons pourtant pas la démons-
trat ion de ce théorème, parce que, d'une part, nous n'aurons pas à en
faire uscige et parce que, d'autre part, les précautions avec lesquelles
il faudrait appliquer le théorème de Green sont identiques à celles avec
lesquelles nous aurons à nous servir de ce théorème au numéro
suivant.

23. Pour établir l'unicité de la solution du problème biharmonique
restreint nous n'avons qu'à démontrer le théorème suivant :

Lorsqu'une fonction w satisfait à l'intérieur du domaine (D) à
F équation

A3 H..' == o,
et lorsque les quantités
/ o \ à^' à^'(^Q (:^ — et —,ôx ày

calculées pour un point intérieur du domaine considéré, tendent, avec
la plus courte distance de ce point à la frontière, uni formément^ers zéro,
la fonction w est nulle identiquement dans tout le domaine (D).

Pour établir ce théorème, posons

(82) (»=:Atr

et commençons par faire la remarque suivante : si l'on désigne para
la plus courte distance d'un point A, situé dans le domaine (D), à la

(^ Se reporter à réquation (3), p. 843.
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frontière de ce domaine, les produits

(83) m-(A), a-^ et ^^
' ' ' à.v ày

tendent uniformément vers zéro avec a.
La justification de cette remarque est inimécliate : du point A comme

centre décrivons un cercle (C) de rayon a. La formule bien connue
pour la solution générale du problème biharmonique pour le cercle
donne

— \ r dw( < ( A . ) = —:• / -j-ds,T^J^^N
<MA) -4 r ., 4 r ^ , i—-:—L -=z —z s (,,p ces Q ^s — —- s —T cos 0 cis,

à^, 7Tail ^c) 7îa\;^^N
^^(A) — 4 r . . . 4 /' dw . - ,—-—_ =: —ï / ,̂ gin (? ̂  — —— f -7^ si n 0 ds,

à y r.a-J^ n^J^dN

en désignant par 0 l'angle formé, avec l'axe des x, par la demi-droite
allant du centre A du cercle (C) vers l 'élément ds.

Eu égard aux propriétés dont jouissent, par hypothèse, les quan-
tités (81), on s'assurera immédiatement, au moyen des formules pré-
cédentes, que les produits (83)jouissentbien de la propriété annoncée.

Cela posé, retranchons du domaine (D) les parties intérieures à des
petits cercles (S) de rayon commun p, décrits des sommets de la
front ière (S) comme centres, et soit (Dp) le domaine ainsi obtenu.
Retranchons ensuite du domaine (Dp) l'ensemble des points tels que
la distance de chacun d'eux à la frontière du domaine (D) soit infé-
rieure à une petite longueur À. Nous obtiendrons de la sorte un nouveau
domaine (Dp^).

Désignons par a ' l'ensemble des arcs des cercles (S) faisant partie
de la frontière du domaine (Dp,^), par (S') le reste de cette frontière
et par (a-' + S") toute la frontière en question.

Considérons maintenant un point quelconque Q intérieur au
domaine (D) et envisageons les fonctions G^(Q, A) et R(Q, A), définies
au numéro précédent, en les regardant wm.mç fonctions'des coordonnées
du point PL.

Appliquons ensuite le théorème de Green, par rapport au
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domaine (Dp,}.), une première fois aux fonctions Ga(Q, A) et ^(A), et
une seconde fois aux fonctions R(Q, A) et (^(A), en donnant, aux
longueurs p et A, des valeurs assez peti tes pour que le point Q soit
situé à l ' intérieur du domaine (Dp^). On trouvera facilement

^ -vv-A^^f ^ (A)R(Q,A)^4 - f ^(A)^^,f G , ( Q , A ) ^ ^ = f ^ ( A ) R ( Q , A ) ^ , - 4 - f r ( A ) ^
^((T'-t-.s-') . • J( I I I )?,A» J((T'+.^)(O-'+.s-') . 1 ' J( I I I )?,A» ^(<T'+.,-} "n

(84;
f B(Q,A)r(A)^+ f R(Q,A)^-^=:(,P(Q)+ f ^(A)^-

J^} ^((r-4-.s-) a^ <Acr'^^) ui'

Faisons tendre la longueur À vers zéro et considérons en même
temps les intégrales curvilignes entrant dans les équations précédentes.
Celles des parties de ces intégrales qui se rapportent à la portion (S')
de la frontière du domaine (Dp;;) tendront vers zéro. On le vérifiera
aisément en tenant compte des propriétés des quantités (81) et (83)
et en se reportant aux inégalités (77), (78) et (79).

Par conséquent, le passage à la limite, pour X === o, donne

fG, (Q,A)—^=r P(A)R(Q,A)^4- f ,(A)^?^
^(O") ^Dç) ^(<T) a 1 1(85)
f R ( Q , A ) P ( A ) ^ T A 4 ~ f B ( Q , A ) ^ ^ = ^ ( Q ) + f ^(A)^^,

^(Dç) ^(cr) arN t/(o-) "i"1

en désignant par (a) l'enseinble des arcs des cercles (2) faisant partie
de la frontière du domaine (Dp).

Je dis que les intégrales curvilignes entrant dans les équations (85)
tendent vers zéro en même temps que la longueur p. Pour le démon-
trer, supposons que la longueur p soit assez petite pour que la valeur
d== p de la longueur cl vérifie l'inégalité (21) (p. 372). Dans ce cas,
chacun des cercles (2) rencontrera la frontière (S) du domaine (D)
précisément en deux points, et ce domaine lui-même interceptera sur
chacun de ces cercles un seul arc. L'ensemble de ces arcs formera la
portion (a) de la frontière du domaine (Dp). Désignons par (s) l 'un des
arcs précédents. D'après les définitions du n° 14 (p. 372 et suivantes),
les rayons relatifs aux différents points de l'arc (^) auront une même
valeur K définie par l'équation

R=A'i^
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en désignant par k^ une constante numérique non nulle et par s la
longueur de l'arc (.?). Désignons par { f " ) rensemble des points de ( s )
tels que la pins cour te distance de chacun d'eux à la frontière du
domaine (1)') soit. supér ieure à la longueur K. Le reste de Farc Ç s ) se
composera de deux arcs ( s ' } et (V) séparés par l'arc (^').

Envisageons ma in tenan t , dans les équations (85), les intégrales
curvilignes se rapportant à la portion (s) de(cr), et soit

L
l 'une de ces intégrales. Décomposons-la en trois parties comme
l'indique l'équation symbolique

f-f-f^f-v(.•>•) " '.T'i •-'(.S'", '- /(^'^

On trouve aisément
lim s ==o,
p=oJ(^j

en tenant compte de ce que les quantités (80), (8i), (83) elles sui-
vantes

r /n ^ à^(Q^) ^(Q.À)(SD) (.^(Q,A), ——^——, ——^——

tendent uniformément vers zéro avec la plus courte distance a du
point A à la frontière du domaine (D).

D'autre part, en se reportant aux inégalités (77), (78), (79) et aux
propriétés, rappelées tout à l'heure, des quantités (81) et (83), on
s'assurera immédiatement qu'on a aussi

lim f == lim f = o.
p=oj^,^ p=-,oJ(.,^

On à donc
lim \ == o.
0=OJ(.,)

Cela prouve que le passage à la l imite, pour p == o, permet de déduire
A un. V.c. ^ or m , (3) , X. XVI . — SEPTEMBRE 1909. 5o
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des équations (85) la suivante :

ir(Q)=o.

Donc, comme nous voulions l'établir, Ici fonction w est nulle identi-
quement dans tout le domaine (D).

Il résulte de là que le second des deux points indiqués au n° 11
(p. 363) est établi.

En résumé, la réduction du problème biharmonique restreint au
problème intermédiaire est complètement ef ïectuée .

IV* — Sur le minimum d'une intégrale double.

24. Considérons deux fonctions continues cr et o-i définies sur la
frontière (S) du domaine (D), et envisageons l 'ensemble (E) des fonc-
t ions des coordonnées rectangulaires x ety, telles que chacune de ces
fonctions F jouisse des propriétés suivantes :

i° Les quantités
„ àV à¥F, — et —àx à y

sont continues à l'intérieur du domaine (D), et chacune d'elles admet
des valeurs périphériques qui constituent une fonction continue sur
la frontière du domaine considéré;

2° Les valeurs périphériques de la fonction F définissent sur (S) une
fonction identique à la fonction or;

TTD

3° La dérivée ^ de la fonction F, prise suivant la normale intérieure
à la frontière du domaine (D), est égale à la fonction o-i.

Cela posé, je vais démontrer le théorème suivant : S'il existe dans
F ensemble E une fonction ç vérifiant les hypothèses du n° 1, il existera
aussi dans cet ensemble une fonction w, telle que pour

( 1 ) F==(P

Uinîégrale

( 2 ) f (AF)^r
'- ( , ï > )
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atteigne sa borne inférieure. J'ajoute qu'a fintérieur du domaine (D)
la fonction (P satisfera à F équation

A'-n'^o (1).

Pour démontrer ce théorème considérons, dans l'ensemble (E), une
fonction F telle que la valeur correspondante de l'intégrale (2) soit
finie et bien déterminée. Nous aurons

(3) / ^ck= f (AF) 2^ .1 .̂
^ ( î > 1 ^ ( I » ?

en posant
(4) <Ï>=AF.

Posons, comme dans l'Introduction,

(5) ^=:Ao

et désignons par (/ la solution du problème intermédiaire , pour le
domaine (D), par rapporta la fonction <&.

Soit c l'élément analogue re la t i f a la fonct ion ^. Je dis que, dans tout
le domaine (D), on a iden t iquement

(6) ^c.

Pour établir cette relation, posons
(7) . = = p - ^
(8) P = 9 — F ,
(9) Q^-<I).

L'intégrale
(10) f Q^dT

^(î))

ayant évidemment une valeur finie et bien déterminée, la fonction

(ii) — f Q(B) logiez1

S 7 Z ^ ( D )2 ^ JlT\\

(i) Comparer FUBINI, II principio di mif/ïmo, etc. (Rendiconti del Circolo mat. (h
Palermo^ 1 e r semestre 1907). .
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des coordonnées du point A sera continue dans tout le plan à distance
finie.

Or il résulte des équations (4)? (5)? (^) et (9) :
i° Qu'on a

AP =. Q

à l 'intérieur du domaine (D);
2° Que les dérivées du premier ordre de la fonction P, ainsi que

cette fonction elle-même, admettent en tout point de la f ront ière du
domaine (D) des valeurs périphériques égales à zéro. On en conclura
de suite, au moyen du théorème de Green, que la fonction (11) joui t
des propriétés suivantes : à l ' intérieur du domaine (D) on a

( 1 2 ) P(A)=-^Lf Q(B)IogAB^B
- T: J( D )

et, à l'extérieur de ce domaine, la fonction représentée par l'inté-
grale (n) est nulle identiquement. Si l'on rapproche de ces remarques
ce fait que les dérivées du premier ordre de la fonction P s 'annulent
sur (S), on arrivera à la conclusion suivante : les dérivées premières
de la fonction ( i ï ) sont, comme cette fonction elle-même, continues
dans tout le plan à distance finie. On pourra donc substituer, dans
l'énoncé du problème biharmonique restreint, tel qu'il a été traité
au n° 11, la fonction (i i) à la fonction <p. Soit alors w la solution de ce
problème. D'après la théorie développée au Chapitre précédent, la
quantité

Aw

sera égale à la fonction représentant la solution du problème intermé-
diaire pour le domaine (D) par rapport à la fonction Q. Or cette fonc-
tion n'est autre chose que la fonction u définie par l 'équation (7).
Nous aurons donc

(13) i i=Aw.

Mais puisque, comme nous avons déjà eu à le faire remarquer, la
fonction (il) et ses dérivées de premier ordre s'annulent sur (S), il
en sera de même de la fonction in. Cette fonction sera donc nulle iden-
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t iquement. Donc, en vertu de (i3), il en sera de même de la fonction u.
En égard a (7)? cette circonstance prouve que la relation (6) sera

vérifiée dans tout le domaine (D). C'est ce que nous avions annoncé.
D'après ce qui vient d'être établi, la fonction ^ peut être regardée

comme la solution du problème intermédiaire pour le domaine (D)
aussi bien par rapport à la fonction <P que par rapport à la fonction '^.

En se reportant au n° 4, on conclura de là qu'on a

( i 4 ) f <ï>2 dr == f r2 dr + / (<I> - P)2 dr.
^ < r» ^ ' - ' ' ( i» i * • ' ' ( î> \( D ) w [ I» i lt/ f I> )

et, en se reportant au n° i l , on verra ceci : si l'on désigne par w la
fonction qui, à l ' intérieur du domaine (D) et par rapport à la fonction ç,
représente la solution du problème biharmonique restreint, on aura

( i5) (?:=AÏT\

Or, il est aisé de conclure des équations (4) et (i5), en tenant
compte des conditions aux limites que vérifient les fonctions F et w,
que l'intégrale

Ç (<|î_ p)2^:
^( t» ')

ne peut s'annuler sans que les fonctions F et w ne se confondent. Par
conséquent, en vertu des relations (4)? (i4) et (i5), on aura

f (AF)2^;^ (A^)2^,•>
^ D ) ^ ( D )J {\\ \ •-'( D )

à moins que la fonction F ne se confonde avec la fonction w. Donc, on
le voit aisément, le théorème énoncé au début de ce Chapitre est
démontré.

V. — Méthode pratique pour résoudre le problème biharmoniçue restreint.

25. Le domaine (D), tel que nous l'avons envisagé dans les deux
derniers Chapitres, est une portion de plan limitée par un contour
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extérieur (C^} et un certain nombre p de contours intérieurs

0) (CJ, (Ça) , . . . , (€/,).

Désignons par(D^) la région du plan s'étendant à l'infini à l'exté-
rieur du contour (Co) et par

(2) (Di), (î),), ..., (D,,)

les portions de plan limitées par les contours (i).
D'après ce qui précède, tout le plan se composera du domaine (D)

et des/?-+-! régions qu'on obtient en adjoignant la région (Dy) aux
p domaines (2).

Introduisons pour un instant l 'unité imaginaire i et, en désignant
par ^ et Y] des variables réelles, posons

(c4-^)Â'=^(£^)+^(^).

en désignant par ii/, et (^ des polynômes réels.
Le plan étant rapporté à un système de coordonnées rectangulaires

(,r, y), désignons par a^ et &p les coordonnées d'un point déterminé,
choisi arbitrairement à Vijztérieur du domaine (D^).

Posons
^ == ̂ ( ĵ̂ rT^y^ -1,^)\

en ayant soin de prendre la déterminat ion positive du radical, etconsi-
déro'ûs l'ensemble des fonct ions harmoniques définies par les formules
suivantes :

/<0,(ï= h Ao,2/,-l== ̂ (^j), ^0,2A= ̂ (^j),

A —î/.o.r h _t^.(.r—^,j—6a) _ ^(^—^,y—^)
,. -> . ^a^—^Ob^aî "a,2/>:-i———————q-^—————? "0,2^———————^—————
^) '*a " ^a

( a = i , 2 , 3 , . . . , 7^ ) ,
( Â - = : J , 2 , 3 , . . . ) .

Nous composerons avec les fonctions précédentes des fonctions
nouvelles qui permettront de résoudre, au moyen d'une méthode se
prêtant au calcul effectif, le problème intermédiaire et par suite aussi
le problème biharmonique restreint.
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26. D'après les premiers éléments de la théorie des ensembles, il
sera possible de fornierune suite i n f in i e de fonctions

( 4 ) Uo. Ui, 113, . . .

de façon que chaque terme Vri de cette suite soit égal à une des fonc-
tions de l'ensemble (3) et que, de plus, la suite considérée cont ienne
sans omission ni répéti t ion toutes les fonctions de cet ensemble.

Je vais établir le lemme suivant :
Désignons paru une fonction harmonique à l ' intérieur du domaine(D)

et telle que l'intégrale

(5) f ^ck
Jijn

ait une valeur finie. Lorsqu'on a

(6) / nU/^/T==o
^ ( ï ) )

pour toutes les valeurs entières et non négatives de l'indice n, on a

(7) i}=:o

dans tout le domaine (D).
Pour le démontrer, posons

(8) ^(A)^-1- f u(B)logAB^,
27r J,in^(H)

et envisageons un cercle (S) ayant l'origine des coordonnées pour
centre et un rayon assez grand pour que tout le domaine (D) lui soit
intérieur. A l'extérieur de ce cercle nous aurons, pour la fonction w,
le développement classique suivant :

/ \ A 1 ^ L Y A/, u/, ( ̂ , y ) •+• B /, ^7, ( .r, .y)(9) w ==Aologr-(-J^———————^———————»
^=1

en posant
r == \/x2 -+- y2.
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Or, les équa t ions (6) en t ra inent les suivantes,

f U /^/, (.h -rr. o ( /; ==: 0, î , '.3, 3, . . .)
^ i l »»

et celles-ci, en vertu de formules classiques-, entraînent à leur tour la
conséquence que voici : les coefficients de la série (9) sont tous nuls.
Donc, la fonction m sera nulle à l'extérieur du cercle (S) et, par consé-
quent aussi, dans tout le domaine (Do).

D'autre part, il suffirait d'envisager le développement classique de
la fonction w, procédant suivant les fonctions

^•(^—^j—M? ^• (^ •—^oc» j—^a) (A-==i, 2, 3, ...)

et valable à l ' intérieur d'un cercle (Sa) assez pet i t et ayant le point
(^oo ^a) pour centre, à l'effet de s'assurer que, en vertu des équations (6),
la fonction w sera nulle à l 'intérieur du cercle (Sa) et, par suite, dans
tout le domaine (Da).

En résumé, il est établi que, en vertu des équations (6), la fonction w
est nulle à l'extérieur du domaine (D). 11 résulte de là, moyennant le
lemme établi au n° 1,2, que les dérivées du premier ordre de la fonc-
tion m seront continues à la traversée de la frontière du domaine (D)
et seront, par conséquent, sur elle égales à zéro.

Cela prouve (n° 23) que la fonction ru sera nulle ident iquement .
Donc, en vertu de l'équation

u =:Aw,

il en sera de même de la fonction D. C'est ce que nous avions à démon-
trer.

27. Posons

(10)

V Q — CÎQQ U o,

"

V/,==V<^/,U/, (/i=:i,2,3, .. .).
À--=0

Comme il n'existe aucune relation linéaire et homogène à coeffi-
cients constants entre un nombre fini de fonctions de la suite (4)» il
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sera possible de déterminer les constantes a^-de façon qu'on aitC)

( î i ) ( V;i^=:i ( /z=o, 1 , 2 , 3 , ...)
'-"i.Di

et que l'inégalité
(12) n^éj

entraîne la suivante :

(13) f V,V,VT=O.
^D)

II arrivera alors qu'on aura

04) <a^7^o

pour toutes les valeurs entières et non négatives de n.
Il résulte des inégalités (i4)» qu'il sera possible d'exprimer les

fonctions U^ au moyen des fonctions V^ de la façon suivante :

Uo= 600 Vo,0 —— ^OO '' Ol

u,=y^,v^
•'^—^J

Â-==0

en désignant par les b^ des constantes.
Par conséquent, les équations

(i5) j oV/,û?T=0 ( ^ = = 0 , 1 , 2 , 3 , . . . )
^ ( D )

entraînent les équations (6). Nous avonc donc, en vertu de lemme
établi au numéro précédent, le théorème suivant :

Lorsque pour une fonction îî, harmonique à F intérieur du domaine (D),
l'intégrale

L^dr
' ( D )

( l) ^oir mon Mémoire Sur l'intégration de l'équation biharmo/lique (jBulletin del'Acci'
demie de Cracovie, janvier 1908, p. 4 et 5)-

Ànn, Êc, Norm., (3), XXVI. — SÎSPTEMBBE 1909. 5î
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a î e valeur finie et lorsque, de ph(S^ cette fonction satisfait aux équa-
tions (i5 ), elle est nulle identiquement dans le domaine (D).

28. Admettons que, pour une fonction A, harmonique à rintérieur
du domaine (-D), Fintégrale

( 1 6 ) r'h^v
^(î))

ait une valeur finie et posons

( 1 7 ) Cn= f kVndï (71=0, 1 , 2 , ...).
^ ( D i

Les théorèmes rappelés en note (p. 351) permettent d'énoncer les
propositions suivantes :

i° La série
oo

( 1 8 ) h'=^CnVn

n-=0

sera absolument et uniformément convergente dans toute l'étendue de
tout domaine intérieur au domaine (D); la somme h' de cette série
sera donc une fonction harmonique à l'intérieur du domaine (D) ;

2° L'intégrale
f h^ A

" ( D >

aura une valeur finie ;
3° Si l'on désigne par F une fonction quelconque, à cela près que

l'intégrale
f T ' d r

•^(D)
ait un sens, 0x1 aura

(19) f AT^T=VG/, f FV^T.
^ (D) ^ ^l))

Posons
00

(20) »=À—^C»V».

nss.0
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Si l'on tient compte, d'une part, des trois propositions qui viennent
d'être énoncées et, d'autre part, des formules (17)» on reconnaît sans
peine que le théorème du numéro précédent est applicable à la
valeur (20) de la fonction iî.

Nous avons donc, pour la fonction A, le développement en série-
suivant :

oc

( 2 1 ) A=^C»V,,.
H==0

II est permis d'ajouter qu'on aura
00

(22) • f^^^l^î
' ' ( D )

cela résulte du théorème exprimé par l'équation (19) et de ce qu'on a

/i^/i.

En résumé, pourvu que pour une fonction À, harmonique à l'inté-
rieur du domaine (D), l'intégrale (16) ait une valeur finie, cette fonc-
tion pourra être développée en une série de la forme (21).

Le théorème précédent entraîne l'intéressant corollaire suivant :
étant donnée une fonction h harmonique à l'intérieur du domaine (D)
et telle que l'intégrale (16) ait une valeur finie, il sera toujours
possible de trouver une fonction /^, régulièrement harmonique dans
tout le plan sauf à l'infini et aux points

(Oa, M (a=l,2,3, ...,?),

régulièrement harmonique par conséquent dans le domaine (D) et sur
la frontière de ce domaine, telle qu'on ait

Ç (k^h,ydr<s,Ç (À-Aï ) 2

^ ( D )

en désignant par e un nombre positif, donné à F avance, différent de
jzéro, mais arbitrairement petit. Au surplus, dans le cas où le
domaine (D) ne serait limité que par un seul contour, il sera possible
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de satisfaire aux conditions précédentes en prenant pour h^ un poly-
nôme entier par rapport aux variables .2" et y.

Pour justifier cette proposition, i l suffit de remarquer qu'on pourra
prendre

(f
A,=^C/,V,,

n-^.0

en donnant à l 'entier y une valeur assez grande.

29. Appliquons le théorème du numéro précédent au problème
intermédiaire. Soient, comme précédemment, ^ la fonction donnée
eU'Ia fonction demandée.

D'après le théorème du numéro précédent, nous aurons

(28 ) ^^^S^^
ra = 0

de sorte que le problème se réduira à la détermination des coefficients A^
du développement précédent. Or on a

«) f ^/^T=: Ç çhd-
^ ( D ) ^ ( D )

pour toute fonction À, harmonique à l'intérieur du domaine (D} et
telle que l'intégrale

r h'1 d-
{ï^soit finie. Posons
A=V».

La relat ion (24) nous donnera

A,,=f '^V^T,
^ t i . ) )

en vertu de l'équation (23). Donc, le problème intermédiaire et, par
conséquent, le problème biharmonique restreint peuvent facilement
être résolus dans le cas général au moyen des fonctions V,^.


