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ANNALES
SCIENTIFIQUES

DI1.;

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE,

SUR
PAU M. CL TZITZIÏJCA.

Je me propose d/étudier, dans ce qui suil, les courbes ^'aiïches C
jouissant de la propriété su ivante : La (orsiofi e/i u/i point. (inelc'onf/d^
esl proporlionneUe au carré de la (lislancc d'un p(d'nljixe. da l'espace aa
pluii osculalcur. Si je suppose le point lixe cf ïo is i pour ori|-;ine des
coordorniees (.^Isl Je dôsi^'ue par T 1 < * rayoïi d.e torsion en uupoinl-M de
la courbe et par d la, distance de l'origine au ))la.ii oscillateur en M» ou
doit avoir

( i ) ï^=: cônst.

le loug de la courbe C considérée.

I. Supposons les coordonnées x, y, z du. point M de la courbe C
fonctions d'un pararnetre l, que nons f ixerons de la manière suivante :
on peut considérer x^ y^ z comme in (enraies linéîliren'iont indépen-
dantes d'une même équation différent iciie, linéaire et homogène, du

. i n i i . , i'.c. No/'m.} ( , ' . ' > " ) , XXVIU. — JANVILK » ^ 1 1 1 " ^



10 (;. T/Jïm<;A.

troisième ordre. Je suppose que l a été choisi de m a n i è r e q u e / la dér ivée
seconde manque dans cette équation, ( { n i sera par conséquen t , de la
forme
(2) (7=/^4-^,

p et cf étant des fonct ions connues de l, lorsque x, y , ^ sont données .
Cela étant, si l'on remplace dans (ï) ï et d par l eurs expressions

A^±Jll±i? / •< xt •r 111 ̂  i^ x" x ' \ ' ^-^^^
où l.^^^.r'l e t i . ^ a /x r j désignent des dé tenmnants rédui ts , pour
abréger l'écriture, à leurs premières l ignes, et A, B, C sont les
mineurs du premier dé te rminant par rapport aux é l émen t s de la pré"
miére colonne, on obt ient

| af x " x' \
4—r,——/———r- ̂  c o ï i s t.

Cette égalité donne , en remarquant q u e <x", y, z sont des i n t é g r a l e s
de (2), y==cons t . On voit a i sément qu'on peut prendre y::-îi et
l'on a alors le résu l ta t s u i v a n t :

Toute courbe C jouissant de la propriété géotnelri(fue e^pmnée par
V égalité (ï) peut fttre définie à F aide de trois intégrales linéaireînei'd
indépendantes d'une équation de (a for/ne

(3) y-^.pV^O.

Dans le cas où on laisse au paramètre t toute sa généralité, on a le
résultat su ivan t , théor iquement aussi s imple que le précédent, mais
m o i n s commode dans les c a l c u l s »

La condition nécessaire et suffisante pour que la courbe de//rue par
trou intégrales de l'équation

O ' + p . V + p . O ' ^ p ^ ^ . o

jouisse de la propriété (ï) est donnée par la relation
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2. Cette proposition a une conséquence impor tan te . En ellet, .r, j, .=
étant (rois intégrales l inéairement indépendantes de l 'équat ion (3),
les fonctions

/ Xrr-^^z-4- b^y 4- Ci.z,
( 4 ) < Y = f ^ A 1 4- ^aj + ça xî,

( Z---: a;; .-r "4- ^j-+ c:^,

les a, Z>, <? é tant des eons tantes, le sont aussi, en supposant b i e n
e n t e n d u \ a ^ h ^ c ^ | =^o. Elles définissent donc aussi une courbe admet-
tant la propr ié té (ï). On a alors la nouvel le propos i t ion : Une transfor-
mation linéaire de la forme (4)? ne c/iangeant pas l'origine ni le plan
de l'infini Curie transformation affine')., transforme une courbe jouis-
sant de la propriété ( ï ) en une courbe ayant la même propriété.

3. Nous allons considérer m a i n t e n a n t la courbe F, t ransformée
de C par polaires réciproques, par rapport à la sphère de rayon ï ayant
son centre au poin t lixe choisi pour o r i g i n e . Cette n o u v e l l e courbe est
l 'arête de rebroussement de Fenveloppe du plan

.rX-h.y'Y-h.^^i.

Si nous désignons par ^, T], ^ les coordonnées d/un po in t de F, nous
t rouvons a i sément qu'elles sont déjfnues par les équa t i ons su ivan t e s :

(5) S.^==i, S.z^^o, 8.^=0,

où S ~ signe de Lamé -~ i nd ique la sommat ion par rapport aux
coordonnées.

Je suppose m a i n t e n a n t que .2*, y , z sont des intégrales de Féqua-
tion (3). IVantre part, on peut évidemment considérer ^, Y), Ç comme
des intégrales d 'une équation de la forme

r,^ =- a^ -1- ^/-.S-yr,».

11 s'agit de trouver, à Faide des relations (5), Fexpression des coefli-
c ients a, {Ï et y. Or ceci est aisé et Fon obtient, par des dérivations
successives des deux membres des égalités (5) et en tenan t compte
de(3) ,

a==o, j3=/i, y=::—i.
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Donc, si ,y, y, ^ sont des intégrales l i néa i rement indépendantes de
l'équation (3)y ?, T], Ç son!, dos intégrales linéairempnl indépendantes
de l 'équat ion

^",,::: p^'—f,^

On a alors, en vertu de la proposit ion démontrée au paragraphe I,
le résultai suivant :

Si l'on transforme f)ar lîolaires réci^roepies par rapport, à une s f ^ / i é / e f/e
rayon i et de centre l'origine un.c courbe ^ jo i r ' ssa / i t de lit i n ' op r i e f r ( l),
on ob lient une conrbe V ayant la nié nie propriété.

Si. ron t ient coniple du paragraphe 2, on v o i t . < | i i ' on a le m ô m e
résultat si l'on f a i t la t r ans forn ia t ion par po la i res réc ip roques par
rapport a une qnadr ique que lconque ayant son eeni re a l ' o r i g i n e ,

1 1 .

4. Nous voulons app l ique r aux conrhes a y a n t la p ropr ié lé ( î ) u n e
autre classe cic ( r ans fo r ina t ions .

Deux courbes C et Ci sont d î tes transformées (uyinpiotiques l ' u n e de
l 'au t re , si elles son t l i gnes a s y m p l o f i q u e s e . u r v i l i ^ î n ^ s d'inK* n ién ie
surface réglée, c'est-à-dire si e n t r e les po in t s homologues AI et A I ) des
deux courbes C et C, on a la correspondance s u i v a n t e : le p l an osenla"
leur en M passe par M',, et r éc ip roquemen t .

Je me propose de démontrer q u e , parmi les t ransformées a s v m p f o -
(iques d 'une courbe G a d m e t t a n t la propriété ( ' î), i l y en a une i n f i n i t é
qui ont la même propriété.

Pour arriver à co résultat j 'ai besoin de certaines fo rmules é t ab l i e s
parM. Blanchi dans un Mémoire très intéressanK/^nr/^o/^^^/ (Urcolo
mat. di Palermo, t. XXV, p. 292). Je rappelle ici tou t ce qinl fau t
pour mon but, en remarquant que les formules qu i servent comme
point de départ ont leur origine na tu re l l e dans les formules bien
connues do M. Leiieuvre, Considérons on ellet une surface rapportée
à ses lignes asymplotiques, on a

^-O^^O ̂  ^^ ̂  , ̂
au ̂  •{ ou Jî Ou ' ûç •1"-1- ih ̂  " 7;( 'l•^y
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et des formules analogues poiu\yet3: ( D À K I S O U X , Tlièorie des surfaces,
t. IV, p. 24 et suiv.). On a de plus

^~i-^ -h^ =——==:?

K é tan t la cou rbure to ta le de la surlace.
Cela étant, supposons que p o u r ^ ^ o , par exemple , on o b t i e n n e la

courbe C et que? pour cette même valeur de <', 0 , , 0^ 0;, d e v i e n n e n t
l ( u ) , mÇu), ' n ( u ) ; on aura le long de la courbe G

ni ii
fti i i

r in'
l m

où les accents s i g n i f i e n t la d é r i v a t i o n par rappor t à la v a r i a b l e //. En
ver tu du t i leoreme d 'Enneper , qui re l ie e n t r e elles la courbure to ta l e
d 'une surface et la torsion d ' u n e l i^ 'ne a sympto t ique , on aura pour le
ravon de tors ion T de la courbe C

( 7 ) T = [ î 4" i n 1 •-•r ft\

où nous avons i m p l i c i t e m e n t supposé la courbe à torsion posi t ive .
Dans le cas contraire on n'a qu' i l p rendre sa symétr ique par rapport a
l 'origine.

Comme les formules (6) d o n n e n t

S/^rro, S/\^=0,

et comme de la première de ces f o r m u l e s on tire

S/.^=o,

i l résul te que /, m, n sont des paramètres d i rec teurs du p lan oscil lateur
à la courbe (L

5. Cons idé rons m a i n t e n a n t une autre courbe C, é tant avec C l ignes
asympto l i ques d'une même surlace réglée. De ce dernier f a i t i l r ésu l te
que Ci a comme C, par hypothèse, sa, torsion posi t ive et l 'on a

(G'I Ji
n\ /;
i l , l ,

l[ m\
/i m^



pareilles à (6), Connue le plan osc i l l a t eu r en M('.r, r, z ' ) passe par
M,(^*,,y,, z^ et réciproqutunent, on a

S l(,Vt — .r) =: o, S /, (.TI — .r) :::;.: o.

De ces deux relations on dédui t

^ ^1
/ m

.TI — ,r = À' m, // i
m /l

y ̂  y •:::::/.

k étant un facteur de proportionnali té. Dérivons chaque membre de ces
trois égalités et multiplions-les respect ivement u n e première fois par / ,
m, n, une deuxième fois par l^ m, , n^ on obt ient

(8) S^-S^=/.| / ^ / / | , S^^-S/p^^Â' l / , /; M.

Or, d'après les formules (G) et (6'), on a

S/^=o, S^=o, S/,^—1 / / / ^1 t! » S^^^ ( /, // / (;

les égalités (8) deviennent alors

| / /; /J = = / • ! / ^ r l, «[ /, f q^.[ ^ /; / ( ^

ce qui donne P == i, Kn changeant an besoin les signes de / , , w,, / / , ,
ce qui ne change pas la courbe C , , on peul p r e n d r e / * = i . On a j î a r
conséquent

(9) .ri=:,;r;+
m^ //,)
m n. j\^y+

//-, /, fi ^i
l in

En dér ivant ces f o r m u l e s et en t enan t compte de ((>) el ((n, on
trouve sans difficulté que 1\^1.\ m\ + m\ n\ + n' sont t)roi)ortionnels
à /i — /, m,, —- /?2, /?, — /^ ou

( lo) l\ + V=:^ (l,— l), rn\ + m'^ r^ (m^ rn), n\ 4- n1-^ ̂ (n, - „),

œ, étant une (onction arbitraire de u. On a donc le résultat suivant ;

Si la courbe C est donnée et yue les foncliom l, m, n des fot-nud^ ( (>)
sontconnues, alors les formules (9) oàl^ m, n, vérifient ̂ ^^,(10)
définissent une courbe G,, transformée asymptot^ue de (L
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6. Nous «liions déterminer maintenant Soutes les autres l ignes
asymptoliques de la surface réglée décrite par la droite MMi. Soit C
une d'entre elles. Comme elle est une transformée asymptot iquede G,
on aura

(g^) ^=:.r4-
m n
m n

j=j4-
n l
n l

l m
l m

/, m^ n analogues à /,, m^ n^ devant vérifier des relations de la
forme

(ic/) // 4- // == GJ ( l — / ) , m/+ m'•== o ) (m—7?i ) , n' + n'••:=• G)( n—n).

Or, en écrivant que le point M(a;,j, z ) se trouve sur la droite MM,,
on trouve que 7, m, n sont de la forme

/ ̂  A. l[ -+- B Z, m r:̂  A. ///,i 4- lî //?., //- '•:"-"= A n i -h !î //,

A et B étant des fonc t ions do u qu ' i l f au t dé terminer de manière
que /, w, n v é r i f i e n t des équat ions (xo'). Celle dernière condi t ion
donne

A - = B 4-1, A ^ - A ( A — ï ) r . ) , .

En posant 03, == ^F'̂  : ^F^ la deuxième de ces rela t ions donne

A rr "'——'---—- -•~~,f- 5 ("/" .„.„..„ (*, () 1 1 S ( . •
i — c Ui

et alors on tire de la première
B^ ci^

i—c» ! ' ,
Fina lemeni on a

( î Q /..-^ îjLiî^,
i~ c^F,

/ / / i 4- c'H'\ m
'"7 '̂Tw^

— /^4-- C^I ' ' , / / ,//, z".̂ ,; ———~—1-———5
- I — 6-W'i

et les formules (r/) d e v i e n n e n t
^ j
•'••• •"••••-^ 1 ï -cr,

//^ / / ^
772- ri

—+ i-,.*r\
î

Ï
y ::,,..•: y 4.- -

/î ///i
<f m

i-cT,
/^ î
n /
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Ces dernières f o r m u l e s d o n n e n t toutes les l ignes a s v m p l o t i q u e s de
la surface réglée décr i te par la d r o i t e M M , . Spéc i a l emen t p o u r r * -..̂  < >
on a la courbe C, et pour r;==cc la cour.l)e C. Tous ces r é s u l t a i s sont
empruntés au Mémoire de M'. B i a n c h i .

7. M a i n t e n a n t n o u s avons t o u s les é l é m e n t s pour r e v e n i r a no t r e
ques t ion . Il f a u t chercher f o u t d'abord la c o n d i t i o n nécessaire et s u f f i -
sante pour que la courbe C, vé r i f i an t les formules ( ( > ) , admet t e la
propriété (ï).

Or, on a
y ,,,..,„. ^'r 4""fn y "4""nz

y^/31+l>m§14::"/îï

et comme d'après la formule (7) on a

T::^: ^/^•••l-1- /^,
l'égalité ( ï ) donne

la; 4- in y -h m == consl. ;

celle-ci est la condi t ion cliercliée.

8. Cela é tan t , r emarquons q u e les fo rmules ( ( ) ) ne changen t ))as < l e
fo rme s; l'on change la va r i ab le i n d é p e n d a n t e n. Je suppose, pour
^nnpiil ier les calculs, que celte var iable a i t é té cho is ie de m a n i è r e q u e
l 'équation d i f le rcn l ie l le l i n é a i r e et homo^ne du t r o i s i è m e ordre ,
a d m e t t a n t / , m, n comme in tégra les , soit de la f o r m e

( I 3 ) y ' ^ . p V 4 . .y^

et de plus q u e le dé te rminant \l!/ U\ qu i , en vertu de rhypolhèse
précédente, a u n o valeur constante , ait la valeur ï . E n f i n , on p e u t
supposer, sans d i m i n u e r la généralité des résultais, qifon a rem-
placé C ^ par une courbe homoihétique, qui aura aussi la pro-
priété (ï), de manière qu'on ait

( I ^ ) l ' v 4- in y 4-" n ^ -:::.:: ï ,

Tout ceci é tan t posé, prenons les égalités suivantes :

S/^^o, S^^o
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que nous cTvons déjà employées et qui r é su l t en t immédia tement de (6),
et dérivons-les successivement. On en tire spécialement , en lenant
compte de (i \\

S ̂  ̂  4_ s /// x' -==: o

et celle-ci devient, à l'aide de (i3) et (6),

q 4- | /// / / l \ == o,

d'où, en vertu de l'hypothèse faite,

^=—1.

9. Cherchons ma in tenan t si l'on peut dé t e rmine r la fonct ion arbi-
traire cû^ des formules (10), pour que la courbe C i , t ransformée
asymptotique de C, admette aussi la propriété (i). 11 faudra avoir ,
d'après le paragraphe 7,

S /ai ,%'i ••=:= Oj, "== co n st.. i

ou, en remarquant qu'on a (§ 5)

S/i(.ri—.r)-^o,
on peut écrire

ël^v == <r/i.

Or, il est clair qu'on peut trouver trois fonc t i ons a, (3, y, de
manière qu'on puisse écrire

/i ==: y. l 4- p // 4- y ̂ , /»-.i -= a m -{- p /^/ -f- y m'\ K i :=: a /it •4- ^ /// 4-- y /^/.

En in t roduisant ces valeurs dans l 'égalité précédente et en lenant
compte qu'on a

s i j c = i, s // ,:.c"== o, s r ̂  = o,

on obtient a === ac II faut ensui te déterminer ^ et ^/ de manière que ^,
mi, ^i vérifient les égalités (10).

Or on a, a l'aide de (i3) où <y — — i ,
l^ « y i + (^ 4- ̂  4. y^) // 4.. ( p 4- y ) ̂ .

^n/t, J^c;. Norm., (3) , XXVUÏ. — JANVIEU i()n. 3
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La première égalité (10) d e v i e n t

_ Y [ ̂  ( i + a, + p' - 1 - y p ) l 1 -1- ( p + y' ) /' •: . . ^i |: ( ^1 •• - ï ) / 4- p // •- ! •• y /" |,

et l'on aura des deux autres des égalités analogues pour m et //, D'où
l'on déduit que, ou bien [ / / / l /|=- o et la eouî'he (; se réduirai! \\ une
droite, ou bien lonles ces égalités d(îv i (*nneni des idenlilés, lîvidr^n"
ment, nous ne prenons que le deuxième eas cl Fou a d'abord

y :.:T:-1.."11. ̂ (^ - î ) , p ,-,,^'^...\.^ ^,y,

ce qui dé te rmine les coef f ic ien ts p et y; e n s u i t e

î +"^r4" ^4 -y^—^ i^

ce qu i consiilue une équation d i f l e r e n t i e H e du se<*oi id ordre pour la
fonction o u i . Si 03, est une i n t ég ra l e de ee l te < l e r n i è r e é q u a t i o n , la
constante a^ é tant choisie d 'avancé, les f o n c t i o n s ^ et y sont déter
minées, par conséquen t / < , m , , /^ le sont auss i , ef f i n a l e m e n t on
aura la courbe C, à l 'aide des formules (<) ). Par s u i t e ou a le r é s u l t a i
suivant :

Etant donnée une courbe G admet f(tni la propriéu1 f i ) , I I (^vfsl.^ ^
courbes C,, transformées asympf.odqties de (;, ayaul fa fuênu9 propmt^

10. Le résul ta t du paragraphe précédent a besoin de que lques
observations c o n c e r n a n t c e r t a i n e s v a l e u r s r e m a r q u a b l e s de la con"
s tan te a^.

Tout d'abord, on cons ta te que pour a^^. 4- î on a h r-:,;: y r,,-: n H,
la dernière équa t ion d i l ï é ren t i e l l e se r é d u i t a (^c4 ! o, ce qu i est
absurde.

Pour a^ o, les valeurs de p, y, /,, m^ n^ ^, y^ z^ n.e sont pas
singulières, et cependant , par la s ignif icat ion géométrique do ce t te con-
stante et à l'aide d'un calcul fac i le , on démont re que la courbe CI so
réduit à une droite passant par l 'origine.

Supposons alors a^a, ~ î)^:.o et cherchons s i y parmi les autres
lignes asymptotiqucs C de la surface réglée déterminée par les courbes C
et C^ il y en a qui, admet tent aussi la propriété (î). II f a u d r a i t que
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'on ait
S t^ = COU St..

Or, d'après les formules (n) et (12) du paragraphe G, ou a

S/pr+c^S/.r^_——^^———,

ou , parce que S te == ï , S/,.r == < ^ i ,

S/^-'^Li-.^l.
I — — ^ r i

Comme W^ n'est pas constante, antremeni ou aurai t co, - ^^ :W^ ^ o
et la courbe C, coïuciderail avec (;, ou m1 peul avoir S/.r .- .-couse.,
pour des valeurs de <' dinereutes de o cl de x., (|ise si l 'oi î a a, — i.
Daus ce cas ou a S/^^^ i |)our îou le valt i i i r de c, c 'cs t -a-d i re ( j i i c
toutes les ligues asyus[) (ot i ( ines {\ de la surface réglée jouisseul de la
propriété ( i ) .

Ces derui<krs résultats conduiseut i iaturellemeut à d<^ ( îonc fus io i i s
importantes que nous pouvons énoncer de la mauiere su ivau fe :

Parmi les surfctaes réglées \\, (/id passe/it /w une courhe {\ ayu/// /a
propriété (i) et admettcli'il celte aoarbe pour li^/uï a^y/npiolir/ue^ on peut
distinguer l/'oi^ catégories d(.//e rentes :

a. Des surfaces réglées c/ui dépciideni d' luie fo fiel 1.011 «rl^iff'ufrr el.
qui réadmettent pas d'autre ligne ((symptotùfue ayant la. propriété (I)
(jiie C.

h. Des suf' faces réglées c/ui dépendent de trois constantes arinfrafres et
(iu[ adineltcnt e/iacane, en, dehors de (I, âne seale autre ligne asy/n-Dto"
tique Ci aya/i/ la propriété (i).

c. Enfin, des surfaces réglées aai dépendent de deux constantes ai'bt^
traires et dont toutes les lignes asyrnptoti^ues ont la propriété ( î ) ,

Evidemment , de ces (rois catégories de surfaces ré^leesy l ade imème
et la t ro is ième sout des plus importantes. Nous leur consacrerons la
dernière pa r t i e do ce t r a v a i l .



•11. Pour é tud i e r les surfaces réglées, rapportées à leurs l ignes
asymploliques, nous emplo ierons les fo rmules de M. Lei ieuvre

^ , f)0, . M, ().r f ^y, ^ .̂ ,^ _ ,, .^ ..,..,.,„„ ̂  ..̂ , ^ , ^ ,.̂  ., ,^ ̂  ,

où 0^ Ûa, Oy sont des inlegrales d'uue equaiion de la fonue

(-5) ^ - : . l ^ifu 0^

Supposons que, sur la surface, les courbes u — consi. soient- les
génératrices rectilignes; on devra avoir

d6^ ()î^ •^ - ̂ r* ây . . . . û î s . ̂^^^ . ̂ .̂ ,.„. ̂  . .̂  :;,, ̂  ; ̂ .,

Or, on a
^ ^ (/^a ^ ^8^
^ï:•l"r 'â"^1' "•y^^:;I^

et l'on peut évidemnieni , supposer que 0 , , 0^ O» soni des in té^ r i l i eh
d'une équation (le la formo

^•0 ^ , ̂.>,....-.™, "1-1-"- // ^^ 1 i*'i 1 i » i i i.-„..,„.. (/;»««-... ........ ^ ,..,,̂ ,-», „..,„ * ! ' )

fM11 ï ) i f ' rA* /

Dû ne
()îty ^^ f r , ^h . ()^\ . ^/ , /,̂ ;, , à^\
J^-^^- ̂  ̂ ) ̂  ^ ̂  W w (h W '

ou /

^ - _ . <lr î pr f<7 '^f- ^^-hp^.
et 1 on aura aussi.

^y _ .^,^ ^•3 ^ ^<^,̂ ̂ -a^+p^, ^ ̂ »a^+?^,

et alors les relations (16), quioxprimeut que la surface considérée est
réglée, donnent

a ̂  o,
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Les fonctions 0 , , 0^,, 0;, sont par conséquentdes intégrales communes
à l'équation (x5) et à la suivante :

/ ^ àîo ^ à o n
(^) ^^l3^4--^'f)^2 Ô^

Ecrivons qu'on a
lL ( ( ) ï o \ — JL i^H \.
Tv ^'ôuT^) = au \1)^) ;

on trouve
, àO Oh , - , , àâ , à'/ / 00
h — 4- —0 =:. ̂ k0 4- —- 0 4- — ^ 4- 7 —•//c' / /o • / / / / i i i i • / ' / / /" àv ' à^ " ~~~ t^"l''/ 1 ^ / / v / t ^^ / ' '' (ja

Comme on ne peut pas avoir

^ <^ n ^,,^ ^ j , _^

l 'égalité précédente donne successivement

, ï à h y^h
y=:0, p: rzy—, ——'— ==; /A.

' A ^ç' d^ 6^'

La dernière (équa t ion de Liouville) s'intègre fac i lement et donne,
en choisissant convenablement de nouvel les variables indépendantes ,
respectivement fondions des anciennes ,

^u^'
et alors Féquation (17) devient

ô'O _ a â0
(}\^ u 4- (? ()v '

d'où l'on tire
^ ~ ____ V
^— (^4-^ u?

U étant une fonc t ion arbi t ra i re de ^* De celte dernière équa t ion en
déduit à l'aide de (i5)

__1_ n ̂  ^ 2 „ n^_ _A_ [j
( ^ -h< ' ) 2 u^- p}2 (/< + P)3 3
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d'où
^l.)'--.^.

f( „.(„. p

On peut donc prendre pour 0 ^ , 0^ 0;,

Q _TJ/ _ ^Ul /, ,T, '-)-̂  . ..,/ '^4l/^ — u . — ————— j y., _„., (j — ————— 5 n ; -; | j ^ ,̂ ,,,,„,,„,...,.,,,, ,
«'+ f 2 ^-}- r J 4 ^ , ) . r

Les formules de M. Leiieuvro ( l e v i o n r i o n t
fî^r/ î g ^ — _ — T V I'P_n' \}" ( \\ ï ' \ " iî r i " \ 2 i / Ï T î s ' s î i'" \ <À

{ ) Ôtt *"" 3 2 2 3 "~ v 3 a """ l s " » ; ,•——-; 4- ( Uy ti g —— II à î j ;î ) .-•••"--••-•-•-— ,

C9) ^=(u-u3-lI'-II-)(77T7-,,'

d'où
,z. = ( U, U, - [J, U, ) ̂  -J( U, l ) ;; - ̂  (j ; ),/,/,

( 20 ) , y =: ( U, V[ - U, II:, ) ̂ ^ ..- (̂ ()/, V", - (î ; U:; ) ,l,t,

[ .=(ujj,-a(j^^ ..J(();(j',- i],o-;)^,

formules données pour la prcmii-rc rois p;ir AL («olirsal (lïuUvUn <h' la
Société mathéindUque, de France, iiSr/»).

-12. Je me propose de donner ni;>in(.cii;in(, qnel(ji)cs indiriilions sur
les lignes ̂ ecmxïafes d'une surfitce r^lce. P;tr defiiiilion, et) un |»oii>(
flecnodcU on peut mener une timg'ciit.e qui ait ave(; 1;» siirlacc <(iiatrc
points communs confondus au point de confact. Kv-idenuiicnl, < • < • ( ( ( •
tangente touche une des lignes asymptotiquos (jiii se croisenf au poini,
liccnodal, et il est dau-aussi qu'en ce point la li^iio 'itsyinp(,o(i(iuc en
question se comporte comme 11110 ligne droite, c'est-à-dire qu'en
ce point son plan oscillateur est indéterminé, ou l«(«n encore (KK.
l'on a
(21 ) ^ . ̂  „ à^y_ . (1y_ <)ts , as

du^ ' au ~~ ( j i t^ ' 'Ou " " " 'Jï^ • ^,7'

Pour tirer de ces relations un résultat simple, nous allons employer
les considérations suivantes :
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13. Supposons formée (ce que nous avons déjà fait, maintes fois)
l 'équation différentielle l inéaire du troisième ordre dont U , , IL et U^
sont des intégrales, et soit cette équation

(22 ) îr^pU^+^/L^+rU,

p , y, r é tan t des fonct ions de a.
Or, en calculant — à. l 'aide de (18) et en t e n a n t compte de (22) et

de (19), on trouve

à^x ( 2 \ àx ( p u -4- ^ \ àx—— =: ( p — ———— — —i—— _4_ ,. ———— 4» y __,
an1 \ u + r/ ̂  \</, -h- ^ 2 7/ <A'

et l'on aura des formules pareilles pour y et z . Les égali tés (21)
d o n n e n t alors en un p o i n t flecnodal

r ) ( f 4» (>
^.1——— ^... / ' ————— ..^ ( . ̂  o
U -\- I1 2 7

0 U

(28) /•(« •+- ^y^~ < î c ] { a 4- tQ •4- 2/>=o.

Pour u n e valeur donnée de u on a de cette équation deux valeurs
pour ^ donc sur chaque génératrice rec t i l igne do la surface il y a deux
points f lecnodaux. La l igne ilecnodale se compose par conséquent de
deux branches. On pourra d i re que sur chaque surface réglée il y a
deux lignes f lecnodales .

Dans le cas où la valeur choisie de u a n n u l e la (onc t ion p , l 'équa-
t ion (2,3) montre que pour une des valeurs de p on a v +- u "~ o et les
formules (20) montrent que le point flecnodal correspondant est rejeté
à l ' in f in i . Si l 'on a en même temps p = o, q •==. o, les deux points flecno--
daux de la génératr ice considérée sont rejetés à l ' infini .

1 i. Jusqu ' ic i la surlace réglée a é té a rh i f r a i r e . Nous allons chercher
m a i n t e n a n t si elle admet des l ignes asymptotiques avec la propriété (r).
En vertu du paragraphe 7, il f audra écrire que le long de1 l ' une de ces
asymptotiques on a

Oi^ -4- O^r + ̂  z =: const.



Remplaçons dans celle égaille les videurs de 0^ 0,, 0, < * ( , .r^r, ^
trouvées au paragraphe II, en introduisant les uohUions su i van tes :

^(u)-:^^ U.ll'-l]^!:;)^,

M) ly^^^ft i î ;»":-^! '1^^^
/,(,/) ^^ ' Î J i î î ^ -U. l î ' ; )^ :

So =iVî  ) -h- u, .A ( ̂  ) 4< IÎ A ( ̂  ,̂:,:.-.; 1 . 1 , . / , ( // ) t- u, MU) +1.1, y, ( ̂  ).
On obtient ainsi

S, — ^1L°« '::-":: c. o il » s t.. ^
^ "4- ^

c'est-à-dire que l'expression du preixiier me inhredo i i r eHte r coi)isiaiEit.e
pour la valeur de ^ qui définit la l igne asymptotique Jouissant de la
propriété (i) et par conséquent sa dérivée par rapport , a n doit. être
nulle. On a donc
( ̂  ) S^ — ̂ ^ .4- ̂ -^ - o,

qui est une équation du second degré en e.
II faut discuter cette équation. On a manifestement les cas sui-

vants :

a. Le cas général où les deux valeurs de e tirées de (25) sont toules
les deux des fonct ions de u : i l n'y a alors aucune ligue asympto t ique
de la surface jouissant de la propriété (i ).

b. Une des racines est cons t an tCy l 'autre fonct ion de u. : la surface
a alors u n e seule ligne asymplotique admet tant la propriété (i).

c. Les deux racines de (25) sont indépendantea de u : la, racine a
alors deux lignes asymptotiques jouissant de la propriété (x ) .

d. Enfin, l'équation (25) est ident iquement vérifiée, quel que
soit v : la surface a alors toutes ses lignes asymptotiques avec la
propriété (i).

Nous retrouvons ainsi, par une autre voie et sous une autre forme les
résultats du paragraphe 10.
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i5. Nous nous occuperons des deux derniers cas, c et d. Commen-
çons par le dernier. Il faut écrire que l 'équat ion ('25) est une ident i té .
On voit aisément qu'on doit avoir

So -=: o, S\ == o
ou iu,/^)==o, [^/.(^y^o.
La dernière équation donne , en l enan t compte de (24)?

iU ' , / ï ( ^ )= :o .

et de celle-ci on tire, en dérivant et en tenant toujours compte
de (24),

IlJ';'/i ( « ) = < > ,

qui devient à cause de (22)

//llî,/^)::=o.

Or, le coeflîcieni de y ne peut pas être n u l ; autrement, à l 'a ide des
rela t ions précédentes, on déduirai t

| H'; U\ UJ:::ro,

ce qui est impossible pour une surlace réglée proprement d i te . On a
donc

<{ = 0.

De même, de
2lî,/^)==o

on tire en dérivant
S,+2U,/;(^)=o,

et de là
S^h^/;>)+^[J,/^)=o,

qui se réduit à
M^/na^o,

ou, en rempl.açant/i(^),/a(^),/3(a) par leurs valeurs (24.), à

I u';' ir, iJi |=o.
À ri ri.. Éc. No r m „ ( 3 ), X X V II î . - .U N V i !•; H i ( ) i i. \
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Or celle-ci donne, à Faide de (22) ,

//.- o.

On a donc le résultai, suivant, :

OaM le cas où toutes les U^fi^s asymptotiffue^ d'nn-e snrfa-ee ré^/er onf.
la propriété (i), on a nécessairement

f ) o. y <>,

aest-à-dire, d'après le paragraphe 13 , lea deux li^nrs jîeen.odairs df9 la
surface sont /ouleff les dcu.v reJetéeH à l'/nf/n/.

16. Je tne propose de déïnonfcrer que ceg condit ions soni en inù^^
temps safiïsantes, en d'autres mots que si les deux lignes f lennodahs
de la surface réglée soni rejetées à l ' i n f i n i , toutes ses l igne» asymplo-
tiques jouissent de la propriété (' i )*

En partant de
S,:-::::^U^(/,),

en dérivant successivement et en tenant compte de l 'équat ion (22 ) el
de l'hypothèse / ) == o, on t rouve
f 2 6 ) S;; . , .s, .

Delà même manière on dédui t de

Sp=Mî,/i(^

en tenant compte de/^ -^ o, n ::= o,

S,^rS«,

q'ui, à l'aide de (26), devient

S^"':= r^.

Or, dans notre hypothèse, ceci prouve que S, vérilie la même équa-
tion (22) que U,,, U, et l,J,. 1 1 en résulie alors

So ̂  a^ 0; "+- a^ lî^ ̂  a;, U;,, ^, :̂  consi. ( £ ,,:::= 1 , '̂  3 )^
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ce qui peut s'écrire

( 2 7 ) Ilï,[/,(«)--<]=o.

Prenons maintenant l 'équation (26) et remplaçons-y S^ et S7, par leurs
valeurs

S^ia,^, S^2U;/,(^);
on obtient

W ÏU\[f,(u)-a,]=o.

Or, les fonct ions / /M), f^(u), f^(u) ne" sont défîmes par les éga-
lités (24) qu'à des constantes additives près. Donc on peut choisir
ces constantes, ou, en ^remarquant les formules (20), on peut faire
subir à là surface une translat ion, de manière que les équations (27)
et (28) se r é d u i s e n t à

So-r^o, S^o.

ce qui prouve que l ' équat ion (25) est une ident i té , donc toutes les
l ignes asymptotiques de la surface jou i s sen t de la propriété (i).

i7. Je f e r a i une remarque f ina le sur la classe précédente de surfaces
réglées. On a.

Q\ ' ^ + ô^f -i- O^z -"= — S,,
donc

^ ,n _ ças a — 0 ̂

et de là, à l 'aide du théorème d'Enneper, on tire

.,- ,, ï( a ( ) ) K : a'" --= — — -==i .<.;<.) 11 s t,. 5b';

où K. désigne la courbure totalede la surface réglée e t r f s i g n i f i e mainte-
n a n t la dis tance de* l 'or igine au plan tangent . Le premier membre de
cette égalité est constant à cause de S', == o.

On c o n c l u t de ce qui précède :

La condition nécessaire ei suffisante pour que le long d'une surface
réglée on ait la relation (29) est (fue ses deux lignes jlecnodales soient
rejetées à l'infini.



2<S < * , 'm'm\^:\.

18. Il nous reste à é tud i e r la classe des su r faces réglées a d m e t t a n t
seulement deux, l ignes asymplol iques ; ive< 1 hi j)!^)?!'^'*!.^ ( i ) , I^ ) ! !^ c^la
il f a u t ei i l suf f i t (JÎH* les ( l (*ux ra<, ï iuos (.le rrqiuition ('?.: '>} ^n l ' s o i l ^ î J .
imiépendanips de / f . Oi» doi l donr a v o i î '

( 3 < Q ^ „.,„.,//,,:; a, r^-..^.^/l' - .^ .:., ^

^ et b désignîinl de^ con^lîiîi lcs. De ces e^alil^s ois l i r ^

—^ == r/ -h a, '•t ^— :'r" //2 i1- ^(An -\ h
^ï ^1

ei. de là

d'où e'n intégrant,
Si ..— % { / / " l l l i w ^ )

So '>"1"'>" //2•4»•.. '.u/// •.41" À19

Bo •.;= C ( / /2 --h ^ ûf^ -14- / /} , € '•::.,: CCHîNÎ.

On en déduit aisément

(Si) • S,::-:̂ -1::1:.:.:.̂ ;.

Or on a, de
S,»-2; I I , . / • , ( / / ) ,

d'abord
S , - 2 ; Î J , / ; f ^ ) 4 - " S ,

el de la
^^.^lî i/ i '^O-i-S,.

On en tire donc, à l 'aide de f 3 i ) ,

^i./î(^J -.^o.

qui donne, à raide de (22),

ce qui prouve que l^me des U^n.es/kcfiod^lf^ de la •surfwe ^sf rr/^lw à
r'infini,

19. Partons de ré^alué (3 i )

S,r=^^,
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d'où l'on tire
S'; == o.

Or
S,=lV\f,(u).

donc
6\=l{]'[f,(u)

et alors
S^=:o=iU^(^)

qu i devient à l'aide de l'équation (22), où, d'après le résultat du para-
graphe 18, on a/? == o,

(Sa) r/Si-h- /-Sy= o.

Je veux démontrer que cette égalité (32) a u n e signification géomé-
tr ique aussi, s imple q n e / > > =-= o.

Remarquons h cet efïet , tout d'abord, que l ' équa t ion (2:3) se rédui t a
cause de (3o) à

( a 5'} {-)î — a a c 4- // -:=•: o.

Désignons, par <', et ^ les racines, manifes tement constantes, de
cette équat ion. Les lignes asymptot iques G ( et C^ correspondantes
seront alors définies par

^=(ujj^~u,a,)^^~/,(^),

y, =• ( U;, U\ - U, U, ) ———— - /,(.. ),
u "+-' ç'i

s, -= ( U, (J, - U, U, ) -^- - f, ( «) ;

x, -:- ( U,, U, - U., U, ) ——— - /, ( u ),
U -T- y^

y, := { {]., U, - U, U, ) ——— - /, ( u ),
« "~+~ r^

s, • : ^ u, u, - (J,ij, ) —— -/,(«),
l i , —;"• t 'gj .

les points M^.X'^Y^ s^), ̂ ^(x.^r.^ z.^) se trouvant sur la même géné-
ratrice rectiligne de la surface.

Cela étant, considérons la ligne flecnodale à, distance finie, déter"
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minée par régalilé (23 ), où nous devons poser p — o e(. supprimer le
facteur ^ -h pqui donne la li^'ne (Hecnodale rejetee h l ' i îsi iui. On î t (loue

le long de celte ligne ilecnodale, qui , (î.st par con.séqii^nl < l ï ' * t i î ( i o ) )a r

^^~(i^U,-U:îl^)7~/î(^).

y,=-(U,l] / , -^ ,] ,^ .I ,Jr ;^„„^(„) ,

^^-(U,[1,-U,IJ,)^-./,(^),

le point Mo se t rouvan t ainsi sur la droite M, Ma*
Calculons le rapport,

A'.— «EiMi. — fjLZ,f^ — J1"""1".70 .̂  ^r'11""1"1" 5(>

"MTMs .^a—.^'o 1 1 1 " 1 1 1 ' 1 ./al••--,yo 1 1 1 1 s^ "•X1

on trouve

(33) /.=^±J1__L
^ /'

// -f- pa ' 7j
ou

/• — -CiiJîiJî l̂ ^ ^ '/ ^ / / - 1 4 " 1 1 1 ' i^ )
A'( // 4- ri j ( ̂  4- ('a j •-i-T^ ( ̂ T^TÇ^ '

Or, ^^ et ^ élant racines de l'équation (2,^), oit a

(^ 4- ̂  ) (^ 4-' ( '2} ̂  ̂ 2^ %^// 4- //2 ' 1 - 1 1 : 1 1 ' i S,,;

en supposant ^ ̂  o, ce qui est légUirm», îiiuIrerrH^ïton aurait S, — o et
dî1 (3i) S^ = o et, la surface appartiendrait a la classe que nous avenu
étudiée prckîédernmenL

De même, comme de ( 3 ï ) on tire

S i ' -=%c(^ 4- d},
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on a
u -\- ^i == u 4- ci -h \/<^2 — ^ "̂  —. S i -+- a — d -l- \/a2 — ^,

//, -4- (^ :-= « -1- a — \/a2— 6 = —; S 14- a — <^ — \ /a 2—ô.

La valeur de k devient alors

- /• So -+- -çSi-+-2<7(a — d 4- ^/ci1 — h )

- /' So -+- - ff Si + 2 ̂  (a — <;/ — \/a2 — /^ )

q u i se réduit à cause de (3 2 ) à

(34) ^^^—^^.
a — d + ya2 — ^

On a donc le résultat s u i v a n t :

Pour la classe de fuir faces réglées ayant seulement deaw li^n^ a^ympto-
tiques avec la. propriété (i), une des lignes flecnodales est rejetée à l'in/ini ^
l'autre partage le serment de la. ^ëndratrice reclUi^/ie compris entre C,
et Cy dans un rapport constant.

20. Nous f inirons cette étude par quelques rernarques sur la va l eu r
constante de k.

Tout d'^abord, on ne peut pas avoir k === ï , parce qu'on aurait de (34 )
a 2 — I ) == o et les deux lignes asymptotiques Ci et C ne seraient p lus
dis t inc tes .

On ne peut pas avoir non plus k == — ï , parce qu'on aurai t

donc

c^.st-à-dire

Or on a de

en dérivant,

d=:a;

S ï ~=^ 3 C ( U -4" Ci ) = 2 C ( U 4- d "),

s,=s<,

S,,^2iU,/,(«),

S;,=2U,/;(«)+S,;
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il en résulterait î i lors

MV;^)1.:) l'i 11 ; ir; | o,

ce qui esl impossible*
Calculions maintenant l'express ion

^.r-ha^-t-^:::^^^

le long des lignes (^ ei C^ (;oiiiiije ces ('mirhes joilinsent île l;i pro-
priété (ï), ceite expression rest.eni eonslîiiile ynw eliaeiiîic d^î i f r i»
.Jl^., ^.•î,...:,, /.... «elles. Mais on a

f ^ t t ^•i ...... H . y^1 '»^ Arf 7 ^ A J ^ ...-..,.. -•"-"' fc-5 j -f1"- .̂1-"1.».-...-.»-...."-....1 ^
^ "t11- €1

(Z&p1.),::::-^^^^^
^ -h i». î

donc, en vertu de (32) et de (33)^

^ S, ^ /•H^ ..„„„ 7TT;'i1'111"11'11"" ,̂ r'r̂  >"lllil"'l //(^i^.^^-ïr11-
" I- ''il S() // (.. ('g //

On a donc le résultai silivîuih

in wleur comumie du. mppoi't. /{(-M h, y//^'/// mfrc It's wfws fwi.
slanh'sdc l'eap'cmw. ï0,,z- le lon^ des /^w's mymptnti(jn^ (;. H (;,
respectivement.


