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I’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR CERTAINES COURBES GAUCHES,

Par M. G. TZITZEICA.

Je me propose d’¢tudier, dans ce qui suit, les courbes gauches €
jouissant de la propricté suivante @ La torsion enun point guelconqgue
est proportionnelle aw carrd de la distunce d’un point ficce de lespace au
plan osculateur. Sioje suppose le point fixe choisi powr origine des
coordonnées elsi je designe par T le rayon de torsion en un point M de
la courbe et par o Ta distance de Porigine au plan osculateur en M, on
doit avoir

(1) T d* = const.

le long de la courbe G considérée.

. Supposons les coordonnées @, y, = du point M de la courbe
fonctions d"un paramdtre ¢, que nous lixerons de la maniére suivante :
on peut considérer a, y, 5 comme intégrales Jinéairement indépen-
dantes d'une meme équation différenticlle, linéaire et homogene, du
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10 G TZITZELCA.

troisibme ordre. Je suppose que £a été choisi de maniere que ladérivée
seconde manque dans cette équation, qui sera par conséquent de la
forme

(2) 0" = pl' - 40,

p et ¢ étant des fonctions connues de ¢, lorsque @, y, 5 sont données.
Cela étant, si l'on remplace dans (1) T et o par leurs expressions

o A= B (2

ou |x"x"&'| et |x' @' x| désignent des détermimants réduits, pour
abréger 'écriture, & leurs premitres lignes, et A, B, € sont les
mineurs du premier déterminant par vapport aux éléments de Ta pre-
micre colonne, on obtient

| ,I:W .'I:” .,LJ \
N SOt = eonst,
| 2" ' a |

Cette égalité donne, en remarquant que a, y, 5 sont des intégrales
de (2), g =rconst. On voit aisément qu’on peul prendre ¢ =1 el
'on a alors le résultat suivant :

Towte courbe G jouissant de lu propricié géomélrique exprimée par
Uégalité (1) peut ‘tre definte & Uaide de trows intégrales lincairenent
indépendantes d’une equation de la forme

(3) 0" == pl' 10,

Dans le cas ol on laisse au paramétre ¢ toule sa généralité, on a le
résultat suivant, théoriquement aussi simple que le précédent, mais
moins commode dans les caleuls.

La condition nécessaire et suffisunte pour que la courbe définie par
trois intégrales de I équation

o + pi ()I/+ I O - ]‘)3// 0

Jouusse de la propricte (1) est donnde par la relation
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2. Cette proposition aune conséquence importante. En ellet, , y, =
étant (rois intégrales lindairement indépendantes de Uéquation (3),
les fonctions

X=aqz+ b,y +c5,
@) Y=z + by + c.5,
l=ayx + byy -+ ¢35,

les @, b, ¢ étant des constantes, le sont aussi, en supposant bien
entendu |@, b, ¢, | == o. Elles définissent done aussi une courbe admet-
tant la propriété (1). On a alors la nouvelle proposition : Une trans for-
mation lincaire de la forme (4), ne changeant pas Corigine ni le plan
de U'tnfini (une transformation affine), transforme une courbe jours-
sant de la propriete (1) en une courbe ayant la méme propriété.

3. Nous allons considérer maintenant la courbe T', transformée
de G par polaires réciproques, par rapport a la sphere de rayon rayant
son centre au point fixe choisi pour origine. Cette nouvelle courbe est
Carele de rebroussement de enveloppe du plan

X "l"yY N VA=

Si nous désignons par Z, 7,  les coordonnées d’an point de I', nous
(rouvons aisé¢ment qu’elles sont définies par les ¢quations suivantes :

(5) Sri==1, S8 =o, Sz = o,
o S — signe de Lamé — indique la sommalion par rapport aux

coordonnées.
T o < Yy LT Y1) 91 Th oy ~ U w1 (P : » 174 ‘
Je suppose maintenant que x, y, s sont des intégrales de I'équa-
{ion (\5). D’autre part, on peut ¢videmment considérer £, 1, C comme
des intégrales d’une équation de la forme

" == g’ - B’ - o

Il s’agit de trouver, a Paide des relations (5), Pexpression des coefli-
cients o, B et y. Or ceci est aisé et 'on obtient, par des dérivations
successives des deux membres des égalités (5) et en (enant compte

de (3),

o =0, B=p, oy == — 1.
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Done, si a, v, = sont des intégrales linéairement indépendantes de
I'équation (3), £, 1, Csont des integrales lincairement indépendantes
de Péquation
"z | —— .
On a alors, en vertw de la proposition démontrée au paragraphe 1,
le résultat suivant. :

St Con transforme par polaires réciproques pasr rapport wne sphere de
rayon 1 et de centre lorigine une courbe G jowssant de la propricte (1),
on obtient une courbe 1 ayant la méme propricié.

Si lon tient compte du parvagraphe 2, on voit quion a e méme
résultat si on fait la transformation par polaives réciproques par
rapport i une quadrique quelconque ayantson centre i Porigine.

i

4. Nous voulons appliquer aux courbes ayant la propricté (ry une
autre classe de transformations.

Deux courbes G et G, sont dites trans formies asymplotiques 'une e
Fautre, si clles sont lignes asymplotiques cuaryilignes d'une meéme
surface réglée, ¢'est-a-dire si entre les points homologues M et M, des
deux courbes G et G, on a la correspondance suivante : le plan oseula-
teur en M passe par M, el réciproquement.

Je me propose de démontrer que, parmi les transformées asymplo-
tiques d’une courbe C admettant la propriété (1), il y en a une infinite
qui ont la méme propriéte.

Pour arriver i ce résultal j'ai besoin de certaines formules ¢tablies
par M. Bianchi dans un Mémoire trés intéressant (Rendiconti del Cireolo
mat. di Palermo, t. XXV, p. 292). Je rappelle ici out ce qu'il faut
pour mon but, en remarquant que les formules qui servent comme
point de départ ont leur origine naturelle dans les formules bien
connues de M. Lelicuvre. Considérons en effet une surface rapporée
a ses lignes asymptotiques, on a

(—)ﬁ .y (.).?.'-l g 0y de Y, ; J7,
du " P Ju 20w’ dv T TE e e’
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et des formules analogues pour y et s (Dawsoux, Théorie des sur/aces,
t. IV, p. 24 et suiv.). On a de plus

I
prom—
V—K

i 02 0=

K é¢tant la courbure totale de la surface.

Cela étant, supposons que pour v = o, par exemple, on obtienne la
courbe C et que, pour eette méme valear de ¢, 0., 0,, 0, deviennent
{(w), m(u), n(u); on aura le long de la courbe G

m' o

(6) al —

mn 122

ot les accents signifient La dérivation par rapport i la variable «. En
vertu du théoréme d’Enneper, qui relie entre elles [a courbure (otale
d'une surface et la torsion d'une ligne asymplotique, on aura pour le
rayon de torsion T de la courbe G

(7) T == P - 12,
ot nous avons implicitement sappos¢ la courbe & torsion positive.
Dans le cas contraive on n’a qu’a prendre sa symélrique par rapport i

Iorigine.
Comme les formules (6) donnent

Sl =—o,
et comme de la premicre de ces formules on tire

Sle"=o,

il résulte que £, m, rsont des parameétres directeurs du plan osculateur
a la courbe C.

5. Considérons maintenant une autre courbe G, ¢lant avee € lignes
asymplotiques d’une méme surface réglée. De ce dernier fait il résulte
que Gy a comme G, par hypothése, sa torsion positive et Pon a
m'on __‘l iy m

’
Sy=

(6 ) ;173 T

! !
w'y
7

nyoony L my



paveilles & (6). Comme le plan osculateur en M(r, v, 5) passe par
M,(, ¥, 5,) et réeiproquement, ona

Sl(xy—ax)=0, S 4wy = ax) o,
De ces deux relations on deduit

my ny '
. oy

&y— & = /a"

n, /,‘ 3 ) ‘/lll m,l
y Sy S ' »

m n n

k étant un facteur de proportionnalité. Dérivons chaque membre de ces
trois égalités et multiplions-les respectivement une premiére fois pard,
m, n, une deuxi¢me fois par {,, m, n,, on obtient

(8) Sld—Slw=L|1 & I,  Sha\,—Slha'=k| l, {} [].
Or, d’apres les formules (6) et (6), ona
Sla'=o, Sl x| =o, Sl.!;’lz-::ll T ‘, Sl {[, o

les ¢galités (8) deviennent alors

AR Y A R Ay A N ey A A A
ce qui donne £2 == 1. lin changeant au besoin les signes de 'l m,, n,,
ce qui ne change pas la courbe €, on peut prendre £ == 1. On a par
conséquent

‘ v my; n, ny ly  my
(9) m=e+ moon " N=YE, ll’ o '“l L m ’

En dérivant ces formules et en tenant compte de (6) el (6), on
trouve sans difficulté que £, + 0, m' -, 0, -+ 0’ sont proportionnels
ady—Lm,—m,n, — n, ou

(o) L+ U=o(Li— 1), my+m'=m (m—m), Wy 'z oy (ny-n),
w, ¢tant une fonction arbitraire de w. On a done le résultat suivant :

St la courbe C est donnée et que les fonctions I, m, n des Jormules ((3)
sont connues, alors les formules (g) oL, , m,, n, vérifient les relutions (ro)
définissent une courbe (., transformée asymptotique de (..
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6. Nous allons déterminer maintenant toutes les autres lignes
asymptotiques de la surface réglée décrite par la droite MM,. Soit C
une d’entre elles. Comme elle est une transformée asymptotique de C,
on aura

- m n
() axz=a+
m n

R
fl
<
+
=
~I1
(AW
1l
2]
+
~

[, m, n analogues & /,, m,, n, devant vérifier des relations de la
forme

(10y Tl=u(l—1), m 4 m' = (m—m), W n'=n(n—n).
Or, en écrivant que le pointM(._cz;,y, z) se trouve sur la droite MM,
on trouve que 1, m, n sont de la forme
[ =Al+ Bl mo=—= Am,+ Bm, n=An,+ Bn,
A et B ¢tant des fonctions de w qu'il faut déterminer de maniere

que /, m, n vérifient des équations (10”). Gette derniére condition
donne

A=DB 1, Alzm A (A —1)my.
En posant w, =Y : ¥ la deuxi¢me de ces relations donne

I
T — U,

;‘\ -

¢ eonst.,

et alors on tire de la premicre

cW
B = : .
1— ¢\,
Finalement on a
P T A Y —  myA+cVym - ny+eWWyn
(11) (=21, moem n -—J—-L-—’—-
1 — ¢\, 1— Wy ey
et les formules (¢') deviennent
- { 1 my o ny — ny 4
LID X A e =Y e ——
. ) i—cWilm n | Y=Y t—cWyl n 1)
(12)
» - . 1 Ly my
T 1—c\' L [ m
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Ces derniéres formules donnent toutes les lignes asymplotiques de
la surface réglée décrite par Ta droite MM, Spécialement poure - o
on a la courbe €, et pour ¢ === la courbe €. Tous ces résultats sont
empruntés au Mémoire de M. Bianchi.

7. Maintenant nous avons lous les ¢léments pour revenir i notre
question. Il faut chercher toul abord Ta condition néeessaire et suffi-
sante pour que la courbe G, vérifiant ITes formules (6), admette la
propriété ().

Or, on a

el comme d’apres la formule (7) on a

Tl P mty- n?,
Pégalité (1) donne
lx -t~ my - ns=consl.;

celle-ci est la condition cherchée.

8. Cela étant, remarquons que les formules (G ) ne changent pas de
forme si on change la variable indépendante «. Jo sappose, pour
simplifier Ies calculs, que cetle variable ait ¢t¢ choisie de maniére que
Péquation difTerenticlle Tincaire et homogine du (roisiéme orvdre,
admettant 4, m, n comme intégrales, soit de la forme

(13) "= ph gl

et de plus que le déterminant |24 (] qui, en vertu de Uhypothise
précédente, a une valeur constante, ait la valeur 1. infin, on peut
supposer, sans diminuer la généralite des résultats, (qu'on a rem-
placé C par une courbe homothétique, qui aura aussi la pro-
priété (1), de manicre qu'on ait
(14) le-my+nz=1.

Toul ceci tant posé, prenons les ¢galités suivantes

Sla' =0, Sla'=o
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que nous avons déja employées et qui résultent immédiatement de (6),
et dérivons-les successivement. On en tire spécialement, en (enant

compte de (I "l>’ S S !
2 -+ & xr =0

et celle-ci devient, a I'aide de (13) et (6),
g+ U l]=o,
d’ou, en vertu de 'hypothese faite,

(1:——1.

9. Cherchons maintenant si 'on peut déterminer la fonction arbi-
traire o, des formules (ro), pour que la courbe (,, transformée
asymptotique de G, admette aussi la propricté (r). Il fawdra avoir,
d’apres le paragraphe 7,

Slx, = a, = consl.,

ou, e¢n remarquant qu’on a (§5)

Sl(xy,—ax) =0,
on peut écrire
Slix=a,.
Or, il est clair qu’on peut trouver trois fonctions «, B, v, de
maniére qu'on puisse éerire

y=al -5l my==om - Lo -y m’, ny== o =50 -y n.
En introduisant ces valeurs dans I'égalité précédente et en tenant
compte qu’on a

Sle =1, Slw=—=no, Sl = o,

on obtient & = «,. Il faut ensuite déterminer § ety de manitre que 4,
my, n, vérifient les égalités (10).
Oron a, a 'aide de (13) ot ¢ == - 1,

==yl (P =y p)l -+ ()0

Ann, Fe. Norm., (3), XXVI. — Janvier 1grtr. 3
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La premiére ¢galité (1o) devient
eyl (A= By ) A (B S [Cay )l Uy

et Pon aura des deux autres des égalités analogues pour e el . Dot
Pon déduit que, ou bien [£781]= 0 et la courbe G se l'l'ttlllil':l'il houne
droite, ou bien toutes ces égalités deviennent des identités. Evidem-
ment, nous ne prenons que le deuxicme eas et Fona d'abord

'/ ’”l(”l l), {j "'*"/, } ’1)]'/,
ce qui détermine les cocefficients fety; ensuite
b By p e by

ce qui constitue une cquation différentielle du second ordre pour 1o
fonction ©,. 81 w, est une integrale de cette dernitre équation, la
constante a, ¢lant choisie d'avance, les fonetions B et v sont déter
minées, par conséquent L, my, n, le sont aussi, el finalement on
aura la courbe G, a Paide des formules (o). Par suite on a le résultat
suivant :

Etant donnée une courbe G admettant la propricié (v), i existe 2"
courbes G,, trans formées asymptotiques de G, avant la méme propriéte.,

10. Le résultal du paragraphe precédent a besoin de quelques
observations concernant cerlaines valeurs remarquables de la con-
stante «,.

Tout d’abord, on constale que pour @, == +4-1 on a b~y o ol
la dernicre équation différenticlle se réduil i a1 0, ce qui est
absurde.

Pour a,= o, les valeurs de B, v, {, my, ny, @, y,, 3, ne sont pas
singulieres, ct cependant, par la signification géométrique de cette con-
stante et & Paide d’un calcul facile, on démontre que la courbe €, se
réduit & une droite passant par I'origine.

Supposons alors a,(a, — 1)=£ 0 et cherchons si, parmi les autres
lignes asymptotiques Cde la surface réglée déterminée par les courbes (.
et G, ily en a qui admettent aussi la proprieté (1). 11 faudrait que
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I'on ait
87z = consl.
Or, ’apres les formules (1) et (12) du paragraphe 6, on a

Q77— Sliw+ ISy

?

1—cW,

ou, parce que Sle =1, Sl,x = «,,

Comme W' n’est pas constante, autrement on aurait o, W W w= 0

et la courbe G, coinciderait avee G, on ne peut avoir Sle - const.,

pour des valeurs de ¢ différentes de o et de =, que si Fonaw, o —1.
Dans ce cas on a Sla == — 1 pour toule valeur de ¢, ¢’est-i-dire que

toutes les lignes asymptotiques G de L surface réglée jouissent de la
propri¢té (1).

Ces derniers résultats conduisent naturellement a des conelusions
importantes que nous pouvons énoncer de la maniére suivante :

Parmi les surfaces réglées R, qui passent par une courbe G ayant la
wropriéld (1) et admettant celle courbe pour ligne asymplolique, on peut
I 5 .
(llemgu(f/‘ trows calegorees (/(//c:r'(fnlcs N

. Des surfaces réglées qui dépendent dune fonction arbitraire et
qui r'admellent pas d’autre ligne asymplotique ayant la propriceé (1)
que C.

b. Des surfaces réglées qui depenident de trots constantes arbitraires el
qui admetlent chacune, en dehors de (., une seule awtre ligne asymplo-
tique G, ayant la propriété (1).

c. Enfin, des surfaces réglées qui dependent de dewx constantes arbi-
tracres el dont toules les lignes asymptotiques ont la propricie (v).

Evidemment, de ces (rois catégories de surfaces réglées, la deuxieéme
et la troisicine sont des plus importantes. Nous leur consacrerons la
dernicre partie de ce (ravail,



.

11. Pour éludier les surfaces réglées, rapportées a leurs lignes

asymplotiques, nous emploierons les formules de M. Lelicuvre

do g 00y g 0% de g 0
Ju o * v v e

ot 04,y 04, 0y sont des intégrales d'une équation de la forme

5 20 y
(15) dudy ’

Supposons que, sur la surface, les courbes w - const. soient les

génératrices rectilignes; on devra avoir

s ds

T0vE T Oy

P de Dy dy
v R Tl

Or, on a
()z//:; / ()g‘/]:g

e )
Pt e’

Dot
et on peut évidemment supposer que 0, 0,, 0, sont des intégrales

d'une équation de la forme

a/] /Y ,
1/ B S PRL/N
_ Jt die Ty
Donc
2 0 ) MR /, N
.(Z..'_‘Ii — (fzi/;'". — ()._/.' RN 1}{_’ e (], i)fi s
ot Ju Y du P e e
ou
PENE o o
AR AT i
, ) oy Ju Jy
et 'on aura aussi
o J J Jtz 0z s
mf}; L e O, gy 4 ﬁm‘z, e T O e e f)-w;
Jy Jdu Je v Jdu dy

et alors les relations (16), quiexpriment que la surface considérée est

réglée, donnent
g0,
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es fonctions ., 0, sont par conséquentdes intégrales 3
Les fonect 0,,9.,0, t par conséquentdes intégrales communes
a I'équation (15) et & la suivante :

J20 200
=p==
Jv? P oe

(17)

Eerivons qu’on a
Ecrivons qu

+ 9.

J [ 020N\ _ 9 [0
T du ()v'-’) ’

dv \ Ju d¢
on trouve
JdI oh d5, . Jy Jdo
s e =0 =000+ S50 4 =Ly =
de " an ” o T o T
Comme on ne peut pas avoir
Jd7,  J0,
— — = 0
Ju Jdv ! ?
Pégalité précédente donne succeessivement
1 0N 2t logh
4= O e LD == fy
/ ’ g Ioov’ dudy

La derniére (équation de Liouville) s’intégre facilement et donne,
en choisissant convenablement de nouvelles variables indépendantes,
respectivement fonctions des anciennes,

2

(w+v)?

ct alors 'équation (17) devient

20 2 00
Jder T e de
d’ou 'on tire
0 )
- U’

de T (u4¢)?

U étant une fonction arbitraire de u. De cette dernicre Gquation cn
déduit & aide de (15)

2 0 2 , 4
(02" 7 )t (1t 4 0)3

U,
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§ = U — N—:—';J~ .

o -t

On peut donc prendre pour 0, 0,, 0,

2U1
2
- ¢

, a2 U, o
91: /l'— Ogimllz——'{(-:‘r‘;y 0;; l|“-——

Les formules de M. Lelicuvre deviennent

9

(T

() [ et ! T T " 2 1 1 IR
(18) 5o = U, U — U} Uf — (U3 U} — Uy 1) e - (U U, = U 1)

Ju
(19) 9% = (U, U,— U, Uy) —
9 oy 2 ™3 32 (” - ‘.}z
d’ou
o= (00— U, U e — (U — Uy )
(20) = (U0 — U, U)o (UG U= Uy U
e (U Uy — U, U}) e u-/(n; U%— UL U7 ) dla,

formules données pour la premivre fois par M. Goursal (Beulletin de lu
Société mathématique de France, 180 ).

12. Je me propose de donner maintenant quelques indications sar
les lignes flecnodales d'une surface réglée. Par définition, en un point
flecnodal, on peut mener une tangente qui ait avee la surface quatre
points communs confondus au point de contact. Eyidemment cefte
tangente Louche une des lignes asymptotiques qui se croisentau point
flecnodal, et il est clair aussi qu’en ce point la ligne asymptotique en
question se comporte comme une ligne droile, c’est-a-dire qu'en
ce point son plan osculateur est indéterming, ou bien encore que
I'on a

(21)

Pa dz __dy dy J*s Js

dut* Jdu T Jdut T du T dur T du

Pour tirer de ces relations un résultat simple, nous allons employer
les considérations suivantes :
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13. Supposons formée (ce que nous avons déja fait maintes fois)
Iéquation différentielle linéaire du troisieme ordre dont U,, U, et U,
sont des intégrales, et soit cette ¢quation

(22) "=pU0"+ qU' + rQU,

ps ¢, r ¢tant des fonctions de «.

5

- ()'{l' \ - \ . \
Or, en caleulant 5= & aide de (18) et en tenant compte de (22) et
de (19), on trouve

02 , 2 \dx ( P e \ Ox
— —_—— ] — — 4 —+ _—
Jdut 4 “w -+ (’) du w9 2 /) dg’

\

et 'on aura des formules pareilles pour y el z. Les égalités (21)
donnent alors en un point flecnodal

4 ; "=t ¢ | .
——— e g =0
u v 2 /
ou
(23) r{u+e)+og(u-490)+ap=o.

Pour une valeur donnée de w on a de cette équation deux valeurs
pour ¢, done sur chaque géncératrice rectiligne de la surface il y adeux
points flecnodaux. La ligne flecnodale se compose par conséquent de
deux branches. On pourra dire que sur chaque surface réglée il y a
deux lignes flecnodales.

Dans le cas ou la valeur choisie de « annule la fonction p, 'équa-
tion (23) montre que pour une des valeurs de ¢ on a ¢+« == o et les
formules (20) montrent que le point fleenodal correspondant est rejeté
a 'infini.Sil’on a en méme temps p = o, ¢ = o, les deux pointsflecno-
daux de la génératrice considérée sont rejetés a U'infini.

11, Jusqu’ier la surface réglée a ¢té arbitraire. Nous allons chercher
maintenant sielle admet des lignes asymptotiques avec la propriété (1).
En vertu du paragraphe 7, il faudra ¢erire que le long de Pune de ces
asymplotiques on a

012 - 0,1 + 0y5 = const.



Remplacons dans celte egalite les valeurs de 0., 0,, 0, et e, )y,
trouvées au paragraphe I, en introduisant les notations suivantes

/,(u)r—.f(u;u;; UL dla,
(a%) filu) ‘/(l!},ﬂ’; U U

Sau) = / ( ‘;’1 (L U; ) e

Soz= Uy fi(00) + Uy o) 1= Uy S, S, U £y 1 U fuluy UG fya).

On obtient ainsi
; 28,

== eonst.,
7 Y

¢’est-i-dire que U'expression du premier membre doit rester constante
pour la valeur de ¢ qui definit la ligne asymptotique jouissant de la
propriéte (r) et par conséquent sa dérivée par rapport i« doit ¢tre
nulle. On a done

. .
29 25
(25) 8, — b e - g

w4 (g o)?

Y

qui est une ¢quation du second degre en ¢.
II faut disculer cette équation. On a manifestement les cas sai-
vants :

a. Lecasgénéral ot les deax valeurs de ¢ tirées de (25) sont toutes
les deux des fonctions de « < il n’y a alors aucune ligne asymptotique
de la surface jouissant de la proprieté (1).

b. Une des racines est constante, Vautre fonction de « @ la surface
aalors une seule ligne asymplotique admettant la propriété (1).

¢. Les deux racines de (25) sont indépendantes de w @ la racine a
alors deux lignes asymptotiques jouissant de la propriété (1).

d. Enfin, I'équation (25) est identiquement vérifice, quel que
soit ¢ ¢ la surface a alors toutes ses lignes asymptotiques avee Ja
propriété (1).

Nous retrouvons ainsi par une autre voie et sous une autre forme les
résultats du paragraphe 10.
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I5. Nous nous occuperons des deux derniers cas, ¢ et 4. Commen-
cons par le dernier. Il faut écrire que I'équation (25) est une identité.
On voit aisément qu’on doit avoir

S‘,::O, S‘;:O
ou
XU, fi(u)y=n0o, [ZU] fi(w)]) = o.

La derniere équation donne, en tenant compte de (24),
U, filu)=o.,

et de celle-ci on tire, en dérivant et en tenant toujours compte
de (24),

E ]I;I t/.l(”) = O,

qui devient & cause de (22)
g2U, filw) =o.

Or, le coefficient de ¢ ne peut pas étre nal; autrement, a Paide des
relations précédentes, on déduirait

| U U, U, | =o,

ce qui est impossible pour une surface réglée proprement dite. On a
donc
l/ == 0.

De méme, de

U, filu)=o0
on tire en dérivant

S;~+ 22U, fi(u)=o,
et de la
8, -+ XU, fi(u)+ 32U, fi(u)=o0,

qui se réduit 4

23U fi(u)=o,

ou, en remplacant /,(«), f,(«), [,(w«) par leurs valeurs (24), 4

[y Uy U | =o.

Ann. Fe, Norm., (3), XXVHL — JANVIER 1011,

-
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Or celle-ci donne, a Paide de (22),

/) el o 8
On a donc le résultal suivant :

Dans le cas ot toutes les lignes asymptotiques d’une surface réglée ont
la propriete (1 ), on « necessacrement

Y 0, 7 O,
c'est-a-dire, d'aprés le paragraphe 13, les dewr lignes fleenodeales de la

surface sont toules les dewr rejetées a Uinfind.

16. Je me propose de démontrer que ces conditions sont en meme
temps suflisantes, en d’autres mots que si les deux lignes fleenodales
de la surface réglée sont rejetées a Pinfini, toutes ses lignes asymplo-
tiques jouissent de la propriété ().

in partant de

S, XUy fi (),

en dérivant successivement ol en tenant compte de Péquation (22 et
de Uhypothése p = o, on trouve

(26) S, 8.
De la méme maniere on déduit de
Sy == XU fi(w),
en tenant compte de p = o, g~ o,
S,
qui, & aide de (26), devient
8= 1S,

Or, dans notre hypothése, ceci prouve que S, vérilic la méme Gqua-
tion (22) que U, U, et U,. Il en résulte alors

Se=ay Uy 4=y Uy 4 ay Uy, ;== const, (E:=1,2,8),
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E)

ce qul peut s éerire

(27) U [N ) —a ] =o.

Prenons maintenant ’équation (26) et remplagons-y S; et S/ par leurs
valeurs

S, =2Xa, U, ST =3U fi(u);
on obtient

(28) SU [ fi(u)—a, ] =o.

Or, les fonctions /,(w), f.(w), f,(«) ne’sont définies par les éga-
litts (24) qu’a des constantes additives priés. Done on peut choisir
ces constantes, ou, en remarquant les formules (20), on peut faire
subir & la surface une translation, de maniére que les équations (27)
et (28) se réduisent a

Sy=o0, N =

ce qui prouve que Péquation (25) est une identité, donc toutes les
lignes asymptotiques de la surface jouissent de la propriété (1).

17. Je ferai une remarque finale sur la clagse précédente desurfaces
réglées. On a

done
Tdr =8,
et de 1a, a aide du théoreme d’Enneper, on tire

, (
(21) K:di=— — = consl.,

ou K désigne la courbure totale de la surface réglée et d signifie mainte-
nant la distance de Porigine au plan tangent. Le premier membre de
cette égalité est constant i cause de 8| = o.

On conclut de ce qui précede :

La condition nécesscire el suffisante pour que le long d'une surface
réglée on it la relation (2q) est que ses dewx lignes flecnodales soient
rejetées « Uinfind.
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I18. 1l nous reste a ¢tudier la classe des surfaces réglées admettant
seulement deux lignes asymptotiques avee la propriete (). Pour cela
il faut et il suffit que les deux racines de equation (25 en ¢ soient
indépendantes de «. On doit done avoir

Y 8 S

‘ ) " . L]

(30) e, wteon o 0,
) bl h\ hl

a ot b désignant des constantes. De ces ¢galités on tire

‘”U t‘o 8 )
R (e al L) ) - wt oo b
N L
et de la
S, ol )
D ee—————
Sy (e ettt 4~ b

d’olr en intégrant
Sp==e(u4-van + by, ¢z eonst,
On en déduit aisément
(31) B mrae o 8
Or on a, de
, Hu }-;”1_/'1(")1
d’abord
. 8, XUy f1(u) 8,
et de la
Sy XU Sy 8.
On en tire done, a 'aide de (31,
XUy fiCw) = o.
qui donne, a aide de (22),
) oo,
ce qui prouve que ['une des lignes flecnodales de la surfuce est rejetée @
linfing.
19. Partons de Iégalité (31)

.
D, == e,
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d’ott on tire

8'=o
Or
S =2U' fi(w)
done

et alors ,
8 =o0=2U] fi(u)

qui devient & I'aide de 'équation (22), ou, d’apreés le résultat du para-
graphe 18, onap =o,

(32) g8+ rS,=o.

Je veux démontrer que cette ¢galité (32) a une signification géomé-

Remarquons i cet effet, tout "abord, que 'équation (25) se réduit a
cause de (J30) A

(25) pre—oa ¢ - b == o,

Désignons par ¢, et ¢, les racines, manifestement constantes, de
cette équation. Les lignes asymptotiques G, et G, correspondantes
seront alors définies par

2

= (U, U} -~ Uy U,) —— — [ (),

u 4+ oy

Y= (U:qu— UlU’:’)—u—i—(: '“‘fz(“)a

2

5= (U, U, — Uy U ) ——— — fy(1);

U+ ¢y
2

— fi(uw),

P

g (U U, — Uy Uy

e al L
==y Solwe)s
les points M,(oxy, vy, 5,), My(,, v,, 5,) se trouvant sur la méme géné-
ratrice rectiligne de la surface.
Cela etant, considérons la ligne (leenodale & distance finie, déter-
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minée par 'égalité (23), ot nous devons poser p - o et supprimer le
facteur « 4 ¢ qui donne la ligne fleenodale rejetée a linfini. Ona done

@ r
—e —
‘-t v 7]

le long de celte ligne flecnodale, qui est par conséquent définie par
! i ,' -
Xy “"(Uzu;;"‘ U, J-_:"(; e ./1(”)1
" v I
g = = (U U} — U, lln);; - falu),

t I .
gy~ (U U — UzUl)a - Lyl

le point M, se trouvant ainsi sur la droite M, M,.
Calculons le rapport

foo— m D Y s Yo S S
M, M, Ay Ao Ve Yo Sy By
on trouve
" r
(33) - « T.?: I—/.

ou
or(w ey ) (A 0y) A= g (U )
A 1) (040 ) 1 ag (1= 0y )

Or, ¢, et o, btant racines de 'équation (25), on a
. A
(10 4 00) (1 -1 0y) =2 (P = 2att + - Nos

en supposant ¢ =£ o, ce qui est legitime, autrementon anrait S, - o et
de (31) 87 = o et la surface appartiendrait i la elasse que nous avons
étudiée précédemment.

De méme, comme de (31) on tire

Sy==ac(u 4 d),
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on a
1¢+01:u—+~a+\/m: %CSI—I—a—d—i—\/m,
U+ vy=u —!—a-—\/gl—_——:;lzsl—l—a—d——\/aT——_/;.
La valeur de £ devient alors
\ é/'s(,+éqsl+2q<a—d+\/m>
(= P

%rb\,—f— ér/b}—k— 2qg(a—d—\Ja*=1)

qui se réduit & cause de (32) 2

o —d — \/;—— 0

L=
a - d 4 \/(12—/)

—~

>
I~
~

On a done le résultat suivant :

Pour la classe de sur faces réglées ayant seulement dewx lignes asympto-
trques avec la propricté (1), une des lignes flecnodales est rejetée al'tnfint,
Cautre partage le segment de la gencratrice rectiligne compris entre (G

< « )
et G, dans un rapport constant.

20. Nous finirons cette étude par quelques remarques sur la valeur
constante de £.

Tout d’abord, on ne peut pas avoir £ = 1, parce qu'on aurait de (34)
a* — b =o et les deux lignes asymptotiques C, et C, ne seraient plus
distinctes.

On ne peut pas avoir non plus £ = — 1, parce qu’on aurait

d=ua:
done

e’est-a-dire
§,=8,.
Or on a de
Sy== U, fi(w),
en dérivant,
S, =22U; fi(u) + Sy
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il en résulterait alors
SU Gy (U U U]

ee (qui est impossible,
Calenlons maintenant expression

DOy i Oyz o X0

le Jong des lignes G et G, Comme ces courbes jouissent de Ta pro-
priéte (1), cetle expression restera constante pour chacune d'entre

elles, Mais on a

’ A Hh
(X9,2), S, PR
SRy

29,

0 Y, r
(30,2), P ' ,/
T TR,

PR 5)

On a done le résultat suivant :

h.

La valewr constante du rapport k est le quotient entre les valeurs cop
stantes de Uexpression X0, le long des lignes asymptotiques (G, el (.,

respectivement.



