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SUR CEKTA1NS SYSTÈMES S1N&CLIEKS

D'ÉQUATIONS INTÉGRALES,
PAR M. FRÉDÉRIC RIESZ,

à Budapest.

I.

Dans ce qui, suit, les fonctions à variation bornée vont jouer un rôle
principal . On connaî t bien Hm/portance de cette classe de f o n c t i o n s
définies par M. Jordan, dont la plupart des propriétés remarquables
deviennent presque évidentes après en avoir énoncé une seule : savoir
que toute fonction réelle à variation bornée est la différence de deux
fonctions bornées jamais décroissantes.

Posons le problème suivant : Étant donnée une fonction A,(.-r), il faut
reconnaître s ' i l existe ou non une fonction à variation bornée a(^;) dont
elle est l'intégrale indéfinie ?

La question analogue portant sur l'une ou l'autre classe de fonctions
se pose toujours, quand il s'agit de dé terminer une (onct ion, solution
de n'importe quel problème, et il est plus f ac i l e de calculer d'abord sa
fonction pr imi t ive . On y connaî t la réponse pour certaines classes :
ainsi par exemple, grâce à des résultats développés par plusieurs
géomètres pendan t ces dernières années, on sait reconnaître les inté-
grales indéfinies des fonct ions sornmables, de celles de carrés som-
niables, etc. Quant aux fonctions à var iat ion bornée^ j'ai énoncé il y a
quelque temps une condition nécessaire et suffisante ( 1 ) ; j'y reviens

9 dans le présent Mémoire.

P) Sur les opérations fonct/onnelleff linéaires ( Comptes rendus, '}.() tiovernbro ifpr)).
ÂfW. Éc. Norm., (3), XXV III. — JANVIKK 1 9 1 1 , 5
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(cherchons d 'abord a développer nnc cond i t i on nécessaire. Suppo-
sons que A.(;r) est l ' intégrale i n d é f i n i e de la fonct ion (•('•clic y , ( , ; - ) , ;i
variation bornée, d é f i n i e dans l ' in te rva l le (a, h ) ; d ' a i l l e u r s y . ( . r ) peu t
être cont inue oïl non. Décomposons l ' intervalle (a. ^) en i in nombre
f in i d'intervalles parti ois (,v,,, ,-r/^,) (/c =.; < » , i , . . . , w ( ; .-r,, -- a, ,̂ ,, • //)
et envisageons J'cx{)r<>.ssion

m "" ï

( i ) V | M-^-:'')—^:!^ A^ ) ;;•: A( ./•/, i )
•——— •'•(•'/•4..1 — ./•'/. -^ ^-^~———...........'*•/,. .H — ,7;/,, •Vk'—-Pli )

On a
/>•»'*+.«

/ a(:r)r/.T
A^.^.,)—A(jt.'/f) __ ./̂\(xi,) J,,,

^^\. h f ».<--M Ijî  . ^ ,. . . . . , , . , _ _ _ „ ___^. ^ ,1 ,̂

^•"A+l — •'•Ï'A •y/r+l— a-'/i.

PA désigne une quantité déterminée, située entre \m limites inférieure
et supérieure de a (.y) dans l'intervalle (sc^, ,v,^). Il en résulte <jiie
la valeur de la somme (i) ne peut pas surpasser la variation to(,;(b
de a(.r). C'est-à-dire toujours, quand A(.-») jouit de la propriété
exigée, la somme (i) ne surpasse pas une certaine home fhiie, indé-
pendante du nombre des intervalles partiels et de la manière de
décomposition. Voilà donc une condition nécessam' ; nous allons voit-
que cette condition est en même temps suffisante.

Supposons la condition remplie; soit (i la borne supérieure. Cher-
chons à déterminer une fonction a(,,;) a variation hornée dont A (a-)
est l'intégrajc indéfinie.

En réalité, la fonction A(a--) admet des dérivées a gauche et a droite
Quant à notre but, il nous suffira de démontrer qu'elle admet l'un
quelconque des quatre nombres dérivés, et que celui-ci représemc «np
toncdon à variation bornée. Car toute fonction a variation bornée ni
nuegi-ableau sens de Kiemann, et quand un nombre dérivé est in(é.
grable, sa fonction primitive en est l'intégrale indéfinie ( ' ).

Or, soit À une quantité positive < /^; notre condition étant rem-

^lïZÏnÏT^01,11108 i'6""^8 quojo (16v<il<)I)pc d<mH ̂ ^^Tiu'̂
Ko S'Ï •' l<)cf>"tinIi (os Paragraphes IV A V«I 6t«it, «m,,n<, dans une H.-comir
ÏLÏ^ ̂ ï^^^————^ t:l ̂ ^---^./-^•
^ ̂ r H. L,..K.S.̂ , /.;,<,„, wri^graUon .., la r^her^ ̂  f^^ primi^
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plie, on en déduit aisément que pour x quelconque el |//| <</z, le rap-
port—L2r—~1-^—xl ne peut pas surpasser en module la plus grande
des quantités

A ( a + A ) ~ A ( a ) A(^-^ ) -A(^)(j -4- ———————,——————— , (jr -{-- ———————-——————
h h

On en conclut que la fonction A(.r) admet des nombres dérivés
bornés. Soit a(,r) un des nombres dérivés, par exemple le nombre
dérivé supérieur à droite ; la fonction a(;z?) étant ainsi déterminée pour
a^œ<^b, complétons sa définition en posant oc(&) égal au nombre
dérivé supérieur à gauche en b.

La fonction a(^) est à variation bornée ; sa variation totale ne sur-
passe pas G. En effet, décomposons l ' intervalle (a, b) d 'une manière
quelconque en un nombre f in i d ' intervalles partiels

( ̂ /n .̂ -M ) ( A- == o, i , . . ., m — i ; .r'o = a, x,,, -^ b

nous aurons à prouver que la valeur de la somme
m — 1

( % ) ^l^^'4-^ —a( l'y/<•) 1
Â-=:O

ne surpasse pas G. Or, pour avoir une valeur approchée de cette somme,
n'en différant qu'aussi peu qu'on veut, on va remplacer a(,r^) par
A ( x/c -+" hk ) — A ( Xk ) i , •, , 7 •.. y ^ , , •-————7-——-—-» les quanti tés A/,, positives pour /c<^m, négative
pour k === w, é tant choisies d'une manière convenable; en même temps,
on peut les supposer assez petites pour que les intervalles (.T/,, x / , 4-A/c)
n'empiètent pas l ' un sur l'autre. Or, il est évident que la somme (2)
ainsi modifiée ne surpasse pas G; l'approximation étant aussi grande
qu'on veut, on en conclut que la somme (2) elle-même ne surpasse
pas G. Ce fait ne dépend point de la manière de décomposer l 'inter-
valle (a, é) ; par conséquent, la fonc t ion a(.^) est à variation bornée
et sa variation totale ne surpasse pas G. On en conclut aussi, en appli-
quant le théorème déjà cité, que la, fonction donnée A(a?) est l'inté-
grale indéfinie de a(;r).

Dans ce qui précède, nous avons supposé que les fonctions A (.7;),
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a(*r) sont réelles. Nos conclusions s 'é tendent au cas général de
fonctions à valeurs complexes. Pour s'en rendre compte il ne fau t que
décomposer les fondions en partie réelle et imag ina i re ; t ou jou r s que
la partie réelle et le coefficient de \/--- î en A(.^) sat isfont séparément
à notre condition par rapport aux bornes G , , Gi4 la fonction A(^" )
elle-même y satisfera et. G i 4 ~ G ^ donnera u n e borne convenable .
D'autre part, A(.^) elle-même rempl i s san t notre condi t ion par rapport
à une borne G, sa partie réelle et le coefficient de \/- 1 1 1 1 1 1 1 1 - i la remplissent
aussi par rapport à la même borne.

Énonçons notre résultat: A ce que la fonction A(^ ' ) ( . / f j / i / u r r/<mv l'in»
termite (a, h), réelle ou non^ soit l'intégrale indéfinie (l'une /onction à
variation bornée^ il faut et il suffit que la valeur de la Konirne ( î ) ne sur-
passe pas une certaine borne finie^ indépendanle du nombre den init'r-
valles partiels et de la manière doni ofi déco/uDose l'inl^rwi/e ( r / , b).

D'une façon plus précise, la fonction A.(x) esl l ' intégrale i n d é t i î i i e
d^une fonct ion d o n t la variation totale est é^ale à la plus pe t i t e de ces
bornes supérieures. Quant aux fonctions réelles, ce fait découle immé-
diatement des considérations ci-dessus; on pourra i t aussi adapter ces
considérations au cas général. Pour tant , le (a i t énoncé suit aussi, dans
toute sa généralité, des développements du paragraphe II.

JIL

Considérons l'intégrale de Stieltjes
^

(3) / /(^)^(<r),
va

Nous y entendons, quand elle existe, la limite de la so'imne

(4) ^f(^)W^i)-^^
À-

correspondant à une décomposition de l'intervalle (a, b) en un nombre
fini d'intervalles part iels; ̂  désigne un élément d'ailleurs qaelcom'iue
de l'intervalle (^^A-M)- ̂  passage à la l imi te n'est assujetti qu'à la
seule condition que la longueur des intervalles partiels tende unifor-
mément vers zéro.
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Supposons /(^) continue^ a (a?) a variation bornée. En ce cas l'inté-
grale (3) existe et l'on a

^( ^ ) \ f(^)doc{x) 5 maximum de |/(.r) | x variation totale de a[x).
J a

En effet, si l'intégrale (3) existe, l'inégalité (5) suit immédiatement
de l'inégalité analogue portant sur (4), d'ailleurs évidente. Or, dans
les conditions posées, l'intégrale (3) existe. Car la différence de deux
sommes comme (4) correspondant à deux décompositions ne peut
pas surpasser en module la valeur

| e | x variation totale de a (.r) ;

nous y désignons par e l'oscillation la plus grande en module de/(^')
dans les intervalles dont la longueur ne surpasse pas le double de celle
du plus grand in terva l le entrant dans nos deux décompositions. La
fonction />(.^) étant supposée continue, £ tend vers zéro, pendant que
l'on passe de (4) à la limite (3). On en conclut que l'intégrale (3)
existe.

En appliquant une transformation bien connue remontant àAbel, on
voit sans peine que dans les conditions posées, l'intégrale

b

0 ( . { û C } C i f { œ }(6) f a{x)df{œ)
v a

existe aussi ; en même temps, on établit la relation
^ ^

(7) \ f{x)da{x)^- a(^//(^)=/(6)a(&)-/(â)a(a) ( 1 ) .
" a v il

Introduisons encore la fonction

A(.r) =: ^ a (.a?) c/^?-h-A(^),
t / Cl

( 1 ) Cf. le Mémoire de S'niii/nEs, Recftcrches sur les fonctions continuer (Académie de.f
Science}: : Mémoires présenU's par divers savci'nts^ t. XX.X.If, n0 à; Aïn'ialês de la Faculté
des Sciences de Toulouse^ fc. VIIÏ, 1894) .
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intégrale i n d é f i n i e de a(.r). La somme

y[^^^^ A (•^•)i^ ,̂,-.., —-
correspondant à une certaine division de (a, f/) et la somme corres-
pondant à la même division

^[/(^,,,)-/(.r^ja(^)
k

qui sert à définir l'inlégrale (G), ne (lifïen.nt que (l'une qmnitit, • ,„
module que

maximum de |/(.̂ ,) ~-/(.^)| x variation lotî.le de «(,r).

Par conséquent, ces deux sonunos tendent vers la mcrne ln«i«. (G )
qu on pourra aussi désigner par '" '

r''d/_dh_
J. ^ '

En vertu de (7) on aura
^

(8) j /(^^(^)=/(&)a(&)--/(„)a(^)-../t/'iyii)^(^
a J ̂  d.xî

Quelques remarques nous seront «lilcs. Examinons d'abord si l'on

îcs iï' T' r110" a(^ satls (no((i<ier el) m(•;nl<i ̂ "'I'^ ' -v iedes intégrales (J). Ce qu'on voit immédiatement, c'<.s nu(.ÏÏ1

.y.̂  . a(.) ̂  ,̂ ^̂ , ̂  ̂ ^^. ̂  ^ ̂ ^^ (ï« <

^p^.z^s^^^^
difie a(^) peut devenir infini dénombrabie, sans que ie((e mod f

;2;-='=,=̂ <;-̂ S..̂ : ;ï
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vaUe (a^ b\ sauf au plus sur un ensemble de'nombrable, ne contenant
pas les points a, b.

lin effet, supposons la fonction oc(a?) d'être telle que toutes les inté-
grales (3) s'annulent. Posons dans (7) successivement /(;r)=== i ;
fÇx) = x pour a^x^,f(œ) •== ^pour x^> Ç. Il en résulte

/-r

a (a) = y,(b), f oc.(x} d.v= a(a}a;;
Ct

on en tire (les fonctions à variation bornée devant être continues,
sauf au plus sur un ensemble dénombrable) que sauf cet ensemble
oc(.r) == a(a) == a(&). D'autre part, pourvoir que notre condition suffit,
supposons que a(a) = a(&)== a(.T), sauf au plus sur un ensemble
dénombrable ; dans ce cas on a

r^'
A(x) == f a(*r) dx~=^ a(a)*r,

Jn

et de l'identité (8) découle immédiatement
^

/ f(x)cly^)=o.
J\i

Voilà une conséquence remarquable de ce théorème : En tous les
points de discontinuité de a(.r) intérieurs à l'intervalle (a, b) on peut
remplacer a(^) soit par a Çoc — o), soit par a Çx + o), soii par une quel-
conque des valeurs 6a(.r—ô) 4- (i ~- 0) a (<x? + o) [o <^ 0 <^ i j , sans
modifier en même temps les valeurs^). Certes ce procédé n augmentera
pas la variation totale de a(.r) ; au contraire elle la diminue toujours que
y.{x) n'égale & a(.r -- o) -+- ( i — 9) a (x + o) pour aucune valeur o ̂  ô 5 i .

Quant aux fonctions a(.r) lelles qu'en tout point intérieur à (a, h},
a(,z") coïncide avec une des valeurs Q c / . ( x — o ) + ( i — 0)<xf : / ; 4- o),
ô variant de o jusqu 'à i, la variation totale de oc(.z') ne pourra pas être
diminuée sans que l 'une ou l 'autre des valeurs (3) change. Cequi suit
de l'inégalité (5), si l'on y ajoute la remarque suivante : Quant à ces
fonctions a^) on peut choisir f Çoc^) de telle sorte que

r'^ j{x) dff\x) > maximum de |/(.r) | x | — e 4" variation totale de v.(x)\\
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£ désignant /(ne (/uantité positive ansfî'i petite (fuon. m^. lin ciïcf, pur
définition,]'on peut approcher la variat ion totale de a Or) a ^ près
par la somme

//< — i
^, | a ( .'r/^1 ) — a ( Xk ) | ( ̂ •» ::̂  a < .̂  <. .. < ̂  -::r.-11 ^ ) ;
A=()

on n'a qu'à choisir convenablement les poinis de r l i v i n i o n :r̂ . ; dans
les conditions actuelles^ on pourra^ quant au c/una1' deef^ {îolfit^, $0 borner
aw points de continuité de a(A?), En délin'utant an t -our de ces points de
division des intervalles assez peiitSy dans lesquels l 'oscil lation de %(;r)
.ne surpasse pas en ïxiôdule la quantité -,—-.—"—,, on pose dans les
intervalles (j, z) qui restent

/(^)=îiin[a(^)-a(j)] ( ï ) ^

pour accomplir la définition de là fonction continue f(^), on la sup-
pose linéaire dans les petits intervalles exclus,

1,1 L

Envisag-eons la, lolal i té il des fonctions con t inues /('^), réelles mi
non, dôdnies pour l ' in terval le (a, h"). Pour la classe il, nous déf in i s -
sons la no t ion d^/onr/ion limite par rhypolhèse de la r'n/m'r^nf^ uni^
forme, l/opéralion fonct ionnel le A['/(^)| f a i s a n î correspondre à
chaque élément de (î un nonïbre dé tc rn i iné^ réel ou noîh sera dilr*
continue si f{x) é f a n t fonction l imi te des /K^")» A [y} | tend vern A | f\.
Toute opération dis t r ibot ive et c o n t i n u e sera dite /inéaire.

Par exemple, a ( x ) dés ignant une fonction quelconque soniînable
sur ( a , b), la loi

^<

(9) A [/(.r )]„-:: / a ( x ) / { ^ ) d ^

( I) Ici, et dans la suite, nous poncum si^n ;
r > o ; sîgn o == iign o = o.

; ^/~T^ ^g(, 3 ̂  tô-1!^--1», où s =s rcïy^î,
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définit une opération linéaire. D'autre part, l'opération linéaire
A[/(.r)] =/(.To), où T^ désigne un point déterminé sur (a, &), ne
peut pas être mise sous la forme (9). M. Hadamard avait démontré le
f a i t remarquable que chaque opération linéaire est la limite d'une suite
d'opérations de la forme (9); d'une façon plus précise, le théorème
de M. Hadamard affirme l'existence d'une suite de fonctions continues
\ a^{x) \ telles que

r'A[fÇ^)]=\ïm a^x)f{x}d^ ( 1 ) .
n-=»J,,

Nous allons montrer que toute opération linéaire s'exprime par une
intégrale de Stieltjes. Le réciproque su i t de l ' inégalité (5) : oc(^) dési-
gnant une fonction à var ia t ion bornée b ien dé te rminée , l'intégrale (3)
définît une opération linéaire.

Commençons par é tabl i r le lermnc su ivan t : A|/(;r)| désignant une
opération linéaire c/ue/coru/ue, on y peut attacher un nombre positif'M ^
tel que pour toute fonction continue fÇx")

( ï ô ) |A [/(A1)] |â M A X max imum de |/0")1.

En effet, au cas contraire, il existerait une sui te infinie de fonctions
continues J /AC^)!? telles que

\f^x)\^i, [AEA^)]^/.2.

^/^sîinA[/,(.r)]

Or, la série

converge uniformément vers une fonction continue/*'(^); et l'opéra-
t ion A [/'J étant supposée continue, il faudrait avoir

A^(,)]^|AIA^L

( 1 ) Sur les opération}; fonctionnelles (Comptes rendus, 9 février i<)o3). Cf. aussi
M. FIŒCHET, Sur les opérations linéaires ( Transaction,! of thé Âmerican Mat/iernatical
Society^ t. V, 1904, p. 49-^-499 ) î '̂  lÏADAMAnD, Leçons ffur le calcul des variation}!^ re-
cueillies par M. Fréchct. Paris, 1910.

Ànn. Éc. Korm., (3) , XXVÏII. -- JANVIEII ï()u. 6
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Mais la sér iea droite diverge évidemment,; par eonseqnenf .not re lennne
est établi.

Après ces préliminaires, étant, donnée Poperafion f ineaire A J /ï.r)|,
on définira la fonction A.(,v) par la fonunle A ( 1 ^ ) — . A ( /(.r, !;)), où
l'on désigne par/(.r, ^) la fonct ion rgalo a .r pour ̂ î- ̂  ^^l ù | ( îon r
,r>£. (;€(-; |H)SC.. décomposons l ' infccval l i* (a,h} C î î nn nombre fini
d'intervalles partiels (.r^ .r̂ , ) r/- :.1..". 0, j, ..., //^~ î ;,r, >^ r^ ,r,,, .,^. //)
cl définissons les m -•• 1 i fondions (ïonlinnes //.f.r; f̂ ::::: î , ,., ,//^ i)
en i)osant^(j;) =: o pour ^5 /r'Â,,.,..,, c1 ! . .r,,,:.r̂ ,.,,,,

A îiiJ, ;::.,.̂  i^^1^ A ^ •r^ ) •"~ll"ll"i ^ ^ • r ^ 1 î )
^Â-M--' ^'À- ^7,"^- ./7.-i

/^(.rA) =:-••-" si^n

^(a;1) linéaire dans les intervallet. (^-n^). (^A»^,.,M)* l'osons

/// i
/

/(^•)-^.A(^);t^}^^./^^);
A1 ï- î

on aura évidemment [/(a1)) :::î. Ap()Jiqnons à/f;r) llîu^alite { 1 0 ) ;
i l en résulte

M — 1

y | Mt̂ ilriil:̂ - ^ A ( 1^- ) ---'A ^ •^ - ^ i )
^ | ,r,,;;~.r̂  >w "•"" ——^^^^^^ A|/( . r j j ,V^

Nous en concinons qu'il exisie des fonct ions h variation horn^uJoni
A^)esll'i,iii^rale indéfinie; on en définira nne, en posanl. ^mr les
pomts x inférieurs a (a, //)

M1':'14' // ^11 '-111"11 ' A ^ — ^) .,̂,...,...,.,-.,..,,,.........,̂: Ihn :^(^)r::
II ...->. 0

qutmt ;-iux poinis a cf. h, posons y.(^-.,o, af«; ̂  A| u ( x ) j, //{.r)
desigiiîint, la fonction de valeur fntislîiDtc, î .

La fonctio.n y.(x) étanf.àviiriaiioo borncc, r'mi^r'.^ ( " » cxisK. pour
t,oute fonction con(,iniK>/(^). Ki> p;ir(.iculi(.r, lorsq.»,. 1 ;> foii-.fioti /Y r ,
se compose d'un nombre fini <le (rai(,s liné;«ires, 1., formule ^/nons
apprend immodiafement, (iiio l'inK'.^ralc (3; <!o,i,,(i A f /•(.c\\ En
remarquant que chaque fonction continue est lonclion limitai,'. (<>H,.s
(onctions, etcn s'9ppuy;,nt sur les iné^l^s (^ ,(, ( i«), nn cotK.|,((, (I.K.
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le même fait subsiste pour toute fonct ion contin'iie/T.^). Ce qu i d o n n e
le théorème suivant :

Etant donnée l'opération linéaire A | /"(^')|? o^ R^tt^ déterminer la
fonction à variation bornée a(\'x') telle (jue pour toute fonction contt/nic
y(,r) on au

A[/(^)] ^ 1 /(.r)^a(.z-).

Ajoutons quelques remarques conce rnan t , la variat ion to ta le (Je
a (a?). Cette variation totale é^ale la limite supérieure de

r 1 'I f { x } d ^ x ) ,

la, fonction fÇx) variant sous la condition | / ( ^ ) | : î . l^u edet, l ' i ne -
S'alité (5) nous apprend que la v a r i a t i o n (otakî de a(',r) n'est pas
m o i n d r e que cette l i m i t e supé r i eu re ; d'autre par t , (die ne p e u t la sur-
passer, car en vertu, des remarques (e r rn inan t le paragraphe I I , la
fonction /(.x1) peut être choisie te l le que I / 'C^ ' ) \t^ ï , ^'l que en même
temps dans la formule (5) le sig'ne == t i e n n e à £ près, £ dé s ignan t une,
quantité positive aussi petite qu'on veut .

IV.

Envisageons le système d 'équations

r'( i l ) j //,(.r) da{x) == c/, ( /> = i , à, .. .);
J\,

les fonctions données //c(^) sont supposées con t inues ; quan t à la
fonction cherchée y . ( x ) , nous exigeons qu'elle soit à. variation bornée,

Supposons qu'il existe une fonct ion a ( . x " ) dont la v a r i a t i o n totale ne
surpasse pas M et qui satisfasse à not re système d'équali.ous; dans ces
conditions, l ' inégalité (5) nous apprend immédia tement que I / iné"
galité

( 1 2 : 2^ ^M x maximum de z.l^cf/^''11')
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a lieu quels que soient le nombre en t ie r n et les nombres réels on non
[^. Ainsi la validité de l'inégalité (y^) est une condition nén'ssaire de ̂
que le système (ï i) admette une solution dont la variation tofa/c ne sur-
passe pas M.

Nous allons voir que cette condi t ion est aussi nuffimnte.
Remarquons que ce que nous tentons à démontrer n'est q u ' u n e

extension du théorème concernant les opérations l inéa i res , développé
au paragraphe précédent; ce théorème correspondant au cas pa r t i cu -
lier d'un système (ï ï) tel. que toute fonction c o n f i n u e sur ( a , h) y p e u t
être approchée indé f in imen t et un i formément par les/^(.r) ou par
leurs combinaisons linéaires. La méthode appl iquée é ta i t adaptée a hi
nature de ce cas particulier et ne peut pas être é tendue au problème
général.

V.

Précisons encore le problème à traiter. Nous suppomif» notre con-
dition remplie ; soit M la plus petite valeur te l le que (12) t ient pour
tout n et tous les p-/,.. L'inégalité (f!) nous apprend que toujours,
lorsque a(.a?) résoutle système (ï ï), sa variation totale '"'M, N O U H a l lons
montrer que le n^ne == ne^t jamaù ewlu, c^est-à-dire qtFil existe
une solution de (n) dont la variation totale -^ M,.

En p ré l imina i re , envisageons le cas par t icul ier d 'un nombre f i n i
d 'équations

(i3) (' f,W{x)cîx-c, (Â—i,, . .^) .
^(l

Nous supposons les fonc t ions con t inues fh(^) d'être l i n é a i r e m e n t
indépendantes. Le système (x3) admet une i n f i n i t é de solutions ^ (.r),

,, ,v
el toute fonction a (a?) = ^ ^(^)dx résoudra le système 0 i) corres"

1 1

pondant. Mais nous nous sommes proposé de déterminer une solution d^
ce dernier système dont la variation 'totale soit la, plus petite possible ^ parmi

p-v
les fonctions j ^ (x) dx^ il ny aura pas ^ en ^énéral^ de telle solution.

v a
En général, aucune des fonctions S(^), solutions de (ï3), ne rend.

^f> /»,r
min imum la valeur ^ | f(^) | dx == variation totale de / ^) dy. Ce

^a ' > Jrt
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r 0
qui est sûr, c'est que les valeurs f [ ^ (*r) [ dx ont une limite inférieure
> " . .= M ; nous allons montrer que celte limite égale précisément M. Bien
entendu, ce ne sera qu'un premier pas vers la solution du problème.

A ce but posons
TÏ n.

9(^,^)==^^,//,(.r), ®(^^) =^^/Jl(;r);
A-=l ' Â-==l
n n

7 ( ̂  ) =2 ̂  c^ 7 ( ̂ -) ̂ ^ ̂ /À.
A- = i A- == i

où nous avons surligné les quantités conjuguées. Soit 2/72 un nombre
pair d'ailleurs quelconque. Nous envisageons le problème de rendre
maximum la valeur de l'expression

r(^)=ly(^)p:=y(^)^.),

en variant les ̂  réels ou non sous la condition

r1' r 6
(I>(^) =• f 1 y (^ ,r) \îm• dx = 1 y(^, xY1 y(^, .2;)^ .̂r = [.

<- rt «-/^

Or nous avons supposé les fonctions/^ (,r) d'être l inéairement indé-
pendantes; on en conclut aisément que les quanti tés fJ./c admises ne
peuvent pas surpasser en module une certaine borne f in ie . En effet, au
cas contraire, il en existerait une suite indéfinie de fonct ions de la forme
ç(^, œ) telle que ^(f^) tende vers zéro et que dans chacune d'elles au
moins un des nombres ;j./, == i ; on en tirerait, en vertu du théorème
Bolzano-Weicrstrass, une suite partielle t endan tun i fo rmémen ive r sune
fonct ion de la même forme et qui jouirait de la rnerne propriété; quant
à cette fonct ion, on aurait <I>(a) == o sans q u e tous les ^ s 'annulen t .
Mais <D([x) == o en t ra îne 9(0, x)^o; les fonctions/^) étant l i n é a i -
rement indépendantes, nous voilà arrivés à une contradict ion.

D'autre part, r(p.) et <I>([x) sont des fonctions cont inues des a;,.
Nous en concluons qu'il existe au moins un système de valeurs
V'k = y'T qui résout notre problème de maximum. Quant à ce problème,
on. peut y appliquer la méthode classique fournissant, des conditions
nécessaires d 'un extremum relatif. En effet, les fonctions T((x), <I>((x)
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admettent dos dérivées con t inues par rapport aux, 2//, v a r i a b l e s réel les
P-Â» l^d^/c ̂  (-4- + î^ V/ " • " • • î) . dont elles dépendent . Par c o n s é q u e n t , les
2ïi dérivées de P-+"X<1> s ' annu l en t pour ^--... u^' et pour ( l i s e v a l e u r
convenable du m u l t i p l i c a t e u r À. Poursnnpinier 1(* c a l c u l » n o u s env i sa -
geons les n combinaisons

() t) ^—
^"^4V""11"'"11! ' Î?

ces combinaisons s 'annulant en ineine tiunj)s que les dérivées elles-
mêmes» Nous serons condui ts au système d^uîuat ions

/•//
c/ 7 ( ̂  ) + ̂  ̂ j fj ( ̂  ) ! 9 ( ̂  ̂  ) i2^-"'2 ç ( ̂  ^' ) d^ -^ o ( y .'•,• î , . . . » ^ ) ;

*(^)=î.

En éliminant À, notre système devient
f6

7(F') ; //(^) | 9 (^ ̂ ) l2^"2 9 (^ ̂ ) .̂r ..̂  ̂  (y :,:•;, î , . . . , / / ) .
^t/

Les valeurs ̂  == ^0? devant sat isfaire à ce système, on en conclut que
la fonction

04) ^2w)(^)^y(^o})l9(^ (^^)|^--^(p.w,.r)

sera solulion du système (ï3).
Ce qui nous intéresse le plus, c'est la valeur de i'i/u^nïd9

I j^^))^
J a

c'est-à-dire ,la variation totale de ^ ^ ( x ) „== /' ^ ' i m k ( ^ } d x ,
On en trouve aisément une borne supérieure. En vertu do (i(A

on a
/ / / i r^
i \ym^^\dJ^•V(^Vf / |9(pW^)l^ ^^r.

"^ ^«

On en tirey en appliquant l'inégalité
i

' /' /.// /'^
j ^(^)W k(^)^ f i/^^f'^^ùS'(^)h{^)dx

(l) Pour p^^, c'est l'iïiôgalilô bien connue do M. Schwurz, qm l̂ n dédiiil uwûnmû
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aux données particulières g^oc} == i, h (,z?) = \^(yw,^)\, p == 2w,
/l& -J- 1

(i5) ^ I^2^^)!^;;^ — ay^TÇ^Y
J n

î

5{b —ay^M x maximum de | o^.^, x) [.

É l i m i n o n s encore la valeur : maximum de \ ̂ (p/0^ ̂ ) |. Soit 0 une
quant i té positive < i ; désignons par /(/,0) la longueur du plus
grand des intervalles sur lesquels

|/(.r)[^ m a x i m u m de |/(^)1;

et soit /(6) la limite inférieure de /(/, 0), quand /(.r) parcourt toutes
les combinaisons l inéaires des//,(.r). On a

î
"liTîî /[l^e^^Q maximum de [ ̂ {[J^\ ̂ ) 1 < <I>(;z^, scy'-^i ;

ce qui donne avec (ï5)

<,6) ^'|Ç„.„(,)|„<[^.]•^.

Jusqu'ici 2m désignait un nombre pair d'ailleurs quelconque. Envi-
sageons main tenant les grandes valeurs de m. Supposons / (0)^o;
du reste ^(0) ne dépend pas du choix de m; par conséquent, si l'on
fait croître m i ndéf in iment , le membre à droite en (16) tend vers^-
Pour en conclure que m croissant indéfiniment , la valeur de l'intéffrale
à gauche devient inférieure à toute quanti té ]Vr> M, il suffit de montrer
que / (0 )^=o , quel que soit 0<i . D'autre part, comme nous l'avons
vu, la valeur de notre intégrale surpasse toute quant i té ]Vr<M; il
s 'ensuivra

lim
m ~i»- a

r 1 1
f |£^>(^) |û^==M.> «y..

do l'inogalilo do Cuucliv

^tin l̂̂ l2!;!̂ !2.^iin ^ja/1^
î ^ l i == 1 (' == 1

Notre inégali le générale, valable pour tous U s p - ^ i , résulte à l'aide d'un raisonnement
analogue de rinégalito de M. Hokler (JJcber eïnen MittelwGHsatz, Nachrichtcn Ces. îriss.
Gôtungen, 1889, p. 44) qu i est l'extension de celle de Cauchy.
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11 nous reste à prouver que /(0)-/::o. Or, i l existe par d é f i n i t i o n
une suite de fonct ions ^.(,2'), c o m b i n a i s o n s l i néa i r e s des // f onc t ions
/, (,-r), ...,/,(.r), lelle que

Jim l(^^O) - : / ( ( ) ) ;
/»• ->. w

de plus, /(/,0) ne changeant pas, quand on i n u l l i p l i e f ( ^ ) par u n
nombre quelconque, nous pouvons supposer

maximum de ] y^(.y) | = i (A" .rr i ,9.,, ...).

Les fonctions yyc(^)» combinaisons l inéaires du mônio non ih rc î f l i î i de
fonctions, étant bornées dans leur ensemble on en pen t ( i r e r n n e suhe
partielle S y ^ ( ^ ) { . tendant un i l o rmémen t vt^rs n n e lonel ion ^*('.r), i.e
maxiamm de |<f(^)| = i. Or, pour que sur l ' i n t e rva l l e (A^) on ai l ,
J9*(^) |> O^O, il (aut aussi y avoir à pa r t i r d 'un j su f f i samment .
grand, |ç^.(^)) > 0. Ce q u i donne pour tou t Cr > 0

^(p^);,.^).

Supposons / ( 0 ) = = ô î il s'ensuivrait l{f, ̂ ) = o ; la fonction ^(;r)
é t a n t cont inue, ce résultat est contradictoire,

En résumé, nous wons défini une .mue de foncUons ^^(/r), ^Inl/n/^
du système Çî3), tel/es ()ue

^
lim / [^'^{^{dx^ M,m^^^

où l'on a désigné par M le plus peut nombre tel (/ne
n n

^ l^/cCic 2 M x maximum de : V l^fk'f;^)
^^ | A..=î

pour tout système des nombres ;x/,, réels ou non, Pown$

I ^(^^^«^(.^î
J a

les fonctions ̂  (x} seau font au système
^

j //,(^)^(^)==C/, (Â-=:Ï, ...,n),

et quand _"^ô, leur variation totale tend vers M.
ï

m
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Jusqu'ici nous avons supposé que les fonctions //c(^) sont l inéaire-
ment indépendantes. Cette restriction n'est nullement essentielle. Pour la
lever, il suffît de remarquer que l'on peuttirer de tout système (r i) q u i
ne cont ient qu 'un nombre fini d'équations et qui rempl i t notre condi-
tion, un système partiel équivalent remplissant la même condit ion (par
rapport au même M) et tel que les fonctions coefficients y sont l inéai-
rement indépendantes.

VI.

Les fonctions a^^r) satisfont au système (n) ; leur var ia t ion
totale tend vers M ; mais, en général, elle ne F atteint pas. Pour en t i r e r
une solution a(.r) dont la variat ion totale égale M, i l n o u s f au t
encore appl iquer à la suite { a''2^ (,'r) ! un pr incipe de choix .

Passons d'abord de la sui te \ r / ' 2 " ^ Ç.v)\ S i la s u i t ^ des opérai ions
l inéa i res

r 1 1 r'À^^/C'y)] =: | /(,z-) d^^"'^^) :-= j /(./•) ̂ ^(.rj //.r.
•y// * /( i

De plus envisageons un ensemble dénornbrab le de fonc t ions r o i t d n u ^ s
sur (a, &) tel que toute fonction con t inue m soit fonct ion l i m i t e .
C'est par exemple que les fonct ions composées d ' i u » nombre . f i n i de
trai ts linéaires, à valeurs ra t ionnel les pour les^.? ra t ionne l s , c o n s t i t u e n t
un tel ensemble dénombrable ; nous les supposons numérotées en les
désignant par r^ (se), r.^ (.r), ....

Les valeurs M^>,) restant inférieures à une borne t i n i c , ce f a i t
subsiste pour lesvaleurs [A^5 [r^(^)j j. Par c o n s é q u e n t , de notre su i t e
d'opérations on peut tirer une suite partielle A\, A^ . . . , te l le que hi
su i te A, ] /"i Çx)\, A^ [ /"i (.^j, ... converge. Do cet te s u i t e , par la ra ison
ana logue , on peut t irer une seconde A.\, A^ ... fe l le que la s u i t e
A ^ l / ' a ^ r ) ) , A^[r^( ; r ) | , ... converge aussi, etc. La suite des opéra-
t ions A/,, A^, A^, . . . est c o n t e n u e (sauf toujours u n nombre f in i de
termes) dans toutes ces suites part iel les; appliquée à l 'une quelconque
des fonctions ^'y(^)? e l le fournira une sui te convergente. Quant aux
valeurs l imites A^ (^(•^)] de ces suites, on a

1 ^ * E rj (x )] | ï M x m a x î î n \\ m d e [ /*y ( .r ) ) ;

on en conclut que pour toutes les fonctions f\x) continues sur (a, b\ les
Ànn. Èc. Norm., ( 3 ) , XXVïn. •-.- FX.VKÏFJI ï < ) i i . J

, X •/1-
<'^'-



sinles A^l / f^) ] , A^(/( ' .r)[, A^[/(.r)j l^ndr/a n-rs des valeurs H n i / i r s
A*|/'(^)|, cl (fue f'cy valeurs i i / n i l c y de/inissc/ft w/r opération. lun'mrr
A* IcKcffue'M^M. En particulier, quant a/^f.r), loiije.s les opera j ions
A^^ y appliquées (ouriïiysaîil. la lin^inï val^isr r*/,, oiî îHii*;! ^ l î iss i

(17) A*!1',/^^)]1111'1-1^^- ( ^ 1 1 1 1 1 1 : • 1 • ^ - ̂  / / ) <

Or, appliquons le théorème du pHra^ruphe III. IVsîprescc j, i i( '*(n't*î i i(1"
il existe une (onclion h v i î l ' i î î l io î ï born^ a^C. r ) ( (<HIJ . l î t v^iriultou (ohile
MA.^M', e f - ielle (jue

A*|7(.r):j..,^ /(.r)//.^f.ri.

En vcrtiî ( .10(17) , celle fonction ^ ( . v ) résoîil notre sysfr îne ( î (1; elle
sera la solution cherchée, parce que SH varhiiion (.otnie ÎK* hiirjKtsse p î ts
M. D'une façon plus précise, celle varhtiion to ta le é^ale M ; car M
étant supposé d'être le plus petil nonsbre (jî i i satislaii. h ( ï ^ h !a varia-
tion totale de o^(^) ne peul étri*, (l'ai)rés (^), moindre (jue M.

,/^/^ résumé., on. a9((U à résoudre le syKtêrw

r "
J A(^)^(^)r- :^"^ ( À

yl c^ (fuecdu souf possible., i l J a l l f i i l ef i l HU/Jh'uH. / ̂ r/lv/ww d^uu /{(wr/^'^
M. Ici que pour (ont systcme des rdicurs fx/,, iwllf^ ou mm,

^V^.r:/ :;, M x înî»xi ini t in fie X^.A^^) •

Celle condition étufU remp/ù^ il. exisic au fnoin.}f uncsott.ui.oii ^ ( ^ ' j d o n f la
variation toUde ne ^'urpaw pas M ; d^ /di^y M éta.nt riloi^l le plîiH p^ i i t
possible, il e'n ('xlate une donl. lu rariation. folnle .c^^ife préri.Kénieff.t M^
el il ny en a pas de Kol'nUon à rariaUon ioial^ ̂  M.

On pent encore remarquer que, larnJb que la déteriîjimtlimi des
fonctions ̂ ^(.e;) par le problème d'extremum corres|)oîîdan< est tou-
jours arwo^t/6, le procédé (burnissaîxt %*(/y} (^eruiet, en général, i^lu"
sieurs détorrnina tions,
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VII.

Quand le système (ï i) se compose d 'une infinité' clénombraMe (ï équa-
tions, on appliquera le résultat que nous venons d 'établir aux sys-
tèmes partiels finis de (11). La condi t ion (12) supposée remplie, i l
existe pour chaque n une solution a^(^r) des n premières équat ions
don t la variation totale ne surpasse pas M. On passera de nouveau
aux opérations

/-'
A/J/(^)]=/ f(^d^x);

J ^

et par un procédé analogue à celui que nous venons d'employer, on
tirera de la sui te des A/^ une suite par t i e l l e qui, convergera vers Popé-
ra t ion l inéaire

^[fW]=f /(.^^-(.•r).
*7(ï

La/onction a** Çx') ainsi de/mie satisfait au système complet (ï ï ) et sa
variation totale ne surpasse pas W. Déplus, le nombre M étant c/iofsi le
plus petit possible, la variation totale de a*"(^) égale précisément M.

On sait aussi bien que le cas d 'une in f in i t é dénombrab le d 'équat ions
représente le cas général. Cela revient au fait que chaque ensemble
i n f i n i , non dénombrable de (onct ions cont inues cont ient un sous-
ensemble dénombrable tel que toute fonct ion de l 'enseml)le pr imaire
en est fonction limite.

VIIL

Notre résultat con t i en t en part icul ier la, réponse à un problème bien
in té re s san t , posé par M. Erbard Schmkit. On sait depuis Weierstrass
que toute fonct ion con t inue dans un in te rva l l e (a, h) y peu t cire
approchée indé f in imen t , et un i formément par des polynômes ou aussi,
quand b — a <^ 2Tr, par des sommes trigonométriques. La question se
pose : Etant donné un système dénombrable de fonct ions c^ (/r),
9,> (.z*), ... cont inues sur l ' interval le ( a , 6), commenl. reconnaître si
l 'on peut ou non approcher i n d é f i n i m e n t et u n i t o r m é m c n t toute
fonct ion f(/^), con t inue sur (a, b\ par les ^Çx) ou par leurs cornbi-
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naisons linéaires? C'est ce que se demande M. Schmidt ci il donne
deux conditions. L'une, nécessaire, mais pas suf f isante, exige qu'il
n'existe pas de fonction continue, din'ét'enle de /éro, orfhoo'onidc ;'i
toutes les fonctions ^,(x). L'autre, suffisante, niais pas nécessaire,
suppose que les fonctions -?;(,'») admettent des dérivées secondes con ti-
nnés et qu'il n'existe pas de fonction continue, din'm'ntc de zéro, ortho-
gonale à toutes ces fonctions dérivées; d;uis ces conditions, <l'apr<\s
M. Schmidt, toute fonction coiif.irnie sur (a, //) (»cu(, (••(r(i approcliee
unitorntémentpar les conibinaisoiis lineaifes (IPS fondions i r ^ ( r \
(^ï, 2 , . ._ . ) ( • ) , ' " ' • / ' 7

On peut bien approfondir les résultats de Al. Sdiinidi en se servant
de la notion d'intégrale de M. Lehesgue. C'est p!ir exemple que, quaiif.
à la condition nécessaire, on peut aussi exiger qu'il n'existe pas de
(onction sornmable, bornée ou non, orthogonale a (.ouïes les fondions
?,(,»•); on exclura naturellement, les fondions qui ne din'ereni de /(>ro
que surun ensemble de mesure nulle. J'ai aussi réussi, il v a quelques
années, d'élargirla condition suiïisante de M. Scbmidt, en ne supposant
que ce que les fonctions ̂ .(x) soient des intégrales indéfinies de lone-
Uons^,(x-)sommables et telles ([tic \^,(^ soit sonnnable ci qu'il
n existe pas de lonction/(;î-)soii)m;<ble, (.elle que[ /Y,r) a soit aussi
sonnnable, qui soit orthogonale en même temps a toutes les -L (• , - ) '
dans ces conditions, toute l'onction continue sur (//,/,) y pcul être
approchée uniformément par les combinaisons linéaires des ion,-
fions r,o;( a;) ((•=== i,a,...) (s^

On pourrait aller encore plus loin et ne supposer que ce une l,.s
onctions ̂ ) soient des intégrales indéfinies de (onctions sommables
'M.̂  et dont la/."-"» puissance du module est sommable, // dési-.naut
"ne q.iant.té quelcon<iue > r et, qu'il n'y ait, pas de fonction^Hnmable

orthogonale à tous les ̂ ), et dont la (^y"'"" puissance du m«-

rJ^^ÏT '̂Ï^-""^"'̂ "' Ii'unl{twnwi Mt<'/' ^e,n«n vor^cM^r ( r^,..
ralh^lauo,., Gottmgen, ,yo5 ; Math. AnnaU-M. B<1. ].X1H, p. ̂ -(, ) "

(^ ̂ ^1 cs^e da GMrnétrio anal^M des ^<—— ̂  /̂ .•L. ̂ nnl^
c ZSon d ^ 24 î^-rw)- J" "'-' avais cnvi8agé (tuo d08 f<)t)(;ti0"8 ï^ ; <"- ^U rédaction do la condu.oii ost adaptôe au cas ^nôral de fonctions (niolcorx ,H.S (^ <"

extension no comportant (l'ailleurs aucune dinicullé nouvelle 'I'̂ M""!" ,̂ <.cl-t.o
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dule est sommable; ce qui donnerai t toujours une condition suffi-
sante. Mais pas une de ces conditions nest nécessaire. Ce nest quen
appliquant l'intégrale de Sîieltjes que nous réussîmes à donner une
condition à la fois nécessaire et suffisante.

Envisageons le système d'équations

W

r ^ï /(.r)^a(^)=:i,
^u

\ /^
1 j Q^x}d^{x) =o (î:---!,^...).
l */ a

Pour qu ' i l admette une solution a(^) à variation bornée dont la
variation totale <^-^ il faut et il suff i tque l ' inégalité

^-01 = - x inaxmuun de ^o/C^) 4"^ fJ^• (?/(^)

t ienne pour tout ?i et tout système des ^/; oUy de même, que les
fonct ions

n.

-^2/^(-)

n'approchent la fonctiony(.-r) que d'une erreur ^e. On pourra aussi
exprimer ce fait en disant que pour que fÇx) puisse être approchée
à £ près par les combinaisons linéaires des ^-(.z?) il faut et il su/fit que le
système (18) n'admette pas de solution dont la veirictiion totale << • ï-- En

Ê

particulier, pour que f '(^) puisse être approchée indéfiniment et uniformé-
ment par les combinaisons linéaires des cc^(a?), il faut et il suffit que le
système (18) n admette aucune solution à variation bornée.

En corollaire, pour quon puisse approcher toute fonction continue
sur Ça, b), il faut et il suffit que toute fonction à variation bornée a (<z?)
qui satisfait au système homogène

^
j 9,(^)Ja(^)==o (ï= i, 2, ...)

^a
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AW<Î constante sur loul r i n le rw i l r , sauf ( ( ( ( pla^ y!//' f/n c/isei/dde de/loy/i-
brahie de valeurs y, différentes de a cl h,

I X .

Quant au système (i î ) , n o u s avons déve loppé les cond i t ions dp ce
que ce système a d m e J t e u n e s o l u î i o n h v a r i a l i o n bornée d o n t la va r i a"
fcion totale 'ÎM, Mais on p e u t a l ler p l u s l o i n , en i m p o s a n t a la s o l u t i o n
quelques condi t ions restr ict ives ; on pourra par e x e m p l e exiger qmdh*
soit réelfe, ou de plus qu'elle soi( /nono/o/^.

En ce qui concerne les solut ions réelles, v o i l à une cond i t i on sufi i '"
sanie : si les donfiw duHystem.e ffoni /wi^, i l en <\ris(fî ( H ( S H I . de Wr^/rw
réelle y de plus on peut an i rn ier <|ue la jn'friie réelle d^ r/^{f/w s o l î î f i t H i .
résout elle-même le système. Bien e n l e n d u , on Kuppf.^t' remplie Iff t ^ H t i l i t i î n i
portant sur les iné^alités^ 2); lîourt.aîit , dans le cas act iMîl , il ^ijjlt de *w*
borner aux râleurs réelles des p./;,. Pour en î i r e r une c o n d i t i o n nécessaire
et su f f i san te , p o r t a n t sur le système C't i ) d a n s tonte sa, général i té , i l ne
f a u t que séparer dans les données les par t ies reelies et imag ina i r e s , ce
qui condu i r a au système réel

/ . /> ^
/ /^^)^(.r);.:f4, / /,(.r)^(.r) .: ̂

" f t ' ' / /
['/• ::::.:: r , 2, . . . ;/,.(.y) ^nia') 4- /^-) ̂  T: e^ 1 /•, + ̂  ̂ .t ].

Cherchons m a i n t e n a n t les c o n d i t i o n s de ce que le système ( .ï î )
admette de so lu t ion m o n o t o n e , celte recherche nous é t an t siu^érée
par plusieurs problèmes bien c o n n u s de l 'analyse qu i y sont l iés ; i l
suflira de citer le ^problème des moynenïa » de StieUJes» f e u reclherches
fondamenta les de M', I l i l h e r t conce rnan t les/ww^ ffïmdraiùnn^ d ' u f î e .
iri/inùéde variable ( 1 ) et les beaux et i m p o r t a n t s travaux de Al . Cani-
théodory qu i se rat tachent au théorème de Picard-Landau.

La recherche de ces condi t ions se ramené au problème su ivant :

De'ierminer les conditions de ce que le système ( î î) à donnéef! réell(^

( 1 _) Cf. ma Noio Veber ffi.uulratiscftf! For/nf'n 'wn tifiendiîeft wcUn ^enntdf'f'liv/irtf
qui paniîira proeJiairiernônt fGoUin^en, Nae/rric/ne/i (1er /!. (ïeHelhû/mft d, // ^ î < ) t ( ï ? .
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admette une solution a(.r) jamais décroissante et dont la croissance
totale oc(&) —- a (a) == r. Or la relation

^
a ( ^ ) — a(a) -= ^ r/a(^) == var ia t ion to ta le clea( .r)

^

caractérisant tout à fait les fonctions jamais décroissantes, noire pro-
blème revient à déterminer les condi t ions de ce que le système

09)
/' da[x):aa. [ x } == i ,

J a

r'f f^x}da{x)^c, (A-

admette une solution a(.r}dont la variat ion totale ̂ i . En vertu, de notre
théorème général et la remarque faite ci-dessus concernan t les sys-
tèmes réels, la cond i t ion nécessaire et suff isante s\îxprime par l ' iné-
galité

p-o4-^^/,c/, ^ m a x i m u m de P-o 4-^ ^./..//.(.r) ,^4-^ [J./cCk
/rrs 1

cette inégalité ayant lieu quels que soient le nombre entier n et les
nombres réels [j./,-.

Fixons un instant les nombres n, [j^y . . . , ^ et ne faisons varier que
[MQ ; l'inégalité (20) ne t iendra pour toute valeur de ;j.o que si la
valeur

(9^) ^^•CÂ:

Â-= i

est située entre le min imum, et le maxim.um de

ri

(22) 2^//c(.r).

/.•==!

Nous y avons une nouvel le forme de la condition nécessaire et suffi-
sante de ce que le système (n) à données réelles admette une solution
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jamais décroissante dont la croissance totale == î. Ce n ' e s tque le para-
mètre (J.o que nous avons é l i m i n é ; pour donner a notre c o n d i t i o n une
forme finale, nous al lons en é l i m i n e r ions les a^.

Or, le fait que la valeur ('21) est s i tuée en i r e le m i n i n j i n n el le m a x i -
mum de la fonction (22) s'exprime aussi comme s u i f , : //ryaauon cri .v

n

^^[ /^(^)—^]—0
Â — — 1

admet au moins une racine x nluee entre a et h. Or, envisageons l'^pnf'ft
à n dimensions; lorsque x parcourt l'intervalle (a, b " ) , le point

Jl ""•"/îM, .. ., fn • " • : - • - . fu (.r1)

y décrit une courbe T\ et en langage géométr ique, notre c o n d i t i o n sr
traduit en ce que tout sous-espace l inéaire à ̂ "~ ï d imens ionsde noire
espace passant par le point C^

coupe ou touche la courbe 1\. Désignons par^ le plus petit ensendde
convexe de notre espace qui. contient F,, $ notre condition équivaut A
ce que le point G/, apparlient à l'ensemble ̂

Enonçons le résultat trouvé : Pour qw le ^twie (u) à (f^/i/w^
réelles admelte u/iesoîution a(.r) ja/nfna d(;m>/w//n^ cf doiïf /anrww/ff^
létale a (b) - a ( a ) ̂  ï , il faut cf. iï suffit yw pour font n IM point

de l espace à n dimcwio/iîî appartienne au pk^ paiù m^mh/c cofmwî
qui œnlieni la courbe

}\ ::::: /ï ( ,r ), .. ., y^,,,. ̂  ( ̂  ) (^ ^ ̂  < ), ̂  ̂

Remarquons que ce n'était qu'une forme bien particulière de notre
théorème général dont nous nous sommes servis $"en ef îe f , on peut n'erï
débarrasser tout à fait, en suivant une voie plus directe, D^ce point
de^ae, ce n'est 'que la suffisance de notre condition qui mérite d'être
traitée; car ce n'était que la suffisance de la condition portant sur
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le système général ( 11) qui nous causait des efforts; la nécessité décou-
lait immédiatement de l 'inégalité (5).

Voilà une démonstration plus directe de ce que notre condition por-
tant sur le système (19) suffit. Supposons notre condition remplie,
c'est-à-dire supposons que pour tout n, le point (ji ==^, . ..,y^= Cn)
appartient à l 'ensemble convexe k^. En formules ce fait s'exprime en
ce que le système

n.

^^fkW^^'Cjc (/c=i, ...^À^o; a^^b\
t=i

ri

^.'"=1,
1= î

contenant les inconnues Â^, x^ (i = î , ..., n)peufc être satisfait. Sup-
posons le système résolu et posons

ri

A^/^)]^]^,'''/^);
t^l

nous y avons déf in i une opération l inéaire telle que

A/"? [i] -== î ; A^ LA(^)J = ci, (A- r= r , ..., /î), MA(")= î ;

ou plutôt nous avons défini une suite de telles opérations- On passera,
comme au paragraphe VI, à l'opération limite

./.
A*[/(^)]=:/ f{x)d^(x},

^ a

telle que
A*[i]=:i , A*[//,(/r)1=<^ ( / c = = ï , 2 , . . . ) ,

et l'on conclura aussi lML*5i. La fonction a^.-z*) résout le système (19);
de plus elle ne décroît jamais, parce que sa variation totale ne surpasse
pas la quant i té a (6) — a (a) = î . La suffisance de notre condition, est
donc établie.

Naturel lement, quand on n'a qu'un nombre fini d'équations, le pas-
sage à la limite A* f f\ n/intervient pas dans le raisonnement. On peut

Ann. Éc. Norm,^ (3), XXVÏlI. — FÉVimiK 1 9 1 1 . 8
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aussi remarquer qu'on n'a n u l l e m e n t besoin (le marcher pas a pas, en
traversant tous les // , quand on énonce la cond i t ion t rouvée , soit, qu ' i l
s'agisse d'un nombre f in i , soit d 'une i n f i n i t é dénomhrab le d 'équat ions .
Dans le premier cas, il suff i t d 'énoncer la condi t ion en y f a i s a n t seule-
ment intervenir l'espace à n d imens ions , n dés ignant - le nombre des
équations. Dans le second cas, on pourra i n t . r odu i r e l'espace à une
infinité de dimensions . Nous n'y insis tons pas.

Nous terminons par établir les l iens qui jo ignent nos résultats a
ceux de M. Carathéodory. Rappelons brièvement l'ordre d'idées de ses
recherches. D'après le théorème classique de M. Picard, toute fonction
entière, qui neuf pas constante, prend au moins une fois l'une des valeurs
zéro ou un. Ce théorème était complété par M. Landau d 'une façon
hien subtile; M'. Landau démontrait que pour déterminer un cercle
\ z | <^ R, à l'intérieur dw/uel la ffén'e entière

€IQ 4" cii z 4- .. . ( c^ p^ o )

supposée converge/île, prend au moins •une fou l'une d.es valeurs sern ou
(fn, il suffit d'e/^tu/^er les deux coefficient a ̂  a C'est M, Caratbéodory
qui a donné F expression préeùe de R en fonction de a^, a^ de ni us,
dans le Mémoire où. il développait ses idées^ il abordait une grande
classe de problèmes analogues ( t) . Tous ces problèmes se ramènent
au suivant : On se donne les n 4- ï premierfî membres de la. îférie entière

ï -+• Ci s + c^^ 4-. . . 4"" c^z^ 4-.. .

et une (juantité positiçe R ; peut-on compléter la série d'une façon telle
quelle converge dans tout l'intérieur du cercle \ s \ < R et que la partie
réelle de la fonction quelle j représente n'y devienne jamais négative?
Voilà la réponse de M. Carathéodory : Pour ( j u i l exùte une telle série,
il faut et il su/fit que le point

^ j^Rc,, j^-Kc^ ..., y.:=H^ yn-.^^
{c^c^c',,^?)

de r espace réel à 'in dimensions appartienne au plus petit domaine

( ï ) Ueber den ^ariabilll.àffîbef'eî.ch dcr Ko efficient en von PûtenKnîiher^ die Wî^ebenfi
Inerte nifîht anne/imen ( Matcm.atische Ânualen^ fc. :LX1¥, 1907, \). oô-ïiS).



SUR CERTAINS SYSTÈMES SINGULIERS I/ÉQlTATrOINS INTÉGRALES. 5?

cowesce qui contient la courbe

yi==2COsS', y^==2sin2r, ..., Jn== 2 cos^S", J^== 2 sin/î2r
(^)

(053-^27T) .

Dans l'ordre d'idées indiqué par ce théorème, M. Carathéodory
pousse encore plus loin l'étude de son problème. Évidemment, quand
le point (^S) se trouve dans l ' in té r ieur du domaine convexe, on peut
faire agrandir Rsans sortir du domaine. C'est donc le cas où le point(23)
se trouve sur ia surface du domaine qui mér i te le plus d'attention.
Dans ce cas, cont inue M. Carathéodory, il n existe qu'une seule fonction
répondant au problême,' celle-ci est rationnelle et du degré n au plus,

Cherchons à attacher le problème de M. Carathéodory à nos résultats.
Envisageons la série entière

convergente dans tout l ' in tér ieur du cercle s [ <^ R et dont la part ie
réelle y reste posi t ive. Posons pour r<^ R,

/(r, 3 ) == i + r^(c4 cos/c^ - 4 sin k3),

Â<=1 .
a(/^)=< /(r,S7)^.

^o

La fonction a(r, S ) est monotone, sa croissance totale == i, et elle
satisfait au système

^ ^
- cosk3cla(r, &) -=r^c^,; — - / sin ^2r ^/a(r, 5-) == ̂ -c;

(25) < TCJ, 7r^

( /C=l ,2, ...).

On en conclut que pour tout n, le point de l'espace réel à 2n dimen-
sions

„/ — >»/»/ ^r" — r - p ' ^.r — j.n /./ »," — y.n ^"y ^ — / c ^ , y ^ — / - c ^ , . . . i j ^ — / c^, y^—r c^

appartient au domaine K.^ qui contient la courbe (û/(), et cela quel que
soit r<<]{; or le domaine formant un ensemble fermé, il contiendra
encore le point (23). En d'autres mots, la condition de ce que le sys-
tème (25), ou l'on remplacer par R, admette une solution a(R,o)==a(S)
monotone et de croissance totale i, est remplie. On peut aussi reinar-
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quer que, grâce a ce que le système soit complet , sa so lu t ion est u n i q u e
à une constante addi t ive près et a son i n d é t e r m i n a l i o n dans ses po in t s
de discont inui té . A Faide de cette fonction aCà) , la, ( onc t i on repré-
sentée par notre série entière s'exprime par

r^ H^WÎ „.,.)., z
W / —7-—^W)«

JQ I \ (^ i- ! ! " --- 3

Soit, inversement, a (à) nne fonction jamais décroissante^ de crois-
sance to ta le = i, d'ailleurs quelconque. La foncl ion en s

i{ ^v"^^ ,3
i{^^^^

régulière dans tout l'intérieur du cercle (.5|<lt, y a aussi la part ie
réelle positive, et pour z == o, elle {)rend la valeur i. Par conséqueni,
l'intégrale (26) définit une fonction régulière et de partie réelle* posi-
tive dans tout l'intérieur du cercle J 5 [ < H , et qui en ,s ̂  o prend la
valeur x.

En résumée à lou le fonction régulière ci de parlie réelle positiw pour
\ ̂  \ <^ Ï{, et == i pour z ̂  o, correspond une fonaî.ion en ^ (o t l : 1 1 1 à'> : 2Tt)
monotone et de croissance totale = x, bien déterminée à {('ne con.fstanfe
addùmi près et aux valeurs quelle prend dana yes points de dineon-
Unuilé; iwer^erneni loule. fonction telle de 3 détermine d'une ma/iiére
unique une fonction régulière et de partie réelle ponlwî pour | ̂  | < II, et
=== î pour s =-: o, Chercher la fonction en z de (a, nature indiuuée rewnl
donc à chercher la fonction en 3 (fui y corre^po/id.

Dans cet ordre d'idées, le problème de M. Carath.é<MÎory n exige (fue
la solution du système

a ( a 7 r ) — a(o) =^ ï ;
i r^ rM
^J cos/c&Ja(^) =» Wc'^ - ̂  ^ ^nA-&^(à) ̂  -1^4

(A-= i, ..., n);

et en appliquant notre condition à ce cas particulier nous retroum/is
celle de M. (Jareithéodory. Aussi, au cas où le point (23) ge trouve sur
la surlace du domaine k^ notre condition nous assure encore l'exis-
tence d'une solution a(£r) et alors d'une fonction analytique qui y cor-
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respond ; pourtant elle ne nous rend pas compte de l 'unité et du
caractère simple de cette solution. En introduisant l'intégrale (26),
nous pouvons aborder des problèmes bien plus généraux que celui de
M. Carathéodory; par exemple, nous pouvons nous donner en avance
une infinité de coefficients de la série entière; mais ce que nous avons
stagné de généralité, nous le perdîmes dans les détails.

X.

Toutes ces considérations s'étendent presque immédiatement aux
fonctions à plusieurs variables, définies dans des domaines rectangu-
laires. Mais lorsque le domaine de variabilité devient de forme moins
simple, il se présente des difficultés assez graves. Nous n'insistons
pas aux détails. Observons seulement que jusqu'à un certain point,
toutes ces difficultés peuvent être évitées. En effet, ce n'est que le
théorème du paragraphe III, dont l 'extension au cas général aboutit à
des obstacles; or ce théorème n'entre qu'au derniermoment aux déve-
loppements des paragraphes IV-IX ; il n'y entrera plus si, au lieu de
chercher à résoudre un système d'équations intégrales, on se contente
de déterminer une opération linéaire A[/], faisant correspondre des
valeurs données à des fonctions données et l'on ne se demande plus s'il
existe ou non une fonction a Çx) qui y correspond. Bien entendu, il
faudra aussi modifier l'énoncé des résultats. Par exemple la condition
de ce que toute fonction continue puisse être approchée indéf iniment
et uniformément par les fonctions cp/^ ou par leurs combinaisons
linéaires, s'énoncera comme suit : 11 faut et il suffit que toute opéra-
tion linéaire qui fait correspondre à chaque ©/<. la valeur zéro, s'annule
identiquement.

Il me faut encore mentionner une autre façon d'étendre mes résul-
tats, s'attachant à un ordre d'idées indiqué par M. Lebesgue. C'est à
propos de mon théorème du paragraphe III que M. Lebesgue, dans une
Note très intéressante, se mit à établir les liens qui joignent sa notion
d'intégrale à celle de Stieltjes; et il réussit à réduire ces dernières inté-
grales aux siennes (1). M. Lebesgue observe, et c'est cette remarque
qui nous intéresse à cet instant, que la manière dont il interprète

( 1 ) Sur les intégrales de Stieltjes et sur les opérations fonctionnelles linéaires,
Ç Compte s rendus^ 10 janvier 1910) . l
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r inté^rale (3), s'é t o n d i m m é d i a l e m e n i a t o u t e f o n r . f i o n y Y . r ) somma blé
et bornée. 1.1 en conclu!, que ( o u ï e opéra t ion l i n é a i r e » d é f i n i e s r u i r u i e n î
pour les fonctions sur r i n t e r v a l l e (^, b ) peut é f r e prolongée ju squ ' à
ce qu'elle porte à la totalité des fonct ions, bonnes et somimables sur le
même intervalle.

La question se pose: .Est-ce que si Fou interprète* Finlégrale 0)
comme le fait M. Lebes^ue, no^ rés i i l ta f^ s 'é( ( .u i ( le î ( î l à la to ta l i t é (les
fonctions, bornées et soînmables sur l ' in terval le (^ h ' ) ' î Par exemple,
est-ce qu'on peu t exprimer par (3^ toute opéra t ion l i néa i r e , c'est-li"
dire d i s t r ibu t ive et c o n t i n u e , p o r t a n t sur celte classe de ( o i î c t i o ' n s ' î
Avant (l'y répondre, i l faut préciser ce q u ^ o n veuf entendre par opéni"
tion cont inue ; il y a plusieurs laçons d 'é tendre cet te n o t i o n , dé lhi ie
jusqu'ici pour la classe Û, à la classe enviHagéc p lus ricliiL ^'est la
notion de fonclion l imite qui y i n î e r v i e n t ; on la d é f i n i r a soi! par Fiiy"
pothese de la convergence u n i f o r t ï i e au senssir ic t , soif. en a d m e t t a n t
des points d'exception q u i peuven t f o r m e r uu ensemble île mesun*
nulle. En tout cas, la réponse sera né^a l ive ; i l est bien ai^é de con-
struire dey exemples qui nous en assurent ( { ) .

Malgré cela, dans des condi t ions p lun reHtrictm*^ ni i lerpré ta t io»
de (3) par ML Lebes^ue rendra de bons services Euvisa^cai iH la t o f a i i t é
des fonctions fîimplem'nf (/monllnuf^wr l ' i u t e r v a l l i » (^ //), c'CHl-a-dirc
telles que/'(^ - o) et/(.r -h o) ex is t ent ^i 2 / ( ^ ) ^. /f.r— o) ^-/(^ •i"11 o).
En interprétant l ' intégrale (3) comme le (a i t M. Lobcs^uc, imt^ ^
théorie développée ci-de^us séicnd à ry^ (^(.w //^v^s rn'/i(\ (;t*b ri.iviciit..
pr incipalement au taii que ceUe classe cou t i en t u î î e i n l i n i t é dénom"
brable de fondions don t toute fonc t ion de la classe eht f o n c t i o n l im i j ^

Remarquons encore que pour cette chme la déi imtioî i j ^ r i m i t i v e de
Pintégrale (3) peut être m a i n t e n u e ; en a^îJelîi^ant Heulcnicii t la
décomposition de l 'intervalle (^, h) et la formation de la mmm^ ( ^ )
à quelques, restrictions» j^^ ïq io ,

( ï ) Un des plus simples ost foisrïu ^v l'opération .réoîlo

A [f(x)\ ̂  ^ iim sni) f(^j .4- lim inf /'r.r ) ,
2 I.,, .("-- '̂o .r-«.>..»•„' • 1 „

égale/(.ro) ^wr los ibnclionH (îonlitïi.îo,*} ou wm^iwsîïi dmwïûïMtw. On pmîl miw^U^
iQswymUm sap, llm inf m sons nU-icI, rn.HS (HI pmïi î^m indwo mï ^mmi h h
Itinilo lout onseinblfô do meaure nulle.


