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SUR LES SINGULARITES

SÉRIE DE FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES,
PAH M. LÉOPOLD FEJÉR.

Introduction.

[/objet principal de ce Mémoire se l'apporte aux fondements (.le la
théorie de la convergence et de la sommabililé des séries de Fourier
des fonct ions conti nues.

La série de Fourrer d'une fonel.ion partout continue, et de pé-
riode 27;, peul montrer la singularité de du lîois-Beyînond. Par la,
nous entendons que cette série de Fonrier peut devenir divergente en
un point, par exemple1 x = o. C'est P. du Bois-Rcymond qui découvrit
l 'existence d'une (elle fonction continue (1876).

La série de Fourier d'une fonction partout continue, et de pé-
riode 2Tr, peut montrer encore la singularité de M. Lehes^ue. Par
la, nous entendons que cette série de Fourier, tout en étant partout
convergente, peuty dans le voisinage d'un point, tel que x == o, ne
pas rire iimforméfïieîU comergefite. C'est M,. H. Lehesg'ue qui dé-
couvrit l 'existence d'une telle fonction continue (i()o5).

Mentionnons encore ici une troisième espèce de singularité. Il existe
une (.(die fonction conlinne, dont la série de Fourier est divergente en
un point ( par exemple x = o), et possède en outre la propriété que sa
série tri^onométriqiie conjuguée est aussi la série de Fourier d'une
fonction partout continue et de période 27r. C'est M.. A. Prmgshcim
qui a deviné Fexislence d'une telle paire de séries conjuguées de
Fcmrier. J'en ai démontré l'existence en 1910,
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Dans l'intervalle
S ^ - r ^ S T T — £

(où s est un nombre positif quelconque, aussi petit qu'on veut, mais
fixe) cette somme a une valeur absolue plus pet i te que —? quelle que
soi t la valeur du nombre en t ie r positif n (voir le n° 9). Voyons enf in
la valeur de celle soi'mne par t ie l le pour x- == o. Celle-ci est

l î ,_ 4_ ———— ..).,„ ^ . , 4.. i .̂ \o^n,
/ { . n — i °

Si main tenan t n est très grand., alors la f o n c t i o n (a) conserve une
valeur absolue f in i e . I I en sera dû même pour la va leur |^(^) dans
l ' intervalle Ê^.-Z"'':': 2 T:—• £. J^în.is .v^(o) deviendrci cmssi grand qu'on
-voudra.

De morne le po lynôme de s i n u s (J3) mon t r e en germe la, s ingu la r i l é
de iVI. Lebesgne. En el let , la, valeur abso lue de ce po lynôme sera aussi.
p lus peli.(:.e q u e 6, pour toutes les valeurs réel les de .y, pour ( .ouïe
v a l e u r entirn.1 et pos i t ive de n (voir le n0 6). La ^"'nl(> sommo par t i e l l e
de sa série de Fourier est,

, . s i t i .z- sina.r sin//.r
(» / ,••».. \ •:—.. ^, _ ^i^ ,___ ^™^ . L.. -4.-"fl V 1 ' " 1 1"/ --""•' - "- ~f1 ~ -f ... t1

Dans l ' intervalle
$ ';.:. .'l:' 1:: 2 7T — S

cette somme a aussi u n e valeur absolue plus petite que —^ que l l e que
soit la, valeur du nombre entier posi t i fs (voir le n0 9).

Pour ^ = o cette somme partielle est égale à

Q ,4.- o -h . , . -h 0 == 0.

Mais, pour

on a
7T . 7: . 7 1s ni— sin':>-— ^in/i— /-- ... ...

a//, a /À a / À va , /<i
1 «̂ ««̂ »̂»»». ».l.» ... (-. ,_________ ^Ss. -'__ 1 0 ̂ >" _

—.»—————««— ....,,̂ .- ,««.1.—»«-«»« ^ , . . ( ^- ' fa
//, //, — :ï î 2 ° ^ 2 ^

^^/^. Éc. K'orm., ( 3 ) , X X V I Î Î . — FmuKiî K ) I I . 9
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où ^ s ignif ie le p lus ^rand entier con tenu dans ^ (ro/r le n° 10}.
Si m a i n t e n a n t n est, très ^rand, alors |^(^)[ dans r i n l e r v a l l e

Ê'^ '^T:—^ de înême qu 'au poin t ,'r'..^ o, aura u n e v a l e u r ( h u e ;
mais dans l ' interval le (>:^^Ê il dev iendra ^/w ^rand (c'est, en ejîet la
([lie ( o m h e le po in t ^' :— — pour ^ si i r i isaînnK.Uîl ^ rand)* Kle.

.1.1 f au l remarquer que rappl ieai ion des polynoînes ((%) el ( tQà la.
cons i rnc t ion des séries de Fourier ( îos sédan t les [propriétés men-
tionnées p lus l i a n t est f o u l e nalur^l((î. Hn ellet. (rotr le n ^ 6 )

c o s j' c o s ̂  ,,-r c o s /i ^1' r ( > s ( /^ -t» î ) .̂ ' (.' < ) s '-î ̂  ̂ r
//, îi *--" î * > * ï ( ' * * //.

ft S î î l ( ' ' î ^ — ï ) '—x v\ u. . . . x ̂^sm(^ 41- 0^ y.

Mais
//1 sin( ' t^ "" î ) —.. / ^
,̂..,,,....,,,..̂

si

Donc
sign. cos..y cos'.->/'/.^'\ , . . ,/'[.;OS'<>//.^ \ , . ..,,.̂ ,,̂ ..̂  \ — st^n, S U H ' Â / ///- //,

<,) < .r <^ '.t TT,
/Z r"::; J , ^, :>, , . .,

Mais ôïi sai t , depuis les recherches de M. LeiM^iie, que la t o î i c l imî
sign. s in (2n4- i ) - j o u e un rôle important , dans la question de las in -
galarilé de du Bois-Beymond (voir nwn Ménicure : LeI^^m^c/w
Konslanten und diver^eme Fourierreihen, § ' J , et rappeudke <lu Mé-
moire actuel.)

Au sujet du contenu de ce travail, la Table des matières (p. îo^ )
nous donne quelques ind ica t ions* rappelle spécialement l'at.t.eutioîi
du lecteur sur le paragraphe IX et sur l'Appendice.

rai marqué par des notes les relations de ce Mémoire avec ceux do
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mes travaux antérieurs (1) qu i se rapportent au même domaine de
recherches. Je fais remarquer cependant que la connaissance de ces
articles n'est pas du tout nécessaire à la compréhension du Mémoire
actuel.

En ce qui concerne l'historique de ces sujets , je renvoie aussi aux
articles mentionnés ci-dessous.

Je dois insister sur ce point que, depuis du Bois-Reymond, c'est
à M. H. Lebesgue que ces recherches sont redevables de leur plus
grand progrès.

î. — Théorème sur les limites des sommes partielles
de la série de Fourier. Applications.

I . Soït f(x) une fonct ion finie cl inlé^'rable dans l ' in terval le
0 ' ^ X ^ 2 1 ' T : ' Désignons par M sa l im i t e supérieure et m sa l imi te in fé -
rieure pour cet in terval le .

Considérons les sommes part iel les de la série de Fourier de /(^") :

( î ) .^O'L ^(.^O, . . . , -^(.r), . . . .

Chaque somme partielle a pour l ' in terval le o^<-x?$2î: une limite supé-
rieure et une l imite inférieure. Je pose maintenant la quest ion : dans
(juelles relations., exprimables par des inégalités^ les limUes supérieures
el inférieures des sommes partielles de la série de Fourier de f ( ' ï ^ )
sont-elles avec la limite supérieure M et inférieure m de la fonction f(x)
elle-même ?

( l) Beispiele ^'ietiger Funkiioncii mit da'ergenter Fourlerreilu; (Crelle </., Bel. 137).
(Cité, en abrogé, comme Not.6 ï).

Elue steti^a Funktion dere/i Fourier-scJiG Rei/ie divcrg'iert (Rendicoriti cîi Palermo^
t. XXVIÏI) (Note îï).

Lobes^uG-sche Konstanleit und divergente Founcrreihen {Crelle /., Bd. 138) (Note Ï î ï ) .
JJober ^cwisfse PoLonzreihQn CITI dcr Konvcr^e'tïzgrQnze ÇSuzun^sbericIiîe der À'*

baferiscften Âkademie, Jalirgang 1 9 1 0 ) (Note IV).
Sur une paire da séries de Fourier conjuguées (Comptes rendus, a8 février 1 9 1 0 )

(Note V).
Sur lea sommes partieilefî de lu série de Fourier (Comptes rendus^ 23 mai 1 9 1 0 )

(Note Vï).
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,1e ne m'occupe pas ici en délai! de celle ques t ion ( ' i ) . Je lais ici
seulement quelques remarques sur ce sujet, pour éc.lairc.ir un peu ie
théorème que je vais donner (.oui (ici suite.

2. Considérons, au, l ieu de la sui le u) îles sommes part ie l les de la
série de Fourier, la suite des moyennes a r i i l i i i i . e l i ( jues

(..\ . (^ ^(^)+.Vi(.r) Â,,(./')...l...v,(.:r) . T - . . . . . | .^( . />)^2 ; A U \ . A ; , ——————————•——•? ' - » » ~-....-.—^^^^^^^ , , . . ,<>' //, i î

Pour ces moyennes ar i t J i iné t iques la quesl ion jîosce ci-dessus esl
facilerneni résoluble.

En etiet
. / ^ / . 1 - , / '/..ST; s n i ( a / / - l l l l i ) —-..-„.

(3) ^ (.:/-) :,::::/ j\t)± ̂  ^....Jl^..^^
,/,. ^îî . / "••••' ,'vsus -.-——

?,

donc(^

( i ) S ( .r\ — 'st(:< ^ f l l / l } "ll'il"" '̂  ( 1 ( / 1 1 ^ " 1 1 ! 1 1 1 " t " " ( 1 " 1 ^1 ^ ' i f l ^\ ^ ) 0^,^} \,L ) — -̂•-»«̂ 1 "̂̂ --"»̂ 1.....,,-
//
/ . / ,r',, •••yys / sn) / / —.--— \

-: /•(/)«1...., ..,̂ ,...,.,,..̂ J',̂  ^^
,„/<» • '^7: 1 . /-. ,/• /

\ HHl .^-—— /
\ *' /

Mais ()'aj»rcs l'hyporiiese

^../(^•j1. ^î,
0 . " i " ' ^ 7:;

donc, en appliquant, le premier théorème de la mopmie pour les iule-

0; Voir lo parugra{ i l io 1 do ma Nok; J I Ï yt I^AJ»!»^!!^!^ ( lu i r ; t V H î i wlwîl.
( â ) Cola rôsulUî iînmôfîiutemoiîl <îes propriétéa éJéniBîilîtîrt^ <îes lîii^r^irs d^iiiw H

des identités summios
. / (}( ^ÎU('MH l i i i [ i i l 1 •"

,- -h cosO 4" C(m0 • 4 1 " * . ^-h ("uswO -:; "__—.-._.J!,
^HÏH -9.

s inO- i -su iSO. i , . . - i .s i i> ia / / / - - i ; f ) -. i'J:̂ 1.̂ '.
sinO
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grales définies, nous obtenons

( / y. \ 2
t ——— Jb \

^ S T T sinn——— ^

^-'(•^M/ ^ —T^F^^o s^———— /
2 /

et
/ / t—.x\ 2

y Slll 7À ————— \
S^-i(^) ^/?i i —L-j ——-—?— | c/t.

J, 2^7: \ .. ^—.r /"-" ' - - ' . w \^-^
Mais en posant/^) = i dans l'équation (4) il suit

/ — ..̂ \ 2

Sîl) ^ ———— \
f"——

Jo 2 / Z 7 T

0 ïî 2 C/<î =: 1 ,
^ 2 /Î 7T \ . t — A-0 \ s s i i ———

donc

W

lorsque

/^^S/ , ( .z- )5M,

ï1.) ^ .'-T' ;̂  2 7T,

fi = 0, I, 2, 3, ....

Nous civons clone démoniré que Ici limite supérieure cl'une quelconûue
des moyennes arilJimétiques de la série de Fourier est l^M et que sa limite
inférieure est '^m ( ' ) . (Fest peut-être le fait le plus faci lement démon-
trable et le plus p r i m i t i f de la théorie de la convergence et de l'a
s o m m a b i l i t é de la série de Fourier.

De l'.irsé^ali.l.é (5) résulle : si la fonction, inlégrable dans l ' in terval le
^l^^277;» est bornée (c'est-à-dire |/(^)|^G' pour o^.x"^2Ti:), alors les
moyennes ar i t l i î .nét iqi i .es S^f,z') sont aussi bornées^ c'est-à-dire

|S^r)[^G,
0 ^ X ^ 2 TT,

/ i » = = 0 , I , ^ , . . . .

( i ) Voir nion Mcinoirc : V/iUn'fUu'fum^m. ûhcr Fouricr-scJic Rci/ien (Mat//, //nnalcn,
iîd. IjS, p. C»o).
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3. Retournons aux sommes partielles de Fourier.
Pour les sommes de Fourier .y^.(^) F inéga l i t é ( " f > ) nc.yi. fufs vraie en

général. Par exemple, la l imi te supérieure de la somme de Fourier
^(^?) peut dépasser la limite supérieure M de la fonction/^) d 'un
nombre aussi grand qu'on veut. Vu exemple très simple eu est f o u r n i
par le polynôme trigonométriq'ue

„. . _ C O S ^ COSa.^ COS^.r COH(^-M).^ (*o,s^.ry ̂ ) _ __ ̂  ̂ __^ 4..,. . ^ ....s. .̂̂  ,.....„. ..__.^^^^ ..„.., . , ,..„„ ^.,^... ..,.„.

La valeur abbolue de cette lbnetion/(^^ e s t p î o s i H * ( . i l e q i t ( * : r ï 4 ...,
quelle que soit la valeur de la 'var iable réelle .r, et- que l le que soit la
valeur du nombre entier positif n (voir h n° (»). Pour taut lî.i /^'m('
somme de 'Fôurier de cette fonction/(a?)

cos»r ^ eoBa.r ^ c()K//,.r
/^ //. — i

prend, pour x = o, une valeur

qui pourra être 1res ^rande^ si n est très ^raud.
En outre, c'est du Bois-Beymond ()ui a déjà démontré que les

sommes de Fourier d'une fonction f i n i e et par tou t con t inue peuvent
être aussi grandes qu'on veut . En u n mot :/(^) étant bornéy les
sommes de Fourier ^(^) correspondantes ne sont pa^ iwcessairement
bornées.

Dans les lignes suivantes de cet alinéa je donne un critère, à Faide
duquel on peut démontrer dans des cas importants que len sommes de
Fourier sont bornées. Ce théorème fourn i t aussi, dans ee^ ca^ pour
les sommes de Fourier des limites (mes étroits.

Voici ce théorème P) :

Sûicnt /(^) unefûnclwn intégrable dans rinierçalle oSa^ ̂  M w
kmue supérieure, m sa limite inféHeurc pour cet intervalle. Soit de

(1) Voir ma Note VL
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luspl\
(6) Kl^ 1^1 ( /^= I^3. --c0)-

/cz ^n ̂ , ..., cin, b^ ... désignent les coefficients ̂ ) de la série de
Fourier def{x^ AetJi sont des constantes non négatives. Alors'y en dési-
gnant par s^Çx) la somme des premiers Çn -+- ï) termes de la série de
Fourier de f{x)^ on a

( 7 ) m — ( A - 4 - B ) $ ^ ( ^ ) ^ M + ( A + B ) ,

pour
O^X ^ 27:,

n-=o, 1 , 2 , . . ., œ.

La démonstration de ce théorème est extrêmement simple.
Soit

UQ 4- «ï -+-. . .4- ^/i+. . »

une série infinie quelconque. Soit
,<?„=: ^o+ //i-4-. . .+ (fn-

Alors
— •yp •+• ^i -^- • • • + ̂  _ (n -n ) ̂ o -+• ^ ̂ i + • ' • "i- u^

b / t ' " " n-^i ""' ^+i
(^4- i ) ^ o 4" (^ ~H)^i+-.. . -1-" (^ •4-x)^ _ z^-+- 2^^4-. . .-+• iiu^

~~' ^ -+• ï ^ ̂ I

_ ^1 -j- 2 ̂  4- . . . -h- fl Un
—s^—— ,^^1

Donc
n

2 ^ ̂ 7
Q , V=l^=S.+^^y--

En appliquant cette formule à la série de Fourier de /(^) nous obte-
nons

n

'V v ( r/v cos ̂  .y -4- h./ sin v^ )

( 8 ) Kn ( ̂  ) == S/, ( .T ) -h :/^J——————^^————————— *

( 1 ) Le cûôtïiclent ay ne figure pas.
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Mais d'après Finé^ali lé (5)

m ^ rt / / (^1 ' ) . M»

et d'après la cond i t ion (G)

//
7 Z' ( (̂  CO S "̂  <r -h ^v S î H ̂  J-' )

/^ -4- t

i'(i».i+i/->i) 2'^ '-ïi ^ '^ '")2
..:- ^ =; 1

^ /A ir>, v( - • • 1 1 1 1 1 1 - --^^1 \ -y •,/ ^
V :^-.- 1 /^ ( 4 ^ i

//- -t-

Donc, en enci,
ni — ( A 4- B ) ;h sn Ç ̂ f) ';•: M --I- ( ̂  l•lll•l"- 1^ ).

0 ^• r . , ^1T»
/^ ::;.;: o, ï , ^, . , . , •^^

et /e théorème est (•{émon.'l.ré.

4. Voyons deux exemples simples. Soif.

/(^•)-^^^^^^

o < .r ̂  '- î7T.
Alors on a

(9)

et

^ „-„..,„ ^^ ^ 1 1 1 .-/• ^ j î i < > , . /:• *.. i} i /f. /,'
',-î ï y, ' ' ' ^

•A-T ^Mt = — y m :•:-:;% A — o, B >^ î ,

Notre théorème fournit do'fia

Sin^ sin^.r
«̂ -̂Hl. *«»«»>«-1>IW»««>1«>11*1W«»«<( î0 ) sin/tA' ^ ,.^^^^ <-; ^ ...i... î ss a. '.n..
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Comme second exemple, nous prenons la série

sin.2; sin3^ s i n ( 2 ^ — i ) a ?
(11) ————-+- ————— -h-.. .-h ———-———————— -(-....' • 1 2 n

C'est la série des s inus de la fonction
/^ \

(12) /(^) ~= ( — — -c>) cos^ -h- s in^log(2 sm.z?) (o < ̂  < -n).

La limite supérieure de cette fonction pour l'intervalle oï^^-n:
est TL == /(-l- o) et sa limite inférieure est log2 ^ y t ^ ) . Donc, la

2 \ 2 /
série ( i l) est la série de Fourier d'une fonction bornée dans l ' inter-
valle o^.r^2'ïï:, pour laquelle

x/r 7T <K / 1 \M== — ? m ==— — (1).2 2 ' /

En appliquant maintenant la formule (8) ( 2 ) nous obtenons (3)

, . , , Sc--^s^ / . î2 z» — i ) —
•yi .„„_,(,) 1 = 2 """r0" 'î - '—^-"y "" 2 2 /z

_ i ^11S^Sî ^--2ï^ — ^.» Q,^ — ^ _
<< ÂJi V ^ V

_ J[ v=-11 v==i _ ^ y - i
2 2 AA 2 2 /<•

JLyi<ZE,TC l ^€-1 1 7T
- + I, — —— >, - < - -h 1. .2 2 /< -̂ "̂  "y 2

v = = l
2 /< -^ -y 2

v==l

jVô^Â* wons donc démontré l'inégalité suivante qui nous sera très utile

( 1 ) J 'eniprunte ces données à une leLire de M. Landau.
( 2 ) II est préférable d'appliquer ici directement la formule (8) au lieu de l'inégalité (7).
( 3 ) Dans ma Note II, j'ai donné pour

s'mx &m(9./i—\)x \
| i n \

la UnuLe 17; dans le paragraphe 2 de ma Note III, la limite 12, 8. Pour ce qui va suivre,
il n'est pas important de donner une l imite aussi petite que possible; mais c'est pent-ûtrô
une question intéressante en ellc-mcme.

Ânn. fie. Nurm., (3 ) , XXVlIT. — FhViiiKn 1911. 10
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Am.? l'avenir

. ^. s î 11 A" s i n ̂  ,r s i u ( :•>. n — i )./" 7:( f J ) ——— 4" ———— -4- . . . + ————^——- < ̂  4- < ... , . :>; . . .,

0 '; ^';S 971:,

^ — î , ^ 3, , . ,.

M. Landau m'avait commndi( [ué des dcmousirat ions c'xtrêliH^Hcut
élémentaires pour le?> inégalîlés ( ïo) e(. (:î3). Avec sa îmUho(i<*, i l avai i
établi pour la premièro fois la. consùuif.e rl -h i — 2.0'"».. coinnu1

limite supérieure de la valeur absolue des sonnues de Fourier de la
sério ( x i ) .

5. Remarque. — Sôit/(^) uwfoncUon à mrlalfun. hnr/i.éi^ au seus
de M. Jordau, dans l'intervalle o^'^'n;, Alorg il CHi lac i le rie de îuou"
trer l'existence de deux constantes non négatives A, B, ieiles ( j i ie

1^1^ 1 ^ 1 ^ ^l'^^ ̂ ^ - - ) -

En appliquant maintenant l'inégaliie (7), on obtient le theorèîne :

Les sommes de Faimer d'ti/us fowlùm quekonqufî à mnalùm Imnn^
(kma rifUerwIle o^xï 2r. so/a homées.

On peut d,éduire ce résultat aussi de (ïnté^raie d^ Dirichlet., qu i
exprime la somme de Fourier ^/.x?).

Il, ^ Quelques inégalités se rapportant à certainâ polyïwmea
trigonométriqnes.

6. Considérons le polynôme des cosinus
04) 0(n, r, x)

= ^L±ll^ ^ lîMLtLJîl̂  .,4. . ^ îu)s (r • l• l lî l l l l" u ) ̂ i^ ^ — ^ .- -,,. -^ ,..^^^^^

— ̂ l̂-Jl̂ ^ ^^î? (îl '}M /L± 2 ) ̂  cos ( r 4" ^n).^^ ^^.^^^ . _,^_———,^__,
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et le polynôme des sinus conjugué
(i5) -n(n, r, x)

s in( r4- i )^ s in ( r -f- 2)^?
n n — i

s in(r -h n 4- 1)-^ sin(r -h /i -}~ a)^1

si n (/'-}- n )^

sm(/' -t- 2 /î).r

Ici ^ désigne un nombre entier quelconque, r an nombre entier non
négatif quelconque, x un nombre réel quelconque. (Mais, naturelle-
ment, i l suffit de restreindre la variable x à l'intervalle o^.r^an:.)

Alors
(16)

et

^7)
En effet

Q^r,x}=^

1 0 ( 7 z , r , . ï ) |<5.i4.. .

\'n(n, r, x)\ <5. i4. . ..

w
COS ( /• + //• — ^ -\~ l ) ̂  ^ COS ( /' -h /l -1- ^ ) X-2

/ . n s i n ( 2 ^ ~ i )~-
. / ï, \ ^ ' ' 3a sin ( / • + n + ̂  lz1^ ———^————^

Mais en t enan t compte de l ' inégalité (î3) on a

n sin (sy — i) —y—__^ <iî<-+ï.
J.J ^ ^ 0,

Donc
6^(/^ r, x) | < û ( ^ + i ) ==7r -h 2 ==5. i4. ..,

\ 2 /

/• r̂: 0, I, 2, . . . .
Pareil lement

•^(n, r, ,y) -=, , x,̂  sin(r "h n — v -+- i)x \^ sin(r -+- ^ +^)^'r, (n, r, ,T) =^ ——^———^————— -^ ——^——^———^~

. , , x
s m ( 2 y — ï ) —

' ' 2ï \ ^
î)^a ces r -h n -4- - •̂\ 2
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Donc en vertu de rinégalité ( ï3)

\ri(n, r, ,r)| <;"). if\. . .,
0 < .y ^ 9.7T,

/À;:::; I , 2, 3, * . * ,

^""O, î , ^, . . . .

7. Remarcfue. — Posons, dans les iuôgalUâs (16) et (^7)? <y^ au lien
de oc, où.? désigne un nombre entier positif quelconque. ()/î olHieni
les inégalités

( t8 ) | 0(n, r, ^ ^ ) |<5* i4 - ^
(19) h(^ r, ̂ ^ ) |<5. ï4-- ,

û ̂  .r ;:̂  a TT,
^= ï , ^ ^ 3, . . . ,
/•=::o, î , %^ . ..,
^= ï , a, 3, . . . .

8. Considérons le polynôme des cosinus

Ai cos (/*•+• i).^ 4- Â2cos(r4" 2)«r -h , . .""h Â^ <.'os(/' -h m).r

et le polynoaie des sinus conjugué

?.i s in( /*4" ï)^-!" ^sin(r -h ; Js)^' - h » . » - î - ^^ H i n ( / * ' } • • w).r.

ici //z désigne un nombre e n t i e r posit if quelconque, r un n o m b r e
entier non négatif qu,elcon<iue; X , , Aa , --, A^ <lés i^ :ueî l ï t des nombres
positifs quelconqueSy mais jamais croissants ou Jamais décroùsafit^.
Enfin soit L un nombre positif , pas plus petit, qu 'un quelconque des
nombres A,

Supposons maintenant que

$ <, a' <, ̂ 'n — £,

où £ désigne un nombre positif, aussi petit qu'on veut, mais fixe.
Alors on a

Oo) p.i CôB(r-hï)^4- . - .4-<ÀwCôs(r4••Mw l )^ l < ̂ ^
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et

( 2 1 )
2 7T T[ A i sinÇr-h i )a?+. . .4- ^w sin(r -+- m}x\ < ——•

Démonstration. — On sait que

i
ï "^S ̂ P-^^

sitl(2/ '4- i ) -
. x2 sin —

Donc si

alors
£ ̂  W ̂  9 7T — £,

r i1 l̂i 4"2^cos^ . £ 2 £ 2£
2 S l II - 2 — -

2 TC 9.
^==1

Écrivons au lieu de r un nombre entier positif /, plus grand que r.
Nous aurons

Avec soustraction

En appliquant maintenant au polynôme des cosinus
'AI cos( / - -h î).r -1~. . .-{- )>m cos(/'-+- w).z'

la sommation partielle d'Abel, nous obtenons immédiatement le théo-
rème à démontrer.

Pare i l lement , en par tant de l ' ident i té

,78 m p.2; :

. r . r-h'is m -x s m ——— x
2 2

. X
SU) —

2

on pourra faci lement démontrer l'inégalité (21).
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9.

(33)

(23)

ai

w
(a3)

pour

Des inégalité}}

cos(/" 4-i).?
/4-I

COS( / "+ j r ) . /
/ 4- m.

sîn(/ '4- i) ,z-
/4-I

Sïn(/*4-]0^
/ 4- m

(2<

- 4.

4-

4-

> ) e t ( 2 1

cos(/*4-
/4^

cos ( /• 4-
/ 4- ///. .

si(t(/ '-4-
^ 4- ;>

sil l]^(/• -{-
/ -{-. //i?. ̂

) résulte

3),ff
, - - ' - - -+

^-....-,.

»)./.••—— ..i.-. . , ..(„.

•'.).v
-+... 4-

cos( / " «
/ 4,.

cos(/* ~
/ 4

sinfr -
/ 4-

.si!l(/ t4
/ ..41

^ l••.•w).r
///

h///,).y

- / / / ) . / •
m.

-^
£â.y^7r—£ ($>o),

^ - î , ^ 3, ...,
^==0, x , ^ .. .,
/=o, ï , '̂  ....

10. Considérons le polynôme des cosinus

27;

^7:

^^'^ + ̂ ^±Ji.ï.,...., ̂  ̂ it^^(a6)

^ ( ^= t , a ,3 , ...;,.:-,:o, . ^ ^ ,^^

Ce polynôme prend pour .v --= c> la valeur

S:ïr pl"s era""" """ ln«"t!t ll(•v"!•"• •"""• ".•""- ".> -•...".
Considérons le polynôme conjugué

(37)
îlillr-tJlï Kin(/^l-a)^

ft ~ " " n^~f——
sjn ( /• 4- /i ) .y

1

(/i=:i, a, 3, ...; /•=:o, r , a, ,..),

Ce polynôme prend pour se == o la vaîeur zcro
Mais examinons la valeur du polynôme (27) pour

?.(/•-)- nY
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[Cette valeur est très voisine de x = o, si l'un des nombres r et n est
très grand.]

Puisque
7T /• 71

(^)-772( / ' -+- 72) :=: 2

SI
y=:i, 2, . . . , /2,

donc (1)
/t sii) ( / • 4- ^)
Y ^"^''-^-'^rTT"'2 ( r + /î ) ^ ' 2 ( /• 4- ̂  )2n — ^ -5- l >

l̂ — ^ 4 - 1

•H-
Mais

71" T' T"
^(^^î^^i'

SI
• /z1, ^ l4 -^ -^

donc
//. i, i n ( /• 4- .; ) —^————^ //^ / a(,.-4» ,^) ^^ ^i2 >-r 2^ —— ^ ^_ j

-«[";]..>-lir1
r ^V/ï / ï rv—-/ i 4- - + TT 4" . . . 4-

2 I 2 0

^ —— y _j_- y

V/2- \ </2" i I2 . \ II\ •̂ s». _•'__ 1 r\ fv l^ + ^. . . + __^ \ > v : ̂ g. i
2 "- 2

Nous avons donc trouve pour le polynôme des sinus (^7) le résultat
suivant :

Pour
7T

(28) 2 ( /• 4- ri )

( î ) Je suppose que n > -1- 4-1, &'cst-à-dire que ^â 3. - == le plus ^rand entier
I.'^-J L-U

contenu en -*
'2
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o/z a
. sin(/-n).z- sln(r^3)^ ^'^CtZ^f: -.. ^EI(^ "-Ï"(^) ———^———+——^—^——-h... 4 - ^ - ^ ^ ^^

o^
^ :::::• 3, / i» 5, . . . y
/ •=o, 1 , 2 , . . . ,

^ | =: le plus grand ent ier contenu en ̂
. ̂  J

IÏI. — Introduction d'une notation nouvelle.
Théorème sur les séries trigonométriqnes.

il. Soit

2"'.
A :̂. 1

une scric in f in ie quelconque, et soit.
,5lT ,-) ÎV » • • » Cl VI * • '

une suite infinie quelconque (les nombres entiers positifs Alor^, j<*
désigne par

(2"..)
\K-.:l / ^

w

une sériô in f in ie nouvel le , qu'on obt ient de la série ^r^ eu réum^
h^l

sant dans celte série les ^ 'premiers termes, puis les ^ t^î^ues
suivants, puis les ^3 termes suivanis^ . , « , p u i ^ les ^ termes H U Î -
vants, ... * En équations :

(i^)-i':
\ Â'»l ./ ̂  V-i î

oii
î ^=: u^u.î 4"-. . .4- ^y

('s^ ̂ f+i '"h * " " '4W' ^A11^1^»»
. » * . » » « . » » » < . . . » . . « < » * ' « » « i r » » î

^ •- ,̂̂ ,̂-K-,̂ -...I+Î ̂  • • ' + ̂ r^-W
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Si par exemple
^=:^=...=^=:...-=2,

alors, par rapport à la série
00

^(~I)^'=I-I

( S(~~ I)À'M 1 signifie la série
\A=1 / ë^

0 -f- 0 4- 0 -4- ....

Si par exemple

2 v (— ly^l ï I J
^ ^-S—T—^^^^-Ï
À- =1 /(• = 1

alors
^(--^•^ „ ^ , Ï ,
Z—I—) -TTÏ '4"^^"--1

. A- = 1 / ff.

si l'on a de nouveau g., = 2 (v == i, 2, ..., co).
Si la série

i«..
Â'==:I

est convergente, alors la série

fi".')
S Â - = = 1

est aussi convergente, quelle que soit la suite des nombres entiers
positifs g\9 et Pon a

( w \ oo

(3o) ^i{/c} =2^-
,A-==l /^ /»•==!

Mais la série

pourra être convergente (pour un choix convenable des g^), (andis
À un. Èc. JVorm., (3) , XXVIIÏ. —• FÉVRIER 1911, l ï
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que la série

2̂ .
est divergente.

'12. On connaî t le théorème classique :

Si /a série trigonométrie/ue

00

( 31 ) ^o +- ? ( ^Â- ces k .v 4- ///, si n A" .'y )

est uniformément convergente dans l'interçalle o^^'^TCy alors lu
somme de cette sérié est une fonction f(^) partout continw et de
période 2TC, et les coef/icimts

a^ ^19 ^ï, -», €i/^ ///., ,.,

sont les « constantes de Founer » de la fonction f(as) : «^esl-à-dire

^•^ f /(^)^
•' '"• */()

" o - - - — — / /(<)^
•' ' t */()

, r^
^•= - ^ / (<î)œs/- / r^,

y-»?. TC

^=- / /(Qsîn/1^
•"^o

(^^l ,^?,. . .) ,

Une généralisation très simple mais in) porta nie de ce théorème esf
la suivante:

En supposant que Ici série

( \ \
(32 ) ^o 4- ( ̂  (t,, cos kaî 4- bf, sin Â-.r j

\^^ A,

^ uniformément convergente dans Vintemdie 0^x^.2^, où

é'̂  À^^ . .^ ^ " • .
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est une certaine suite de nombres entiers positif s {en outre quelconque)^
et en désignant par fÇx) la somme (^partout continue et de période 27r)
de cette série (3 2), les

OQ, ai, b^ . . ., a/^ b/^ ...

sont alors les constantes de Fourier de cette fonction fÇcc). En d'autres
termes, la série

00

aQ'~5^^,{ak cosÂ-.r -h- b/, sinA-cr)
/.=i

est /a série de Fourier de la somme fÇx) de la série (32).

La démonstration est très simple et est presque identique à celle du
théorème classique cité plus haut .

IV. — Définition d'une suite infinie numérique.

13 ( f ). Considérons le groupe de in nombres

f 0 9 \ I I 1 I I(o3) —, ———, . . . , -, r , — i — -, — . — - y
n n — ï 9. a ? fi

n étant un nombre entier positif. Formons successivement ce groupe pour
les valeurs suivantes de n :

(34,) n^^\ ^\ ^f, 2^ ..., ?y, ...

et écrivons ces groupes de nombres^ Vun après l'autre^ dans une seule
ligne, mais après avoir divisé les nombre du ^lème groupe par v2. Nous
obtenons ainsi une suite infinie bien déterminée :

(35) ai, a^ 03, . . . , a/,, . . . .

Ses premiers termes sont :

ï ï
a i==—î 02==!, 03=:— ï , a4==—-ï

,& îï

J. ï I' _ ï '

as=472 i:=7o24? ^"-"^(a8—!) "^To^ô7

( 1 ) ^r ma Note ÏÏI, p. 45-47; ma Note IV, § 2, et ma Note Y.
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C'est celle sui te (35) que j 'emploie dans les paragraphes V, V I , V i l
et VIII pour la construction de mes exemples.

V. — La singularité de du Bois-Keymond pour un seul point.

14 (1). La série

(36) ^a/bcos/ t1 '^

représente la série de Fourier d'une fonction pari oui conlinue et de
période 2TC. Cette série (le Fourier est divergente pour oc ̂  o.

Démonstration. — La série (36) est en ef ïe t la série* de Fourier d 'une
fonction partout continue et de période 21:. Pour le démon t r e r , prenons
la série

(3^) ( V^-eûâ/»'^
\ A -:. i /

où

( 87 ) ^ •= a. ̂  '^ ^ = a, ̂ \ ., ., ^ — ^.(^''^v,.-....„ ^^ ^

La série (38) est uni formément (et a b s o l u m e n t ) eonver^enle dans
l'intervalle 0^x^27:. En elÏet, .la valeur absolue du v*'"1'* terme de re l ie
série est, en t enan t compte de la d é f i n i t i o n des nombres ô^ et de J ' i né"
galité (16), plus petite que

(>
;?^

et puisque la série

yHAd ̂

est convergente, donc la série (38) est pouro ̂ ^ 2Tî u n i f o r m é m e n t
t absolument) convergente.
D'après .le théorème de l 'alinéa 1.2, il suit immédia tement que la

(et

( ' ) Voir mo3 Noies .m, ÏV ot V,
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série (36) est la série de Fourier d 'une fonct ion partout continue et
de période 2rc. [Notamment celle de la fonc t i on définie par la série
uniformément et absolument convergente (38).]

Il reste à démontrer que la série de Fourier (36) montre effective-
ment la singularité de du Bois-Reymond pour x = o, c'est-à-dire que
la série , . .

i...
À- == 1

est divergente. Mais cela est évident. En effet, la valeur de la
(^i + g^ 4-.. .4- gv^ + s-\ m somme partielle de cette série est
\ 2 /

• ï -
^'- \ 2^' 2^' — ï

Cette valeur est plus grande que

—Iog'2^''== yiog2

et devient donc infinie en môme temps que v.

Le théorème relatif à la série (36) est donc démontré.

La série de Fourier (36), est pour x=o et par su i te aussi pour
x == 2-n:, divergente. .// est intéressant de remarquer ( f ) que la série (36)
est uniformément convergente dans l'intervalle

E^ÛC ^ 27; -— £,

où & désigne un nombre positif \ aussi petit au on voudra^ mais fixe.

Démonstration. — Appelons, une fois pour foutes , les premiers
g ^ termes de la série (36), le premier groupe de termes; les g^ termes
suivants , le deuxième groupe de termes; . . , ; les g./ termes suivants, le
^ icine gf-QupQ ^Q ter me s y . . . .

I Ici ^'i, . . . , g.^ ... dés ignent de nouveau les entiers (3^). )
Le v^""11' groupe de (,errnes contient ^ termes. Les premiers ^

( ! ) Voir in il Noio V.
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termes de ce groupe ont des coefficients pos i t i f s . Nous appelons l'en-
semble de ces termes le ^îèm<f groupe poniti-f de termes. Les antres
ël termes du v^" groupe de termes ont des coeff ic ients négatifs,
Nous appelons leurs ensembles le /<bK? groupe négatif de tcrmca.

Parfois nous appelons groupe de termes aussi /a somme des lennes
qai constituent le groupe. Je ne crains pas qu^une confusion résulte
de ce double emploi.

La formule da v^^ groupe de termes est donc

(39)

OU

.[cas ( /" 4- x ) ̂  cas ( r 4- 2 ) A'
n — x

cas ( /" -h » /// — î ") se .(:"(:) y ( /' -h ^ //, ) .1/' '
n -"- ï n

n = ̂ \
/•^:^i4-...41- ^.-.i.

La formule du ^i€/w groupe pontif de terme est
., . i fco^1 rîîiî l-Lilif c018 ̂ r t""h ^ ̂ ( y? cos ̂ r + n ̂ t i ï 1

U^ 1 />. J'/ .—.. 1 * ' ' f
(ilo) ^ \~
ou

n^y ,
/t ="• ô'i + ôr+ ..+^v-...i.ô 1 i"" &»2 "l"llll"" ' •î h

La formule du v1^16 groupe négatif de termes est
j_ F co.s ( r -h n 4- ï ) »y ('os( /' "4- % /O.'^

//,
(4i)

où
'" —"- ^ î
r=^4-^4"...4-^^p

Considérons maintenant le reste
Â.^

ti^,^(^) =='S a^ CÔSÂ'.^
^^

de la série (36). (Ici/?<y.) Désignons par v^ l'indice du groupe de
termes auquel appartient le premier terme ̂  cos/wdu reste B^(^),
et par Vy l'indice du groupe de termes auquel appartient le dernier
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terme o^cosy^ du reste B^(;r). [Il est v^=Vy si les termes de
Ry,,y(^) appartiennent au même groupe de termes de la série (36).]

Cela étant posé, IR^C^) | est certainement^ la somme des valeurs
absolues des groupes positifs de termes et des groupes négatifs de
termes de la série (36), qui figurent dans la somme R^(<r) -+- la valeur
absolue de deux fragments de groupes de termes de la série (36),
qui figurent aussi en général dans la somme R/,,y(^)-

Mais, en vertu des inégalités (22) et (23), la valeur absolue du
^ième groupe positif de termes, ou du v1^ groupe négatif de termes,
ou la valeur absolue d'un fragment quelconque d'un de ces groupes,
est plus petite que

I 27T
^ "7-"

pour

Donc
£ ^ X -: 27T — S.

IR'•••(•!•)l<'•';t[;5+(^+••-+7s]
<i'?li+(^+•••+adi°^-'

4^ T
<^ "

Mais v^ devient infini en même temps quej^. Donc [B^(;xî)| devient
aussi petit que l'on veut, si p est suffisamment grand, et x est contenu
dans l'intervalle

£ ^ X ^ 2 TT — £ ( £ >• 0 ). %

Nous îivons donc démontré que la série de Fourier (36) est unifor-
mément convergente dans l ' intervalle t^oc^^^ -r- c, quelque petit que
soit le nombre positif fixe £.

VI. — La singularité de M. Lebesgue pour un seul point.

15 (^ ) . La série

(7i 2) ^a/l;sm/t'^
A-ssi

(i) roir rua Note V.
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représente la série de Fouricr (F inie fonction /nn'font FW/////W cl. de
période ^Tr. Celte série de Founar e^i partoal cofïVt'f'^'c/itr, wiw.w r^mw"
gence est non uni for/rie dans chfu/a'ï In - l c r ^ î t i l . c rantc fiant l(î ra/^n.r .'r -"; < > ,

DêtnonfîlrdUon. --••- Soit. £ un nombre positif aussi pet i t qu'on veuf ,
mais lixe. Alors lîi scrie (^) ^sî- co/wr^cnic < lans Pinl^rv^lh*

Elle est niènie inuf.oi 'ineïî 'K^ti convcrg '^ î i f .c (IHJIS wl. i î i l . p r v ^ l l o . Oîi p^^i
le démontrer (ont à fai l de la même mannTe < j i î e ee l le doi i i î i u i i s avons
démont.rô la convergence u n i f o r m e de la se r i (* CXS) [»our le même
in(.erv<il le .

Comme £ est aussi peti t qu 'on vent, b série de Fonr ie r ( < r ) C^») est.
convergoî'ite en c'haque poin t dans l ' ii-itérieru'* de rint-emille fo , 27;1),
Mais elle est aussi, convergente pour ^ ̂  o^ j^ar iu» î j u e ( tour eeUe
valeur de x la série (42) devient

Donc la série de Fonrior (4°) est parioul convergente,
11 resie à démontrer que la série de Fourier (/|2) jn^ésen l i î la singu-

larité de M,. Lel)esgue pour le voisinage de ^ — o. En e f fe t , Je
démontre que la. série (42) ne converge pas u n i f o r m é m e n t dansTin"
tervalle o^^p, où ? désigne -un nombre pos i t i f aussi pel i t qu'on
veut mais fixe.

Considérons pour ce but le v"'1»'' groupe positif de termes fall l) de la
série (42) :

(/i3) 1 l'̂ iî l̂f mn(r-.ha)^ sinfr ...h ̂ hr
' ^ [ ^ ~ ^ 1 1 ' " w"1 ̂ ~ i 4 " " • ' t "llh ••11~~^^^^^^^^^^^^

r = 2. ^''-s-1- ^. ft^ 14•••••. , . --h 2 . ̂ f'7 lllï^

(i) En ofïet, la série (^) est la sérîo do Fmmfâr d^tîne fouellon parlont m,î!îinm* ^ dr.
pônodo •t'n:, puisquô }a série

( ^%/1>SÎÎ:1/U> )
V^ /^

est unilbrmément (et absolumoni) eoîtvôrsrmio iïoiîr o $ .r r1^ iir-
(!!) Nous transférons à la sério (4a) leg dénornînalîcm» âxôes prôcôdôttiffîOîU dmia
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Si la série (4^) était uniformément convergente dans l'intervalle
o^^^p, il faudrait que la somme (43) converge uniformément vers
zéro dans ce même intervalle, lorsque v devient infini. Mait ce n'est
pas le cas. Considérons en effet le point

_ 7T _ TC
x"~~ 2 ( r -+- ^3) ~~" a^.^-l-a.a23-}-. . .+ 2.2^-^34- 2^)'

[Ce point tombe certainement dans l'intervalle o ^ ^ ^ p , si v est
suffisamment grand. 11 converge vers x •==. o si v devient infini .] En
vertu de l'inégalité (29) la valeur de la somme (43) est pour cette
valeur de ce plus grande que

i \/i. r-^i y / a , , , i /1—i— —log — = = — ( î o^a )——
•U- 2 L 2 J 2 v

et devient donc infinie lorsque v devient in f in i . La somme (43) ne peut
donc pas converger uniformément vers zéro dans l 'intervalle o^,-x?^p
lorsque v devient infini , et par suite la série (42) n'est pas unifor-
mément convergente dans l'intervalle o5^^p.

Remarque. — La série de Fourier (36) montre la singularité de
du Bois-Reymond ; la série de Fourier (42-) montre la singularité de
M. Lebesgue. Considérons maintenant la série de puissances

2
/•=!

a/^.

La série (36) est la partie réelle de cette série pour z == e^ ; la
série (4^) ûst la composante imaginaire de cette série pour^==^8.
Nous voyons donc que les singularités de du Dois-Reymond et de
M. Lebesgue se présentent respectivement pour les composantes réelle et
imaginaire d'une même série de puissances à loi de coefficient simple.
Les singularités se présentent sur ces deux séries conjuguées au même

l'alinéa 14- pour la série (3^). D'après cela, il nous faut seulement écrire, dans les équa-
lions (3o), (4o), (41 ) , sin au lieu de cos pour obtenir la définition des divers groupes de
nombres relatifs à la série (4^)-

Ann. Éc, Norm., (3), XXVIII. -~ FEVRIER 1 9 1 1 * 1 ^
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point 0 === o. Je remarque encore que ia lon r .don , dé lh i i e par la série

de puissances "S^Â-^? ^l' continua daru le domaine parfait | s [ ' ' i .

( ron 'gv i iL)

Vil. — La singularité de du Bois-Reymcmd pour des points
partout denses dâna mi intervalle.

16 C 1 ) . Prenons la, {fêrl(î (3^>). Ecrivony (Iffns le fïmnic/' ^ronp^. ( l e
terrnefî ï ! x cm den de .1', dufiH le den^têf'nf groupe d^ (mnes 2 ! »r nïi liaf
de Xy ..., dan!) le ^tefïl(: groupe de termes v ! ̂  n(( liw de a', ,.,. Non^ obfr'»
nons ainffi une série Irigonoméirif/ne nowell^ bien d^lermin^9

{W ^^iw)t/f'î''
fi ^ ï

En équations :
}./;, = ( ! /• si ï ^ ^ ,^^ ' î î
^.==^!/1- si ^i4-i^",,^", 4"^g,

^ — v ! ̂  si ^ -j" ^2 . . . ï- . . . -h .^v ï ̂  ï :.i À4.:, ̂  -ï - . . . -l-. ^y,

La série trigonoméf.ru/tw (44) ̂  ^ •v^w ^ Courier f / ' n n ^ fon^ion
partout conUnue et de période 21:* ^^r' ^7^ ^ Fonrier ^t dlwr^nff
pour les valeurs

[ m
[ .T :::::: — T:,

(^ \ .
n^± î , ±2, ±3, ....

Démonstration. ~ En vertu <le l 'Inégalité ( ï B ) , la série

W) ( ^a/;cos/.^;r î
\^=i A,

( l ) Foir ma Mule IV.
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est uniformément (et absolument) convergente dans l'intervalle

0 ̂  X ^ 2 TT.

On conclut donc du théorème de l'alinéa 12 que la série (44) est
en effet la série de Fourier d'une fonction partout cont inue et de
période STC [celle de la fonction définie par la série uniformément
convergente (46)].

Considérons maintenant un point

i r r \ m
W) x=—^,n

Au point (45) la valeur du v1610® groupe positif de termes de la
série (44) est, siv est suffisamment grande

i / r i \
^h^.^rT4"-"4-1}'

Puisque cette valeur devient inf in ie en même temps que v, la
série (44) est divergente au point considéré ^ir.

17 (1). Je fais remarquer que la série conjuguée de la série des
cosinus (44)

00

(4?) ^^(y'k^m'^kx

/•==!

est aussi la série de Fourier d'une fonction partout continue et de pé-
riode 2 T:. En effe t la série

,^ay,sin)i^ J2
a-=i\-.i /.

est un i formément (et absolument) convergente dans l'intervalle

Ol-:,:^- 2TT.

[ î ) Voir ma Note IV.
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VIII. — La singularité relative à une paire de séries de Fourier
conjuguées; pour nn seul point et pour des points partout denses
dans un intervalle.

18 (1). Une série de puissances^ convergente dans le cercle \ z \ <^ î et
représentant pour \z\ ̂  î une fonction partout co'fitin.ue, peut-elle être
divergente dans un point de la, circonférence \z\ =2 i ?

C'est M. Pringsheirn qu i , a posé cette ques t ion . Elle esl i d e n t i q u e à
la question suivante : Existe-t-il une paire conjuguée de seri(îs de
Fourier, dont chacune appartient à une fonc t i on paHoul c o n l i n u e ei
de période Û T T et telle qu'une au moins do ces deux séries de Fourier
soit divergenle pour une certaine valeur de la variable i n d é p e n d a n t e
(par exemple pour la valeur zéro)?

^ La réponse est affirmative. En eltel les séries de Fourier (3G) et (\^)
forment une telle paire.

Nous voulons traiter ici celte question indépendamment des para-
graphes V, VJ/VII.

Considérons donc la série de puissances de la var iable complexe z

(48) 1^^-s'
/•Kl

Puisque
lîm a :̂:.̂  o,

la série (48) est convergente pour \z\ <r. Je veux main tenan t démon-
trer que la somme de la série (48) pour |s |<ï est continue da/u le
domaine par f€ut\z[^ î . Considérons en efiet la série

(49) fi^
ou

fflf é^î • * * î ffvf

(1) Foir ma Note IV.
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désignent de nouveau les nombres

La série (49) ©st une série procédant suivant des polynômes entiers
de la variable complexe z. Mais cette série est uniformément (et abso-
lument) convergente sur la circonférence [ z | = î [voiries inégalités
(16), (17)]. Donc elle est aussi uniformément (et absolument) con-
vergente dans le domaine total J S J ^ T , d'après des propriétés bien
connues des fonctions harmoniques. Pour j s j <;i les valeurs de cette
série (49) ̂  ̂  ^a série (48) coïncident [voir l 'équation (3o)] ; donc
la somme de (48) pour |^ |<^i est effectivement continue dans le
domaine parfait |^|5 î .

pour z = î la série (48) devient

y.i -h 0(3 -4-. . . + <^k -+- • • • •

Cette série est divergente. Donc le cercle \z\ == î est le vrai cercle de
convergence pour la série de puissances (/i8).

Nous avons donc obtenu le résultat :

La série de puissances

^ ,.a/,^s
est convergente pour \z\ <^ î et sa somme est continue pour \z J5 î ; elle est
pourtant diçergente pour le point z === î de son cercle de convergence.

En outre , la série de puissances (48) est à l'exception d u p o i n t ^ = = ï
partout convergente sur son cercle de convergence.

Elle est même uniformément convergente sur chaque arc

C1^ £^27T—£

de cette circonférence. Ici & désigne un nombre positif, aussi petit
qu'on veut, mais fixe.

19. La série de puissances (48) montre la singularité en question
en un seul point de son cercle de convergence.
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Considérons m a i n t e n a n t la série (le pu issances

[ î>o) y,^\([>0) 2e

où les a^ désignent de nouveau les nombres d é f i n i s dans Palméa 13,
et les À/(. les nombres dé f in i s dans l 'alinéa 'KL

D'après les alinéas 16 el 17, i l est évident ((ne :

La série de pui lances

est convergente pour \ z\ •< ï , et sa somme e^'l continue daiï.s k. domaine
far f au \z < i.

Mais elle est diver^e'fUe pour les points

rn :::::: o, ± î , :±" a, . .,,
/^:=±r, ±a, ±:^ ....

y^< sont partout danses sur son cercle de corwer^ncc.

En réunissant les résultats des alinéas 18 et '\^, n o u s p o u v o n s d i r e :

La série de pwssanae^ d'une fonction analytif/ife peut •être diçer^fite
sur son cercle de convergence même dans la (m oà elle pa^ae ^/^^y^^"
m.entà d(^ valeurs frontière partout continua sar w cercle de conver-
gence, La série de paùsances pei.U être dwer^ente dans an tel ca^ non
seidement dany un ffeulpoint du cercle de convergence, maùaumdaMde^
points partout derues de ce cercle.

IX. •— Vérification sur l'exemple an paragraphe V de mon théorème
sur les moyennes arithmétiques.

20. La série de Fourier d'une fonction /(^) bornée et mtégrabio
est sommable dans un point où la fonction f(œ). esfc ccmtimie; ""e'est-
à-dire pour un tel point la suite des moyennes arithmétiques des
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sommes de Fourier
s , ( ^ ) - } - s , ( x } s^x} +^ i (^)+ . . . -4-^(^)

M^). ———,———- - —————^—————. • • •

est convergente, ayant comme limite la valeur/(;r).
La démonstration générale de ce théorème est, comme on sait, bien

simple.
Depuis la communication de ce théorème (1900) j'ai cherché

l'exemple d'une série de Fourier (appartenant à une fonction partout
continue et de période 27:) pour laquelle on peut démontrer ce théo-
rème par un calcul particulier. En d'autres termes, j'ai cherché à
trouver u n e fonction/(^-) spéciale, ayant une série de Fourier, sur
laquelle on puisse vérifier le théorème ci-dessus. Je crois que beau-
coup de lecteurs on t sen t i le manque d'une telle série de Fourier à
coefficients numériques (appartenant à une fonction partout conti-
nue) , sur laquelle on puisse pour ainsi dire voir la convergence des
moyennes ar i thmét iques vers la valeur /'(^) de la fonction développée.
Un tel exemple, s'il est suff isamment s imple, donne certainement une
illustration très vive du théorème général. Je n'ai pas réussi a faire
cette vér i f ica t ion sur les exemples de du Bois-Reymond, M. Schwarz,
M. Lebesguc, etc.

Mais il est très facile de faire ce calcul vérificatif sur mon exemple

(36) ^^.COSÂ-^
/•-i

et c'est ce que je veux montrer dans les lignes de cet alinéa.
La série (36) est la série de Fourier d'une fonction partout continue

et de période 2?:. Pour ,r==o elle devient
(5 l ) a i+aa+ . . .•4-a/,+. . .,

et cette série est divergente. Maintenant je veux montrer par un calcul
direct que les moyennes arithmétiques de la série (5i) convergent, et
notamment vers la valeur/(o) == o (1).

( 1 ) On a /(o) ==o. En cfl'ct
/' w \

f(.y) == ( ^ . «A. cosA-.r j (o ̂  x $ 'ATc)._.....„„.„.... .,.., . „ . , „ . , . . , , . . . . , \^^ y ̂
Donc

y'( o ) == o + o 4- o 4-. ".. =o. 1 •
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Considérons d'abord la somme

(^ ) ^ •+• ——— 4-. . . "-!•" ï — î - • • • — - •\ / ^ ii, -— i n

\ Sa valeur est, égale1 à zéro.] Nous pouvons aussi la regarder comme
série infinie dans le sens su ivan t :

/ 5o\ — .4» ——— .4.. , . 4- JE — ï — . , , — - -4-" o ••41- o 4"1" û - S 1 1 1 1 . - - »
' ! ^ / /<; ^ — i fi

La n1""111 somme partielle de cette série
î ï

n ! n - - 1

est aussi grande qu'on veut, si n est su f f i s amment grand, J 'a l t i rme
maintenant que les moyennes arithmétiques de la série ( f » 2 ) ( ) ) sont
toutes plus petites que 2, quelle que soit la valeur du nombre ent ie r
positif n.

Démonstration. — Désignons par

0',, erg, ..., sr^

les sommes partielles de la série (^),
On a donc

î _ î î
1 """'" n9 2 " /t n — t

.le vais discerner trois cas ;

(a), i ^ / c ^ n . Alors

^+izLl4^.4-..irJ:t-ï)
cr^g^*»»^-^/. ^ n n — t /t •---1 ( /»• —" î )^ ^ : ^

/1^ /;, ».« î /^ ...,..„„. ( /, ».»,„. î )
^ /<• /// •'— î ' ' ' n '•— ( A* "•"••-" î 1 ) 1 î -h- s -4-. .. 4- ï /»'< ^ ^ « , ^ » « _ « ^ , -:.»^»^^^^—^-^^ r,

( 1 ) Cô sont des valeurs positives*
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(A). /i< ̂ 5:2/1, c'est-à-dire k == n 4- r, où o<r^/z. Alors

o"i4- o-g-4-...-h o-/, _gi 4- 0-24-...4- a^.,.,.
/c /& 4- r

^ I / /l •^ r _ /j. 4- /• — i /•4-r r /• — r i \
~^-4-/- \ n n — ï 4 - . . . 4 - — ^ — ^——— _...„,„ ̂ j

( n r

-^ l V /' "̂  ^ _'V /• — y -4-1 \
^ 4- r -^ ï ~ ~ ^ J : ï )

V = 1 V == 1 /

/ /> /' " \== r / V ^' •+• ^ _ ̂  /' — v 4- t ^ r •+- ^ \
~~ n + /• \ ̂  ^ " ' ̂ j y " ^ Z^ ~^~~ j

\^==1 ^ = 1 V > = / - 4 - 1 /

/ /' // \— r / \^ ^ ̂  — I ^ /• 4- v \
//, -4~ r ^ ̂  v ^»Â : s ; J

\V=1 v==r-t- l /

<7^-^7- [ /••3- l- ("- r )•^
a//-rzr ———— < 3.

/l 4- r

(c) ( f ). 2/?, </:<;3o, c'est-îi-dire /' = n 4~ r, où n <r < 4- ce. Alors

O-t 4- Q'2^ •+•—— -I- ^k _ 0"l 4- 0-a + - • - -^ O'//.+r
/>;• ^ 4- /•

r ( n 4- r n 4- / • — i r 4- r== ———— ———— 4- ——————— 4-. . .4" ———
n 4~ r \ ri n — j j

_ ^ _ r — i _ r — n -\~ i\
i 2 " " ' n )

( n n \
_ i ^ r 4" v -^ r — ^4 -1 \

/i 4-r ^ v " " ' ^L i z i J
V = l V==l /

/î.

I X,̂  2V — Ï 9. /?. 2 /Z^^ ————— y —————— <^ ————— -̂ —— ^ ^
/z 4- r A^ v 7i 4- /• 2 /^

v== 1
Donc pour la série (52) on a

c^l-±-^-——£&<2 (^,3,3,...).

(r) Je ne traite IQ cas ( /?) que pour être complet. Je n'en aurai pas besoin clans ce
qui suit.

Ânn. Éc. Norm.,, (3), XXVÏI I . — MARS 1 9 1 1 . l3
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Cela étant, posé je vais démontrer que les moyennes a r i t h m é t i q u e s
de la série (5i) convergent vers m'o.

Désignons par
^i , .^» . . . » ^ . . .

les sommes part ieJles de. la série (^ : i j . Soil . k une v a l e u r que lconque
de l ' indice.

Divisons k en parties comme i l su i t (1) :

on
Â-=^i4"^a"+'. * .••4-^4- r

o S/^ ,^.4,1,

Alors

iL.tL̂ idLl:-!4" 'y/(l »....- 'çl ""1"1 <v2 4"t ' ' "4M A>/1'
/C """ ^^ ..4-. ̂  + _ . 4.,.,, ̂  .4.,.. 7

— îi-i--!î iî ^̂  ^ < 1 1 1 1 ! 1 • 1 1 "+""' ' • . ' t"'}"l" •^•4- w. - 1 1 1 1 ^" " * -
^4- ̂  4-. . .

- iL±Jl±̂ r±Ĵ  i .. ^^r4 ' ---^1 '^^^^ i .,..i... ^ g --»„„-.-..————,.,..,,̂ , ,
_.____ÏL——«—_^^

î 4-" fff -+ ...

Mais, d'après les inégalités sonîi ( a ) et ( h ) ,

A'ï -h A'â '+"*.. 4- A^ {^.__.__<^^

^,-^-4"... 4- ̂ ,̂  „,, î

f̂ii-i.±̂ î ^ ^ Jl
^ <„, ,̂.,.,̂ ^ ^ ;

donc

îl±^t__f^^^^
/: " y^ .""̂ Ç^TTTT"̂ ^

^ + El 4. .. ̂  .. _C.—
_l_l____g^_ ̂ ...,l.,.,_Ll,_.̂ .,_^ ( ^ .4 -1 ) 2

^1 + .̂ ï + • • • ^•1 é''v + /t

( t ) Nous prenonB dô nouveau ^v=== y-^ (v s= i, 2, 3, »..).
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Mais, d'après les théorèmes connus sur le centre de gravité, cette
fraction converge vers zéro, lorsque v (et par suite aussi k) devient
infini.

Donc
li,n^±^+__t^^o.
Â-= 00 A"

Lorsque y(.r) est une fonction partout continue et de période 2rc,
alors les moyennes ar i thmétiques de la série de Fourier de fÇoc)
convergent uniformément vers fÇoc) dans l 'intervalle o^<y$2'n:. Je
crois qu'on pourra aussi vérifier cette propriété sur la série de
Fonrier (36). Il faudra seulement faire un examen préalable des
moyennes arithmétiques du polynôme (1)

cos.'r cos2«f COS^A' c os 'înx
n n "— i i n

APPENDICE.

Nouvelle expression pour les constantes de M. Lebesgue.

Nous avons vu que la série de Fourier
co

(36) ^ a/,, cos/i\'z'
Â'= i

de la f o n c t i o n partout c o n t i n u e et de période 2TC
/ 00 \

(38) (^a/,cos/^\
^,k-.\ Av

( 1 ) Ce pai'd^rtiphc est à comparer ail paragraphe IV de ma Noie ÏIL —II est intéressani

(J'eiivi.ya^er la série ^.^Â- îîos/r./;, en employant dans la défi ni lion des nombres a/, ('voir le
/;• =„ i

paragraphe IV de ee travail), non pas les nombres

^\^, ...,-^ ...
ïnaitS l<ïB nomhnïs

^\ ̂ \ . . * , ̂ , ....
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est divergente pour (V == o. Pour x == o In série ( '{fi ) dev ient

a ,"-4- 0^4""' . . ! " 1 a / . - 1 ) 1 - . . • »

Les soriHïies partielles de cette série sont des nombres non ué^'alifs
enire lesquels on trouve des nombres ;iussi gnuids que l'ou veut , hien
(lue la foncliou, à laquelle la série (3(i) appar î ien î eonuue série de
Fourier, ail une valeur absolue plus pelil.e que

V ^
^Jv2

v «;" ï

Soit /(^) une fonction bornée el inté^niibif* daus l ' interval le

0 .2 .T ,.,- 27T,
Soit de plus

pour
.A^l^

0 .::.r : ^7T-

Nous posons la question : Quelle est la limite sn|ïér i<»nre<le[tV^f.r) [ ,
lorsque f(x) parcourt l 'ensemtde des (onct ions bornées e( iufé^raides
assuj t^ l t ies à la condi t ion |./Ï.^)|^i [)onr o 1 1 1 . r ' . ' - 21;? Ici ^(^) désigne
la n"'""' somnK* par l i td l î» de. la série de Fourier de /'( .1")» // une certaine
valeur de l'iudice, x une certaine valeur dans riutervalle 0 ' j* ':. 21T.

Dans le para^raph.e ,1. de ma Noie Illy j'ai démonîré, en suivant
M. Lebesgue, qn^nne telle limite su()érienr(* existe, qu'olle r^st indé-
pendante de la valeur de »r, e( (jn'elle a comme valeur

/^. % /'*" ^\\\(^il -4" ï ) l , , ,.
(6ï) p/,-r - ——————^ (H (n ::= o, î , '^ 3, ,..).TT,/,, 1 mu

Puisque la limite supérieure est indépendante de ,v, nous nous
restreignons à la considération de la valeur ^ == o.

Alors 'la fonction

( •̂ /! ) si ̂ n. si n ( 2 n -h ï ) — ( o 1 x ^ ̂  IT )

est celle dont la, /^i<'m<< somme de Fourier a pour.r=o une valeur
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(positive) qu i n'est pas plus petite que la valeur absolue de la 7Ài('m(>

somme de Fourier pour oc = o d 'une fonction /"(^) que lconque ,
satisfaisant pour ô^o^aiT à la condition Jj^^j^i.La valeur de^(o)
pour la fonction (54) est en effet égale à p/^.

A l 'endroit cité j 'ai aussi établi l'expression cisymplotique pour ces
constantes importantes

po» pi? • • ", p//»

que j'ai nommées « les constantes de Lebesgue de la série de Fourier ».
J'ai trouvé notamment

pn== -^îogn 4-Co-h-s/,,

où
TX.

"'^^•f {.'Siu~'t)'"~1''f '"S1'!')"»'"'".^'^-^'-r'0^"1
et

îim 8^-=: o.

Dans les lignes suivantes de cet Appendice j e donnerai une nouvelle
expression pour la constante de Lebesgue p,^.

Soit
y

(5f) ) sign. si ri (a/?- •+-1) — == ly 4- /i cos.r -+-. . .-+• /y COSV.T -+-. . .

la série de Fourier de la fonction sign.sin(2/i -t- i )^- C'est une série
des cosinus, puisque

. / '2 TT — X . . . ,. .Tsi g'n. s'm ( 2 ri 4- i ) ———— ==- si^n. s i n ( 2 /^ + i ) — •

Alors
p,,== /o+ /i4-. . .-t- //z.

H faudra donc seulement établir la formule de /v.
On a

^27Tr r x/,/:r:" — ^ sign. siii(2/^ •-h-1)—cosv^<:/a? (^ == î , '2, 3, . . . ) .
'̂  ^rt ^
7r^ 2
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Donc
UtopOLï) FKJKis.

TT/v
^ 271;rsinv^'i2^"! .̂..Î Lsi(lv.^lT'2/<":l^

i aïe
a7r""i""î

4~-. . . .4- .SHiV.^

îl.s.n^sin.^sin3.--..-.sin.^+....,,.»(.,,„,„„.,„„,,

Mais

""^-"-^••^^(.---Q.-sin./^......^*'0^^

donc
aTTBltl/< ^-.

^ n -{-17T /^ ̂ • c'osvTr.rçCOBV "
Mais

et

2 /^ •-1-.. i

COS^TT ^= (— nv

s in nv - 27r
a //, -4« ï ^sm-J^L,

^ ̂  •4-. i
9. /'/, "4- T ,--..< 'r /

''""-ïTrT-^-^f^
-^•OS^TTSi l l

VÎT

a// .4-̂

1 —11^

2 /<? -}- î —(,.„„«, î)^,^,
y/<? ?-

S 1 0 V—____
^^"=^ ———^L±L „.. ^ TTv ^T^ -~ :• (;n^-v-~l..

cosv •
^^nous obtenons (1) a/ï 4<

(56) / _ à x
"v— — — Uum'v..7r r b /

TT
'̂ ^77 (^^r 4 2, 3, . . .),

-;^^;^^^^^^^^^^^^^^^^
^gniièro, j)d,quo • ^^-+U;;. on 1, loo^on UUîg^ <|ov^t

entraîne <Î rf -(aw-n^

a v =s ( % ,/ji 4, ( w ̂  ̂  ,.,. ^
^ qui est évidemment impossible,



SINGULARITÉS DE LA SÉRIE DE FOURIER DES FONCTIONS CONTINUES. Iû3

C'est /o (lu'il "ous reste à calculer. On a
/-»2'TC

, l i - ' , . • a / , ï 27: Ï^=: — ï sign. sm(2/i -+- i)--û?.x'== — ———— ^. ———- .
27T^ 2 ^ 7 T 2 / î - t - I 2/14-1

.Vo^ avons donc trowé^ pour la constante p,/ de Lebesgue, l'expression

(57) P^.^+^^^^i^ (^-o, i ,2,3, . . . ) .
\'=: ï

On voit qu'on peut traiter les constantes p/^ de Lebesgue au moyen
de la courbe

j/-==lang^,
TT

Q<x<^

Je crois qu'il ne serait pas difficile de déduire les propriétés des p^
de leur expression nouvelle (57).
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