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SCR

LES VIBRATIONS LONGITUDINALES
QUE PRODUIT,

DiNS UNE BARRE ÉLASTIQUE,
]LA VARIATION DE SES TEMPÉRATURES;

PAR M. J. BOUSSINESQ.

SûMMAiRrs. — ï. Vibrations spontanées d'une barre à bouts fixes et imperméables à la
chaleur, qui se met en équilibre thermique avec une atmosphère à température con-
stante. — II. Vibrations spontanées d'une barre libre, se refroidissant par contact à
ses extrémités et par rayonnement ou convection à sa surface latérale. — IIÏ. Cas d'un
échauffement préalable instantané.

I. —-Vibrations spontanées d'une barre à bouts fixes et imperméables à
la chaleur, qui se met en équilibre thermique avec une atmosphère
à température constante.

1. DCHIX jeunes docteurs es sciences mathématiques^ MM. Roy et
Annycke, viennent d'étudier en détail, dans leurs thèses de docto-
rat (1), les deux problèmes de mouvement vibratoire probablement les
plus simples que comprenne le domaine abordé en i835 par Duhamel,
au Tome V du Recueil des Sawnts étrangers de l'Académie des Sciences
{Mémoire sur le calcul des actions moléculaires développées par les chan-
gements de température dans les corps solides). Ce sont, respectivement,

( 1 ) Recherches sur les propriétés thermomécaniques des corps aûîides^ par M. Louis
Roy (Gauthier-Villars, 1910). — Contribution à l^étucle thermomécctnique des tiges et
des plaques, par M. Annycke (Gauthier-ViUars, 1911).
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les deux quest ions : i° du mouvement longi tud ina l pris spontanément
par une barre de longueur /, s 'étendant, de x == o à x = l, le long de
l'axe des x^ à bouts libres de toute pression sensible, mais en con-
tact (par exemple) avec un l iqu ide à la température zéro de l'at-
mosphère ambiante, quand cette barre, supposée portée in i t ia lement ,
sans vitesses visibles, a des températures données , se refroidit peu
à peu, par rayonnement ou par convection à travers sa surface laté-
rale et par contact a ses extrémités; 2° du m o u v e m e n t analogue pris
par la. même barre, mais à bouts ( x ===• o, x = l ) imperméables à la
chaleur et fixés dans les situations respectives de leur éteit naturel à
la température zéroy lorsque celte barre, après avoir été portée de
même, sans vitesses visibles, à des tempéra tures données 0==/'(.^), se
refroidit par r ayonnement ou convection dans ratmosphère ambian te .

Tels sont les deux problèmes, traités, le premier par M. Roy, le
second, par M. Annycke, que je reprendrai, ici pour en s implif ier no-
tablement les solutions, en mon t r an t el ut i l isant d ' i n ( i m e s rapports
que j'ai aperçus entre eux.

2. Désignons par ^, à l 'époque /, le pet i t déplacement , s u i v a n t les x,
de la sect ion matérielle cr de la barre dont l'abscisse d'état na ture l , à
la température zéro, était x; et soit, par suite, — la di latat ion l inéaire
des libres long i tud ina les à travers cr, dilatation dont une partie,
due à l 'élévation 0 do la température, est DO, si I) désigne leur coef-
ficient donné de dilatation thermique, et dont l 'autre partie-1— DO,
seule élastique, égale le quotient de l à tension qu'éprouve la barre à
travers cr, par le produit Ecr de l'aire cr et du coefficient donné E d'élas-
ticité des mêmes fibres, que nous supposons homogènes. Cette tension
a donc pour formule E o - ( ^ — D O ) ; et, si l'on appelle? la densité à
l'état naturel, ou que pcr dx exprime la masse d 'un tronçon de barre et

^î'€

pcrrf^—j sa force motrice, celle-ci égalera l'excédent,
p / cl^ ,. dQ\ ,Ecr —-—i.)— dx^\€l^;î dx )

de la tension exercée à travers là, seconde base, d'abscisse primi-
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tive a? + dx, su.r celle qu'éprouve la première, d'abscisse primitive x.
L'équation indéfinie du mouvement sera ainsi, sous la forme la plus
simple, où a désigne la vitesse i /^ du son le long de la barre,

rn • -L^j^^li^^îi^s / a1 d^ dx1 ~~ dx

Quant à la température 0, dont la dérivée en x figure au second
membre et qu' i l faudra déterminer préalablement, l 'équation indéfinie
qui la régit est, à très peu près, celle de Fourier ou plutôt de Biot, bien
connue, que j'écrirai
/ , . l T dQ , ,. d'1 Q(2) ~ — +/^=: c——^

a al dx1

b et c désignant deux certaines constantes positives données.

3. Formons d'abord les autres relations, et les solutions simples
correspondantes, pour la seconde des questions posées, celle de
M. Annycke. On y a, comme conditions relatives aux deux extrémités,
/< ! \ / , -,. dQ ^(o) (pour x =: o et x =: /) — := 0, ^ := o.

ClûC

Restent les condit ions d'état in i t i a l , ou relatives à l 'instant ^ = = 0 ,
don t l 'une, des à présent évidente, consiste à y annuler les vitesses —'

Quant aux autres, M. Annycke admet des températures primi-
tives, Oy==y(^)y produites, un peu antérieurement à l 'instant t = o,
avec une lenteur suffisante pour que la barre, à extrémités fixes, y soit
en équi l ibre mécanique o u . soumise à une tension constante d'un
bout à l 'autre : d'où il suit que la dilatation élastique ^ — D O ^ ,

o u — f ^ — D / OoJ^) , s'y trouve indépendante de x. Donc la fonc-ax \ Jo / "

J ^'lion Ço —" D OyfZ'r, nulle, d'après (3), pour œ = o, y est proportion"
„

r 1
nelle à .z"; et, encore d'après (3), elle égale -— D j Q^dx pour oc= /.

JQ

En résumé, l'on aura
/ r'^' v r 1 \

(4) (pour< î==o) (3=:0o=/(^). ^=D / e,dx—^ Q,dx .
V^o i ̂  /
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Ces dernières formules, seules équations du problème où fleurent
des termes ne contenant pas 0, i; ou leurs dérivées, montrent que, si
Fon décompose la fonction (^^/'(.r) en plusieurs parties, les expres-
sions totales de 0 et de Ç en x et en l seront les sommes pures et simples
des expressions partielles qu'on aurait eues en réduisant successive-
ment 0(, à chacune de ces parties.

Déduisons d'abord de là que le problème se dédoublera en deux,
correspondant , l 'un , au cas où /(^'') se réduirai t à la moyenne de ses
valeurs effectives d 'un b o u t à l 'autre; le second, au cas où/"(<r) serait
partout l'excédent, sur cette moyenne, des valeurs données et devien-
drait ainsi une fonction à valeur moyenne nulle.

Le premier cas est celui d'un échauffement ini t ial O^ uniforme, où
l'équation (2), complétée par les premières (3), condui t à prendre
simplement 0 == O^"^. Or alors les équations en Ç donnent 1; == o, avec
une tension de la barre, — E c r D O , uniforme aussi et graduel lement
évanouissante» Ainsi, le phénomène consiste en un simple refroidis-
sement commun de la barre, avec décompression graduelle, sans
aucun des mouvements longi tudinaux qu'on se proposait d'étudier.

4* .1.1 y a donc lieu de se borner au second cas, celui où la fonc-
tion Oo, c'est-à-dire /(^), est de valeur moyenne nul le . 'Et l'on a alors,
comme conditions d/état in i t ia l ,

y;" ^'v ^l

(5 ) (pour^o) /)=::ç„•=/(^), -1=0, £=:1) / 0,dx, avec \ Oy^=o.
di ^O ^0

Formons des solutions simples où 0 soit le produit, CTX, d'une con-
stante arbitraire C par une fonction, T, de t seul et une fonction, X, de
l'abscisse x seule. La substitution de TX, dans l 'équation (2) divisée
par Oy montre que les deux quotients de T par T et de X/'parX doivent
se réduire à deux constantes, -"^aet — a 2 respectivement, reliées
entre elles par la formule

(6) (3=^+cû;2.

L'onadoncT^- ?aT, X^ - a^d'où aussiT^ - paT^^r T,
X^ == — a^X') ; et l'on pourra prendre (à des facteurs constants près),
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va d'ailleurs les premières conditions (3),

(7)
T-=<r-K X==cosa^ a == "r

(^ étant l 'un quelconque des entiers ï , 2, 3, . . . ) .

Il résulte de là, pour correspondre à 6 == CTX, une forme de S,
ATX', proportionnelle à TX' et vérifiant toutes les conditions, sauf les
deux avant-dernières (5) d'état initial, c'est-à-dire vérifiant l'équa-
tion (ï) et les condi t ions Ç == o relatives aux deux bouts oc == o, x == l.
En effet, l'expression /cTS! de ^ outre qu'elle s'annule, comme X',
pour x = o et oc = /, change le premier membre de (ï) en A((32 4- a2) TX'
alors que le second membre est — DCTX'; il suffira donc de faire k
égal au quotient de — 1)C par la somme a2-}- (à2. Enfin, l'on satisfera
aux deux avant-dernières condit ions (5), d'état ini t ia l , en a joutant à
cette solution particulière la solution générale de (ï) sans second
membre^ spécifiée de manière à ne contenir x que par le facteur X/

(en raison des conditions ^ = 0 aux deux bouts oc=o et x ===/). Il
vient a inai , avec deux constantes arbitraires A et By

(8) Ç=—-^-.CX/(ê--13^+A.cos^a^-}-Bsina^).

L'annulation, p o u r ^ = = o, de la dérivée première de ^ en ^ conduit
/a ^ CX/7

à prendre B égal au rapport 1— Après quoi, 0^ étant ici CX = — —r"?
l'avant-dernière condition (5) devient, après division par — DC,

X^^A.)^! fx^—1 7 ou I+A ^ J - A et ^-ê^-^JT - ̂  x €u "- ^-^ ou ^+ p2 - ̂  - ̂  el A - ̂

En définit ive, si l'on appelle Q la fonction du temps t seul exprimée
par la parenthèse de (8), qui est maintenant

6 02
(o) Ç -^ €•'"^4- -'-s'înaa^ -h •--.cosûcaf\ J / ^ ^2

^ ^-i3<a^ By^,.,^—bL sin (a^ -4- arctang ' 1^)?
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la solution simple du problème de M. Annycke sera

( 1 0 ) 0=CXT, ^==^1)^^,

où a, p, X, T, ^ auront les formes (7), (6) et (9).

5. Appelons S une somme de termes analogues, avec tout autant
de coefficients C distincts, où i recevra successivement les diverses
valeurs entières î , 2, 3, 4? • • • ? et la solution générale sera celle de
M. Annycke,

Ça sh'ia.T,
~^^

i ^ f\ v ri rj , -r •rv V Cash'ia.T-,(n) 0=iC<^COSa^ ^I)^-^^-^^,

à la condition de développer préalablement la fonction donnée
f^ •==f(x\ de valeur moyenne nulle, en une série 2C ces y.x de termes
proportionnels aux cosinus des multiples d 'un même arc, par la for-
mule trigonométrique usuelle (FEuler.

M* Annycke se donne, par exemple, 0^ l inéaire en x^ ou propor-
t ionnel à ' l a distance au milieu de la barre: ce qui suppose celle-ci
chauffée sur une de ses moitiés et symétriquement refroidie sur
l'autre. Il trouve ainsi

pou r ôo :::: m ( ;/; — - )

( t2 ) ( ^ zéro (pourrpair),
r ̂  9tfn r" COSÎTC !
(,, — — -— ———_——— :r: ' ^ {^ ji a — "-y- ̂  (pour i impair ) ;

et par suite, en bornant les séries aux termes où a, j3, Q correspondent
à des valeurs impaires de i :

d.'m^ /j , cos^.r, —— y ft—pac—————
l Â^ ^ ?

/ () », I

- ., [\rn ^ s î n ^ ^ r^P<^ p^/S^Tô^ . / . 6\1^ r= ̂  i) ^ —— ̂  L - Ï — ^ L sin «a/' + arc lang1- ) •
l A « ^ a " + p ^ l a a^ \ ^/J
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II. — Vibrations spontanées d'une barre libre, se refroidissant par contact
à ses extrémités et par rayonnement ou convection à sa surface latérale.

6. Passons main tenant au problème traité par M. Roy, où les deux
extrémités x == o, oc === / de la barre sont libres de toute pression
sensible et maintenues à la température zéro. Nous y appellerons 0'
les températures et ̂  les peti ts déplacements. Le mouvement , produit
à partir de l'état naturel à zéro par de simples variations de tempéra-
ture, sans pressions ni tractions extérieures, aura laissé immobile le
centre de gravité; en sorte que, si ï)f(x) y désigne les déplacements
initiaux ^, la fonction fÇx) aura sa valeur moyenne nulle, comme
l'était celle de 0^ dans le problème de M. Annycke (n°4).

D'ailleurs, M- Roy suppose ces déplacements ^ purement ther-
miques, ou dus aux d i la ta t ions linéaires D O ^ des fibres par la chaleur

^x

et, par conséquent, égaux à J) W^dx 4- const. Enfin, il admet,
0

comme M. Annycke, que la production des températures initiales 6^,
un peu antérieure à l'époque / == o, ai t été assez lente pour ne pas se
trouver accompagnée de vitesses perceptibles.

Les conditions d'état in i t i a l seront donc exprimées par la troi-
sième ligne de formules du tableau suivant, où j'ai réuni toutes les
équations du problème (dont les autres sont évidentes) :

/ i dQ1 ,^ € l î Q r i d2^ d^ _ ^d6f

aW^hQ=:CZ^' ^^^^-~~ i}^;

( ï 4 ) 1 (pour .v-=. o et ;r== l ) Q'=zo, ^=.o;

(pour £ == o) 9 ' ^ 6, ==/^r), -^ =o, ^'-= D/(^).

Or on y satisfait en prenant simplement pour 6' et ^ les dérivées
premières en x des fonctions 0 et Ç du problème précédent, où /(^)
serait la même fonct ion donnée, à valeur moyenne nulle, que dans le
problème actuel. Effectivement, les équations (2), (i), (5), différen-
tiées en x, deviennent immédiatement la première et la troisième
lignes du tableau ( ï4 ) ; et, de plus, les deux premières équations (3),
relatives à 0, sont les premières, O ' = = o , de la seconde ligne du
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même tableau. Quant aux deux autres de cette seconde ligne, reve-
nant à annule r la dérivée seconde de ^ en x aux deux bouts de la
barre, elles résultent de ce que l 'équation (i) s'y réduit à son second
terme, en raison des dernières (3), différentiées deux fois en t, et
des premières (3). Ainsi, la dérivée en .v des fonct ions 0 et Ç de
M. Annycke résout le problème de M. Roy.

Inversement, la dérivée en x des deux fonctions 0' et ̂  de M,. Roy
résout un second problème de M. Annycke, pourvu que 0^ soit une
fonction cont inue même aux deux bouts x == o, x === /, ou n'ait pas sa
dérivée en .r, / " { x } , infinie pour x^o et x = /; ce qui rendrai t
illusoires nos raisonnements. Car, si l'on dérive en x la première et la
troisième lignes du tableau ( 14)? il vient les lignes analogues du tableau
suivant, expression du problème par t icul ier de M', Annycke où f " { x ' )
exprimerait les températures init iales et où (T, ^ désigneraient les
deux fonctions inconnues :

1 ̂  + bû^c^ L^^^^^ ^dQW
a dt ' ~" dx^ c^ dt^ dx^ ~" H^

(i5) dff9(pour x = o et x =: /) — :^: o, ^r=r o ;
Cl'uG

( p o u r t = o) ^ ̂ f"{x\ ^ = o, ^= D/^^).

Et quant aux quatre relations de la seconde ligne, les deux der-
nières, ^==0, ne sont autres que les deux relations ana logues du
tableau (i4)» tandis que les deux premières sont ce à q u o i se réduit ,
aux deux bouts de la barre, la première équation (i4)? a cause de
l 'annula t ion qu'y éprouvent constamment, d'après la seconde ligne
de (i4)» rïon seulement ( ) 1 , mais aussi sa dérivée en /.

7. Les formules (i i) donneront donc, dans le problème de M. Roy,

/ r\ ! nf vn ^nf - ' r i •rv V^ C os " ^ C OS a/r( ï ô ) Q'-^—ICarr-i^sina^, ^ ^ î ) ^ ————^—^^—1 a2-^ p^

quand les températures initiales 0^ y seront —SCas ina^ en série
trigonornétrique de sinus procédant suivant tous les multiples d'un
même arc. Par exemple, dans le cas particulièrement intéressanty
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traité en détai l par M. Roy, où ces températures in i t i a l e s 0^ se réduisent ̂
à une constante m, dérivée en x de l'expression (12) de Ôo, il résulte
des formules (i3), où ne figurent que les multiples impairs de l'arc en
question :

/,/ (\m, ̂  p sina^^-rl^111-,-^
•ri 4^nY cosa.r [" n , fii/a2^ S^ / Q\~]
s = - ~T ^L ̂ jrpï |<-^ + ̂ ^^r—sin^^+arctHng^J.

Mais celles-ci (17) ne pourraient plus être différentiées en x, pour
fournir la solution du problème de M. Annycke dans lequel on aurait ,
comme température in i t i a le 0;; ou/^.r), zéro, dérivée de m en ce; car,
ici, l 'équation (Y == 0^ == m, de la troisième ligne du tableau (i4), n'est
compatible avec les deux premières, O'^ o, de la seconde ligne, que
si les températures i n i t i a l e s sont exprimées par m dans l'intervalle
seulement, compris entre les deux l imites x == o, x == /, et non à ces
limites mêmes. D'où i l su i t que cette fonct ion 0;, a sa dérivée infinie
aux deux l imites , ou ne peut y être diiTérentiée; ce qui rend alors
illusoires les formules (i5). Aussi, la série ^ figurant dans (f
cesse-t-elle d'être convergente à l ' ins tan t / = o, où elle se réduit
à ïi ces a/y.

8. Il est intéressant de comparer, comme l'ont fait MM. Rov et
Annycke dans le cas ( i7)d 'une di la ta t ion in i t ia le uniforme, le mouve-
ment d'origine calorifique à celui d'origine purement mécanique
qu'amèneraient, à la température constante zéro, des déplacements
init iaux t o u t pareils ̂  = I)/(.^) === DSCcosaa?.

Les équations en ^ du tableau (i4), prises avec (Y n u l , donnent
alors

' E , ' == .1) ̂  C cos ax cos a at.

Or, si l'on considère à part, dans la dernière expression (9) de e:,
le terme périodique, on voit que le déplacement d'origine calorifique,
donné par la seconde (x6), admet pour sa partie vibratoire, ou ab-
straction faite de termes exponentiels q u i s'évanouissent graduelle-
ment sans alternatives, la formule suivante :

( 18 ) Partie vihmtoire de îr:!) 7 .___. C cosa^ sin (O.at^- tire tani*' r } -j.j^+p2 \ ^y
Ann. Éc. Norm., (3) , XX VIII. — SEPTEMBRE 1 9 1 1 . 49
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Les harmoniques y sont de mêmes périodes que dans le mouvement
d'origine mécanique, avec ampli tudes respectivement plus petites, ou
réduites à la fraction de leurs valeurs qu'exprime le rapport

^ _P
y/a2 -4- P2

variable d'un harmonique à l'autre. En é l i m i n a n t (3 de ce rapport r par
la formule (6), on voit qu'i l satisfait à la relation

09) -^i^——^—^,r2 w ( h Y
- -+-ca

\a )

et qu'il varie, par suite, avec a, dans les mêmes sens que la
somme "̂  4- ça, décroissant en conséquence, à partir de l 'unité, quand
on y fait grandir a à partir de zéro, s'abaissant ainsi jusqu'à un certain

minimum, qui est atteint lorsque a = \ / - ? el croissant ensuite poury c
tendre asym.ptotiquem.ent vers la mémo l imi te î , quand grandissent à
l ' in(ini a ou le numéro d'ordre de l 'harmonique* Pour les harmoniques
d'ordre peu ou modérément élevé, et, par suite, propres à jouer un
rôle notable dans le mouvement vibratoire total et dans le son qui en
résulte, l ' ampli tade de ces harmoniques sera sensible, comparable à ce
qu'elle est dans le mouvement d'origine mécanique, pourvu que les
valeurs (7) de a y soient assez petites : ce qui arrivera si. la longueur /
de la barre est assez grande.

III. — Cas d'un échauffement préalable instantané.

9. Tant M. Roy que M. Annycke ont supposé, dans leurs problèmes
respectifs, l'état initial, Oy ou ôy des températures produi t , un peu anté-
rieurement à l'époque t == o, avec une lenteur suffisante pour s'accom-
pagner ou de leurs dilatations normales statiques 1)0^, ou des frressions
slauques corrélatives, sans vitesses appréciables. Or on pourrait le
concevoir, au contraire, produi t très rapidement à l'époque même
/ == o, assez pour n'avoir pas encore amené, à cette époque, les dila-
tations thermiques, ni, par conséquent, de déplacements ^ ou S; per-
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ceptibles, non plus que de vitesses , ' ' Alors les conditions
d'état initial, au lieu de se trouver exprimées par la troisième ligne
du tableau (i4) ou par les formules (5), seraient

(20) (pour /=:o) O^f'^x) od Q-=f(x^ .̂(...̂ olI...A) =0, ('E' ou 0=o.

Il est clair, par les raisons exposées au n° 6, que 0'', ^ égaleraient
encore les dérivées respectives en x de 0 et de Ç; et que, de plus, les
dérivées en x de 0' et ̂  vérif ieraient encore les mêmes équations que 0
et ^, avec/^r) à la place de/(.r). Mais il f a u d r a i t , dans (8), déter-
miner les deux constantes A et B de manière à annu le r , pour / = o,
outre la dérivée de la parenthèse fonction de t, cette parenthèse elle-
même. Il v iendrai t donc toujours B === ' • et, de plus, A == — i. Ainsi,
la fonction ^ donnée par (9) serait remplacée, dans toutes les solu-
tions simples, par celle-ci,
( 2 1 ) çî, == e """ ̂ at — cos a a t. -h- r- si n a at
' a

:= e •l^at— r — — 1 ^ - cos ( y.ai -|- arc lang L )•

10. A. cela près, les fo rmules (n), (i3), (16), (17) des intégrales
subsis teraient ; et, par exemple, dans le cas de la tige à bouts l ibres
refroidis par contact, la part ie vibratoire des déplacements oserait, au
lieu de (icS),

. x^ Cacosa;r / , . (3\( 2 2 ) — i ) T —======- cos a a^^ 4- arc l a n g — •/ ^J y/a2^ p2 \ a/

Les amplitades, pour les harmoniques de même période comparées
de part et d'autre, sont ici les produits respectifs, parj^ de ce qu'elles
éta ient dans le mouvement vibratoire avec déplacements thermiques
in i t i aux . Or, vu (6), ce rapport ̂  est l'inverse de la somme ^ 4- ça déjà
considérée au n° 8. II. est évanouissant tant pour a == o que pour
a i n f i n i , c'est-à-dire, tout à la fois, et dans les barres très longues, et
même, pour les harmoniques d'un ordre très élevé, dans les barres
de longueur modérée. Mais il peut devenir notable pour les valeurs
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de a intermédiaires, surtout pour celle, i/^ qui lu i f a i t a t te indre son
maximum —=•

9. \j bc

En résumé, les v ib r a t i ons s imples exprimées par (22), ou comprises
dans le mouvement spontané total , seront d 'au tant moins sensibles
que l 'é ta ient davantage les v ibra t ions de morne pér iode exprimées
par (18) ; et vice versa ( {) .

0) Le présent Mémoire vioni d'êtrû résumé dcins deux Notes insérées aux Comptes
rendus des séances de V Académie des Science^ l. CLUî, ï4 et % r août 1911, p. 409
CL /j.J2.


