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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES^

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

I N T É G R A T I O N

DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

DU PREMIER ORDRE D 'UNE SEULE FONCTION,

. PAR M. COLLET,
DOCTEUR ES SCIENCES.

Le problème de l'intégration d'une équation aux dérivées partielles
du premier ordre a été résolu généralement par Cauchy { ' ) et JacobL
Ce dernier, considérant d'abord la question proposée comme un cas
particulier du problème de Pfaff (^), lui a appliqué la méthode de
résolution relative à ce dernier problème, en démontrant toutefois
qu'il suffit alors d'intégrer le premier des n systèmes d'équations qui
se présentent dans le cas général (*^). Plus tard, Jacobi a donnéy
d^abord pour le cas de quatre variables ("^), puis ensuite pour le cas

(*) CAUCHY, Exercices cl''analyse et de Physique mathématique, t. ÎL
(**) PFAFF, Mémoires de Berlin, 1814 . — JACOBÏ, Journal de Crelle^ t. II.
(*** ) JACOBI, Journal de Crelle, t. XVII.
(****) Fo rie sun gc ri fur Dynamik.
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général ( ') , une méthode qui se prête facilement à l'intégration d'un
système d 'équations aux dérivées partielles du premier ordre d'une
même fonction, problème qui se présente dans différentes théories
mathématiques, en particulier dans la recherche des intégrales inter-
médiaires des équations aux dérivées partielles du second ordre (^)
et dans la recherche du facteur intégrant des expressions différentielles
du premier ordre. Il y a plus, la méthode même de Jacobi, pour Finté-
gralion d'une seule équation, exige la considération de systèmes suc-
cessifs d'équations linéaires aux dérivées partielles, et dont il faut
trouver une solution commune. Cette solution s'obtient, eu égard à la
forme des équations, en appliquant un théorème de Jacobi qui est
l'analogue de celui établi parBour dans son Mémoire sur l'intégration
des équatipns de la Dynamique {^) 9 où il l'emploie pour la sim-
plification du problème, au moyen des solutions particulières anté-
rieurement déterminées. On peut d'ailleurs étendre à des équations
homogènes quelconques, satisfaisant toutefois aux conditions d'inté-
grabilité, la méthode de Jacobi relative aux systèmes auxiliaires, en
dirigeant les calculs de façon à obtenir la solution complète du système
considéré ; c'est ce qu'a fait Boole (41^) qui, abordant directement la
question, est arrivé à des résultats conformes à ceux qui résultent de
la méthode de Jacobi. Quant au problème de l'intégration des équa-
tions simultanées quelconques, il a été considéré pour la première fois
par Bour clans son Mémoire sur l'intégration des équations différentielles.

(*) Nom méthodes pro intégrations...,, [Journal de C relie y t. LX).
(**) AMPÈRE, Mémoire m' l'intégration [J'oarnalde Ï'École,Polytechnique, t. XI et XII).
(***) BÔUR, Mémoires des Savants étrangers 3 i856,
(****) G. BOOLE, Philosophical transactions, i863.
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§ I. — Énoncé du. problème.

Le problème que nous nous proposons de résoudre est le suivant :

Étant données les relations
/t==o, /;==o,..., j^,=o

entre une/onction V, les variables q^ (72 » • • ^ <7^ ^^ elle dépend et les
dérivées de V par rapport à ces mêmes variables y trouver V expression de V
en fonction de q^, ^2,. .., q^ qui satisfait aux équations proposées.

Nous supposerons toujours, dans la suite, que les équations pro-
posées ne renferment pas la fonction cherchée; dans le cas contraire,
on la ferait disparaître par un changement de variable, en posant

„ -, ., , JU rfV dV „,U == tN, d'où — == t — ? —.- == Y,dqi dqi dt

U étant la nouvelle fonction cherchée et t une nouvelle variable indé-
pendante.

Si nous considérons maintenant que les valeurs des dérivées par-
tielles^,, ^ 2 » - • • î / ^ / z de la fonction V, prises respectivement par rapport
à q^ c ' a » * - - » <7/z? tout en satisfaisant aux équations proposées, devront
aussi être telles que l'expression p \ d q ^ + p ^ d q ^ - \ ~ - . . . - { - p ^ d q ^ i soit la
différentielle totale rfV, nous en conclurons que le problème proposé
peut encore s'énoncer comme il suit ;

Étant données m relations

f,= o, f, = o,..., f^= o

entre les variables <^, ^2 » • • • » qn61 ^s dérivées partielles correspondantes p ^ ,
P'^ • • * » pn de la fonction V, trouver entre les mêmes quantités n — m autres
relations qui y jointes aux premières, permettent de déterminer pour p , ,
p ^ y . . . y p^ des valeurs en fonction de ç,, y 2 , . . . , q^ qui rendent l'ex-
pression p^ dq^ 4- ... 4- pn dqn une différentielle exacte. La fonction V sera
donnée par l'intégration de cette expression.

La méthode que nous allons exposer pour le cas de m équations
comprend le cas particulier de l'intégration d'une seule équation.

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure» Terne VU. S!»



Î O INTEGRATION DES EQUATIONS SIMULTANEES

§ II. — Des relouions qui expriment que p^dq^-+-. » . + pn^ln
est une différentielle exacte.

L'expression p ^ d q ^ -+-.. . '^-pn.dqn sera une différentielle exacte si,
pourdeuxquelconques/^etpAdes quanti tés/^,/?3,...,/^, on a la relation

t.) (^^(^Y
\dqil \ d q k )

les parenthèses indiquant des dérivées totales.
Supposons quej^ etp^ soient exprimés en fonction de q^ ^2,. . . , <7/,

et d'un certain nombre des quantités p^ p^ ..., pn; soient /?)., /^.,...
celles de ces dernières quantités qui entrent dans^- ou^: la condi-
tion (i) devient alors, en développant,

^ 4. ̂ f^\ + ̂ (^PA ̂  ^. ̂ PL 4. ̂  f^\ ,̂  4^ /^\ ^
^< ^i \ dqi ) dp^ \ dqi ) ' t ' " dqk ' dp, \ dqj, ) dp y. \ dq,, ) ' k ' ' ?

ou bien, au moyen des conditions analogues à la précédente ( i ) »

( ^ } ^^^Y^-l d^(dPl\ ̂  ——^'-L (ÎElfdP^ 1 ^Pif^} ,{ " i d^ • dp^ \dq,J ~i~ dp^ \dqJ "t- "* — ̂  ^ dp; \dq^ 1 dp, \^,) ' • ' < "

Nous allons maintenant prouver que, dans cette égalité, ainsi que
dans toutes ses analogues, on peut remplacer les dérivées totales qui
y entrent par les dérivées partielles correspondantes.

On a, en effet, d 'une manière générale,

^ 3 ) f ^ ^ ^ ^ ^ V ^(dp^
\dq^) dq^ ^ dpa. \dq^) '

où a doit prendre successivement les valeurs des indices des quantités p
qui entrent dans l'expression dep^n; si m == i ou k, a prend successive-
ment les valeurs )., ^, . . . Au moyen de la formule (3), où m prend des
valeurs convenables, l'égalité ( 2 ) devient la suivante :

( ^ -j-V ^ ̂ i .̂ Y ^ Y f'P' (//^ \
„ . | ^li ^ ̂  ̂  ' ^Z^.'dp^ Z^^p. [ • d q ^ )

I ^^4.Y î ̂  .4 v ^EI v d^({{/)fff\
\ " dqk ^ d p ^ d q ^ ' ' ~ ^ d p ^ ^
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où a', comme a, doit prendre toutes les valeurs 1, p.,.... Si alors on
réunit dans un même membre les deux sommes doubles en permutant
les indices a et a! de l'une d'elles, on aura l'expression suivante :

v v ̂  ̂  rr^ - ?^"1^ ̂  dp^ dp a ' \\dq^) \ dq^ ) J

qui est identiquement nul le ; donc l'égalité (4) se réduit à la suivante :

/5.) ^^.^£1 +V (^^El ^ dpt d^} =0.
dqi dqk Za^\dp^dq». dp^dq^.)

Pour établir cette formule, or) n'a pas explicitement supposé que
l'expression de/?^ renfermât/^, ni que celle de^ pût contenir/^; mais
il est clair que les raisonnements précédents subsistent complètement
dans cette hypothèse, et, par sui te , que la formule (5 ) est encore ap-
plicable. Dans le développement de cette formule, il ne faut pas oublier
que les valeurs successives que prend a sont celles des indices des dif-
férentes variables/? entrant explicitement dans^- ou^, et que les va-
leurs de OL répondant a pi ne sont pas nécessairement les mêmes que
celles qui sont relatives àjo^; d'où il résulte que OL îie doit pas prendre
la valeur k dans la somme y ^ ^9 et qu'il ne doit pas prendre la

va leu r i dans l'autre somme y -/}L -^ La formule (5) développée sera
jfaiJa Upot. U(]o.

donc
f fi ^ ^'PÎ ^ÎPI o!lpl ^P' ^- ̂ £i -. ̂ P1 ^Ei — ^PI ù^ — — .

dqi dpi dqi dp\ dq\ " ' dqk dp/c dqk 3p^ dq^ ' ' """ '

et s i p h contient^- sans que pi contienne^, on aura alors plus simple-
ment
( n \ ^ -4- ÛEI d '̂ -+- ̂  ̂  ^- -^ ̂  — éa. ^EI — ^=0n/ ) dqi » dpi dqi dp-), dq\ ' " ' dqk dp^ dq^

En somme, il résulte de ce qui précède que les relations (5) devront
être satisfaites par les valeurs dej»^ et de p / c , quelle que soit la forme
sous laquelle elles se présentent : que ces valeurs soient déduites des
équations proposées, et alors les relations (5) donnent naissance à des
conditions qui doivent être satisfaites par les équations proposées; ou
bien qu'elles soient fournies par l'intégration, et alors les équations

2 .



J ^ i • INTÉGRATION DES EQUATIONS SIMULTANÉES

considérées pourront précisément servir à la détermination de p^ si,
par exemple, pi, est supposé connu. En un mot, les formules dont la
relation (5) est le type sont la base de toute la théorie de l'intégration
des équations aux dérivées partielles simultanées du premier ordre*

Laformule (5) peut revêtir d'autres formes dont la considération est
nécessaire pour ce qui suit.

Pour les obtenir, supposons d'abord que^- soit fourni par une équa-
tion de la forme suivante :

fiiPhP^P^^ • • ? y h <?2,- • ., C j n ) = Cli,

ai étant une constante déterminée ou arbitraire, e t p / , pouvant entrer
dans la fonction/; p^ sera, d'après cela, une fonction de/j>., p^..., en
même temps que des variables y/, ^2, . . . , <^. En dérivant les deux
membres de l'égalité précédente successivement par rapport à q,n et
à^, on déduira des équations obtenues les valeurs suivantes :

ÎÊL EU
^' _ ^OT ^P1 — _„ ^P"1.
^ ~" ^? ~dP^n "̂  ^ ?

dpi dp,

et, si nous substituons ces valeurs dans la formule (5), en donnan t à
m des valeurs convenables, on en obtiendra la formule

(8) ^+Vf^-^-^^^=odqk ^\dq..dp^ dp^dq^j ?

qui est équivalente à la précédente (5), et qui, par conséquent, peut
la remplacer pour l'intégration. Les remarques énoncées précédem-
ment au sujet des valeurs successives de a sont d'ailleurs applicables
dans le cas actuel, aussi bien que dans le cas précédent.

Si nous supposons maintenant quej^ soit donné à sorî tour par une
équation telle que//, = a^ on pourra, par un calcul analogue au pré-
cédent, transformer la formule (8) et lui donner la forme suivante :

(9)

( ^^+^^+^^+i^^,
j dqk dpk dqi dpi dq^ d/.h " dq^ dp^ "' " ' " '

( ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ É Û ^ ^ É Ê ^
\ dqk dp/s 'dq,idpi dq-^dp^ dqy. âpy. * ' • " : o,
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Si nous posons

^ol f f /n-V {dfi ̂  ^ ̂f !o) '^^^A^^^^^r
l 'équation (9) s'écrira simplement

(il) (Â/i)=o.

Telle est là troisième forme des relations déduites de la condition que
l'expression p^ dq^ -}-... -^ p^dq^ soit une différentielle exacte.

La formule ( i ï ) pouvait être établie directement en démontrant que,
si l'expression p \ d q ^ ' J ^ p^ dq^ -+-... 4- p^ dq^ est une différentielle exacte,
deux quelconques, fi, f h, des fonctions qui sont les premiers membres des
équations, d'où les valeurs des /?,, p ^ , . . . , p n sont déduites, satisfont à la
condition [fifh) == o.

Soient les deux équations fi= a^/A== a^ si on les dérive par rap-
port à <7a, qu'on retranche les résultats après les avoir multipliés.res-
pectivement par -^y -F- » et enfin qu'on prenne la somme des résultats
obtenus en donnan t à a les valeurs ï , ^, 3,..., n, on aura Fégalité sui-
vante :

V f^^^-^^V V [^^(^^^^(^Yl^ \ dq^ dp^ dq^ dp^ ) Z^a Zjp L dpa. dp., \ dq^ / dp^ dp^ \ dq^ ) J '

où ^3, comme a, doit prendre successivement toutes les valeurs ï ,
5 , . . . , 7 î . Mais si, dans la deuxième partie du second membre, nous
permutons les Indices a etj3, ce second membre pourra s'écrire

V V ^^\(d^^(dp^\}
^a^rfparf^LV^Î^ Wîfjj

et cette quantité sera identiquement nulle si l'expression

p , dq, -4-... + pn dqn

est une différentielle exacte. Dans ce cas, les fonctions / „ / / , doivent
donc, ainsi que nous l'avons annoncé, satisfaire à la condition

V f ^ ^ ^ ^ ^ V ^ o
^aW<?a dp», d q ^ d p ^ /
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Dans les raisonnements précédents, on a supposé que la fonction
cherchée V n'entrait pas dans les fonctions / „ / / , ; si le contraire avait
lieu, on serait conduit, par un calcul analogue, à des conditions dont
la formule est la suivante :

(«^) \\(c!fL+p,dfLY^_fdf, df,\df.-}
ZJA^ p°•d\}dp^ te-^'rfvJ^J^0-

Partant de la, on pourrait, en raisonnant comme nous le ferons avec
les relations (8j et (n), composer une méthode complète d'intégration
où l'on ne supposerait pas que la fonction cherchée fût absente des
équations proposées. Nous nous bornerons à celte simple indication
et reviendrons immédiatement à la question, telle que nous l'avons
posée.

De tout ce qui précède, il résulte que, si le système, des n équations
distinctes,

{«.} f=a,,..., f.^a,,..., ft==ai,..., ./;:=«„,

où a,,.,., a,t sont-des constantes déterminées ou arbitraires, est tel que
les valeurs de p, , p ^ , . . . , p^ qu'on en déduit rendent l'expression

^) P>d<l>-+-----^-p,,dq»

une différentielle exacte, les relations^), (8), ( r r ) seront satisfaites pour
toutes les valeurs des indices i et k.

La réciproque de cette proposition est vraie, c'est-à-dire que, nie-,
relations (5). ou (8), ou (i,) sont satisfaites en vertu des équations^}
l expression {^ sera une différentielle exacte quand on y remplacera
P^ • . . ,p,tpar les valeurs déduites des équations (a).

Démontrons cette réciproque, pour les relations (i i) en particulier

ISÏV11 conséqueûce' ̂ e> 1^ deux q^lconques,/../,, desionLiioiîsj,,j^,. . . , j - ^ , on ait

(y^)==V/^r^_ ^^\
L\dq^dp^ '^^J=°''

il faut proaver que l'on a aussi

Y^\-^A
\W~[dqJ'



'AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. ' î 5

En effet, d'après ce qui précède, nous avons

f/^-v v ̂ ^rw-w"i^'^^L.L^dp,^^ \dq,)Y

ce qui peut encore s'écrire, en explicitant tous les termes répondant à
une combinaison a, jS, des nombres i, 2 , . . . , n,

(^ (ff.^V V (^ ̂  df, df\\ F/dp,\ /dpA~]
( 1 2 ) ^^^L.LAdp^ \\dq.) - WJl

Dans le second membre de cette égalité, nous avons ̂ -l^' termes;
d'ail leurs, en at tr ibuant à i et k toutes les valeurs qui donnent des
résultats distincts, nous aurons aussi ï^^-^ équations qui permet-
tront de déterminer les valeurs des quantités telles que la suivante :

(13) te^f^,
\dq^ \dq^]

en fonction des expressions a. analogues à (fif/:}^ Je dis que ces équa-
tions donneront pour les quantités cherchées (i3) des valeurs déterminées
qui seront des/onctions linéaires et homogènes des expressions telles que
C/^).

Il suffit de montrer, pour cela, que le déterminant des équations (12)
n'est pas n u l ; et je dis, d'ailleurs, qu'il n'est pas autre que le suivant :

A-Vf^^ df't\.^'-^[-dp^-dpj9

que Fon sait être différent de zéro, si les fonct ions/ ; ,^ , . . . , /;, sont
distinctes, comme on le suppose ( ' ) .

Cherchons, en effet, la valeur de la quantité ( i3 ) fournie par les
équations (12); et, dans ce but, ordonnons le déterminant A suivant
les produi ts des termes des lignes horizontales dont les rangs sont
ind iqués par les indices À- et i : on aura

A ^ V V f ^ ^ - ^ ^ o ^
Z.ZÂ^^ ^a^J '4

(*) JACOBI, -De determincintihus fiinctionaUbu,').
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en désignant par d^ le déterminant mineur résultant du propose par
la suppression des colonnes verticales dont les rangs sont indiqués par
les indices inférieurs a et ?, et par la suppression des lignes horizon-
tales de rangs k et i. Mult ipl iant maintenant les deux membres de
F équation (12) par c?^\ et ajoutant membre à membre les équations
obtenues en donnant à i et k les valeurs répondant aux diverses com-
binaisons des nombres de la suite i , 2 , . . . , n pris deux à deux, si l'on
remarque que l'on a identiquement

V V ( ÎÈ. ̂  _ âH ̂  ̂  = o
^Z^i\dp^dpy d p ^ d p y } ^

on aura pour résultat

w - {^,)~}=w'•"'{f•f•}•
ce qui démontre ce que nous avions avancé. Par conséquent, si les
fonctions/,,/a»' • ̂  fn sont telles que, pour deux quelconques d'entre
elles, /•,//,, on ait la condition satisfaite (j^) == o, comme A est néces-
sairement différent de zéro par hypothèse, nous en conclurons que

(^ ^ f^\-ow w^ \
et, par conséquent, que l'expression p\ dq^ + ... -h pndqn est une dif-
férentielle exacte, ce qui démontre la proposition énoncée.

Remarque J. — Dans ce qui précède, on pourrait remplacer les
équations

( ï4) /l==ûf,, /2==^,..., fn-^an

par n autres équations équivalentes aux précédentes^ et qu^on en
déduirait en les combinant entre elles d'une manière quelconque.
Soient

( i5) ^ ! .Ft=o, F,=-o,.. . , F,==o,

ces nouvelles équations dont hes premiers membres contiennent une
ou plusieurs constantes a^ a^,.., a^ II ost évident que, si les con-
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stantes sont réellement considérées comme telles, deux quelconques,
F,, F^, des fonctions F^ Fa,. • . , F/, satisferont encore à la condi t ion

( i 6 j (F,F^==o;

il y a plus, en prenant une fonction dans chacun des systèmes ( r 4 )
et ( i5), je dis qu'on aura aussi

{ î r ] ) . (F/J^===0;

car, de deux choses l 'une : ou bien les équations F;== o e t /A — ' cif, --= o
sont distinctes, ou bien elles rentrent l 'une dans l'autre. Dans le pre-
mier cas, la relation (17) est évidente; dans le second, elle ne l'est pas"
moins, puisque, F^- étant alors une fonction de// , .—a/,, on a

(F^)==^(.A/^

et que le second membre de cette égalité est idenl iquemeni n u l .
Je dis maintenant que les relations ( r 6 ) et (17) ont encore lieu q u a n d

on considère les constantes comme des fonctions définies par les équa-
tions (, î4).

Si, en effet, nous enfermons entre crochels les expressions dans
lesquelles cette hypothèse est in t rodui te , on aura, d'après un théorème
connu,

[(F.F,)]=(F,F,)-<-2.[(F^]^-.2,[^F.)]g-.-,-2.^(,^)^^.

Mais, d'après le même théorème, on a aussi

[(F^)j=(F^)+^(^)^;

donc, enfin, on a bien, en vertu des conditions (n) , ( t6 ) , (17),
[(F,F,)]=o.

On verrai t de même que l'on a aussi

[(F,/,)]=o.

Remarque I I . — Considérons deux fonctions quelconques y et ^ ren-
fermant n variables indépendantes f^ , . . . , qn et les dérivées d'une fone-

Ânnaies scientifiques de V École Normcile supérieure. Tome VU. 3



ï 8 JOTEG-RATÏON DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES

tion par rapport à ces mêmes variables, et proposons-nous de chercher
ce que devient l'expression (y^) quand on change les variables don-
nées en un nombre égal d'autres^,, x^... ,ocn liées aux premières par
des relations déterminées, quelconques d'ailleurs.

Soit u la fonction, p , , p ^ . . , , p n ses dérivées prises respectivement
par rapport à y,,, < ^ , . . . , ^, et enfin ^, ̂ - - " » ^ ses dérivées prises
par rapport aux nouvelles variables oc^, x ^ , . . . , x^ on aura, dans l 'une
ou l 'autre hypothèse,

et
du === pid(ft -h- ptdq'^ ... 4- pndqu,

du == ^i rf^i + ^'2 (Ira + .. . -l- ̂  rf^n.

Les seconds membres doivent devenir identiques q u a n d ou exprime
les p et y en fonction des x^ x^\.., Xw ou les v et x en fonction des
q^ q ^ , . . . , <^. Nous aurons ainsi

- „, v ^<7/< ^ ^^
pb) ^^^^ et ^^^^rfî^

de même, en dérivant la fonction y dans l 'une ou l ' aut re hypothèse,
on aura

de? _ rf<p dx^ ^ d(f> dxn d^ dv^ d^ dv,,
'dqi dx^ riy, "î ' ' * ^^ dqi dv\ dqi ' * ' d^n dq^
rfcp riop d^i </9 cî^
dpi"' dvi dpi " " ' dvn dpi

La fonction ^ donnerait des résultats analogues. On aura alors

(cpd.)-V f ^ - ^ - ^ ^ ^^^LXdqidpi d q i d p i ]

^Y V 'V :^ ̂  / ^v ^ ^^ ^y\
Z»àiZ»àkZ»àv dqi dpi \dsck dvkt d x k d v v )

V^ V Y^ ^^ ^^ / rfy <^^ Jr^ ^/y \
ZÂiZ^jtZjivdqiTipi^ivk^v ( h ' i ^ d v ^ /

cette dernière partie pouvant d'ailleurs s'écrire de la façon suivante :
— — _ ^ ̂  ^ j^ ^^ ^.
Zj< ̂  <Zrf^ dvis d^k\dqi dpi dqi d p , ) '
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Comme dans chacune des sommes triples précédentes, on peut com-
mencer par les sommations relatives à l ' indice i, nous nous proposerons
d'abord de calculer les deux sommes suivantes :

Y dxî, dvk' Y^ (d^k d^y ^ dvy dvj\
2ui~dqi dpi e Zài\dqi dpi coq, dp//

Pour la première, de l'identité

î.ipidqi^îhVkdxk,

on déduira la suivante : ^^x^^5
d'où l'on aura les équations

/>-==/î, , v d^k d^h( î û ) •y — — == o,
' " / Zj dqi, dp,

&==!

/f = n
/ . Y dxk dvi,d^k d^k

^(20) > —— -.— == ïv Zj dq, dpi• . Â'=i
dont la première en donne n — ï , quand on attribue successivement à
h les valeurs ï , .2 , . . . , n, i étant excepté. Nous obtenons donc ainsi un
système de n équations, et nous aurons n systèmes semblables en don-
nant à ? successivement les valeurs i, i,..., n. Si l'on multiplie main-
tenant l'une quelconque des équations du système précédent par ^S
et qu'on fasse la somme des résultats obtenus en donnant à i les valeurs
successives 1 ,2 , . . . , n; si l'on opère de même pour toutes les équations
du système précédent, et que l'on pose, en général,

Y^ dxk dw .rr . Y dyk dvi,y ._ ^ K^., et > -7— "y- == ï 4- KA,
^àidqi dpi LÀidqi dpi

on aura n équations qui seront données par la formule suivante :
A'==n ! ! ! !

S' dxk ̂  - n1 . ^K^0-
•/• ̂  r

3.
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en attribuant à i successivement les valeurs r, 2, . . . , n- Comme le dé-
terminant de ce système de n équations ne peut être nu l , les tono
lions ^v, x^ . . . , Xn étant supposées distinctes, on en déduira

K,==o, K a = = o , . . , , 5L-=o,

ou, en d'autres termes,

clxk dvvy clxk dvv 7 -> / /> —— — == o, pour k ^ k,L^i dqi dp, ? F < ?

T"̂  dxk dvî,y _^ :̂ i pour /f=== / { ' ,
Liidqi dpi r

0,

et

La première partie de l'expression (y^) transformée se réduira donr
à la suivante :

S / ch d^ d^ do \
k\dxk d^k dxk dvjj

Occupons-nous maintenant de la seconde partie.
Si nous .représentons par le symbole (A-, k ' ) la quant i té y f-? Ç^

la quanti té à calculer se représentera par l'expression [ k k ' ) — ( k ' k } . Le
calcul de cette expression est basé sur la résolution du système de
^équations que l'on obtient en donnant à À, dans la formule suivante,

/ ^ V (^ x^

(31 ) ^Vt '"

dsck

k~^t

successivemeat les valeurs r^,.. ̂  n. La valeur de l'une des incon-
nues ^ sera de la forme

/2==n

uk=.y
. /i^
=^C,,M/.,

les quantités telles que C^ pouvant d'ailleurs se déterminer immédia-
tement par cette simple remarque, que le système ( a i ) deviendrait
identique au système fourni par les formules (19) et (^o) si toutes les
quantités M/, s'annulaient, à l'exception de M,, qui devrait alors devenir
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é^al à Funité; d'où il résulte que Cu== -^ et, par suite, que l'on a
0 u'pk

^ ^^ ^s^*
Â==I

Ceci posé, si nous considérons les valeurs de p^ et dep/ données par
la formule (18), en les différentiant respectivement par rapport à r / i et
q^ puis égalant leurs valeurs, on aura l 'équation

k^n k'=n

V (îxl ̂  — X^ ÏÈXk c^k
2u ~dq[h dqi """̂  dqi ~dqh \

/>-==r ^ Â = = X

qui en donne n quand on attribue à h successivement les valeurs i ,
2,..., n. Si nous posons, en général,

_Vi ctrk dvi,M/,== rf.r.̂  f/t^/
^ rfc7/ ^//^Â- ^î/ ^?À

on obtiendra un système analogue au système ( ^ i ) , et qui se résoudra,
par conséquent, par Tapplicaiion de la formule ( a^ ) . On obtiendra
ainsi, pour une valeur quelconque de h,

dvk \ docy , , / ,--— == Y —.— i /r, /i ) ;dqi ^vdqi v ? "

et, comme en donnan t à / successivement les valeurs i , 2 , . . . , /z, on
obtient encore un système analogue au système (21) , on en dédu i r a ,
par une nouvelle application de la formule ( 2 2 ) , (/d/)= (^A); donc
la seconde partie de l'expression (ç4) est identiquement nulle, et, par
suite, nous pouvons conclure que, par le changement des variables y^
<^.. . , ^ dans les suivantes <r,, .Ta, . . . , oc^ rexpression

_V / r/(p d^ d^ d^
' (PT ; ~~~'Zài \dqi dpi ~ rfy/ dpi^

se change dans la suivante :

/ » v Y /rfc? ^^ ^ ^9 \( m^ /=== > "T-"- ——• — -,— -7- •»•T T ' ^ \^/c rf^ dxk dvi,]

qui a exactement la même forme que la première,
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§ III. — Des conditions que doivent satisfaire les équations
proposées pour admettre une solution commune.

Soit proposé d'intégrer le système suivant de m équations :

(^3) Jî=o, /s==o,..., ^==0,

/ , , /2, . , . ,J^ désignant des fonctions quelconques de p^ p ^ , . . . ,/^,
<7i » ^2» • " • ? ̂  ; le problème ne sera possible qu'autant que les fonctions
considérées satisferont à des conditions dont la détermination résulte
de ce qui précède. On a, en effet, démontré que, si Fon détermine au
moyen d'un système de n équations de la forme

f. •-'ai,

des valeurs des^ypa , . . . , p^ qui rendent l'expression

p . d g ^ . . ,+pndqn

une différentielle exacte, les fonctions /i, f^...»/« satisfont deux à
deux à des conditions de la forme

(^4) (f,f,)=.o;

et/comme la réciproque de cette proposition a également été établie,
nous sommes en droit de conclure, relativement aux équations (a3),
qu'zZ est nécessaire et suffisant, pour que le système considéré admette une
solution commune, que deux quelconques des fonctions i\, / a , . . . , L
satisfassent à la condition (24).

La formule (^4) donne donc .̂̂ -^ conditions qui doivent être
satisfaites soit identiquement, soit en vertu des équations données (^3),
soit enfin en établissant de nouvelles relations entre les quantités /^...,
pn9 < 7 t î • » • » ^/z. Ainsi donc, dans ce dernier cas, qui est celui où deux
quelconques des fonctions données ne satisfont pas à la condition (a4),
il n'en faut pas conclure que le problème soit sans solution; mais,
posant l'expression (^//J égale à une nouvelle fonction/A, on devra
adjoindre l'équation //, •= o aux équations proposées (23), dont le
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nombre sera ainsi augmenté d'une unité. Mais alors la fonction f/, devra
aussi, pour que le problème proposé soit possible, satisfaire aux con-
ditions (^4)» en lui adjoignant successivement les m fonctions/, f^...,
f,n. Si, de nouveau, pour l'une de ces dernières en combinaison avec/,
on n'a pas (/•/0===o, on opérera comme précédemment, en posant
{fifh} ==///» et joignant l'équation///= o aux précédentes. On opérera
ainsi successivement jusqu'à ce que l'on soit parvenu à un système
d'équations distinctes / == o,... ,/„ = o, . . . ,/„/== o, telles que, pour
deux quelconques d'entre elles, la condition (///r) ==o soit satisfaite.
Alors, si m'^n, le problème proposé est possible, c'est-à-dire que les
équations considérées admettent une solution commune; mais, si
m'^n, le problème est impossible, car, en éliminant j p o p 2 » - - • » pn
entre les fn' équations précédentes, on aurai t pour résultat m'—" n re-
lations entre les variables < ^ , . . . , q^ ce qui ne peut arriver, puisque
ces variables sont supposées indépendantes. On voit donc que l'on
pourra arrêter les calculs précédents quand on aura n équations, et si
alors elles ne satisfont pas toutes aux conditions énoncées, le problème
est réellement impossible.

Si maintenant on recherche la véritable significcflion de la marche
que nous venons d'indiquer, on voit qu'elle consiste à établir à chaque
condition non satisfaite une nouvelle relation finie, c'esl-à-dire libre
de toute constante ou fonction arbitraire, entre les quantités yi, . . . ,y^
P ^ - ^ p n . ce qui restreint la généralité du problème; et on restreint
ainsi de proche en proche la généralité du problème proposé jusqu 'à
le rendre possible, si cela se peut. On peut donc dire que, si les con-
ditions (24) ne sont pas immédiatement satisfaites, soit identiquement,
soit en vertu des équations proposées, le problème est impossible à résoudre
dans la généralité avec laquelle il est posé; quil peut parfois admettre des
solutions plus particulières, à la condition toutefois d'établir de nouvelles
relations entre les variables, ce qui en diminue la généralité.

Nous verrons d'ailleurs dans la suite que l ' introduction d'une nou-
velle équation diminue d'une unité le nombre des constantes arbitraires
entrant dans la solution complète,

Quoi qu'il en soit, on voit donc que l'on ramène le problème, quand
il est susceptible de solution, à un autre plus particulier dont les
équations satisfont toutes aux conditions d'intégrabilité, et qui pourra
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être résolu dans toute sa généralité : nous n'aurons donc, dans la
suite, que ce dernier cas à considérer.

§ IV. — Des systèmes auxiliaires; leur composition
et leurs propriétés.

Après avoir déterminé les conditions que doivent remplir les équa-
tions proposées pour qu'elles puissent admettre une solution com-
mune, nous avons à chercher les nouvelles relations qui, jointes aux
précédentes, permettent de déterminer pour p ^ p ^ , . . . , pn des valeurs
en fonction de ç , , Ç a » - • • » ^telles, que l'expression p,, dq^\-..."\-pnclq,,
soit une différentielltï exacte. Le problème qu'on aura à résoudre pour
la détermination de chacune des nouvelles relations en particulier
pourra s'énoncer en général de la façon suivante :

"Etant données entre les quantités p^ , . . . , pn^ ( / i , . . ., q^ les relations
suivantes :

' •
(a5 ) • f, === a^ j\ --= a^. . ., /;= a,,

qui satisfont aux conditions (^4)» trouver entre les mêmes quantités une
nouvelle relation

; / , ! 1 1 1 : , . ! • ,; 1 1 1 .J's^"^- C(s+\f . '

(/ai satisfasse aussi à ces mêmes conditions.

. 1 Nous représentons par a,, 03, . . . , a^ a^ des constantes arbitraires,
à l'exception d.es m premières, qui sont nulles; et, à propos de ces con-
stantes, il importe de remarquer que ces nouvelles relations qui vien-
nent s'adjoitidre aux proposées conservent à la question toute sa géné-
ralité, eu égard à la constante arbitraire que chacune d'elles in t rodui t
dans le système des équations auxquelles elle vient se joindre.

Ceci posé, nous nous proposons de résoudre le problème que nous
venons d'énoncer. La'fonction cherchée ̂ ^ devra satisfaire à un sys-
tème d'équations déduites des formules (8) ou (n), en donnant a k
successivement les valeurs ï , 2 , . . . , ^ , et donnant à ria valeur (^-î-i) .
On pourrait même so servir de la formule (5), et alors on se propose"
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rait la détermination directe deps^ et non de/^-i^ ce qui, d'ailleurs,
remplirait aussi bien le but que l'on se propose d'atteindre. Nous
ferons actuellement usage de la formule (8), et pour cela nous suppo-
serons que des équations (^5) on déduise pour JE?,,y^,...,^ des valeurs
en fonction dej^,..., p^ ^ y ^ » . - - » qn-, et des constantes a^ 02,..., a^;
quant aux équations auxquelles la fonction y^, devra satisfaire, elles
seront comprises dans la formule suivante :

(^6) dâ±l^\(^(!^
dqk Z^\dq^ dp^ dp.». dq^ )

a=s+x

où k prendra successivement les valeurs i , 2 , . . . , s. Les équations
ainsi obtenues auront une forme spéciale qui permettra d'en déter-
miner une solution commune. Chaque fonction cherchée devra donc
satisfaire à un système d'équations simultanées, lequel système est dit
auxiliaire, par opposition au système des équations proposées qui est
dit principal. Si le système principal se compose de m équations satis-
faisant aux conditions d'intégrabilité, n étant le nombre des variables,
les systèmes auxiliaires seront au nombre de n — m, et se composeront
successivement de m + î , m-h^ , . . . , n équations; ils se déduiront du
précédent (26), en donnant successivement à s les valeurs m, m -+" i,...,
n— ï . Tous ces systèmes s'intégreront de la même façon/à cause de
leur forme semblable, que nous appellerons canonique; et la recherche
d'une solution particulière commune aux équations de l 'un de ces sys-
tèmes s'effectuera au moyen des théorèmes qui suivent.

THÉORÈME I. — Si fs^ == y est une solution de l'une quelconque des
équations du. système (^6), en remplaçant fs^ par sa valeur y dans une
autre quelconque des équations du même système, si le résultat de la sub-
stitution n est pas identiquement nul ou constant, il sera une nowelle
solution de la première équation considérée.

Ce théorème est compris dans un autre plus général, et dont l'é-
noncé suit :

THÉORÈMJE 11 . — Si cf et ^ sont deux fonctions dep^p^^.^p^ q^..\,
^assujetties à la condition que l'on ait (<p, ^) === o, et que F on considére^

Annedes scientifiques de l'École y or mule supérieure.. Tojne Vil. 4
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les deux équations simultanées

(<P/)=o, ^/)=o,

où/est la fonction cherchée; si /=/i est une solution de la première de
ces équations, par exemple, l'expression (^ ) résultant de la substitution
def^ à/dans la seconde équation sera, si elle n'est identiquement nulle
ou constante, une nouvelle solution de la première équation, solution qui
peut d'ailleurs se réduire à une fonction de la précédente.

La démonstration des théorèmes qui précèdent est basée sur le
lemme suivant :

LEMME. — Sifs y, ̂  désignent trois fonctions quelconques de p^, p^...,
pny C i » - ' * ? qn>o^ aura identiquement

(27) [y(y^))+(¥(^/))+(^(A))= :û-
En effet, nous avons

(^)^V (âs.^^^^,
• ^h\dqk dpu dqk dp/,)

et des formules analogues pour (^/) et (/y). L'indice h de la fôrnjule
précédente étant remplacé successivement par i et k , o n en dédumi
facilerpent l'égalité suivante :

(28)
(^A)==V v^w ̂ ^^ jpf\_^(^ j^L^^ j^'\

^/,L^//A^/i^////J>i ^ dp^lq,) dp\d(^ clq^îp, dp, dq^dqj

^ { df ^ df cl^ \ ̂  (H (d f ^ _<J^M
dq\dq,dp^dp, dp, dp^lqj w dp^iq,dq^, dp.dq^^ \

On obtiendra les développements de (y (/<?)) et de (/(y4/)) en rempla-
çant, dans la formule précédente, les lettres y^ ^/successivement par
les suivantes ^,/, y, puis par/, y, ^, et les indices À, i par i, k, et en-
suite par A, À. On peut alors démontrer l'identité (^7) en faisant voir
que tous les termes en rf2/, par exemple, s'entre-détruisent. Pour arri-
ver à cette conclusion, iisuffît de remarquer que les expressions (y(4'/))
e t(+(/?)) TCnferment seules destermes de l'espèce considérée; que les
termes en question entrant dans la première de ces deux expressions
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sont les mêmes en valeur absolue que ceux qui entrent dans la seconde;
et enfin que les signes de ces premiers termes sont respectivement con-
traires des signes des seconds. Cette dernière assertion résulte de cette
remarque que, dans l'égalité (28), tout terme contenant une dérivée
seconde de/est positif si les deux variables par rapport auxquelles on
dérive .sont de même espèce, négatif dans le cas contraire; et que l'in-
verse a lieu pour les termes en d'2^ : comme dans la seconde expres-
sion/prend la place qu'occupe ^ dans la première, ce que nous avons
avancé se trouve pleinement justifié. Ce que nous avons dit pour les
termes en ^/pouvant se répéter pour les termes en .cPy et en rf2^, la
proposition énoncée est donc complètement démontrée.

Le second théorème énoncé se déduit immédiatement du lemme qui
précède. En effet, si, comme on le suppose, on a identiquement (ç4)==°»
et que/==/ soit une solution de l'équation (yip) === o, on aura aussi
l ' identité ((?/)= o; en conséquence, si dans la relation (27) on rem-
place/par/,, on aura l'identité suivante :

(?W))=o,

ce qui démontre bien que, dans le cas où l'expression (^/) tt'est pas
identiquement nulle ou. constante, elle est une solution de l 'équation
(y/) === o, ainsi qu'on l'avait annoncé.

Nous allons actuellement démontrer le premier théorème. Posons,
pour cela,,

,;> G? == <P, —————— pf^ ^ == ^1 —————— p^

^ et y, étant deux fonctions des quantités ̂ 4.,,..., pn et des variables
< 7 i , . . . , q ^ e i k y i deux nombres quelconques de la suite ï , . . . , ^ , d'où il
résulte que les fonctions ̂  et <p^ ne contiennent nïp^ ni 7^; si en outre
la fonction/ne contient aussi que les quantités ps^u -., pn. ^ i , - . ,<7 /^
ce qui est conforme au théorème en question, on aura, pour l'équation
(y/) == o développée,

/ , df Y^ /rfo, df rfy, df\(20 —L 4- y _i . ^ — T i _ ^ \ ^ ^ .
dqk ^ \dq^ dp,, dqa d(^f

a'=s,S+t

l 'équation (^/) == o conduira à une équation en ip, aoalogu^à la pré"
4-
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cédente, Jkj étant remplacé par ï ; enfin, la condition (<p^) ==o devien-
dra alors
f 3 o ) ^1^^^ V ?^-^^==0.

Û^ <^t Z^ V^a ̂  rî a <^a/
a-==A'--l-i

Le théorème II démontré s'applique à l'équation (^29) et à son analogue,
quelles que soient les fonctions (^ et <po pourvu qu'elles satisfassent à
la condition exprimée par l 'équation (3o); si donc on considère pour ̂
e t y ^ les valeurs dej^- et de/^ exprimées en fonction des variables^-n,...^
pru ^n-'»^? l'équation (^9) et celle qui lui est jointe rentrent alors
clans la formule (26), et la condition (3o) devient la condition (5) an-
térieurement établie, et qui démontre le premier théorème énoncé.

Remarquons en passant que Fon aurait pu supposer, dans tout ce
qui précède,

pi fonction de ps, ps, ' , ' , pn, q^ • • • y qn,
ps )) de p3,-., pn. <?i,-., <7^
. . . . . . . » . . , „ . , . . » . * . . . » . , ^ . » . « » * . * . «.y
p, )> de /?,-H,. .., pu, <jfi, — , î«;

alors les équations d'un système auxiliaire n'auraient plus le même
nombre de termes; mais les théorèmes précédents seraient encore ap-
plicables à ces équations, et, pour le démontrer, il suffirait de répéter
les raisonnements précédents, en supposant toutefois que 4^ contienne^
et yo pi. Ce que nous dirons sur rintégration des systèmes auxiliaires
s'appliqueradonc aussi bien a ce mode de composition qu'à cel^ui que
nous avons spécialement considéré.

§ V. ~— Intégration clés systèmes aux llf air es.

Considérons le système auxiliaire déduit de la formule (26) en don-
nant à k successivement les valeurs ï , a,..., s; nous avons à chercher
une solution commune des équations de ce système, ce que nous ferons
en appliquant les théorèmes précédemment démontrés.

Soit/H^ ==<^ une solution particulière de l 'une des équations consi-
dérées/de la première par exemple; en substituant cette valeur de y, à
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la place defs^-t dans une autre équation du système, la seconde par
exemple, le résultat de la substitution, s'il n'est pas nul ou constant,
sera une nouvelle solution de la première équation; soit c'a ce résultat,
on a

_ d(?i dpî d<?i dp y rfq?i dpî d<f[ dp 2 rfcpi
' ' ~~" dcjî dqs+i dps^ ' * ' dqn dpn dp^ 'dq^i ' ' ' dpn dqn '

En opérant de nouveau avecç^, comme on l'a fait avec y , , ce qui re-
vient à remplacer, dans l'égalité précédente, 9.1 par ya , o^ aura pour ré-
sultat une nouvelle solution 93 de la première équation, à la condition
toutefois que <p3 ne soit pas nul ou constant. On continuera ainsi les
substitutions successives jusqu'à ce' que l'on arrive à un résultat ou nu l ,
ou constant, ou fonction des résultats antérieurement obtenus, ainsi que
des variables y2, y;^--» ysi qui sont considérées comme constaotes dans
l'équation intégrée; et, à défaut des deux premières circonstances, la
troisième se présentera toujours après un nombre limité d'opérations,
puisque le nombre des solutions particulières distinctes de ladite équa-
tion est lui-même limité. Dans le cas d'un résultat nul, la fonction sub-
stituée est une solution commune des deux équations considérées; nous
verrons bientôt l'usage que l'on ferait d'un résultat constant; enfin,
dans le troisième cas, qai est en réalité le cas le plus général, si y^, est
un résultât fonction des précédents y, , 92,..., y^ et des variables
y s » - - - ? ?j» une fonction quelconque CT de ç^., y^ , . , . , (R^, ^,..., ̂  sera
encore une solution de la première équation; nous nous proposerons
de déterminer la forme de cette fonction de façon qu'elle soit aussi une
solution de la seconde équation. La condition à satisfaire pour cela se
trouvera en remplaçant /^ par m dans la seconde équation du sys-
tème (^6), et qui donnera, en tenant compte des valeurs de y , , . , . , y^

/ ^ y dis di^ , dm dvj
[ ô î ) 0 =-= -.—— -h -—— y,, 4- -—— ç + ... -1- -——— 03

dq, d(f, ' d(fz • rf9^,Ti

équation dans laquelle ̂ , Ço..., y^, sont les variables, et yp/une fonc-
tion connue de ces variables. Soit -es, (y^ ya, . . . , ç^, ^) une solut ion
de cette équat ion; en posant/^ == s^, on aura une solut ion commune
des deux premières équations du système auxiliaire considéré, et il en
sera de même d 'une fonction quelconque de ̂ , des autres solutiôiig de
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l'équation (3i) et des variables <?3,. . . , qs qui sont considérées comme
constantes dans ces deux équations. Dans le cas que nous avons seule-
ment indiqué, où la série des fonctions y ^ ç ^ » ' - - se termine à une con-
stante, on obtiendrait une solution commune en opérant comme précé-
demment, (py. se trouvant remplacé par la constante en question; mais^
dans ce cas, on peut arriver beaucoup plus simplement au même ré-
sultat, en remarquant que ^r< == y^ — ^ q^ est une solution commune
des deux équations considérées.

Ayant une solution commune de deux équations du système, nous
allons nous en servir pour trouver une fonction qui soit à son tour une
solution commune de trois équations du système considéré. Pour cela,
nous substituerons ̂  à la place de^, dans la troisième équation, et
le résultât de la substitution, s'il n'est nul ou constant, sera une nou-
velle solution commune des deux premières; et opérant alors sur cette
troisième équation comme on Ta fait précédemment sur la seconde, on
déterminera une série de fonctions ar,, ^2 ' - -» ^\ qui seront des solutions
communes des deux premières équations, la fonction '^\ qui termine la
série étant une fonction de ̂ , ^,.»., ST),̂  et des variables <7;i, y/ , , - .» y^
à moins qu'elle ne soit nulle ou constante. Si elle était nu l le , vs^ serait
une solution commune des trois équations; si elle est constante et égale
à c^, ̂ _i •— €2^3 sera cette solution commune.; mais, dans le cas géné-
ral, on se proposera de satisfaire a la troisième équation par une fonc-
tion ^de^, , ^2»- - -»^- i» ç^--»^» cette fonction étant d'ailleurs, quelle
que suit sa forme, une solution commune des deux premières équa-
tions. L'équation à laquellela fonction 4' doit satisfaire est la sui-
vanle :
^ \ d^ AI/ AL rfd/
32 ; . . o = ̂  •-+• —^<5J. + -7'- sr, -4"". . . + —T- ̂

dqs ûtei dm-i cins-^

En opérant sur cette équation comme on l'a fait sur là précédente (3i) ,
et en continuant de la même façon pour les diverses équations du sys-
tème considéré, on obtiendra enfin une fonction/^, de (f^ ys,..., ̂
ps+ï^jps+^'^^pn qui sera une solution particulière commune de toutes
les équations de ce système. Si l'on pose/^.,=a^.,,, ;a^ étant une
constante arbitraire, et que l'on joigne cette équation à celle que l'on
a d é j à (aS), on obtiendra un système de (r-hi) équations entre les



AUX DERIVEES PARTIELLES. 3l

quantités p^ pa» . -» pn^ q \ ^ ' ^ q n . et desquelles on pourra déduire les
valeurs de/^, ̂ a,.-.,/^ en fonction dejo^-2»—» pn. yi, . . . ,^, valeurs
qui serviront à la composition du système auxiliaire suivant dont dé-
pend la détermination de^-a- En continuant ainsi/on parviendra à un
système de n équations

. ( 33 ) f, == o, /a == o,. . ., /„, = o, /^4-i == ^/«.+.>,. .., f^== On,

qui seront telles, que les valeurs qu'on en déduira pour p^ p ^ . ' ^ pn en
fonction de <7o..., qn et des constantes a,^,..., a,, rendront l'expres-
sion p { d q ^ + ... 4-j^â^.une différentielle exacte.

La marche que nous venons de suivre pourrait être un peu modifiée,
suivant la remarque qui termine le § IV; mais la modification serait
plus marquée si l'on partait des équations (i s ) au lieu des équations (8)
dont on s'est servi jusqu'alors. La méthode à laquelle on serait conduit
présenterait sur la précédente l'avantage d'éviter les calculs d'élimi-
nation que celle-ci suppose et qui la rendent parfois impraticable.

Supposons qu'il s'agisse, par exemple, de la détermination de la fonc-
tion^i, elle devra satisfaire au système auxiliaire donné par la for-
mule suivante :
^1 \ [àfk df^ . df, df^\_
(34) L Wi ~dqT •"" ̂  "dpT) - 09

lorsque h prend successivement l^p valeurs i, a,..., s.
L'intégration de ce système résultera alors de l 'application du théo-

rème II, et la marche à suivre sera analogue à la précédente,
On pourrait même généraliser ce qui précède, en supposant les sys-

tèmes auxiliaires composés d'équations rentrant dans les formules (26)
et (27), et l'intégration s'effectuerait en appliquant tour à tour les théo-
rèmes I et II.

Quelle que soit d'ailleurs la marche suivie, on olMiendra finalement
pourj9oj92». . . , jp/z des valeurs contenant n—m constantes arbitraires,
et telles que, substituées dans l'expression

p,dq, -+-.. .+ pndq,,,

elles la rendent une différentielle exacte dont l 'intégrale sera la fonc-
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lion cherchée V. Cette intégrale contiendra n—m^-ï constantes ar-
bitraires, en comptant celle qui s'introduit par simple addition; et nous
verrons dans la suite que cette solution, que nous appellerons solution
complète, peut donner toutes les autres par la variation* des constantes.

§ VI. — Remarque,

Avant de quitter le sujet dont nous nous sommes occupés jusqu'à
présent,-nous poserons une remarque qui nous est suggérée par la gé-
néralité même de la méthode qui précède, et qui est peut-être suscep-
tible d'application. En examinant un peu les calculs précédents, on
remarque facilement que les quantités,^,, . . . , p^,^, . , . , qn y sont sim-
plement considérées comme formant deux séries de variables conju-
guées deux à deux, sans que nulle part intervienne la signification de
dérivées partielles attachées aux lettres pi, p g » - - » pn- Si donc on fait
abstraction de cette signification des lettres p ^ p ^ , . . . , py^ le problème
proposé rentre dans cet autre plus général : Étant données m relations
entre les variables p ^ , ^2,..., pn^ < ^ i , . . . , q^ conjuguées deux à deux., on
se propose à9 en déterminer n — m autres qui, jointes aux premières, per-
mettent d'exprimer n des variables considérées et dont deux ne soient pas
conjuguées^ en fonction des n autres, de façon que l^ expression

, , i=zn

(35) ' ^(± ridsi)

soit une différentielle exacte, r^, r^. .\, r^ désignant les n variables choisies
et qui sont déterminées en fonction des n autres s^ 5'a,..,, s^ respective-
ment conjuguées des précédentes.

Les conditions que les relations données ou inconnues devront satis-
faire varieront en général avec la forme de l'expression (35), et il en
sera de même de l'intégrale obtenue. Mais, parmi les problèmes com-
pris dans l'énoncé précédent, il en est qui présentent cette particularité
remarquable, que les équations proposées doivent satisfaire aux mêmes
conditions que dans le cas où il s'agit de former la différentielle exacte
ïpidqi\ et, en outre, les relations établies subséquemmeat entre les va"



AUX DÉBIVEJES PARTIELLES. 33

riables^ et q sont aussi les mêmes que dans le cas précédemment con-
sidéré. Ces problèmes sont ceux où la différentielle exacte à obtenir est
de la forme ïipidqi—-ï^hdpf^ éprenant des valeurs quelconques de la
suite i, 2,,.., n, et h toutes les autres. Mais l'intégrale différera dans
tous les cas de celle obtenue pour ïpidqi-, ses dérivées partielles seront
les pi et les qj^ ces derniers précédés du signe —; les variables corres-
pondantes seront les qi et les/^. Si donc on considère simultanément,
deux problèmes dont les équations soient en nombre égal, et qui d'ail"
leurssoient telles, qu'on puisse passer des unes aux autres en remplaçant
quelques-unes des variables indépendantes par leurs dérivées partielles
correspondantes changées de signe, et ces dernières par les variables
coïTespOBdantes et de même signe; alors, d'après ce qui précède, ces
deux systèmes seront assujettis aux mêmes conditions, c'est-à-dire que,
si Fun d'eux est intégrable, l'autre l'est aussi nécessairement; et, en
outre, les nouvelles relations entre ces diverses quantités se déduiront
les unes des autres par les mêmes changements que les équations pro-
posées. Donc, en intégrant complètement l'un de ces systèmes, on aura
immédiatement intégré d'autres systèmes présentant avec le premier les
relations que nous avons dites, et pour la recherche de la solution corn"
plète desquels il ne reste plus qu'à effectirer la quadrature finale qui est
différente dans chacun d'eux.

Démontrons maintenant ce que nous avons annoncé. Pour cela, il
suffit de considérer le cas où, dans l'expression /^ clq^ 4- ... +pndq^, on
remplace un terme unique ^p^dq^ par ±q^dp/,. Srnous considérons
les conditions (5), (8), (i i), elles s 'appliquent au cas actuel en y chan-
geant +p^ en ±^ et -+- qy, en +?/,; on trouvera alors facilement que
les termes dépendant de l'indice h dans la formule ( i i), par exemple,
se réduisent, après les changements indiqués, au groupe suivant ;

—Y^L ^ML.^ ^ÛL ̂ V
"̂  \dqk dpk dp h àqh) î

d'où Ton voit que les équations ( i f ) conserveront leur forme normale
dans l'hypothèse actuelle, si l'on prend le signe -h devant l'expression
.précédente, c'est-à-dire si l'on remplace '+j^/y/,/par— q^ dp^ Oo dé-
montrerait de même que leséquations (8) conservent, dans le cas ac~
tael, leur forme primitive, et, par suite, quô les systèmes auxiliaires ne

jinnales. scientifiques CÏG V École Normale supérieure. Tome VIL ^
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seront pas modifiés par les changements que nous venons d'indiquer.
D'où il résulte bien que, sauf la quadrature finale, tous les problèmes
dans lesquels l'expression à rendre une différentielle exacte se ramène à
la suivante : 2/^rf^ — ï/,p/,dq^ sont résolus en même temps par la ré-
solution de l 'un quelconque d'entre eux.

Ce qui précède peut d'ailleurs être établi directement, et, pour cela,
il suffît de démontrer que, si les conditions (32) sont telles, que les va-
leurs qu'on en déduit pourj??,,,..,^ en fonction de y < , . . . , qn rendent
l'expression p^ dq^ -)-.... une différentielle exacte, ces mêmes équations
fourniront pour q^ p ^ , . ^ , p ^ des valeurs en fonction de p^ y ^ - - * » qn
qui rendront aussi l'expression — q^ dp^ "^r-p^dq^ -|- ... •+• pudq^ une
différentielle exaele; ou, en d'autres termes, que, pour toute valeur
de a, on a
• ' 1 . 1 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 ^ 1 1 1 • 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 • 1 1 1 1 ' 1 1 : 1 1 1 . 1 1 . ^ 1 • . ; 1 1 1 1 ffeV—Y^^ 1 1 1 1 1 1 1

1 1 ^ .,;\ •1..1..1 ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ w .,, , 1 , 1 1 l i l , 1

Soit pour cela/} == ̂  l^ne des équations données; en différentiant par
rapport à p, et par rapport à q^ on en déduira

/36) o-^. i dft ( d ( l ï \ ^ àfi (^ , ^ ^ (dpn\w 0 - dp. + dq: [^ ^ dp; W ^ • - • "} dp; [dp;) '

f3, o--^ h ̂ /^•^ dfi (dpA , df\ (dpA
( '7 ' f 0 - dq^. d^W ^dp: te) +- • •-lh ̂  [dq:) '

Donnant à i successivement les valeurs i, a,.,,, n^ chaque formule pré-
cédentedonnera un système de n équations d^où l'on pourra déduire/
d'une part les valeurs des ̂  ^1,^.,^, de l'autre celles des ^L,
, ^P1 aP• d^ dq^
^? * t ? 3^ ^es c*eux ^y81611^68 ont P01111 déterminant commun

A^vf^il^..^
ÀJ\ dq, dp, dpn)

qui peut s'écrire, en ordonnant par rapport aux produits des éléments
des colonnes verticales de rangs i et os,

'(38)1.' : 1 : : A=V Y (^ ̂ ^î!l±l ̂ S^ 1 1 ' : ^
^•^\^ dq^ d p ^ ) ^ >

^^Aî étaal le déterminant qui résulte de A ! quand'^^y-.roptri'œê'Ies
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colonnes verticales de rangs i et oc, et les colonnes horizontales de
rangs i et i -h A; ? devant recevoir successivement toutes les valeurs i ,
2,..., n — - ï , et k, pour chaque valeur de i, toutes les valeurs positives
satisfaisant à la condition k 5 n —i, D'après un théorème connu, on a
identiquement
o ) o=yy/^.^^^^\âc^
' Z^iZ^k\dp^ dp, dp^ dpj ^ 9

et par conséquent aussi

(4o) o=yyf^^^^
' Z^iZàk\dp^ dq^ dp^ d q ^ / 0 ^

Mais les systèmes d'équations déduits des formules (36) et (37) donnent

^ = +V V f- dfi df^ + ̂  ̂ ^ ̂ (wf)
<^<7a Zj^i ^ik\ dq^ ctpa dp» dq». ) îta 9

d^ == +V V f~ ̂  ̂  ̂  -^ ^±î\ ^^A)-rf^f Z^< Z-(A \ dq, dp^ dpt dq, ] ^ f

en additionnant ces deux valeurs avec les identités déduites de (4o), en
donnant à od les valeurs a, 3,..., a — r , a 4-1,,.., n, on aura

dgi , dpa _ ^ ^ , n /» , ̂ (^•-)-A}^+^_2AC/:.^)Ô^ ^

et comme les fonctions /", /-^ satisfont par hypothèse aux condi-
tions (n), on en conclura que

dq^_ _ dp^
dqy. dgi 5

ce qui est justement ce que l'on voulait démontrer.

§ VIL — Des diverses classes clé solutions d'un système d'équa-
tions sim/dtanées aux dérivées partielles du premier ordre.

Nous appellerons intégrale ou solution complèted''un système d'équa-
tions simultanées aux dérivées partielles du premier ordre, une solution
renfermant un nombre tel de constantes arbitraires, que l'on puisse, par

! / ! ! ! ! ! 5. ! ^ !
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leur élimination entre la fonction et ses dérivées du premier ordre, ob-
tenir un système d'équations équivalent a celui qui est proposé.

D'après cette définition, l'intégrale complète représentera, entre la
fonction et les variables, des dépendances précisément équivalentes à
celles qui sont exprimées par les équations proposées.

D'après la définition précédente, on voit immédiatement que, si le
système proposé se compose de m équations, le nombre des variables étant
égal an, celui des constantes entrant dans la solution complète sera égal
a n — m •+- i , les équations proposées étant d'ailleurs supposées satisfaire
aux concluons d'intégrabilité.

Remarquons que, si les équations proposées ne renferment pas la fonc-
tion cherchée, l 'élimination ne devra s'effectuer qu'entre les équations
dérivées de la solution complète; par conséquent, si l'on a m équations,
les dérivées en question ne pourront contenir que n —m constantes,
Mais, quant à l'intégrale complète, elle contiendra, comme précédem-
ment, ^ — w + ï constantes, en comptant celle qui s'introduit par
simple addition.

Ceci posé, nous nous proposons de déduire de nouvelles solutions
des équations proposées, en remplaçant les constantes de la solution
complète par des fonctions des variables: ces fonctions devront être
tellement choisies, que la nouvelle valeur obtenue pour la solution
satisfasse encore aux équations proposées .

S iV=/ (<7 i / (y2 , . . - , ^ , a i ,a^. . . , a^ est l'intégrale complète d'un
système de n — k+ i équations, les conditions que devront satisfaire
les fonctions de q^ q ^ ' — r qw mises à la place des constantes a,,
02, . . . , a/,, seront exprimées par les équations déduites de la formule
suivante :

^ , , ,; ! ! ! i^-h 1 — . , -
/ / V df dcci4^) . . ; ' - > —t- —' == o, .^À da.i dqk

' • , , • f =î T

quand on y remplace A successivement par les nombres r , ^ , . . . ^ n.
Pour déduire des équations précédentes (4ï) les conséquences qu'elles

comportent, nous nous servirons du théorème suivant qui exprime la
propriété principale des déterminants fonctionnels de Jacobi ;

THÉORÈME. — Si n fonctions f\ ,/a. • • ̂ fn de n variables indépendantes
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q^ q^..., q^ ont entre elles une ou plusieurs relations quelconques^ le
déterminant fonctionnel de ces fonctions est nul.

Réciproquement^ si le déterminant fonctionnel de n fonctions à n varia-
bles est nul, il y a entre ces fondions une ou plusieurs relations.

Revenons maintenant aux équations^1)» ^t voyons de quelle façon
on pourra les satisfaire.

Supposons, en premier lieu, qu'en prenant d'une manière quelconque
k équations du système {^\}, le déterminant de ce système partiel dans
lequel les termes de la forme (mL sont considérés comme les inconnues,
soit différent de zéro, et cela pour tous les groupes possibles de k équa-
tions : les équations précédentes ne pourront alors être satisfaites
qu'en posant

df df df
—~- == 0, ——-== 0, . . . , —/- =r= 0, -
rfffi da-i dau

Résolvant ces équations par rapport aux quantités 0^03, . . . , a^, on
déterminera pour ces dernières quantités des valeurs en fonction des
.variables q^..^q^ et qui seront telles, que, substituées dans la solu-
tion complète à la place des constantes, la fonction obtenue sera une
solution des équations intégrées. Les solutions de celle nature sont en
nombre limité, et présentent cette part iculari té, qu'elles ne cont iennent
aucune 'quanti té arbitraire. Nous les désignerons sous le nom de solu-
tions singulières.

Si,.contrairement à ce qui précède, on suppose main tenan t ,que l'on
au moins des déterminants dont il est question précédemment soit nul ,
il sutïira, pour cela, d'établir une ou plusieurs relations, quelconques
d'ailleurs, entre les fondions <^ , . . . , a^ et les équations (4i) seront
alors identiquement-satisfaites, quelles que soient, les fonctions et ies
relations qui existent entre elles. Suivant le nombre de relations que
•nous établirons entre les fonctions en question, nous obtiendrons des
classes de solutions ayant clés caractères tres-difÏerenIs; ces solutions1

contiendront un nombre plus ou moins grand de fonctions arbitraires,
et pour cela nous les appellerons des intégrales générales.

Supposons d'abord ,que 'l'on n'établisse qu'une seule relation entre
les fonctions a,, a^..., a^ et que l 'une de ces 'quantités ̂  soit .une
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fonction arbitraire des autres, en totalité ou en partie, on aura

(4,2) V==:f[q^ y , , . . , , q^ a,,..., ̂ ), ^Â= <p(^,. • •. <^~- )-

Si, dans cette hypothèse, on dérive la fonction V par rapport à y,, en
remarquant que

df
P^dq^

on aura
k-^h—1. /i-^/i—î

— V d^ dak- ^ V rf? d-ak.f0 j s L j ̂  û '̂ ddh ^LÂ dctk clq^'
/•==ï /(•==!

multipliant par rf^, et ajoutant les égalités obtenues de la précédente
en donnant à ? les valeurs i, a,..., ^ et égalant séparément à zéro les
coefficients des différentie^^ on aura h—i équa-
tions de la forme

• ' ! /'o^^^'^^,, :

(43) dak dai, dak
,: 1 / ! ^ , ( / f = = : I , 2 , , . . . , / l—ï) , 1

Ces dernières équations permettraient, dans le cas où la fonction y
serait particularisée, d'éliminer les arbitraires a^ Os,..., a/,», de l'in-
tégrale V qui contient aussi une fonction arbitraire-

La solution V, accompagnée des ( A — - î ) équations (43)» représente
une intégrale générale de l'espèce qui ne contient qu^une fonction
arbitraire.

Si maintenant nous supposons que l'on exprime en général un
nombre r des fonctions a^ aa,..., a^ en fonction des h— r autres, on
aura, pour l'une d'elles,

ah^r^i^^i{ci^a^...,af^ (/==i, à,..., r),

Ç j , ç ) 2 , . , . f çpr étant des fonctions arbitraires/
Si l'on dérive, comme précédemment, la fonction V par rapport à y^

en supposant que ^,02,...,^ soient des fonctions présentant entre
elles les relations que nous avons dites; on trouvera n équations de la
forme

1 , . : 1 - 1 1 , 1 , . , , , k=h—r- : , - l-.-.r 1 Â'sÀ—r 1 1 ! ! ! 1 ! . !. , : , . : . : ' • ; ':o= ̂ ^^^v--^ v d^âak,^ dak dqi Zj da/^+1 Zj ^ ̂^k ctqi ^ cta/^+/ ̂  ûak'dq^^
/?=t „ 1 , - ^ ^ X 1 1 1 1 ' Â-—r ^ 1'* '
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en faisant successivement ?'== î , 2 ,3 , . . . , n; elles conduiront à leur
tour aux h — r équations de la forme suivante :

(44) o^ /y -^^' " / dûk Za daf^r+i dak/==i

en faisant successivement k =; i , 2, 3y ., h — r.
Ces équations permettraient de déterminer les valeurs des fonctions^

si les formes des fonctions ^ é t a i e n t particularisées; la fonction V,
accompagnée de ces À — r équations, représente une intégrale générale
de l'espèce qui contient r fonctions arbitraires. Si Fon attribue à r
successivement les valeurs i, 2 , . . . , À - - i , on aura les formules d(.i
h — i classes de solutions générales renfermant successivement i ,
^ , . . . , À — i fonctions arbitraires. Le cas d'une seule fonction arbi-
traire que nous avons considéré isolément est compris dans la formule
actuelle, ainsi que le dernier cas où toutes les constantes, moins une,
sont des fonctions de celte dernière*

Ces différentes classes de solutions ont un caractère très-différent,
suivant le nombre des relations arbitraires que Fon suppose exister
entre les constantes arbitraires. La classe renfermant les solutions les
plus générales est celle où il n'entre qu'une relation entre les con-
stantes, et cette généralité diminue quand le nombre des relations, et
par suite des fonctions arbitraires, augmente; car il est visible que
l'étendue ou Findét/ennination des résultats est d 'au tan t plus grande
que les constantes ont moins de conditions à satisfaire. A la limite de
ces classes, on peut considérer Fintégrale complète, puisque Fon peut
supposer A relations arbitraires entre les h constantes, ce qui donnerait
pour chacune d'elles une fonction arbitraire de quantités constantes,
c'est-à-dire une constante arbitraire.

Les solutions des diverses classes peuvent encore renfermer dans
leurs fonctions arbitraires des constantes aussi arbitraires et en nombre
quelconque. Si donc, dans l'une des solutions générales, on donne aux
fonctions arbitraires en tout h constantes aussi arbitraires, en particu-
larisant d'une manière quelconque les fonctions, l'intégrale générale
considérée deviendra une solution complète de laquelle on pourrait dé-
duire des classes de solutions dont le degré de généralité dépendrait
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aussi du nombre des fonctions arbitraires qu'elles contiendraient res-
pectivement. Il semblerait donc, d'après cela, que le nombre des solu-
tions complètes, et par suite celui des solutions des diverses classes,
doive être considéré comme infini; mais nous démontrerons dans la
suite que l'on peut d'une solution complète unique déduire toutes les
autres solutions dont le système d'équations proposé est susceptible;
d'où il résulte que les solutions déduites de plusieurs solutions com-
plètes rentrent les unes dans les autres.

On peut aussi particulariser chaque solution générale de manière
qu'il en résulte une solution appartenant à une classe moins générale.
Par exemple, si k constantes sont des fonctions arbitraires des h—k
autres, et si /est compris entre A et /c, on peut particulariser les k fonc-
tions arbitraires de façon qu'elles contiennent / fonctions arbitraires
de h —l constantes; on pourra alors regarder cette solution comme
appartenant à une classe moins générale que la première, et pouvant
se déduire de la solution complète en y considérant /constantes coïnnie
fonctions arbitraires, des autres, et en mettant pour celles-ci de telles
fonctions, que les coefficients différentiels partiels de la solution com-
plète, pris par rapport à elles, s'évanouissent.

Enfin, pour terminer ces généralités, nous remarquerons qu'il pour-
rait se faire aussi que les fondions arbitraires, au nombre de r, par
exemple, qui entrent dans les intégrales générales de la r^^ classe, ne
continssent pas toutes -les ' h — r dernières constantes arbitraires. On
pourrait alors, sans particulariser les fonctions arbitraires, éliminer
de la solution considérée les constantes qui n'entrent dans aucune
fonction arbitraire. Les valeurs de ces dernières, que nous supposerons
être Oç, a^ . . . , a^, seraient données par les équations

df df df
, . . -, , ,. .--^==0 —-.==0,^.., —^^O. ••1 , . • 1-

da\ cïa-i dûs

Les valeurs fournies par ces équations pour a^. . . , a^ contiendront
les .fonctions arbitraires f^ ...., (fr de a^,:..., a^r^ 'àmsi que ces der-
mères constantes; substituant ces valeurs dans la solutiôu générale,
elle contiendra, outre les constantes a^,\ .., a^y, •r fonctions arbi-
traires de ces mêmes constantes; les fonctions mises à la place des con-
stantes restantes devront satisfaire à des équations de la tonne (44),
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où k ne devra recevoir que les valeurs suivantes : .9+1, ^ - 4 - ^ , . . . ,
À - r.

Remarquons aussi que, dans la recherche des intégrales générales,
aussi bien que dans celle des solutions singulières, certaines constantes
auraient pu être considérées absolument comme telles. Pour les inté-
grales générales, cela ne conduit à rien de particulier; mais, dans le
cas des solutions singulières, si l'on remplace les constantes demeurées
telles par des fonctions présentant entre elles une ou plusieurs rela-
tions, ces solutions nouvelles satisferont aux équations proposées, et
l'on aura ainsi une nouvelle classe de solutions ne rentrant ni dans la
catégorie des intégralesgénérales, ni dans celle des solutions singu-
lières. Ces solutions, que nous appelleronsmixtes, pourraient se diviser
en classes et en groupes dépendant du plus ou moins grand nombre
de constantes laissées telles dans la recherche des solutions singulières,
et aussi du nombre de relations établies entre les fonctions que l'on
substitue à ces constantes. Il nous suffît d'indiquer cette nouvelle ca-
tégorie de solutions auxquelles on pourrait d'ailleurs appliquer quel-
ques-unes des observations relatives aux intégrales générales. Main-
tenant, avant de démontrer le théorème important que nous avons
précédemment énoncé» nous allons vérifier que l'élimination des/onc-
tions arbitraires que renferme une solution générale quelconque conduit
bien à un système de n — h + i équations aux dérivées partielles du pre-
mier ordre, n étant le nombre des variables indépendantes, et h le
nombre des constantes de la solution complète.

Considérons, en effet, une intégrale générale renfermant r fonctions
arbitraires des h — r constantes a^ O a , . . . , a^r-» l^s fonctions sub-
stituées à ces dernières constantes étant d'ailleurs assujetties à satis-
faire aux équations (44) ; on aura , en différentiant l'intégrale par
rappor ta^ ,

k-s-h—r l-yr Ass h—r

p.^Éf.^ V EL ̂ ^Y-^L V ^ âal,
dqi Z^ dcik dqi Z^ da/^r-+i. 2L ~dak dq^

/Î==I /SX A==Ï .

( z = = ï , 2, 3,...,n).

Mais, au moyen des équations (44)» 1^ système précédent se rédui t au
Annales scientifiques fie l''École Normale supérieure. Tome VÏI. 6
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suivant ;
df df df?.—_ ^ , p -^ ^ . , . . . , j^;= —- ;/ â^; r dq^ dqn

et, si l'on él imine entre ces dernières équations et Tintégrale générale
considérée les quantités a^ a ^ , . . . , a^^ ^o • • • » ^r» a^ nombre de A,
on obtiendra bien finalement un système de n—k+i équations,
comme nous nous proposions de le démontrer.

Enfin, pour terminer, nous allons établir le théorème général sui-
vant :

Toutes les solutions dont un système d'équations simultanées aux deri^
vées partielles du premier ordre est susceptible peuvent se déduire d'une
solution complète unique.

Soit V=== ^ (^1 ,^2? • ••>^) une solution commune des n—'m équa-
tions simultanées dont l'une est la suivante :

_ (./K?<^2--/în^0-.,^)=--0/

( ( < = r , a, 3,..., n — m),
et soit

(46) , V-^/(^,,g,,.. ., q^ a^ <^,., ., a,,4-, )

une solution complète de ce système.
Si nous déterminons les valeurs des constantes a^ d^ . . . , a^ -i au

moyen des m + i équations suivantes :

fi^ f— d; ^ — ̂  ^t — d^\W J - ^ ' ^ - ^ - ' ^ ^--y

je dis que les dérivées des fonctions/ et 4, par rapport aux varia-
bles <7^4 , ( , . . . , qn, seront aussi égales chacune a chacune.

En effet, par hypothèse, on à les deux^ systèmes d'équations satis-
faites résultant des deux formules suivantes

^^'^•-^^•••^)-°. ./<(î,,...,^^,...,^)..o,

quand on donne à i les valeurs successives ï , 2 , . . . , n —m-, et le der-
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nier de ces systèmes, en vertu des équations (47)» devient le suivant :

.. / d^ d^ df df \
^(^- -^^5••<5^^-••^) :=^

( i — : i, -2, 3,. . ., 7i— m).

Comparant alors ce dernier système au premier, on en conclut les
égalités
(4s) «iL^^.^L,..., Éf^^,

dq^i A^m-n9 î dqn dq,^

qui auront lieu en même temps que les équations (47)- Donc si, dans
la .solution complète, on attribue aux constantes a , , . . . , a,n^\ les va-
leurs déterminées par les équations (47) , elle devient égale à la fonc-
tion ^, et les dérivées successives de ces deux fonctions le sont aussi :
la solution V == ^ est donc bien comprise dans la solution complète. I l
nous reste à déterminer l'espèce de la solution.

Les valeurs obtenues des équations (47) , pour les constantes a,,
^..., <Wi, sont généralement des fonctions des variables q^ <^,. . . , c/^
Dans le cas particulier où-ces valeurs seraient constantes, la solution
considérée serait une solution particulière de l'intégrale complète.
Dans le cas général, si l'on remplace dans la fonction/les constantes
par leurs valeurs, on aura l ' identi té /== ^ ; différentiant, par rapport
à q^, les deux membres de cette égalité, on aura

^.-.-^ •.. v dfda^
dqk "" dqk ^" Za dai, 3y7// -" T

(/<••== r , a, 3... .,n);

comparant ces égalités aux précédentes (47), (48), qu'on suppose sa-
tisfaites, on aura le système suivant de conditions :

/tS"-///-i I

. „ \ df da^
(49) ' Z^ rfa/;^/

\ h^
, ( (A-^i, ̂ ..^ »). , , , , . ! !

Si les valeurs obtenues pour a,, âa, , . . , a,^ sont telles, qu'en1 p renant
un groupe quelconque de m équations du système précédent, le déler-

! . . 1 ! ' ! ! ' ! 1 . ! : 1 , • .6. ! !
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minant correspondant, et dont les éléments sont les dérivées partielles
des fonctions mises pour a,, a^ ..., â^-n, soit différent de xéro, alors
les équations (49) exigent que l'on ait en même temps

df _ df__ df _
da^09 ^--o?"• î da^-0'

c'est-à-dire que la solution considérée rentre dans la catégorie des so-
lutions singulières. Mais si, contrairement à ce qui précède, de quelque
façon que l'on choisisse m équations du système (49), le déterminant
du système ainsi formé est constamment égal à zéro, les fonctions a^
^-•»<^-M ont entre elles une ou plusieurs relations, et la solution
considérée est une solution particulière de l 'une ries intégrales gé-
nérales,

Ea terminant, nous remarquerons que, si l'on a à intégrer un sys-
tème d'équations en nombre égal à celui des variables, l ' intégrale com-
plète ne contiendra plus qu'une constante; dans ce cas, l ' intôgralc
générale se confond avec la solution complète, et, quant aux solutions
singulières, elles résultent encore de l'élimination de la constante ^
entre les deux équations

V==/(^,, q^..., q^ a, ) ei - ^ ^ 0*
U(i\

Dans le paragraphe suivant, nous allons appliquer à un exemple
particulier la méthode d'intégration précédemment développée pour
l'intégration des équations-simultanées aux dérivées partielles du pre-
mier ordre.

§ VIII. —Àpplicatl(m.

Soit proposéd'intégrer le système suivant :
fi^ptp,—q,q,=o,
f^pîpz—q^q^o.

Si nous formons l'expression r.eprésentée par le symbole C/Va), nous
trouvons qu'elle ne s'annule pas, et que sa va leur /g esl la ïuivante :

, 1 1 1 - 1 1 . , , ' 1 ^ 1 1 f^f^P^^pî—q^ps^q^p^ ' •1



AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 45

On trouve ensuite que ces trois fonctions/, /2»/3 donnent (/i/s) •= o,
(/2/3)==o; posant donc /3=o , c'est-à-dire (/,j^) == o, la question
sera ramenée à l'intégration d'un système de trois équations

/==0, f'2==0, /3=0.

satisfaisant aux conditions d'intégrabilité.
Nous avons à chercher une nouvelle relation de la forme//, == a, qui ,

jointe aux précédentes, permette de déterminer pour p ^ p ^ , p ^ ^ p k des
valeurs en fonction de q^ q^ ^3, q^ qui, substituées dans l'expression
p^ dq^ + ... +p/< dq^ la rendent une différentielle exacte.

Si nous supposons que des équations (49) on tire les valeurs de //,,
p^ p3 en fonctions dej^, y, , q^ ^3, q^ la fonction/^ devra satisfaire à
un système de trois équations dont la formule est la su ivante :

^ dj_ dpm df dp,n df .
""" dqm dq^ dp^ clpr, dq^?

( W = = I , 2 , 3 ) .

Les équations (49) nous donnent les valeurs suivantes :

: ' r^îl^l n==2iîi. 1 n ̂ q^q^q^P^^q.q^V^^)tt p , ' ' p^ i î ^q3p^ '

pour lesquelles il nous faudra considérer deux cas, suivant le signe que
l'on prend dans la valeur depy,

Premier cas. — On prend le signe supérieur, d'où

/>,=2-^ p,=y, p,=^;
P4 <?2 ^4

les équations du système auxiliaires sont alors les suivantes :

o=^f+^^.dq^ p\ dq^

o==-^-+-^ ïL^ïi EL,dq, q^ dp^ [h dq^

o -= EL ̂  îijb ât.dq^ p\ dq\
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La première de ces équations admet la solution

f^^Wi^

portant cette valeur dans la seconde équation, à la place de /, on ob-
tient, pour le résultat,

.^^^4-î^--^,• ^ pî ~" g.
qui n'est pas une nouvelle solution, mais simplement une fonction de
la première, puisque, dans cette première équation, q^ est considéré
comme une constante. Une fonction quelconque de y, , q^ q.^ sera en-
core une solution de la première équation; soit vs{(p^ q^, q^) une telle
fonction : nous nous proposons de déterminer la forme de cette fonc-
tion TS de façon qu'elle soit aussi une solution de la seconde équation.
La condition pour que cela ait lieu est que Fon ait

dm dmo ̂  -^ -}-. , o
dq'i dq^ T

Celte équation admet la solution particulière y a y < qu i , satisfaisant
aussi, comme il est facile de le constater, à la troisième équation du
système, sera la solution commune cherchée. On devn donc joindre
aux équations (49) la suivante :

1 1 1 1 1 1 ' / 1 1 " 1 1 ^ , ' ! • f^^^=^ ,- 1 1 1 1 / 1 1 , 1

P<

et de ces'quatre équations on déduira

, „ \/(jï(f&—a 1 {/r/t^,. , ^ p, ̂  q, _^^_._, , p^ ̂  VJL^±_ ^
V?<?3 \/q^q^—a

p^^^, p^^-G^^.
Vî i?î ^q^i—a

La différentielle exacte p, dq, 4- ... -hp^dq, aura ainsi pour intéffrale
la fonction

v^^^|Ï^^l^-~c^Y•+b, •

et c'est là une solution complète des équations proposées. Il est facile
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de vérifier qu'elle ne donne pas de solutions singulières^ et qu'elle
admet pour intégrale générale celle qui est définie par le système

i ji, i j_ j_ i
V= ̂ q]ql(cj,q, - ̂ )2+ <f[a), o 1= q2^ [q,q, — a\'2- </(a),

(p représentant une fonction complètement arbitraire. "

Deuxième cas. — On prend le signe inférieur dans la valeur de/^;
on a alors

ChQï <7i <7â </< P^n=-L^_y p^l^ n^UJI,/ ^ / . />< l q.
et le système auxiliaire est le suivant :

^^î^^\j —— - 1 ydq, pi dq,
df <7i <73 df

0 == —/- -h 1-2- —/- 5
a?2 P4 ^î^

o^^,^^_^^.
rfî3 Ça ̂  ^ rf^

En opérant comme grécédemment, on trouve, pour solution commune
de ces équations,

„ Q^î(îi•f- -.—- /« ... ji j1 j 'i,
J< .-.- ^3 ^4 --" — — - ^ ^ ,

posant//, ̂  a^ et joignant cette équation au système (49), on en dé-
duira les valeurs àe p ^ p ^ p ^ p ^ et l'on trouvera la solution complète

.1 ..L '.
V== a q\ q\ ( ^3 ç, -- <5(, )2' + b,

qui jouit des mêmes propriétés que la précédente.

,§ IX- — Intégration des équations linéaires.

Le problème de l'intégratioîides équations linéaires est résolu d'une
manière générale en même temps que celui des équations quelconques,
caria méthode que nous avons développée leur est en tout point appli-
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câble. Mais cette méthode générale nécessite elle-même l'intégration
directe de systèmes linéaires auxiliaires d'une forme spéciale. Nous
nous proposons d'étendre cette méthode aux équations linéaires quel-
conques, et de la compléter de façon qu'elle puisse nous conduire à la
solution complète, tandis que précédemment on ne se proposait que la
recherche d'une solution particulière commune.

On aura bien encore ici à considérer des systèmes successifs d'équa-
tions simultanées; mais d 'un système au suivant, le nombre des équa-
tions, ainsi que celui des termes de chacune d'elles, d iminuera d'une
unité. II n'en faudrait pas pourtant conclure que cette méthode soit,
pour cette raison, bien supérieure à la méthode générale; car elle pré-
sente, en revanche, le désavantage d'exiger constamment des intégra-
tions complètes, alors que, pour la première, il ne fa l la i t déterminer
chaque fois qu'une solution particulière; aussi, dans la pratique, pré-
férera-t-on souvent la méthode générale comme présentant plus de
chances de réussite, sans exiger pour cela des calculs beaucoup plus
étendus.

Si nous considérons les équations d'un système auxiliaire (§ IV) ,
nous voyons qu'elles sont homogènes, et que l'équation de rang /"- ne
contient que les termes en p^ pm+\^ . - ? / ^ » rn àtaot le nombre des
équations du système considéré* Nous allons montrer que tout système
d'équations linéaires peut être ramené à cette forme, et, pour cela, il
suffit de pouvoir les rendre homogènes, car alors, par des éliminations
convenablement dirigées, on parviendra toujours à mettre les équations
sous la forme désirée.

Soit donc proposé d'intégrer un système de m équations distinctes
de la forme

(5o) - . ; l:XApl^lXi^ll^.:.l+Xt^+I.II^^X^^ '

y, X^..., X^; étant des fonctions de q^ g^.^, c/n, ne contenant pas la
fonction cherchée V; les différentes équations du système s'obtiendront
de là précédente en attribuant à k successivement les valeurs ï , a,..., m.

Si ces équations ne satisfont pas toutes aux conditions d'intégra-
bilité, on sera conduit à ajouter de nouvelles équations à celles qui sont
proposées, et il est facilexie voir que ces nouvelles relations ont la même



A U X D É R I V É E S PAUTIELLES. 4e)

forme que les premières; le problème proposé conservera donc la même
forme dans tous les cas où il est possible.

Pour rendre ceséquations homogènes, nous remarquerons que, si u
est une fonction quelconque de la fonct ion cherchée v et des variables
C i » < 7 2 » - - . » q^ on aura

du
dqi

/?<•==-— -j^i1 du
W

et par suite Inéquation (5o) deviendra la suivante :

^dn f,du , -̂ du
• A. •—;— -t- A.. —,— -+-. . . -r- A.» -,— == 0,dv ' dq^ dqn

Toutes les équations du système (5o) seront donc ainsi rendues homo-
gènes par rapport aux dérivées partielles de la nouvelle fonction u,h\
fonction 9 n 'é tant plus alors considérée que comme une simple va-
riable; comme la fonction u n'entre pas non plus dans les coefficients,
les équations ont bien la forme que nous voulions leur donner. Mais ici
ce n'est plus la fonction v que l'on se propose de déterminer , mais
une fonction u de p et des variables; et, quand on aura trouvé cette
fonction u, en l 'égalant à zéro, on aura une équation d'où l'on déduira
la valeur de F.

Remarquons que la t ransformation précédente conviendrait encore
dans le cas où les coefficients renfermeraient la fonction cherchée,
en supposant satisfaites les conditions d ' intégrabiHté relatives à ce
cas ( i i bis}.

Nous supposerons dorénavant que le système à intégrer se compose
dem équations linéaires, homogènes, ne contenant pas la fonction cher-
chée, et enf in , satisfaisant aux conditions d'intégrabilité. Soient

( K Ï } r — Y ^ d{) -L-Y» dv ,-. 1 -vi dv
(5i) ^-x-^+x-^"+-•••+x"^==:o-

f^\ f .—YA dv ^ ,, Y^ dv(^ /^X,^^-...........+X,^=o

deux équations quelconques d'un tel système : nous nous proposons de
démontrer que le théorème;! (§ IY) s'applique à ces équations, c'est-à-

Anncdes scient'ifu/iies de l'École Normale supérieure. Tome VÎÏ. n



30 INTÉGRATION DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES

dire que si p == <p est une solution de la première de ces équations, le ré-
sultat ^ de la substitution de (p à la place de ç7, dans la seconde, sera encore
une solution de la première^ si toutefois ce résultat n est pas identiquement
nul ou constant.

En effet, par hypothèse, les fonctions/-,///satisfont à la condi t ion

(/^)=0,

qui , développée, donne l'équation suivante :

I,X^2,X^-^X^^X^=:o.

Mais, ^ == <p étant une solution de la première équation, on aura iden-
tiquement

' ^^sj" ou ^X|^==o;

d'où il suit que l 'équation précédente devient alors

x- ̂  ^ \1 d^ ^ ^ x1 ̂X^,.-X-^+..^X^=o,A11^. ' Ai2dq+fl^Kndq

en posant
^xf^ ou i,x^=4/,

ce qui démontre précisément le théorème énoncé, puisque ^ est bien,
d'après ce qui est posé, le résultat de la substitution de y à 9 dans la
seconde équation, et que l'égalité qui vient d'être obtenue exprime
précisément que ^ satisfait à la première équation. Si donc ^ n'est pas
une constante, ce sera une solution de l'équation (5 î ) , solution qui peut
d'ailleurs n'être qu'une fonction de la précédente.

Le théorème qui précède nous permet de résoudre le proposé et
pour cela, nous suivrons la méthode de Boole (^) ; mais nous rappelle-
rons préalablement quelques propriétés des équations linéaires isolées
et qui s'étendent immédiatement aux équations simultanées*

On sait qu'une équation linéaire aux dérivées partielles renfermant

( * ) BOOLE, Pfiïîosophiml Transactions, 1863.
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n variables admet en général n intégrales particulières distinctes qui,
dans le cas où la fonction cherchée n'entre pas dans les coefficients, re-
présentent précisément les n valeurs distinctes de la fonction cherchée
satisfaisant à l'équation considérée, l 'une de ces solutions se réduisant
toutefois à une constante, dans le cas où l 'équation est homogène. On
sait en outre que toute fonction de ces solutions satisfait aussi à l'équa-
tion proposée; et réciproquement, que toute solution est une fonction
des précédentes. Ces propriétés des équations isolées étant rappelées, on
voit sans peine qu'elles s^appliquent aussi aux équations simultanées,
le nombre des solutions particulières distinctes étant seul modifié.

Pour ce qui va suivre, nous avons besoin de connaître ce que devient
une équation linéaire quand on change de variables.

Soit l'équation

fW Y^- d{f -4-Y^ dv -L. -J-Y^ rf</ V/r(53) x.^+X^^..+X^==X/S

dont nous représenterons le premier membre par (A^), et supposons
que les n variables ^i , ^ a » - - - » qn soient exprimées en fonct ion des n
autres r,, r^,..., r^ : on propose de trouver ce que devient l 'équation
après ce changement.

Si l'on suppose la fonction 9 exprimée en fonction des nouvelles va-
riables, on aura

dv _ cîv rfr, dv dr'n
dqk "" dî\ dq/, " ' * " dr'n clquî

et par suite l 'équation (53) pourra s'écrire, en groupant les termes
d'une façon convenable,

(54) (A...) ̂  -. (A^) ̂  -4-... -. (A,..) ̂  == X<,

et c'est là le résultat cherché, si l'on suppose toutefois que, dans la
fonction X\ <^, ^2,..., qn soient remplacés par leurs valeurs en' fonc-
tion de r^ ra,.. . ,/^.

Nous ajouterons que, si les équations telles que (53) satisfaisaient
aux conditions d^ntégrabilité, ces dernières (54) y satisferont aussi,
d'après la remarque qui termine le § II.

Passons maintenant à l'intégration d'un système de m équations ho-
7 -
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mogenes, la fonction cherchée n'entrant pas dans les coefficients, et
supposons ces équations mises sous la forme

( ^ } Y^ dv Y71 dv -J- -L-Y^ rf(/ — nt '-̂  /' A/, -— A,«4-ï -7~—— 4- . . . 4- A/, -r-- — 0,
dgk dq,r^\ dqn

[ k = i , 2, 3...., m).

Celle équat ion, renfermant 7?. variables indépendantes, aura n—î in'
tégraies indépendantes dist inctes ^, ^,..., <»,^ ; et si h = i , on pourra
supposer ('2 == g^ ^ == ^3,..., ^== ̂ , puisque ces dernières variables
sont considérées comme constantes dans la première équa t ion du sys-
tème (55). Une fonction quelconque de p , ,^ , ^3,.., , y^, ̂ ,,...,^,
sera encore une solution de l 'équation considérée. Si ron chance alors
de variables, et que le système y,, y a » - - » qn soit remplacé par le sui-
vant : <^, P , ,ÇS, . . . , (v,,, les équations du système (55), sauf la pre-
mière, prendront la forme suivante :

(A-^+'A-^+'A'^+•••^.-.)^=0,

[ I I =2, 3,. . ., W).

Mais on a, pour les valeurs précédentes de h, (A^) == o, et par suite
le système transformé se compose de m— i équations avec n — i va-
riables indépendantes ^, (^...»^ ; en outre, ce système est de même
forme que le précédent, puisque l'on a, pour une valeur quelconque
de À,

(AA^)==O,

/ •pouvant prendre toutes les valeurs de la suite ^,.,,, m, h étant excepté.
La recherche des solutions communes des équations du premier sys-

tème revient donc à celle des solutions communes du second, puisque
ces dernières ne sont que des fonctions de ^, ̂ ..., ̂ , à là condition
toutefois que les coefficients des nouvelles équations ne contiennent
pas d^autres variables que ces dernières. Cela a l ieu en vertu du théo-
rème que nous avons précédemment démontré , puisque (A^), devant
être une solution de 1-équation (A^) = o, ne peut être qu 'une fonction
des seules quantités p., ç^.., ̂ , ce qui justifie ce que nous avons
avancé.



A U X DERIVEES PARTIELLES. 53

Nous pourrons donc raisonner sur ce second système absolument
comme nous l'avons fait sur le précédente et nous passerons de là à un
troisième, en prenant pour nouvelles variables q^ w^ ^ a » - - * » ^-2» <^
dernières quantités ̂ ,..., ^2-2 étant les n — 2 solutions distinctes de
la première équation du second système. La variable q^ disparaîtra
complètement de ce nouveau système comme qi l'avait fait du précé-
dent, et toute solution commune des équations de ce système sera, pour
cette raison, une solution commune des précédents.

En continuant ainsi, on voit que d'un système au suivant le nombre
des équations et celui des variables diminuent chacun d 'une uni té , et
qu'on arrivera enfin à une seule équation homogène renfermant n — m
variables indépendantes : les n—m — i solutions particulières distinctes
de cette équation seront les solutions communes du système proposé;
égalées à des constantes, elles constituent la solution complète du pro-
blème proposé, et une fonction arbitraire de ces mêmes solutions en
sera l'intégrale générale.

Nous allons, pour terminer ce travail, faire sur un exemple particu-
lier l'application des deux méthodes d'intégration des équations li-
néaires.

§ X. — Applications.

Soit proposé d'intégrer le système suivant :

/. « dv ^ dv
/,===2Ç^^+^Ç.^-^.=:o,

,,. dv dv
.A==^^-<7<^-^=o,

^ ., dv dvf, = q^ ̂  ̂  q^ ̂  „ ç, ̂  ̂  o.

Première méthode. — On fera disparaître la fonction ^, tout en lais-
sant les équations linéaires, en posan t^=== log^; si l'on pose aussi

da , , , , ,p^= —, on aura, pour le système précèdent,
(i(^i

/ j, = iq,q,p, + q,q,p. — q, == o,
; a ) 1 f, == 7 q,p2 -- (/«p4 — i == o,

{ f, = 2<y^/?, + ( j l q ^p , — ql == o,
J f, == 9q,p2 --" </«p4 — i == o,

(./3( /; == q'iq\fh -+- q^q^q^p^ — q\qs =•== o.
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On vérifie facilement que ces équations satisfont aux condi t ions d'in-
tégrabilité.

De ces équations, on déduit les valeurs suivantes :

( Q ) .-̂ ..iL.. ̂ ^ZJL, n ~J^n,^JL, ^^î^p^Ml,{ p / pl^ ^q.q^ ^q.q^ P2~~ 2^ pi • ^? //J ^/ > 9^

au moyen desquelles on compose le système auxiliaire auquel doit sa-
tisfaire la fonction y,, que, d'après la règle générale, il nous faut déter-
miner d'abord. Ce système auxiliaire sera le suivant :

, , dfi q\ df\ q\ . df\(y ! o =: ̂ - 4- -Â—— --;/•- ~\~ —^— {(hp^ — 2 -f--»
'" r/r/i a^c/i dq4 ^'q^l^ dp^

(3) o=^-J^^+Et ̂  JlL ̂  .̂ ^1, ^1
rfgs 2^2 âfg^ 2^2 (Ip^' • / " l / ' t f\ tt f4 ft

(,) o = -^ + Mî ^ + 2^ (^,^, - ,, ) f .
dr/3 ç-2<74 riîî Çaîi ' «/̂

Pour chercher une solution commune de ces équations, nous parti-
rons de l'équation (c?) qui admet la solution particulière y, ==p^; sub-
st i tuant dans l 'équation (s), on aura pour résultat

?a==^?(?</Ài-I);

substituant de nouveau dans la même équation, on aura pour résul ta t

93=^(<?4^ï)>

qui s'exprime au moyen de ya ^t de ^3, qui est considéré comme une
constante dans réquation (c?). Une fonction ̂ \ (^^ya) sera aussi une
solution de l'équation ( à ) , e t / pou r qu'elle satisfasse aussi à l'équa-
tion (s), il faudra que l'on ait

dm <:fey âfa
-,———— -.{.,- __,,„. (p ..[__ ÇQ ^^ 0

c/r/3 rfy,T c/y2 tli ?

d'où
cp2 ar/( ,^^'-^P^-^
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Portant cette valeur dans l'équation (7), elle donnera

— ^(P^ -"• ') -»- ̂ i
CT2"~ <MÎ """^ "

Une fonction X ( ^ ^ i ) sera aussi une solution de Inéquation ( s ) , ainsi
que de l'équation (c?) : elle le sera de l 'équation (7) si l'on a .

dl d\
—— 4- -7— 7J5i •==- 0,
dq, dr^t

d'où 1 • ' • .
' •}. — ̂  — ̂ lEi^zll.

• • , """ î, '"̂  CM\ -

Posant cette solution du système auxiliaire égale a une constante ci, et
joignant l 'équation ainsi obtenue aux équations données (a) , on en dé-
duira

p, == - aq'i, ]h == - -1- ̂ , pa = — a^?.^, 7^4 "-= •1 -{- ^ag,^,?2 y 1

d'où
u == co^st. 4- a( <7^/î — ^i q^) 4- log^s^,

et par suite
v-^bq.q.e'1^^-^^,

Telle est la solution complète du système proposé.

Deuxième méthode. — Si nous rendons les équations proposées ho-
mogènes, en suivant pour cela la règle donnée à cet effet, nous obtien-
drons le système suivant :

, -, , . , ,, du , du . du(P) , (A«)--=^,^^+^î<^+9,^^=-o,

, , / A . du du du
y ) A, u) r= % (/a -y- -- Ç/i -j— + V -j- == 0,• ' . • / i ^ j (/g^ ^

, „, / . ^ , rf^ du du(ô) , • ! (^u)^ q.q\ ̂  + q,q^ ^, •4- ^f.y^ ̂  =•:,; o,

où ^ est la nouvelle fonction cherchée, v n'étant plus considéré que
comme une variable indépendante .
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On trouve immédiatement , pour l 'équation (/3), la série s u i v a n t e de
solut ions distinctes,

^ î ^ î - î — î ' ï ^^i==—, 1(2==: g,, us==q^ i^^-———-———
q^ i} ï

Si l'on prend alors pour variables les quan t i t é s suivantes : y,, u^ u^,
?/3, ^.5, les équat ions (y) et (c?) deviendront

(/) (A',.) = (A, „) ̂  + fA,.,) ̂  + (A,,.) ̂  + (A,,.) ̂  -. (A,.,) ̂  = o.

(3') (A^) = (A.î,) ̂  + (A..,) ̂  4- (A^) ̂  -^ (A,y,) ̂  + (A..,) ̂  -= o.

Mais on a

(A"^,)==o, (AiM,)==:-2;^, (A, ̂ 2) ==2.î2, (Aigî,)= o. (Ai^)== — ̂ ,
(A.,gi)===o, (A^,}=:o,, (A2<Sfï)==o, (^q'^^qrq^ (A^J^o;

donc ies équat ions précédentes se rédui ront aux suivantes :

du du du du^j „— 4_ q^ -^ — ^ _ ;̂ ̂  ^ _ .̂̂  (^
c/ai * dq-i du^ dq^

La première de ces équations admet les solutions

u^lw=—'t ^^q^^q.q'i-q^q};
Y2 Y2^

ces solutions, satisfaisant aussi à la dernière équation, sont les solut ions
communes du système proposé. L'intégrale générale sera donc um;
fonction arbitraire de ^i et^, d'où l'on aura enfin

^=<M,9(^îî~y.g:;),

y étant une fonction arbitraire,
II est d'ailleurs évident que ce résultat s'accorde avec celui que nous

avons déjà obtenu en app l iquan t aux équations proposées la rnéthodc
générale relative aux équations quelconques.

Nous indiquerons encore les exemples suivants.
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Soit le système

/ .. ,, civ , . d^ , . dv
'^ ~ q3) Jq, ~~ ̂  - <72?i) dq, + ((^3 - ̂  rfy,:== °'

/ <> ,, dv , ' . dv , , ch(q\--qi}^^(q.q.-q^}^^{q^~q.q.}^^^

en appliquant la même méthode, on trouvera

^==y(^-4- qî ^ql+qÏ, q^q^ q^q^.

Soit encore le système suivant

. âv cl ̂  civ dvg — q -̂ . q -^ — q ^r, o,i dq, ï clq^ -c clq, l clq^

dv d^ cîv dvq 4- ^ - — q — r^ ^ o.
^ rf^i 'î c/^s ~ dq^ l dq^

Pour l'application de la seconde méthode^ il faut remplacer ce sys-
tème par le suivant, qui lui est équivalent,

(q^ -l-.î^) ̂  + {q^-q^ ̂  - W ̂  ql} ̂  - o.

/ , dv . „ - dv , . dv
(q.q. -l- q.q. ) ̂  - (gi -h ?.î) ̂  4- (^î. - <7.^) ̂  r= o;

et la solution générale de ce système est la suivante :

.=4w-^H^),î -;}

^finales scientifiques clé VÈcole Normale supérieure. Tome VIL 8


