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SUR LE

MOUVEMENT DISCONTINU D'UN FLUIDE
DANS UN

CANAL RENFERMANT UN OBSTACLE;

PAB M. HENIU VILLAT.

Introduction.

Il est superf lu d^ ind ique r r intérôt qui s'attache à l 'é lude du mou-
vement pe rmanen t discont inu, des (luides, considéré comme on le f a i t
depuis les travaux d^lielmhoitz. On sait que les méthodes pour aborder
cette étude ont été récemment perfect ionnées par MM. T. Levi-Civita
et M. B r i l l o u i n ; elles on t f a i t depuis l'objet de nombreux et impor-
tants travaux, entre lesquels i îconvient de citer ceux de MM.. U. Cisotl i ,
G. Colonnet t i , T. Boggie ( 1 ) ,

dep

Le présent Mémoire ( 2 ) a pour but la déterminat ion du mouvement
plan d iscont inu le plus général que peut prendre un f l u i d e dans u n
canal donnôy con t enan t u n obstacle donné . Ce problème a déjà été
traité par M. IL Cisotli \Sul moto di un solide in un canale (liendi-
conti del Cire. di Paiermo^ K)O(.))|, dans le cas part iculier d'un canal
rectiligne contenant un obstacle symétrique par rapport à l'axe de ce
canal ; le mouvement est alors aussi, symétrique. Aux, élégantes for-
mules de M. Cisotti, il suff i t d'adjoindre une fo rmule générale que
j'ai. indiquée {Complet rendue t . C.L.1I, 6 févr ie r 1911, p. 3o6) (^y

pi

( l ) Cf. les RetidicôlUi dei Cire. di Palenno, 1909 et suiv., ei les ^Ui dclla Reaie
ÂCGCidcrnui dei Lincci, k3.

(< 2 ) Dont la rédaction et lo dépôt remontent à janvier KJ I Ï .
( 3 ) Les développeinenis relîAtiis à ce sujet sont contenus dans un Mémoire inséré an

Bulletin de Ici Société mat/n^TUïtufiiiî^ K)!^, fasc. 3*
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pour obtenir dans le cas symét r ique la s o l u t i o n du problème pour u n
obstacle, dont l 'allure est donnée à l 'avance. Je me su i s proposé ici
de résoudre complètement le cas général , ce q u i fait l'objet de la pre-
mière Partie, où sont établies les fo rmules nécessaires, ramenant à
des quadratures la dé te rmina t ion to ta le du mouvement . A une (orme
générale de l'obstacle et des parois du canal, supposée connue, corres-
pondent pour les deux fonct ions arbitraires, dont dépendent les équa-
tions, des propriétés qui les caractérisent qua l i t a t ivement . La mise en
marche de cette théorie s 'effectue comme dans les diverses ques t ions
d'hydrodynamique basées sur les méthodes int rodui tes par Ki rchhof f et
Helmhoitz et Levi-Civita. Elle présente donc des analogies inév i t ab le s
avec celle que j'ai employée dans mon M é m o i r e Sur la résistance des
fluides ( A nnales de l'École Normale, ï <) ï ï ).

La seconde Partie de ce travail est relative plus spécialement aux
mouvements doués de symétrie par rapport a l'axe d u c a n a l , don t la
forme reste quelconque (mais symétr ique) . On y é tabl i t q u e l q u e s
ensembles de f o r m u l e s qu i s ' app l i quen t h de tels m o u v e m e n t s .

A part les obstacles rectilignes ou formés de serments rect î imnes,
je me suis borné à i nd ique r sommairemeî i t un exemple d'obstacle
courbe. Des exemples variés trouveront plus naturel lement , leur place
dans un prochain travail.

Le Mémoire actuel est le développement parti t1! d ' u n e Note publ iée
aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences^ le 6 février mn,
t. GLU,p .3o3 .

PREMIÈRE PARTIE.
CAS GÉNÉRAL. ÉQUATIONS GÉNÉRALES.

Considérons un f luide plan, don ( l a densité sera prise pour u n i t é ; et
supposons que ce fluide soit l imité par deux parois fixes quelconques
indéf in ies , consti tuant un canal, entre les parois duquel ! le f luide
s'écoule. En outre,, nous supposons que dans ce canal soit immergé
un obstacle fixe. Imaginons qu'on ait atteint un état permanent irro-
tat ionnel , avec sillage étendu à l ' inf ini à l'arrière de l'obstacle et
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faisant corps avec lui . Nous admettons, pour simplifier la notation,
qu'à l ' infini , du côté du sillage, la vitesse du fluide qui coule soit
égale à i (de ce qui suivra résultera que, si elle est égale à ï sur l'un
des bords du sillage, elle a la même valeur sur l'autre). En avant
de l'obstacle, la vitesse du fluide à l ' infini sera désignée par V«,.

Soit 0 le po in t du profil de l'obstacle, ou le courant se divise pour
venir entourer celui-ci. Ce po in t 0 (proue), qui pourra être un point
anguleux, sera pris comme origine des coordonnées, l'axe des x
ayant une direction qu'on peut prendre quelconque, et l'axe des y lui
étant perpendiculaire.

La portion rXo du fluide en mouvement sera séparée du solide et du
sillage par une ligne L formée : d 'une partie T^ + ̂ ^ du profil de
l'obstacle et de deux l ignes de discont inui té ( l ignes libres) À, et À;^
Sur chacune de ces portions, nous admettrons l'existence d 'une tan-
gente partout continue, sauf peut-être en 0; et sur la paroi (sauf tou-
jours en 0), le rayon de courbure variera continuement; on fera les
mômes hypothèses sur les parois ̂  et jx^ du canal.

En désignant par Uy ç les projections, sur les axes, de la vitesse
Fig. x.

^2

d^uno molécule fluide, i l résulte part iculièrement, de ce qui précède,
qu'à rinfmi on a Çvoir la figure), à droite,

u=^ cosO"u :=cos0i
t> •=.: sin 61

ou (•) == sîû0[

selon qu'on se place entre À, et ;x,, ou entre Àa et (^2; et, à gauche»
// ^= v^ cos02i
^==V^sin02,

Ann. Êc, A'orrn., (3), X.XÏX. --- Mw nj'n. ^
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0^, Op Oa désignant les angles que font avec Ox les directions asymp-
totiques des parois (J-i (en aval), [j-a (en aval) et des mêmes parois en
amont. Le cas, évidemment le plus intéressant pour la pratique, est
celui où les deux premières de ces directions coïncident; on peut alors
supposer 0 ^ = Q\ == o.

Cela étant, le iilet fluide, qui tombe sur le corps solide en 0, s'y
arrête momentanément , pu i s se divise en deux, suivant les l ignes
C T - i + X , etc^+^a, qui, sont des lignes de courant. Les autres f i lets
ne subissent pas d'arrêt. Par suite, la vitesse V dans le Iluide est par-
tout positive, sauf en 0, où elle est nul le (et aux points des parois du
canal, où l 'orientation de la paroi changerait brusquement de sens, —
points où la vitesse s 'annulerai t également si la paroi ne présente pas
en ce point vers le fluide un angle saillant).

Désignons par cp et '^ le potentiel et la fonction de courant, lesquels
donnent lieu aux relations

_ ô(f _ ù^ _ <)^ à1^
' ' àx à y y ôy """" ôx '

Comme ç et '^ ne sont définis qu'à une constante près, nous choi-
sirons ces constantes de sorte qu'on a i t ç==o et ^==0 au point 0.
Alors ^ sera nul tout le long de la ligne L === n-^ -+- X ^ + î^ -h- Àa qui est
une ligne de courant. Pour une raison analogue, ^ sera constant le
long de chacune des deux parois j^i et ^a» (l^i ^o^t visiblement aussi
des lignes de courant.

On sait maintenant que la pression hydrodynamique /) est déter-
minée en chaque point par l'équation

( i) 7^="-^V2^" const.
«iÀ

Dans le sillage, la pression est constante; soit/^ -sa va leur ; cela ne
détermine pas de suite la valeur de la constante de l 'équation précé-
dente, valable dans x, à cause de la discont inui té des vitesses en tra-
versant À < et X^. Mais, le long de ces dernières lignes, l'égalité des
pressions sur les deux côtés (égalité nécessaire pour l'existence de
l'état permanent) nous donne

/^=— i'V^ consl.
«&
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La vitesse est donc constante dans cl le long des lignes libres ety
par suite, égale à ï , qui est sa valeur à l ' infîni . sur ces lignes. (Obser-
vons ici que si la valeur i de la vitesse n'avait été supposée que d'un
côté du sillage, par exemple à l ' inf in i entre À, et p.,, la considé-
ration de Xi aurai t comme ci-dessus déterminé la constante de l'équa-
tion (i), et la constante de la pression p ^ dans le sillage aurait indiqué
l'égalité V= ï à l ' infini entre 7^ et (^.)

De ce qui précède résulte qu'on a, pour l 'équation (ï) qui convient
dans oA^

consl= - 4-^1,

et, par suite, la pression clans ce domaine est

(2) ^^^(i-V^
J!

Ceci étant, posons
^ = x -+- iy^

(3) w —. u — i{\

On a évidemment
y::::: y -ï- ?'ip.

dfw . ,̂.
w et f sont deux fonctions analytiques de ^; régulières dans le
champ x; toutefois, les formules

(5)
dcû =: ^ .̂a? -ï- ^ <'/y,
(AL == — (; dx 4- //- (:(y

montrent que / est inf în i pour z i n f i n i (dans le champ 0X0), tandis
que w reste fini.

Domaine du plan/correspondant an champ cAo,

A la l igne L correspondent pour y des valeurs réelles. Quand on
parcourt îD'i -+" )^ ou t ïTa+^a en partant du poin t 0, f part de zéro et
croît constamment jusqu'à l ' inf ini : en effet, s désignant l'arc d'une de
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ces l ignes, compté positivement dans le sens du courant, on a de suite

et

clx _ u dy _ c
'71s '""" v' TiK ~~ y

de? _ à^ dx à^ dy _ ^
c/.y J;y <:/.? à y cl s

Donc ç part de zéro et croît; il croît indéfiniment, d'après (5).
A la paroi fixe p^ correspond une valeur fixe ^, de r^, comme on

l'a déjà dit; cette valeur ^, est positive, comme cela résulte immédia-
fcement de (5) (u étant égal à j , ety allant en croissant, lorsqu'on se
déplace pour aller de Ai a ^ en suivant une ordonnée placée très loin
à droite).

De même, à la paroi fixe p^ correspond une valeur fixe 4^ ^8 f^
et cette valeur sera négative, c'est-à-dire que ^2 ̂ ^ positif.

De là nous concluons le champ ^ du plan j\ correspondant au

w

0

...... w . . .

^
loi) /, Û.,)
(tS^ ^ (^» r

^£

champ ^ : ce champ ift) est limité par les deux droites ^==='^ et
^ = — f^» ^t par la coupure le long de l'axe Oç. Nous appellerons/,
et/a les valeurs de 9 qui correspondent aux deux points P, et Pa où
les lignes libres se détachent de l'obstacle. [Y a-t-il besoin de dire
que les deux droites ^^^ i et ^ = — ^a conviennent en entier, car
l'équation (5) montre que si le points décrit (;j^), par exemple, y varie
de — ce à -h =0.]

11 résulte maintenant, d'un raisonnement classique, que l'équation
f^f(z)

effectue la représentation conforme de l'aire ^ sur le domaine ^.
Nous avons donc le droit de considérer maintenants comme une fonc-
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tion de/, régulière et f i n i e dans le domaine 'i^, sauf pour/ inf in i , qui
correspond à z i n f i n i .

La fonction w{f) et son logarithme — z ^ 2 .

La fonction w, qui était une fonction de-s régulière dans le champ <Â),
devient, d'après ce qui précède, une fonction de /, finie et continue
dans le champ i(ï). En observant que w\ == V, et en posant

(6) w-^e---1^,

et en convenant que û soit nu l pour \w\ === i, on a de suite les résul-
tats suivants : poury réel et supérieur à f^ ou/a (suivant le bord de
la coupure que Fon considère), on a | w \ == i, et par conséquent iî est
réel; pour ^ == '̂  ou — r^, la vitesse est tangente à la paroi corres-
pondante; dans le cas ( l 'un canal recliligne, ç serait nul , la vitesse
étant horizontale, (P serait donc réel, et û imaginaire pure.

Dans ces conditions, û sera une fonction uniforme de f, régulière
dans tout le champ ^b, exception faite du point f= o, pour lequel
on a Hï == -h co, (.ï.1 devant être nul.

Nous allons main tenant , au moyen de changements de variables
appropriés, remplacer le champ IH) par un domaine intérieur à une
certaine demi-couronne circulaire dans le plan d 'une certaine
variable z, la rei)résentation (conforme) du plan y sur le plan z étant
faite de telle manière que les lignes libres correspondent dans le
plan z aux bords de la demi-couronne situés sur l'axe réel.

Introduction d'une variable auxiliaire £,

Effectuons tout d'abord la représentation conforme de l'aire iil sur
un demi-plan. A cet effet, posons

(7) /=- A log(/- — a) - B }(^{t - b) + I) 4- iÏ\,

A, B, D, 1)̂  a, b étant des constantes réelles, dont les deux premières
soient positives. Cette relation équivaut à

(S) cif — (J— ̂  JL^ ,u -- ̂ lAL±JiMrLiA,/^^ aiv / r j ' \ t ^ a l t - b ) t ~ L { t - a ) { t — b ) J ' '
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Nous supposerons que les déterminat ions choisies des logari thmes
soient celles dont la partie imaginaire est nulle pour l réel et p lus
grand que a et &, respectivement.

Ceci posé, faisons décrire à t, l'axe réel de son plan, et posons
t — a •=== r e^, t — h •== 1\ e1'^^

£ et £ ^ étant nuls lorsque t est supérieur à a ou b, comme on vient de
le dire. Posons encore
(9) ^A^LtJ!̂
" j f - ' A + B

(c est évidemment entre a et 6). Les résultats suivants apparaissent
alors d'eux-mêmes :

Si t croît de — a? à a, on a

/=:— A,(logr+ in) — B(logrî+ / T T ) -h D +n;)i,

la partie réelle varie de — w à 4- ce, le coefficient de x est
D^ -— -n:(A + B) (car £ et E^ sont tous deux égaux à 'n;),

Si l croît de a à ^, on a

/ = — A log r — B ( log /"i -{- /TT ) 4- ,1) -+- i Di,

la partie réelle de / décroît de +-x> à un certain min imum, le coef-
ficient de l'est D^ — TrB (car £ === o, et e, == ir).

Sït croît de c à Z^, le coefficient de i reste le même, mais la partie
réelle croît depuis le minimum ci-dessus jusqu'à 4- co.

Si t croît de b à -{" co, on aura

• / === — A log r — B log /-i 4-1) -h fDi,

la partie réelle décroîtra de +o) à - co, le coefficient de i sera D,
(£ et £^ sont nuls).

De là résulte que le contour décrit par le point /dans son plan,
lorsque/parcour t l'axe réel, coïncide avec le contour du domaine ^
du paragraphe précédent, si l'on pose tout d/abord

' D I—TT(A+B)^—^>
( Io) • O i—TrB^o,

1^=:^
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et si l'on s'arrange de façon que le min imum de la partie réelle de/,
pour t compris entre a et b, soit égal à zéro ; ce qui donne (on a alors
r = c — a, T^ == b — c)

(n) o = = — A l o g ( c — a ) — B l o g ( ^ — c) -4-1).

Cette partie réelle passe alors une fois par la valeur/^ (pour t entre
a et c); nous supposerons que cela a lieu pour t== — i ( { ) , ce qui
entraînera naturel lement les inégalités

a < — ï <c,

et ce qui donnera naissance à la relation
(12) /,-^—A log(~ ï - a) - B log-( b 4- ï ) ̂  5).

De même, pour ^ compris entre c et b, la partie réelle passe une fois
Fi g. 3.

| (Pkin f. !

ljj,.) r/.,,) ^J'i'^^^_ ^f1_ (^»1_ ___[iLil.„.. ,.^^,,,«^^...^^. ^ ^ <. ^

par la valeur y^y nous supposerons que cela se produit pour t == ï (2),
ce qui donne naissance comme ci-dessus aux inégalités

c < i < b
et à la relation ^
( i3) f^—A. log(î - a) ~ B log( ̂ - i )+ I).

Observons que des équations ( ïo) on tire immédiatement

( î 3 ' ) i),^^i, A=^ , B:^^

et que A et B sont bien positifs^ comme nous l 'avions supposé,
Moyennant les condi t ions susénoncées, la relation (7) effectue la

représentation conforme du champ ilî> sur le demi-plan positif ./. Le

0) Ce choix n'a d'ailleurs rien d'indispensable; il nous sera sôulemeiii commode.
( 2 ) Môme remarque que ci-dessus.
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fait que la correspondance est bien biunivoque résulte, par un raison-
nement classique {Cf. PICARD, Analyse, t. Il, p. 280), de ce que t
prend une suite de valeurs toutes différentes, lorsque / décrit le con-
tour limite du champ id>.

Introduction d'une nouvelle variable X.

Posons maintenant tout d'abord, s représentant une nouvelle
variable,
( i 4 ) ds = -—=^===^^^

^/^^a){t^î)(t^b)

Faisons alors décrire à / l'axe réel de son plan. Alors le point .9 dans
son propre plan décrira le contour d'un rectangle qu ' ind ique la ligure,

Fig. 4.

/'/VWI, f)

KTn»)

(7..,)

-î'/ <^ 0 flw (\l.'^ »g

dans des conditions sur lesquelles il nous paraît inu t i le d/insister, et
que la figure indique suffisamment.

On aperçoit maintenant sans peine qu'une transfbrmatîon de la
forme
(i5) î , /--P'

p ^,—. ____ | <-k j'y 1 __^^^ .̂

sw iW ^\e^^^

où ô désigne un certain angle fixe, et où B' et P sont des constantes
positives, fait correspondre à notre rectangle une demi-couronne, les
lignes libres (ou les côtés verticaux du rectangle) correspondant aux
bords rectilignes de la demi-couronne.

En effet, en posant
(16) ^ , Z^pr^,

la relation (i.^) s'écrit de suite
7T^,0_ç. l , P

ÎO£Ï~^———^^,^
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Cela étant, on, voit que (en appe lan t ,y, et.s'a l°s sommets inférieurs
du rectangle de tout à l 'heure, et ^ + ù' le sommet supérieur à
droite) :

Si s varie de ^o à ^2, p est constamment égal à P ; T varie de ^o, défini
par la relation

( 1 7 ) s^^——^,—^

à une valeur y définie par ^> === 'ILz—Zll, videur qui sera nulle si nous
posons

7T — Q
< - 0 \ y ___ Z_____^ .
\l0 ) A ^ — — — ,^/ ,

Si s varie de ,?a à ^a + ̂ ^ P varie de P à une certaine valeur que nous
prendrons égale à ï en posant

(19) .^logp^

et cr restera nu l ;
Si s varie de ^ -h ù' à .y,, 4- îs\ en passant par ^ •+- lY (qui corres-

pond à t === c, c'est-à-dire à la séparation entre -m^ et ^a)» P reste égal
à ï ; avarie depuis zéro, passe par ̂  d é f i n i par

(.0) ,̂ -̂ -̂

et arrive à une valeur que je ferai égale à TT en posant

(2l) ^- ^ .

Si s varie de s^ + is' à .^, p variera de ï à P, o" restera égal à TC;
Si ,9 varie de ^ à 5*0, p reste égal à P, cr varie de TC à Yo.
De tout ceci résulte que le champ ^ du p lan/ est maintenant

représenté de façon conforme sur la demi-couronne qu'indique la
figure ci-après.

La représentation est effectivement conforme, à cause de ce fait que,
l8Ann. Éc. Norm., (3), XXIX. — MABS 1912 .
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lorsqu'on fait décrire au po in t £ l'axe réel de son plan, la variable Z
prend une succession do valeurs toutes distinctes,

Nous observerons que les cond i t ions énoncées précédemment déter-

Fig. 5

minent P, B' et-ô, dès que le rectangle du plan s est donné ; on lire en
effet sans peine de (18), (19), (2ï)

(22)

Nous voulons maintenant exprimer efÏWivement/en fonction deZ,
c'est-à-dire en somme t en fonction de s. Il nous faut donc effectuer
l'inversion de la formule (i4). Cette inversion peut s'obtenir de bien
des manières. Dans le cas générale celle qui nous paraît la plus appro-
priée à notre sujet est la suivante :

Intervention des fonctions elliptiques de Weierstrass.

La théorie des fonctions elliptiques (Ç/., par ex., APPKLL et LACOÏJH,
Fond. ellip., p. 2.56) montre qu'on réalise l'inversion cherchée, en
posant
/ o. a-h b x J /A k - -p / y
\ îo ) , £ == 4- —-—— 4- — ——————L,

4 a P ^ — p y

oùjp représente 'la fonction de Weierstrass, construite avec des'inva-



SUR LE MOUVEMENT DISCONTINU D UN FLUÎDE, ETC.

riants g^ et ^3, ayant pour valeurs
139

W

.,̂ )̂!+(̂ _D!,g^ — s — -

ffs~=T"~=-

ï 2

ab{ab—î) (a-^ bY(ab-i)
- — — g ~ 27476

(ab—îY (a+bY , ( a+&) 2
— ——^—— — ——«—— 4_ ab ——Tç——?

6'1 4 4

et où y est un argument constant défini par les égalités

( ^^^±bV^a^l.
^-Tô

a 4- h 3
6

(25)
[a ^bY

(a 4" ^) (a/^ — i) —p 'y 4 4' " ' 32

Cet argument y est réel; e ty les quatre racines du polynôme

F ( Q = ( ^ ~ i ) ( ^ - " a ) ( ^ ~ ^ )

étant réelles, il, est faci le de voir (Cf. APPELL et LACOUU, /oc. cù.^
p. 85), qu'on peut prendre y entre — co et + QJ, ou, si l'on préfère,
entre o et 2 CD, en désignant les périodes de la fonction y par 200
(réelle) et aco' ("imaginaire pure).

Dans ces conditions, le radical \ I V { l ) s'exprime par
(26) ^^-^^ ^ ̂  _ ^^^ ̂  ̂  ̂

et les racines F(//) correspondent à
p. î—j) (5-hy)==o,

d*où l'on tire bien facilement
s -+" y =r±: *ç 4- 2m&) -h amo.) 4- 2/iû)' (m et n entiers).

En négligeant le signe — , puisque y n'est pas multiple des pé-
riodes, il suffît de considérer les valeurs suivantes

-h (f) 4" w,
7 + .',
%

qui correspondront aux valeurs a, — ï , 4- i ? ^, de t.
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La correspondance est indiquée par la figure ci-dessous, où nous
avons supposé co ^> y >• o, pojur fixer les idées. Comme on a a <^ — i,

" Ï + Ou '
z

(TX3,)

Fi g. 6.

(F/an s )

(œ-

(A.,.)

-}? (^il 0
2

et &> i, les formules (a5) montrent sans peine que

P 7 > o, p'y = — S^n (a + 6 ).

Si (a + ^) est donc positif ou négatif, y sera compris entre o et o>y
ou entre OL» et 200.

Le rectangle précédent consti tue le domaine rectangle déjà consi-
déré dans le paragraphe précédent, et nous voyons par suite que les
constantes, appelées antérieurement ;?,, s ^ y s ' y ont ici les valeurs sui-
vantes :

, ̂  ys^—^
(27) ^ .ç2=— ^ +&),

G,)'

Les formules (22), qui déterminent le changement de variable effec-
tuant la représentation sur la demi-couronne, nous donnent par con-
séquent

(28)
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Observons que la valeur « i) de P, n'est autre que la quantité
désignée habituellement par y dans la théorie des fonctions ellipti-
ques ; nous la désignerons aussi désormais par cette lettre.

D'après ce qui précède, la relation entre s et Z peut désormais
s'écrire [éq. ( i5) j

(-29)

ï F * 7TO/ •^1 ï r/1i . / -"P^,.^^^( ï . W ./,— ï ̂  — ^— — ^ y .
. 71 l U
L— -

&.)

— \nt— — — ^ — . l o g Z ,
.71 | l< j ) J

c'est-à-dire

/-y-^iosz..s* ::= (.,} -h c»)
2 ^TC

Je reproduis ci-dessous la demi-couronne correspondante, dont les
rayons extrêmes ont pour valeurs ï et y.

Les points s ==j et z ==y^ qui constituent la séparation des arcs de

^ 7.

circonférence correspondant à c^, GJ^? d'une part, à ^,, [j.̂  d'autre
part, sont définis comme il suit :

Point/. — La séparation entre T^ et ^ a lieu pour/==o, c'est-
à-dire pour l == c\ La formule (a3) devient alors pour /• = c

j '^—p'y
4 ^ P - y — P y

et elle définit une valeur et une seule de ^ de la forme

(^Q1) A -==——Z.+ .c^+V (O<^<rx,)).
î'î
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Puis la formule (29) donne

]Ogy=:iÏ(&)—v),

c'est-à-dire

(3o) • y^^.

On saura donc calculer l'argumentrc- (œ — v ) du point/.
Point j ^ . —• La séparation entre ;x^ et [J-a a lieu p o u r / réel et i n f i n i . La

valeur correspondante de s, entre — / et 7- 4- co, est visiblement .y ==? o.; j- 2 2
La formule (29) donne donc

o==:.,)+o/-^-^log./\,

c^est-à-dire
/ Ti; f y ^

(3i) /^y^^""^.

L'argument du point/, est donc TC (ûï - ^) •
En résumé, on a pour passer de/à Z, les relations suivantes

(7') /=—A log(( - a) — ïi log(f—^) 4-1) 4- î'.l),,

^ ^._^^^1/G>-^-"/-ï-^'"^)--^y
4 2 / y Ci) \

j) ^ o.) 4- oV— L — — logX ) — .p y

Calcul de la différeïitielle <:(/' en fonction de Z.

On a, d'après (8) et (9),

(33) ^-(A-.B),,_^;_,^,,

puis, d'après ( ï4 ) et (26),

( 34 ) dt == V/F(7) ̂  == [ J') S — p ( ,ç 4- y ) J ^/,y,
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c'est-à-dire, en se rappelant la relat ion (29) entre s et Z,

(35) dt= [p f.) + o)' - ̂  - ̂  logz) - p fœ + o/+ y - -?- JogZ\1 ̂  f.
' / L \ 2 ^TT ° / \ 2 i'?T b /J m L

Maintenant , la théorie des fonctions elliptiques fournit les rela-
tions

/ ^^ l d /P^—P / |3^p ( a 4- (3 ) == p a — - — -—————t- ,
' 1 ' a <:/a\ p a — p p y

/ ^ ^ „ l d /P^-^P /P^p ( a "— p ) == pa •— ~ -7- —————^- ?
" v r / a ^/a \ p a — ,p (3 /

où a et ? sont deux arguments quelconques. (Cf., par ex., TANNERY et
MOLK, Fond. ellipt^ form. VII) .

D'où
p ( a - p ) ^ p ( a + p ) - p / a p / a

( P a - p p ) 2

Revenant à dly nous voyons qu^il peut s'écrire

% p^p'^+^-^logZ^p / Z p ' ( ^ 4-. (,)/—. —
/ o ^ . ,, &) a/ à \ /,7T(36) dt =;--—-— —————^———————-————-

^7T Z / , 6ï , ,̂\ V Pp^^,/^^Iog/)^p^J

Je veux ici fa i re voir que ̂ différentielle df, qui résulte de (32), (33),
(36), reste invariable par réchange de Z en r» Ce point sera capital par
la suite.

Occupons-nous d'abord du coefficient de dt dans df, et, par suite de
l'expression (3^), de t. Sil'on change Z en ^ ?-logZ change de signe
(en négligeant au besoin un multiple de 20 sans importance). Je dis
qu'alors / ne change pas. Pour mettre ce fait en évidence, observons
qu'on peut écrire (Cf. ÏANNEHY et MOLK, form. VIÏ)
/ ^ . €t 4- b . [ , y (s) , r\ <. / / Y û) | ry\ ^(3^ ) f •^ —.— 4» Ç ^ ̂  ̂ / 4. L — —logZ — Ç &) 4" &/— ̂  — — log/ —Çy.

4 \ 2 Z 7 C / \ 2 < 7 ï ' /

Par la transformation indiquée, ^ devient

^^-,ç(^,/-,^^,ogz)-ç(^./-^^ogz)-Çy,
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ou, comme ̂  est impaire,

^^^ç(-.-.^^-^,ogz)-ç(-<o-^-^-^logz)-çy.

Or, on a (TANNEHY et MOLK, formule Vî)

Ç (̂  + ̂  ̂  2 _ JîL logZ^ = Ç f— co ~ û/ + 7 - — logz) + arî + a r/,
\ 2 ^ 7 T / \ S A T T /

ç (» + co'- 7 - -^logZ^ = Ç f- M - ,)'- ^ - -logz) + 2-n +2r/.
^ o. m: / \ 2 nz /

D'où immédiatement
t=t'.

Donc le coefficient de dt dans rf/ne change pas.
Envisageons maintenant dt^ sous sa forme (36) par exemple, p

étant paire, et p' impaire, on a de suite

p f&) + ̂  + ^- logZ^ = p f~ c.) — o)' — ̂  lôgX^ == J> (^o) + o/ — •̂  logZJ ,

p/^ ̂  ^/+ ̂ logZ^- p^- a) - o/- ̂ log%) =- pY^ - û/-^ logz) ,

p' ^ûù4-o)'—^l. î o g Z )
donc l'expression r—7—————"T—,—'—^p change de signe simple-

^^^^^^lo^)-plj

ment; et comme il en est de même de — quand on permute Z avec

-î on voit bien qu'en fin de compte, cl/n'a pas changé.

Remarque sur le cas où le mouvement serait symétrique
par rapport à l'axe dn canal supposé lui-même symétrique.

On s'aperçoit immédiatement que, si l'on suppose le mouvement
symétrique, par rapport à l'axe du canal (l'obstacle aussi par consé-
quent), il faut faire

(38) a=-^ ^==^, A=B, c=o,

et [C/.,form.(ïû),(i3)]/<==/,.
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Les formules (25) qu i définissent l'argument y, deviennent
_ /^-4-I

.P7——5—5

p'y rro

et donnent
(89) y=ro) ,

puisque Y est entre o et 2œ. Alors, en appelant comme d 'ordinai re
e^ e.^ e^, les trois racines, par ordre de grandeur décroissante, du
trinôme

G (,r) == 4 x^— g^x — ^3,
il viendra

^+ ip^c.--^-,

l) 'aiHeurs \Cf. (24)), on a actuellement

.,= -̂̂ ,
/ / ^ 4 - i r ( ^ 4 - i ) 2 i^_^^_j^_^_^^j.

Le t r inôme G^r) admet v i s ib lement , la racine ; 4"1? et un calcul
facile permet d'écrire

Les trois racines <?/ sont donc

, , , /^+l b^i b //"4-î ^
( 40 ) Ci := ——-—— ? (?2 ^-r' — ———— -4- ~ i €^ -^ — ————— — ~ ?

6 ï 2 2 12 2

qu'on s'assure, sans pe ine , ô(re rangées dans l'ordre de grandeur
voulu.

Ceci posé, le calcul de r//*dans le cas actuel, peut se déduire du cas
général, en remarquant qu'on a (TANINRRY et M'OLK;, forro. XV.I)

p ̂  = (^ 4-- V^i — GÎ V'^i — (•î^

A un. Kc. Nurm,, (3), XXIX. —- Av»n. 191 ' ^ . H)
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On peut aussi remarquer que l'expression de df peut s'écrire, en
conservant, pour simplifier l 'écriture, la lettre s comme argument de
la fonction p,

,/. . t ,- , ... — o) d7i
rf/--2A^^L^,y-p(.-K.)]-^-^-

avec
<=1-^-.2 p,y — ^i

Or (TANNERY et MOLK, form. Vil)

/ ^ r ( el — G 9 ) ( c\ — ^s ) "ips — p (.<? -h û) ) = pÀ- — ^ 4- '-J———^̂ l̂ L ,̂,,.̂
L 'P'^ — ^i 1

== LliiriiL}̂
p̂ , y — 6 ^ i

D'où finalement

9 A n r// ^^^(^^-^^'""(^-^X^—^)]( 4, ) ,y = 1^ dh 9:______^^^^____^____
^ z ^^^^(p^^)^

avec
0) / G) , ^

.y^ ̂  + ̂ ' ̂  „ offZ.
?. IK b

Enfin, voyons ici les positions particulières des points Z ==/, ou /,.
L'argument du pointa étant dans le cas général ^ (^ — 7}, on aura

immédiatement, pour y == œ,
/ ï

j\^qe î •^ùf.

Le p o i n t / é t a i t défini par la relation (3o), qui se réduit à

^ _,
p.-r^-0-

la racine s de cette équat ion, placée entre o/ — y et o/ — y -i- oj, est
^ .-î

^ == o/, ce qui donne par la relation (29/) v == ̂  et, par suite,

/.?.(..>-.) /•TC .
j =r ^ f() = ̂  -2 rr; /.

Au surplus, ces deux résultats étaient à prévoir, et la disposition
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des éléments de la demi-couronne , dans le plan Z, devait être symé-
tr ique, par r appor t a l'axe imaginaire de ce plan. Dans le cas actuel,
on a, en effet, les trois résultats suivants :

i° A deux points Z de la demi-couronne, symétriques par rapport à
l'axe imaginaire, correspondent deux points s symétriques, par* rap-
port à l'axe imaginaire du plan .y.

En effet, en posant Z = pe^, on a
G) , G) . . . G) GJ , G.)

,V r= — -h G)'—— —— ( 102'p 4- IG) = -- •— — 0" -t- G )— —— lOffp.
a ^ 7 T ' Dl / 2 -ÎT <7T ot

Le point Z symétr ique du premier est

p^~^î

le point S correspondant est
/, G) , G) ,. , .. ,«, G) G) . G) ,fc, -^ — -..̂ . ^/ — — |o^p 4,̂  ^ ( ̂  ̂  o-) :;_ — _ ̂  „„ o- 4« ^/ .--. „« IQO- p,

^ , £ TT " ' 2 7T < 7T

^ et S sont bien dans la relation indiquée.

2° A deux points s et S symétriques, par rapport à l'axe imaginaire,
correspondent deux points t et T symétriques, par rapport à l'axe ima-
ginaire du plan t.

On a vu en cÛet que

Alors, en posant
,ç=a+^3, S •==:-" a + ^'(3,

il vient
, ̂  1 .̂ Jîlt̂ Jlî

2 j ) ( a -h <(3) — ei ?

T - 1 ^i=L^iÈl^ -^. i ̂ Jllt.̂ ^ ,̂
3 jï (,.,..,„-. ^ 4^ ^Û ) «_ ^^ """"" % p ( ̂  — <p ) -— ^^ ?

T étant opposé au conjugué de ^, cela démontre la l iaison voulue.

3° A deux points i et T symétriques, par rapport à l'axe imaginaire,
correspondent deux points /"imaginaires conjugués.

En effet, des relations (7), (10), (ï i), (12) on déduit très aisément
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dans le cas actuel

( / j2 ) /== A [- log^2- ^-) + 2io^ + Iog(- i):| = A log^^r

Et comme, dans les condi t ions susdites, t2 et T2 sont imaginaires
conjugués, on en conclut sans peine que les valeurs de f le seront
aussi.

De la formule (4) <ît de (6) résulte qu'on a

(43) ' clz^e^df.

En exprimant tout au second membre en fonction de Z, et obser-
vant que z == o pour Z ==/(= i dans le cas actuel), on aura

^=f\^c^
J i

équation sur laquelle nous reviendrons plus loin, et qui montre
aisément que, à deux points Z symétriques, par rapport à l'axe imagi-
naire, correspondront deux points z symétriques, <par rapport à Faxe
du canal ('supposé pris comme axe des <y).

Sur la détermination des constantes.

La figure primitive du plan / était caractérisée par quatre cons-
tantes :/i,/a? ^ i » ^2? toutes >o; nous avons été amenés par la suite
à faire apparaître un certain nombre de nouvelles constantes : a, b,
A, B, c, a», œ', -Y, v, et d'autres s'exprimant immédia tement au moyen
de celles-là. Avant d'aller plus loin, il nous fau t voir quelles sont les
constantes caractéristiques que nous garderons en f in de compte, et
étudier la détermination de toutes les autres en fonction de celles-là.

Observons d'abord que, dans le second groupe signalé ci-dessus, les
quatre premières constantes : a, &, A, B, permettent de calculer les
suivantes. En effet, on a c par l'équation (9); les relations (24) don-
nent les invariants g^ et ^"3, d'où e^ e^ e^\ après quoi les périodes
sont, comme il est bien connu (Ç/., APPELL et LACOUH, Fond. ellipt.,
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p.249) ,

w <,)=r'~.-_. î-==_-
^ <'l V l -"' —— ^ 2 •̂  —— •é'* 3

Puis y est déterminé par les relations compatibles (2.5), et v par la
relation (29').

Cela étant, je vais faire voir que la donnée des quatre constantes :
y^/a» ^ i » '^2» est exactement équivalente à la donnée de a, &, A, B,
avec les restrictions suivantes,

/1>CS /2>Ô, ^i>0, ^>0,

A >ô, B >o, a < — i , ^ > i , A^-h Ba
mi <i.

Pour démontrer ce point, nous partirons des équations (11), (12),
(ï3), (iS'), que nous récrirons sous la forme

o := — AL lo^( c— a) —B log(^ — c) -h Ï),
./̂  - A lo^(- i - a) - B log( ̂  4- i) + D,
/^ - A log( ï - a) ~ B los(h ~ ï ) + î),

A==^ B=il.

L'élinlinatiou de I) f o u r n i t de suite
,. . ,, ï — a - , h — ïy i==-Alog ——— -Blo[-(45) / ,==-Alog ̂

^^-Alog^^-Blog(46)

(47)
c — a ! ! 1 !' ° b — c

(.p,=:7TB, ^2=:7T:A.

Le premier groupe de constantes s'exprime donc immédiatement en
fonction dit second, et il est visible que les inégalités imposées sont
bien satisfaites, si e l f e s le sont en ce qui concerne a, 6, A, B.

Donnons-nous main tenant les constantes/',,^, '^, ̂ ' ^n aura de
suite A et B, et il restera à dé te rminera e t&, parles deux équat ions

(48)
f.h -— '""

f ^J ï — ""

--^lo-
•R - 0

-'^lo":
TC 0

ï — a
c — a

— ï — a
c — a

4->
7T

^
7T

lofe4

1
 b
los^

—— ^

+1

.-^-C
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dans lesquelles, d'après (47)» on a

a^^ -+• ^4^2
(49) """'" ^i-l-^

Débarrassons-nous de c; pour cela, observons les égalités évidentes

i — a _ ^i 4- (^2 T — ^ — r — ^ _ ^ 4- ^2 — I — a

c — a ^3 b — a5 c — a ^ ^ — a ?

b — i Lpi "4- d^ & — i // + i '.pi "+- (^2 ^ 4~ î
A — c ^i ô — a ^ — c ^i /^ — a

Les équations (43) peuvent alors prendre la forme

F^^+^log^

(5o)

^1 4" ^2^ J — a b__^
b ~ a 'l^ loëy—o~^ log^ilog

F.=^+^log^-^
^2

_.-,i, ^^4'i+^ /,+
^log^^-^log^^-^lo^

— i — a b "h i
Or, on a

a ^ — i
b — a & — a

Donc, en posant

(5i) X

b — a ^ — a

i — a
b — a : ô — a

les équations ci-dessus peuvent s'écrire

F, r—— ̂  logX - ̂ i log(i ~ X),
F,=-^logY-^log(i- Y).

On voit de suite que les conditions d'inégalité imposées à a, h,
reviennent à

ô < X, < i ; o < 'Y < i,

et l'on a alors forcément
X>Y.
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Ceci posé, si l'on étudie la fonction

<I>(X) =- ̂  logX - ̂  log(i - X),

on constate élérnentairement que la courbe qui la représente a Fa
forme ci-dessous Çfig^ 8); la fonction est toujours > o (^ et ^2 sont
supposés > o), et le minimum est

• ^ l o g ^
^i + +; -- ^ilog +1

4^-h 4/2

IL.
^ + 1^2

et il est a t te in t pour X == —--p----.i (^ ̂  ̂
Pour avoir les nombres cherchés X et Y, nous devons maintenant

couper la courbe précédente par les horizontales d'ordonnées F< et Fa.
l<'ig. 8.

Comme ces ordonnées soRt jus tement supérieures à m, il y a deux
points d'intersection pour chacune*

Mais on doit avoir d'abord X > Y, et d'autre part le nombre c doit
être compris entre — i et •+-1 ; à cause de la définit ion de X et Y,
cette dernière condition est évidemment équivalente à celles-ci

Y< b - <X.

^ c—fi ̂  _jl_^ il s'ensuit que le po in t dont l'abscisse est XEt comme b — a ^i -h (^ 1 1

est à droite de l 'ordonnée du minimum, tandis que le point dont
l'abscisse est Y, esta gauche do la même ordonnée. Par suite, X et YA (A SJ 0 \/ l 0 Ot:;/ UD»/ A , V/k.jt' <X ^«.ClUVAAV V-t V Ad ***. 'U IAA L.' V/JL V* 'V * Jl * * V/^ •1 A. l* «, t-7 V*. l ^ V./, .̂.». v-v •̂

sont déf inis d 'une manière unique , comme il est indiqué sur la
r> cure.

X et Y étant connus, on a ensuite a et b par les relations (5i), d'où
fig
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l'on tire
n. VÏLIAT.

X + Y
a="~ TZZY<'

IZL^LZZÏ.
X - Y >

On peut donc dire que les constantes a, A, A, B, définissent complè-
tement la configuration du champ ^ du plan /.

Dans ce qui suivra, nous ne conserverons généralement pas les
constantes a et b, mais nous les exprimerons au moyen de y et de la
fonct ion .p; cela revient au fond à résoudre les équat ions (2.5) par
rapport à a et &. Observons à cet effet que les valeurs a et b de / cor-
respondent à Z = = = ^ e t Z = = — (] respectivement. Alors la formule (3a)
permet d'écrire les deux relations

(52)

a 4- b
aw 4

a 4.» b
U= ^

, 1 " '
+ - —<>

(P

, ] p '
+ "" —

2

( r<> -

(„>-
(-0-
" ' i

-l)
-0
—r

-,)>'7

- P y

-^/

y

qui donnent de suite a et b, et par suite (^ — a) et (^ •"- b), ces der-
nières sous la forme suivante :

./-Z-^lo^-,',p' ( r,,)4-^ — -— — 10g
t \ 2 ^TT

;r y ^ j y ( , ) -^ -p '7
Z — a =- —-i——————————2.. /\. , ,j y w

p f^4 .^_^^ logz^~p7 %(^.n ...py

^ - ^ =
. /^y^^iogz^-j^y pY ^z^^/y .])' &) 4- W — " — — iOgZ

\ 2 ÏTTrt yrtT 0 f " » ï V ^ / '

IL

^^py,p ( o) 4- ù)^ — '- — — logZ J — p y
2 <7T

ce qu'il est possible d'écrire plus commodément» en u t i l i san t les
propriétés de la fonct ion *( (cf. TANNKIIY et M o L K y fbrm. V I I ) ,

^çfc^c.)^7- ^-lo^—çfû)+^~7 - ̂ lo^~çf^4-7) 4.-çfr,)- y

a ?.7T2 ^TT

^ = Ç fo» -t- co^-h 7 - !± logZ') ~ Ç fc,) 4- ̂  - 7 - (± \o^ - ̂  7 .
^ / 7T % l7t
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Nous voyons alors de suite que l'expression (33) de -/ est équiva-
lente à

df ___ A B
cft ~ ^ — a t — b

-A

ç ( „ + ̂  + 7 - -^ log-Z) - Ç (r , ) + G/ - 7 - -?i log-Z) ~ Ç fo ) 4- y ) + Ç fr.)
2 ^71: 2 ^7T

ç („ + ,)/ + 7 - ̂  lOgZ) ~ Ç (,) + G)' - ï - -?i logZ) - 2 Ç 7

\ 2 /,7T ° / \ 2 /,7T & ) 2

Ceci étant, nous garderons souvent comme paramètres dans la suite :
les demi-pér iodes o), oY, et les quant i tés y, A, B. Cela fait cinq para-
mètres que nous conserverons pour la commodité des calculs; mais il
est facile de voir qu'il y a une relation entre les trois premiers, per-
mettant de déterminer y. En effet, il doit y avoil: correspondance entre
les points / === — ï , X == + ï , et i === ï , Z = — ï des plans t et Z (voir"
fig. 3 et 7); par conséquent on a, en u t i l i sant la formule (Sa) et la
valeur de a 4- b donnée par les formules de tout à Plieure :

J>'

?(

^

y

(^\
(

G) —
\

/
G) "—

\

/
(,) ——

\

^
1 1
P2 )
1^

'->• ï
1^
' > • ]

)-^
.—-«--- „

)-py

)-;''•/

)-,?-/ '

"•{-
h ——^———

"t.
/±-

-ï.

ï}a/

ï)" /

——

-p'y

j 'y

- y' y

s'y

,p ' (
+ - —

^-'(
1 p '4--- —2 P

/
û.)-4-

\
/

G) -}-

(-
(,„-

^~
&/-

ï}
^ )
ï}
ï )

-7)-ay
-1}-27
)-p'y
-py

-P'Y

-py

Ces deux relations entre oj, OD" et y se réduisent à une seule. En effet,
si nous les a joutons membre a membre, il viendra (TANNEnY^tMoLK,
vu, 3) ' .

Ann. Ec.' Norm., (3 ) , XXIX. — AVRÏL ipïû
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ce q u i se laisse mettre faci lement sous la forme élégante (TAINISKIÎY et
MOLK, XI^2)

(53) ^+ç^+ç^^ç^^ ,çy .

Utilisant les relations connues
r'ï

^=^î————p L — ey.
9-

il viendra, après réductions,

^^(3^-^,

ou enfin

y pllr

^L^——-^-
p' ^

C'est lîr une forrnule classique (cf., par exemple, APPELL et I.ACOÏJR,
p. 63, f. ïG).

En conséquence, il n'existe bien, comme on l'avait annoncé, qu 'une
seule relation entre co, a)' et 7; cette relation un ique peut prendre
la forme

•-iK^-Ô-^—O-^^3^-^]-^^^^--^"--!)-^
ou

' r 7 r "̂  — tç^-ç^^i,

comme on s'en assurera faci lement.
Or il est très aisé de résoudre cette question par rapport à y, si l'on

se donne co et o/. On peut, en effet, l 'écrire (c/. ÏAISNKM'Y et MOLK,
VU, 9 , e t X ï , 2)

^p'ï(—————_L_\^.
2 a y t^.y 1

\P^e, p^^ej
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Mais ^î nous l'avons vu, doit être compris entre o et co, d'où il résulte

quep ' ^ est négatif, fait en évidence sur la formule actuelle. Ceci
posé, l'équation élevée au carré nous donne après réductions

(5 ̂  ) (e, - e,Y ( p ^ - e,\ - ( •? ^ — e^ (p J - e,\ == o.

Si co et o/ sont donnés, il en est de même d e < ? , , e^,e.^ qui sont alors
connus, et la détermination dey revient à la résolution d'une équation
du second degré en p ^ ? dont une racine conviendra si elle est supé-

rieure à ̂  ; le calcul de ^ ou de y sera ensuite élémentaire (1).
On pourra donc, en vue de certaines applications, ne conserver que

les arbitraires o^, o/, y, A et B; y étant déterminé comme on vient de
le dire. Toutes les autres constantes qui in terviennent dans les calculs
se déterminent à leur tour au moyen des fo rmules qui ont déjà été
établies antér ieurement . Sans les écrire de nouveau en détail, je signa-
lerai que les équat ions (^2) donnent alors pour ci et b des expressions
explicites extrêmement simples. On a, en effet, presque immédia-
tement, par addi t ion,

^"• i^^^+Çi '-Çy,
2 2 '

et ensuite
a^^+3Ç^-2Çy,

^^IS^i-2^
ce qu i , en vertu de (53), peut encore s'écrire, en conservant seule-

( 1 ) On voit qu'envisagée do ce point do viie, la question peut présenter deux solutions.
Il n'y a pas lieu de s'en étonner, car si o, <»/ ©t y sont déterminés d'une manière unique
quand ci et /-' sont donnés (ainsi que cela résulte des considérations antérieures), il n'est
pas évident, et en fai t il n'est pas vrai, qu'à des valeurs données de i>) et (»/, corres-
pondent des valeurs uniques pour a, b^ 7. Il n'en résulte pas d'inconvénient pour les
applications.
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ment Parfument ^?0 o

a=^-^-^,

&=a^-^-^-

Sur ces formules, où'y vérifie l 'équation (54)? i l est faci le (le vérifier
qu'on a bien, comme il est nécessaire, a <^ — T , et h ̂ > i . Voyons-le,
par exemple, pour ce qui concerne b. Une nouvel le t ransformation
donne

^-i,p^/-_^__\,
a 2 y 7 l\ ^ i ̂  ̂  ^ i ̂  ̂ )

b est donc positif, et si l 'on écrit l ' inégali té lr^>'i, il vient après
réductions

c'est-à-dire, en vertu de (54),

ou
p^,v,^,v^_,\>^

ce qui est évident.

Prolongement analytique et propriétés de la fonction ^(Z).

Par suite du changement de variable entre /et Z, la fonction û,
régulière dans le champ -KI) du plan/, peut maintenant être considérée
comme une fonction de Z, régulière dans la demi-couronne circulaire
précédemment introduite. Et comme cette fonction û prend des valeurs
réelles' sur les bords de Ici demi-couronne situés sur Irwe réel (ee^ bords
correspondant aux lignes libres À, c t A y ) , e l le sera prolongeable ana"
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lytiquement, su ivan t le pr incipe de Scliwartz, dans la demi-couronne
symétrique de la première par rappor ta l'axe réel.

De ce qu i a été dit au début de ce Chapitre, il résulte que la fonct ion
Q(Z) possède les propriétés suivantes :

i° Elle est réelle sur l'axe réel ;
2° Elle prend des valeurs conjuguées en deux points Z conjugués;
3° Elle est régulière, finie et continue dans toute la couronne

comprise entre les circonférences de rayons i et y, l imites comprises,
exception fai te du point y et du point conjugué, comme aussi des
points correspondant à un changement brusque d'orientation des
parois du canal, s'il y a de tels points sur ces parois.

4° On voit de sui te qu'en posant
^ === © + n\

on aura
(^ \ V — ! // — h 1 — ̂  1L±^ — ̂\0^ ) V —— ( U —— IV \ —. 6 ; ' ^ . j . —— C ,

V étant la vitesse, de projections u, p, d'une molécule fluide. © est
donc l'angle de la vitesse avec 0<r. De là, nous concluons que, lorsque
le point Z reste sur la circonférence de rayon i, © sera constamment
égal à l 'angle qui fait avec ()x la tangente à ^^ ou à î^, ces tangentes
étant orientées dans le sens du courant.

La vitesse V étant nulle à la proue 0 de l'obstacle, on a au po in ty et
au point conjugué

5° Sur la circonférence de rayon, y, @ sera l'angle du courant
avec O.r, le long des parois du canal. En particulier, pour un canal
rectiligne, © sera constamment nul .

Aux points des parois, où il y aurait variation brusque d'incli-
naison (sans angle saillant vers le fluide), la vitesse V serait nulle
et ï serait encore égal, à — co.

Nous n'avons pas mentionné, dans les conditions précédentes, le
point/ , ni son conjugué. En ces points, la fonction 0 reste régulière;
en e f f e t , à l ' i n f i n i en amont dans le canal, la vitesse du fluide est égale
à V^, et fait un angle Oy avec 0<r; quand, dans cette région^ on traverse
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.le canal pour passer d'une paroi sur l'autre, ni © n i T n'éprouvent donc
de discontinuités.

Forme générale de ^; degré de généralité du problème.

Soi fcûo une fonction part iculière satisfaisant a toutes les cond i t ions
énoncées dans le paragraphe précédent, et dont la pa r t i e réelle prenne
sur les frontières, aux points de discont inui té , les mêmes valeurs, de
part et d'autre, que la fonct ion û. Alors la différence û ~ iî^ sera
une fonction de Z régulière partout dans la couronne, limites com-
prises, sans aucune restriction. Cette di f férence, étant en outre réelle
sur l'axe réel, sera développable en série de Laurent à coefficients
réels, de la forme

( 56 ) ^ ~ Ûo ̂  c, 4- Ci Z 4" c, Z3 4-... 4- ̂  - 4- c^ -4- ( i [ r, 4- ^4 y. 4- . - .
H /.àfi /À

les coefficients é tant assuje t t i s à rendre convergents la série écrite.
Il faudra encore que la différence ci-dessus ait sa partie réelle nu l l e

pourZ==/ (ce qui entra îne la mémo chose pour le poin t conjugué).
Cela fournit de suite la relation

( W ) CQ 4"" ( Ci 4- ̂ i ) COS o-o + ... -h ( c,t, 4- c4 ) 00 S n o-o 4-... :=-- (:>,

ŒO désignant l 'argument du pointy. Et l'on aura une relat ion analogue
en chaque p o i n t de discont inui té sur la frontière in té r ieure du domaine
(point correspondant aux changements brusques d'orientation des
parois).

Sous cette dernière res t r ic t ion, nous pouvons donc dire que l'équa-
tion

a = il, 4- Co 4- C, % 4- CgX2 4- . . . 4" Cn/.11 4- ... 4- ̂  - 4" cl, ̂  4-... 4- ̂  —, "-h . . .

fourn i t l ' intégrale générale du mouvement d'un f l u i d e dans un canal ;
et ce qui précède met en évidence le degré de généra l i t é de la
question : ce degré de généralité est le même que ce lu i de la série de
Laurent susdite.
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Remarque. — Le r a i s o n n e m e n t précédent n'est pas affranchi de
tomber sous l 'object ion su ivante : i l n'est pas év iden t que le dévelop-
pement en série de Laurent, de la différence û — ûy, soit encore
valable sur les circonférences de rayon i et y; cela, du moins, n'est pas
une conséquence immédiate de la cont inu i té de cette différence sur
toute la circonférence ( u n e f o n c t i o n cont inue peut n'être pas dévelop-
pable en série de Fourier).

Je n'insiste pas ici, sur la d i f f i cu l t é que je signale, et ceci pour deux
raisons :

a. S'il s'agit s implement de déterminer le degré de généralité de
notre problème, ce qui précède subsiste, à condition de remplacer
peut-être la condi t ion (.W) par une autre jouant le même rôle, mais
qui pourra être plus difficile à écrire;

&. Cette d i f f i cu l té sera résolue complètement, a posteriori^ par la
détermination, que nous donnerons plus loin, d 'une forme nouvelle
tout à fait différente, pour la fonct ion iî la plus générale qui convient
a notre problème.

Avant d'aller plus loin, nous al lons maintenant montrer que tous
les éléments géon'n^triques et cinématiques du mouvement peuvent
s'exprimer au moyen de % et de f2(Z) ,

Expression des éléments dn mouvement en fonction de Z et de Û(Z).

Lignes de courant. — Ces l ignes ayant pour équation ^ = const., on
les obtiendra en calculant le coefficient de ï d a n s l'expression de/en
fonction de Z, opération facile en ut i l i sant le théorème d'addition de
la f o n c t i o n j). I l nous paraît i n u t i l e d'expliciter l'expression de ^ qui
en résulte.

Position et vitesse d'une molécule correspondant à Z donné.

On ây d'après (4) et (6),
dz = e1^ cl/.
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Par suite, en se rappelant que z === o pour Z ==/

^
(57)

r7'
',-= €^dj\

II faut prendre cette intégrale le long d'un chemin quelconque ne
sortant pas de la couronne. Dans cette intégrale, df est égal à
l'expression (33) [jointe à (32) et (36)].

Ceci donne la position de la molécule; on a déjà vu que la vitesse
est déterminée par

^r v u "+• u) -a\j —— /» l ___«_ —— z» î VfY — 6 , ——... — </ .(58) y

Elément d'arc. — 11 est

(59) |^J=:e^|^|.

Particulièrement, le long (.rime ligne l ibre, comme on a Y = év ^ î ,
l'élément d'arc est j df |.

Hayon de courbure d'une ligne de courant,
^ence étant d@y le rayon de courbure B est

L'angle de contin"

(60) R == e^ ^rfe

sur une ligne libre, il prend la forme —;

Paroi ̂  et ^2. — On les obtient en prenant l 'intégrale (^) le long
de la demi-circonférence de rayon î ; si nous désignons par cr^ l'argu-
ment du point/, et par a l 'a rgument du point Z, il faudra faire varier o-
de a^ à TC pour que le points décrive la paroi CT'^ et do cr^ à o pour
qu'il décrive la paroi c^.

Pour expliciter les calculs, écrivons, d'après (8),

(6i) ^——(j
A JB_

. a ̂  t — b dt,
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où [cf. l'équation (37 )j, puisque log Z = î'cr,

(6.) ^^(^.^^-^)-Ç(^"-Ï-^)--^+

i6i

a •+- b~r'
ou mieux, d'après la valeur de a -+- b calculée antérieurement,

^ç(.^^^^)-ç(^.-Ï-^)-^ç^^,-^

c'est-à-dire [cf. (53)j

^^^^-.Ï-^)-^.^-.'-!-^)-^-^.-(»>
'2 TT

Puis, d'après (35),

(63) cU~ ̂ .[p^ ̂  ̂  I - ̂ ) -' ̂ ^ + ̂ + Ï - ̂ )J •

û^ est visiblement réel.
^Si, maintenant, on se souvient que j)a - - Ça, on voit qu-on peut

écrire
/•rr ( r i \ / "y ô) \

(64) .——/ .-••-•̂  A^log|ç(r,>+o/-4-^^

° / " y w \ 'r y1_çf,>+.>'- Ï--cr }-'^-\a TT

log |ç (.)+"' -1-^-^)
,d_
' d o

.çL-,^-^.-^)-..^]j

et, par suite, en séparant le réel et l'imaginaire,

- / " e-Tcos© da [A.^log(...) + B ̂ log(...)] ,
(^ry,, L

- F c-'- sin® da A ̂  los(.,.) + B -^:los(... )^
(65)

y =
<7rr,.

L'élément d'arc sur une de ces parois est, d'après (5<)),

rfCT=e-T|<-(/|,
l̂«n. &. Norm., (î), XXIX. - AVRII. 19".
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c'est-à-dire

(66) d^^e-^ch^ A.^lo8•[ç^+c.) /+^-^^

_çf^-^_7^^,^«,ç^1
\ -2 7T / ^J

-^^^K^^-^-'^)
_ç^+ ,_z^ ï ^^ , çy1 .

V 2 7T 7 9j

Lignes libres. — On les obtient lorsque Z décrit u n e portion de l'axe
réel, de — i à — y pour À^ de + ï à 4" y, pour X^.

En appelant ^ = ̂  + y ^ Faffixe du po in t P^ où se détache la
première ligne libre, on a par exemple sur X^ d'après (.^7)?

z^^t^ i (i^cîf.
J.... ï

Or, sur l'axe réel, du côté négatif, on a l o g Z = = . lôgp+^îc . On en
conclut sans peine que, si Z varie entre -- ï et — y, l'expression de
-L est réelle. Par suite, sur Ai on a

/.Z .Z

( 67 ) x =: ̂ i -4- f cos ̂  rf/, y — y, 4- ^ sin ̂  ̂ //>.
^-i _ , J^t

Et l'on a vu que l'arc serait donné par d\ = | df\.
Les parois du canal s 'obtiendront d'une façon analogue, en inté-

grant le long de la circonférence intérieure.

"Quantité defîuide découlant entre l'obstacle et chaque paroi du canal.
—Menons une normale Hir à la paroi ;ĵ  du canal, jusqu 'à l 'inter-
section avec la ligne libre À , * Comme à l ïnfîni en aval du solide, la
vitesse du fluide qui coule est égale à T, la quantité de llaide Ç^ qui
s'écoule pendant l 'unité de temps est HII', Donc

Qi = ^ ds = ^ — dx sin Oi 4- dy cos 0^ =: f u dy — v dx^
^iï/iï îni ' Jwu
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puisqu'à l ' inf in i
u •==. ces 9 1 , c .•= s i ri 6^.

Exprimant u et v en fonc t ion de r^, il vient

0Q^rrf ^
^Il'll

c'est-à-dire
(67 /) • Q^^,

puisque '̂  est nul sur la ligne libre 7^.

i63

On rnontrera de morne que la quant i té Q^ <le f luide qui s'écoule
pendant l 'uni té de temps entre Xy et pa ^t
(67^) Q,=:^,.

Largeur asymptotùfue du canal en amonl. — Aiïi'.telons L la largeur
asymptot ique ( lu canal en amont. Comme la quan t i t é de f lu ide , qui
arrive en amon t de l 'obstacle, doi t être égale à la quant i té totale qui
s'écoule en aval, nous en concluons, immédiatement , en nous rappe-
lant que la vitesse en amont est V^,
(68) LV^=^+^.

Ceci nous fera connaître L si nous connaissons V^* Or, cette dernière
quantité sera égale \cf. form. (SS)] à la valeur que prend é^ au point
Z==y'). Ce point j\ étant un point connu, nous saurons déterminer L
dans chaque cas : on a

Pnnie réelle d(^ 1 û LV ( ' ( " ' â J

((\a\ î ' . - ihji.̂
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Résistance de l'obstacle.

En appelant a et ^ les cosinus directeurs de la normale extérieure à
l'obstacle, les pressions élémentaires exercées par le f luide sur cet
obstacle, se composent en une résultante générale P.y, P y , et en un
moment résultant au point 0, fournis par les formules

(70) I\ =- — f p a ds, Py = — f p |3 ck, M =. — j p ( ̂ jx — a y ) ds,

les intégrales ci-dessus étant étendues au contour de l'obstacle par-
couru dans le sens tr igonométrique direct.

Les formules élémentaires

a <:/,y =. dy^ (3 ds ̂  — dx

permettent immédiatement d'écrire

(71) P == ,I:\; + iVy -.:= i ( p dz,

Remplaçons maintenant? par sa valeur, qui est

^^.4.,^(.^V2)

le long du contour P^ÛP^ et p ==^ sur le reste du contour; on voit
de suite qu'il reste

P =» ^ ( (i - V2) dz == — f (i — V2) dz
| ^O., ^AOI,

(72) ou

1.^=^ f (i-V^A, 1:^=1 f (^.V.)pA.,
"l'tOP. ^^OP,

expression qu'on peut écrire, d'après (58) et (43),

(73) • P==^ [{e^-^^df,2 1 j
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l 'intégrale étant prise cette fois le long de la demi-circonférence
[ Z | == î , dans le sens direct, du po in t i au point — î . Ceci posé, un
artifice imaginé par M. T. Levi-Cività (c/. LEVI-CIVITA, Sciée leggi di
resistenza: Circolo di Palermo, 1907) et basé sur ce double fait : que la
fonction Î2(Z) prend des valeurs conjuguées en deux points Z con-
jugués, et que l'expression de dj'ne change pas lorsqu^on change Z en y
(ce qui, sur la circonférence [Z | == î remplace le point Z par son con-
jugué), permet de ramener F à la forme suivante

(74.) P^ - f e^df.
" " « ^ i x i ^ i

où l'intégrale est étendue à toute la circonférence de rayon î, par-
courue dans le sens trigonométrique.

Le calcul, de la résistance est ainsi, ramené à celui d\n'ie intégrale,
dont le coefficient d i f férent ie l a été écrit tout au long précédemment.

Dans le cas par t icul ier d 'un canal rect i l igne, nous allons donner, de
la composante I\. de la résistance parallèle aux bords du canal, une
expression très simple, ent ièrement débarrassée de tout signe de qua-
drature.

A cet eiïet, nous nous appuierons, comme le fait M. U. Cisotti dans
son remarquable Mémoire [ U. Cisorn, Sul mo^to di un solide in un
canale (Circolo, K)O(), § 14)1, sur un théorème bien connu de Green,
qui est le suivant :

<( Si cp (^, y) est une fonction harmonie/ue de x et y Çici, le potentiel
des vitesses du/laide') uniforme et régulière dans un champ limité par un
contour fermé, on a F égalité

r A) r)9 , î r [y 6)9 y /r^vi . î r.r, ,ï „. ^ ds = - / \[-~^} -h -r- a ds =^ - \ V2 a eu,
J dn àx 2 J LV^V W / J ^J

conlour tolul conlour tolal

le contour étant cette fois décrit de manière à laisser Vaire enfermée^ à
gauche du sens du parcours, »

Nous emploierons alors le raisonnement même de M. Cisotti, avec
mod i fîcati ons i n sig n ifîa n les.
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Appliquons ce théorèmeau contour OI^IITIG'GKK'P^O de langurc q,
où les segments GG', HIT, KK' sont tracés très loin à droite ou à gauche
de l'obstacle. Observons que, partout où ^ est constant, -9 qui est égal

à ̂  est nul . Sur KIT et lin', on a, les parois du canal étant supposées
horizontales,

d^ __ Jy
du àx ? '

Sur GG", on a
^^^_•— — —,— .— y oo, y. »— i,cin ux

De là, nous tirons d'abord fac i lement

f^^s^-KK'^an^w^^^^^^^^^^^^

ce qui, en u t i l i sant la formule (68), peut s'écrire

f^£^..-.-...» ^L±,^/. - , r .
j du ûx ' .1. M ' 1 ( ̂ ^4- fî /^ •"L)t

Calculons maintenant ^ [ y ' ^ d ^ ; nous t rouvons delà môme manière ,
en ayant soin d'observer que, dans ce calcul, le sens positif, pour
compter les arcs s, est le sens OP< H', .... c^st-à-dire le sens contraire
à celui qu'on supposait dans les formules (70),

^v^^-^^KK^l.,^v,)»c;'^^ v .̂,,. L f ,̂
^^OP, '-''^K'.P.-.M^ir

Or, on a visiblement

~ / a d^ + - / a d.v + î- ( a ds ==: o.
' ̂ h'l\+ï\\l' '•f' «A^Ol^ 2 J\\-\v

Par suite, en remarquant que K'IF^ L — '^ — 'J;,,

^'..^-^b-^^LV^^/1 V^-i/- a</.-4(L-^-.-^).
' <-'f,oi'i "^rj»i>, •"

D'où, enfin, en appliquant l'égalité de Green, et tenant compte du
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changement de signe indiqué il y a un ins tant

^(t.^.-'-»-"^-;^"
ce qui se laisse mettre sans difficulté sous la forme

, ., p ^Ï^-^^W(7.5) i^———^———-

En remarquant que L — 4^ — ^2 n'est autre que la largeur du sillage
à l'infini, ce résultat peut s'énoncer en disant que : la résistance directe
est égale à la moitié du carré de la largeur du sillage à l'infinie divisée
par la largeur du canal.

Ce résultat généralise celui que M. U. Cisotti avait obtenu, par la
même méthode, dans le cas où le mouvernent était supposé symé-
trique par rapport a l'axe du canal.

L'obstacle est généralement à bords tranchants.

G^est ici le lieu, de faire remarquer que, en général, si l'on prend
quelconque la fonction Û(Z) (satisfaisant, bien entendu, à toutes les
conditions énoncées à la page i56), l'obstacle correspondant sera à
bords tranchants, c'est-à-dire que les lignes libres ne s'en détâcheront
pas tangentiellernent cwec un rayon de courbure fini.

En effet, le rayon de courbure, en un point d'une ligne libre, est,
d'après l'équation (60), égal à — • Cherchons par exemple la valeur
de cette expression au po'int Pa d'où part une ligne de glissement,
point qui correspond à Z == i. On peut évidemment écrire

_, df dt ^d j - ^ ^ ^ d / .

E^our Z= :r, ^/ n'est ni nu l ni in f in i , car / n'est pas alors égal à a, b
Cli £
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ou c. Quant à —) son expression (36) devient, quand on y fait Z == i,

p/2j^(û)4-ù/)
o) ^
in \ . ,. y p'

' "(o) •-+- o/) — p ' - lJ)(o) •-+- o/)
îî

c'est-à-dire zéro, puisque p^o) + o/) = o.
Donc, si -jj n'est pas nul pour Z == i (sur une ligne l ibre, Û se

réduit à la fonction réelle © de la variable Z, également réelle), le
rayon de courbure de la ligne libre sera nul au point de départ, et
l'obstacle aura bien son bord tranchant au po in t I\.

Ce qu'on vient de dire pour le point Pa se transporte évidemment
de soi-même au point P ^ .

Or, on constatera, en formant des exemples, que la dérivée —
"ll U I..i

est, en général, différente de zéro pour Z == i et pour Z == — i, ce qui
légitime la proposition énoncée.

DEUXIÈME PARTIE.
SUR L'INTÉGRALE GÉNÉRALE 0 ( % ) DU PROBLÈME.

Observons, toutd'abord, que les conditions auxquelles doit satisfaire
la fonction Û(Z), fonction dont la construction résout complètement
le problème, sont les mômes que celles que devait remplir la fonction
portant le même nom, que j'ai étudiée à propos d'un solide dans un
fluide limité par une paroi fixe tout au moins lorsque les parois
du canal sont rectilignes (1). Ce fait tient à ce que la présence
d 'une, seconde paroi fixe n'introduit pas de singularités supplémen-

( 1 ) Cf. H. VÏLLAT, Sur la râsù'fance des/laides, Premicrû Partie (//finalea de l'École
Normale supérieur•<?, 1 9 1 1 ) ; Sur le mouvement d'an solide donné dans un fluide limité
par une paroi fixe {Journal de Mathématiques pures et appliquée-y, 1 9 1 1 ) .
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taires re la t ivement a la façon dont doit se comporter Û(Z) sur la cir-
conférence de rayon y, correspondant aux parois fixes.

En conséquence, nous al lons pouvoir transporter, sans grandes
modifications, au problème actuel, un grand nombre de résultats
obtenus antér ieurement dans/les deux précédents Mémoires que j'ai
rappelés il y a un ins tan t .

Cas d'un obstacle formé de deux segments rectilignes.

Nous commencerons par rechercher la solut ion du problème dans
le cas où l 'obstacle, immergé dans le canal rectiligne, est formé de
deux serments rectilignes issus du poin t 0, et faisant avec Ox deux
angles S ± a. Nous admettrons ma in t enan t qu'entre ces constantes et
l'argument o^ du p o i n f c y qu i correspond à la proue, on ait la relation

(76) (3 — a)<7o*4- (o + a) (TC — o-o) = o,

condi t ion dont la nécessité sera prouvée tout à rbeure.

Kig. 10.

De la s ignif icat ion de © indiquée antérieurement (cf. p. 157), nous
concluons de suite que © doit être égal :

A $ — a, si le poin t Z est situé sur la circonférence de rayon i, à droite
de l 'ordonnée du point / ;

A. S -+- a, si le point Z est si tué sur la même circonférence, à gauche
de l'ordonnée de /.

Il en résulte que la fonction particulière, qui résout le problème
dans le cas actuel coïncide avec la fonction û\, déterminée dans ma

Ànn. Éc. Norm^ (3), XXÎX. "- Avtta 1 9 1 2 , 22
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Thèse, et d o n t je rappelle l 'expression

(77) ^.l'^^S A , , s l i ( ^ log^) c o s / î c r — ^ A ^ c l i ^ ^ l o g ^ 7 ) s innc r

avec

r.^ A - ^-a sin^0
w ; ^~ 71: / < s h ( n l o g ^ )

Or, dans mon Mémoire Sur le mowement d'un solide donné, etc., j 'ai
montré qu 'en in t rodu i san t des fonct ions elliptiques, telles que les
deux périodes 20 et 200' soient liées à la quant i té <y par la re la t ion

TlW- -j.^,
(79) q-=e

la fonc t ion û^ pouvai t prendre la forme

. ^10^-^^ ,

(8o) ^ = ̂  les vl____TC-2 + 4ayî? W + 2ao:o-
'ÎT ' , [ ^ . r , 0) \ 71:" 7T

^^log./4-^-^

Nous déduisons, de la fo rmule (79), rapprochée de (28), que les
fonctions ^ qui f igurent dans la précédente expression, peuvent être
supposées construites avec les mêmes périodes 200 et 2o/, qui ont été
utilisées pour les fonctions elliptiques in t rodu i tes dans la première
Partie du présent Mémoire.

Transportant main tenant celte fonction £^ à la place de û dans
toutes les formules générales du Chapitre antérieur, nous eu déduirons
immédia temen t tous les éléments du mouvement et la résistance de
notre obstacle; particulièrement, les longueurs des deux segments
nous seront fournies par l 'équation (GG) que nous intégrerons entre o-o
et o, pour le segment Ol\, entre o'o et TC pour le segment 01V II nous
paraît i n u t i l e d'écrire ici à nouveau les formules correspondantes, où
tout est ramené par de simples quadratures.

Nous observerons que le sillage, derrière notre obstacle, ne se
détachera pas fcangentiel lement. Il su f f î t pour cela de faire voir
{cf. supray p. 167), que les valeurs de la dérivée ci% sont différentes
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de zéro pour Z == ±: i. En ces points, la dérivée en question coïncide, i /~\ irt?^ /.avec — * Or, on a
Cl/J

c/^ 9.wù \ r./r») . ., ^ \ ./c.) , ^ G) M f\mw^^o ̂  ̂  ̂ ^^ i,^__ ̂ ^ t^\^L + ^^j4-——^——
^/Z TC2 Z |, \ ̂

Donc, pour Z =i ,

TC3 Z

[\aT\h)ffQ f\a:f,) '^O-o /O) \'j^ocr,) / ^ )
-^. -^.^ç^^ .(81 ) -^——==— —^Ç -ao -4-

C//(7_-i) ^ \7T 7 7T"

Puis, pour Z = — i,

diî^ _ 9. a
Cl'/((X'...; - 1) TT

'/. / rlï \ '/. / r^Ç^-.-^^-Ç^+^-o-o
L(.ar^^)C3'o

ce qu\)n simpliiie en u t i l i san t la formule (TANNERY et MOI.K, VI )

S r,) — — cry
\ 7T y

./ û) ^ ./ ^ \. ç <,) ..̂ . ̂  (y — 2 G) rr. ;î rj <— Ç r,) 4- - cr» ,
\ TT / \ 7T /

qui permet d/écrire

(8.) ^
^f7

. i ar<)
''"TC1"

rj i 4- (7o " .Ç(,)^,)^'

Or ces expressions (8ï) et (<S2) ne sont évidemment pas nulles, car
on vérifie aisément que la fonction T]X — *C(o.)X), c^est-à-dire

X,Ço)-Ç(o)X),

nWmet, pour X réel dans l ' in terval le o, ^ où sont compris les
nombres <JL et x -h "J)? que la racine X == ï *TC 7T 1

Posons, en effet,
S^: î (^X)—XÏr , ) ;

on a
^,, -"=—r,)p(<,)X)—Ço,).

CeLte dérivée est négative aux extrémités de l^interval le , et son
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maximum a lieu évidemment pour X = ï , pour laquelle valeur j)(coX)
, , , . , ciS .est égal a e^ et -j^ a

-r ri— 0,) Ci — Ç 0) ^= — &) ( Ci -4- —
\ ^ .

Or on sait que (TANINERY et MOLK, XXX, i)

€{
-/) _ rr ï ^ L\ (f
^ """ a"̂  i ̂  2j (T îr̂ ryi

L n = 1

Cette quanti té est donc essentiellement posi t ive; - . — est constamment
négatif et S ne saurait s 'annuler plus d 'une fois. La racine X == x est

en évidence; et il est clair que al et i4- OJ1 ne sont jamais égaux à
cette racine.

L'obstacle est donc bien à bords tranchants. II en sera donc en
général de même pour un obstacle pris arbi t ra i rement .

Avant d'aller plus loin, nous fe rons encore remarquer que la condi-
tion (76), admise il y a un instant, peut se t r adu i re comme il s u i t :
désignons par

(83) 9 = < Ï ï ( a )

la relation qui existe entre la partie réelle 0 de û sur une des parois
de l'obstacle, et l ' a rgument cr du point correspondant de la circon-
férence |Z[ == i. Dans l'exemple actuel, on a

ou
4>(c r ) r=o—a

^(cQ^o+a

selon que le point Z est à droite ou à gauche de l 'ordonnée du point/ .
Dans ces conditions, la relation (76) exprime évidemment que l'on a

W) f < i>(^ )a-) r i 0' =. o.
•-'0
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Nécessité de la condition (84).

Je vais montrer que, dans le cas du canal à bords rectilignes, cette
condition est une condition nécessaire du problême, quel que soit le
contour de l'obstacle considéré.

En effet, en opérant ici comme je l'ai fait dans ma Thèse (cf. Annales
de l'Ecole Normale supérieure, 1911, p. 25o et suiv.), on pourra former
dans tous les cas possibles une fonction particulière Û o = = © o + î T o ,
dont la partie réelle tende vers § ±: a, lorsque le point Z sur la circon-
férence [Z === i tend vers le point y d'un côté ou de l'autre (1), et
telle, d'autre part, que les valeurs

00=<1>0(C7),

prises sur le profil de l'obstacle, satisfassent à la relation
^

(85) ^ < ï>o(o- ) r /o -=o .
<7o

De là résulte que la différence
^_^:©_e,+/(T_T^

dans laquelle û désigne la so lu t ion la plus générale du problème, celle
qui correspond à un obstacle ahsolumentquelconque, est une fonction
analyt ique de Z, régulière par tout dans la couronne c i rcula i reyf[Z |$ i
frontières comprises. Par suite, si nous considérons l ' intégrale

c[L _ € .. .. . dZ1 ,-_, 1 ^r ( a _ û o ) ^ f (^-^)f,
^l'/l-l /' JvîA-n /À^ X j ^ l ' Â ^1Z|=./

où les deux circonférences sont décrites dans le même sens, nous
voyons que cette intégrale est nul le , le point Z == o étant extérieur à la
couronne. Or la portion de cette intégrale relative à la circonférence
intérieure |Z === y, est réelle pu i sque Û et û^ y sont imaginaires

( 1 ) Ici S d;: a désignent comme d'IlabiLiide les angles avec Qx, des deux tangentes enO
au contour de l'obstacle.
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pures : il en sera donc de même de la portion relative à la circon-
férence | Z | == i, ce qui entraîne, en posant Z == e^,

ou bien

r2^
j (e—0o)<:fo==o,

^0

y» 2 7T ,,2 71:» 2 TC ,2 7C

<I>((7)^o-r=: / <I>o(cr)^cr,
"o
^ <I>((7)^o-r=: ^ <I>o(cr)^cr,

«-Ai «A

ou, enfin, en remarquant que <I)(CT-) et ^(cr) prennent les mêmes
valeurs en deux points e^ symétriques par rapport à Paxe réel, et en
u t i l i s an t l'hypothèse (85),

^
j <I>(cr) ûf(7=o,

</o

ce qui était la relation à démontrer.

L'intégrale générale û(%).

Le paragraphe précédent achève de démontrer l'analogie qui existe
entre la solution actuelle du problème du mouvement dans un canal,
avec le problème du mouvement dans un fluide l i m i t é par une seule
paroi fixe. Il suffit alors de transcrire ic i , mot pour mot, les raisonne-
ments et démonstrat ions de mon Mémoire Sur le mouvement d'un solide
donnée etc., pour obtenir les conclusions suivantes, que je me con-
tente ici d'énoncer.

En désignant par
<5===<fr(<7)

la relation qui existe en t re l 'angle que fa i t avec 0^ la t angen te à la
paroi de l'obstacle, et l 'argument cr du point correspondant à la circon-
férence | Z | = = x , la fonc t ion Û ( Z ) la plus générale, qui résout le
problème, peut se mettre sous Fune ou Fautre des deux formes
ci-dessous :

( A ) ^ ( Z ) - ̂  f\ ( cr) .»——^^ ^^ ()^,,,.)-.,,(^ •
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cette forme élant valable seulement .dans la couronne circulaire et sur
la frontière intérieure, mais pas sur la frontière extérieure, et,

. TC '3^—lo^Z—-'-o- j
(B) a ( Z ) — — / <D^)log^—————1-^da

7TJ" ^f^iogZ+^^
\l7T: b 71: 7

, / 0) , „ G) \
C^ — — l o g Z — -CTo j

4. i [^(O^ 0) ~ <Ï>((To- 0)] 10g V7T———————7^
7T _, / a) i ry ûl) \

^Tï10^^^»)
+^,ogZ+,)<I>(^,

cette seconde forme étant valable dans tout le domaine, limites com-
prises sans aucune exception.

La fonction arbitraire dont dépend la question est ici représentée
par ^ (cr ) ; elle est assujettie toutefois à satisfaire à la condi t ion
démontrée antérieurement

/•Tt
f <!>(or) ch"= o.

^o

Cas du canal à bords quelconques.

Le cas du canal à bords quelconques peut se traiter d'une façon
toute semblable. Désignons par

9=:<ï>(cr )
et

Q^W{a)

les relations qui existent entre l ' inclinaison 0 du courant le long de
l'obstacle, ou le long des bords du canal, et l'argument (r(ô < a" < TC),
du point correspondant sur u n e frontière.

La relation

( 84/ ) F <l) ( a ) ch == ( W ( a ) ch
« 0 *' 0

se démontrera comme la relation (84) dont elle prend la place. Mais
elle résultera aussi d'une autre considération.
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En effet, la fonction Û(Z), qu ' i l s'agit ac tue l lement de déterminer ,
doit être uniforme dans la couronne circulaire que l'on sait. Sa partie
réelle doit prendre, sur les deux demi-circonférences frontières supé-
rieures, les valeurs 4)(cr) et W(a-); et sur les demi-circonférences
inférieures, les mêmes valeurs aux points symétriques par rapport à
l'axe réel, ceci en vertu du prolongement analytique qui définit û dans
toute la couronne. Dans ces conditions, cette fonction d est fournie
par une formule générale dont j'ai adonné ailleurs la démonstra-
tion (1), et dont l 'application conduit immédia tement au résultat
suivant.

Si la condition (84') n'est pas remplie, la fonct ion î2(Z) cont ient un
terme linéaire en logZ, et n'est, par suite, pas uni forme. Cette
condition est par conséquent nécessaire, et i l vient alors [en convenant
que<I)(27i- (7)==cI)((r) ;y(2TT ~a)==lF(^)]

/•» 2 7T / ^

"w= ïS/ twî(^i^.-^),/,
-ëpr(,)(,(^z-^,'

ce qu'on met bien aisément sous la forme su ivante (après décompo-
sit ion de l ' intervalle o, 2-n:, en deux intervalles partiels o, TT; TT, 21?)

^ r-T.^ \-r ^|«gx .. ̂ y.,.ç ^loKZ-t- l̂ U(A.) ̂  ̂ f^^--^-^^-.^

-^r1^^)^10^-^)4-^^1^4-^)]^
TC J» [. \^ " TÎ / • \(7r " ' TC
( M /* >,„ , , ,. / (>) , „ ft» \ , / W !,)

^M ¥ ( a ) ^(^ ïog /-ï^+^(^logZ+

qui j oue le rôle de la formule (A), à laquelle d'ailleurs elle se r édu i t
dans'l 'hypothèse WC^SESO.

Cas d'un obstacle donné.

Pour fixer les idées, plaçons-nous dans le cas d 'un canal rectiligne.

(1) Cf. Sur le problème de Dirichlet relatif à une couronne circulaire (Comptes rendus
de l'Àcad. des Se., ï3 mars 1911); .Le problèmG de Dirlahict dariv une aire annulaire
(CircûÏo mai dl Palermo, 191-2, 1er sein.). La fbnmiie à laquelle je fais allusion est la
formule (26) de ce dernier Mémoire.
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Le contour de l'obstacle peut toujours être dé terminé par la relation
qui lie le rayon de courbure R en un point, avec l'angle © que fait la
tangente à ce contour (dans le sens du courant) avec l'axe des x.
Soit n = = R ( 0 )
cette relation.

Or, en désignant par du-! l 'élément d'arc d'une paroi m de l'obstacle,
on sait qu'on a \cf. f. (66)]

., _ dvj\• u =

A^log

-Ç^)-

,, d ,
-1-B^log

— ' ç ( w -

Ç("+.>'-^-^)

Ç (w -

dvj
M

, y (,) \
4- (Y/ —• ^ — — cr

3 7T /

, y r,) \
4" o/ -•4- i. — — o-

'2 TT /
, y r,) \^ ^' L ̂  — o-

'2 7!: /

-2^]

-.çï"
7-

avec

Par conséquent, une fois connue la fonction K(©) , c'est-à-dire
l'obstacle, <]>(cr) 'doi t satisfaire à l'équation inlégro-difïerentielle que
voici :
(86) R r<I> (o")1 ̂ (o-) — e "-T ! A d lo^ Ç f <.) 4 • .̂ -h 7 — ^y ('/O' \ 2 TT

-çff,)-t-w'—^~!
\ a

.Hi^log ç^+./4-i-^

dans laquelle T < l o i t ôire remplacé par sa valeur T, :

( 87 ) ït -= - - ^ 1; tl> ( £ ) - <I> ( î ) j ̂  1( Ig
— ^o

qu'il prend sur la circonférence de ra

/ f.f) f») \
3- -^ — -Ê

\7r -ÎT /
/ G ) ^) \

^ ^ cr 4- - £\Tr TT /

yon ï y au poi

y 2Y^,> ,^ ̂  ——^-0.(J[>(0-)
7Ï:"

nt^( 1 ) .

( l } Cj\ H. Vn.L<v'r, *S//,/' ̂  mouvement d'un fôlicle, ele., p. 385 | fbrnL (5t)J.
ÂIUÏ. Ac, Norm^ (3), XXÏX. - AVÏUL lor.'. 2W
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Bien entendu, celte équation ne peut être résolue complètement,
dans l'état actuel de nos connaissances. Mais cette résolution n'est
nullement indispensable pour obtenir prîitiquernent le mouvement
d'un f lu ide dans un canal, avec un obstacle de forme générale donnée
à l'avance.

On peut en effet, dès que la forme de l'obstacle est donnée; en con-
clure comment varie l'angle de la tangente' avec la direction des parois
du canal, lorsqu'on décrit le contour de l'obstacle dans un sens déter-
m i n é , par exemple dans le sens I\>OP^ ot par suite on sait quelle
doi t être l'allure de la fonction (î.>(o") lorsque o" varie de o à rc, en
passant par G\) (pour la proue de Fobslacle). La fonct ion exacte ^(o-),
qui correspond, au contour d o n n é , appa r t i en t donc à une classe de
fondions faciles à, caractériser, et dans laquel le i l sera en général facile
de choisir une fonction par t icul ière (contenant si l'on vont des cons-
tantes arbi t ra i res en nombre <(ue lconque) q u i fournisse un obstacle de
forme p ra l i quem(mt i ( Ien t i ( | ue à celui qu'on s'était donné à l'avance.

Pour la construct ion d'exemples de cotte nature, a insi que je l'ai
déjà (a i t remarquer a i l leurs , i l suff i ra d'utiliser la fo rmule (A)
pour Û(Z), la d i f f icu l té relative a la frontière extérieure disparaissant
d'elle-même, dès que, les quadratures ont été effectuées Çcf", par
exemple, ma T/iése^ p. 84, ou Annales de V Ecole normale y x < ) ï ï , p. 286),

Des considérations toutes scml)la,blcs sont valables dans le cas d'un
canal quelconque.

Exemple» — Soit, par exemple, un obstacle ayant la. forme indiquée

par le dessin ci-dessus. On voit de suite que la. fonction cherchée <ï>(cr)
doit être constamment négative et croissante dans l ' intervalle o, 0-0,
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qui correspond àPaO, constamment positive et croissante dans l'inler-
valle O ^ T C , qui correspond à OI\. De plus, le module de <I>(a) ne doit
jamais dépasser77, et si les deux tângenles en 0 sont supposées faire
avec O.r le môme angle (G» valeur absolue), les valeurs <t ('7o+ o) et
(T)^,)— o) vers lesquelles tend <T>(cr), lorsque cr tend verser,, par valeurs
supérieures ou inférieures, seront opposées.

Nous pourrons alors prendre (cf. Sur le mouvement d'un solide,
p. 402), P désignant une constante,

.,=î, 0<P<Î ,
2 4

,/ ^
(|) ( o. ) ̂ , p ———l71.. /.., Si 0 < Œ < î ,

(88)

^ ( ï) ==- -— <!>( 7T — 0-) Si -^ < 0" < 7T,

et nous avons vu qu'alors la (onct ion û(Z) s'écrivait (M, p. 4^7)
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Il suffit ensuite de transporter cette fonction dans les formules (65),

(66), (69), (74 )» (79)' P0111* en conclure les équat ions exactes du
profil, et la valeur de la résistance correspondante. Les équations (68),
(69) donneront notamment la largeur du canal et la vitesse corres-
pondante à rinfîni.

3e n'insisterai pas ici sur cet exemple, ni sur d'autres faciles à
former, me proposant d'y revenir ailleurs, en ind iquan t quelques
résultats numériques intéressants.

TROISIEME PARTIE.
MOUVEMENTS ET OBSTACLES SYMÉTRIQUES PAR HAPPOHT A L'AXE DU CANAL.

Le problème se simplifie grandement si l'on suppose que l'obstacle,
et par suite le mouvement, soient symétriques par rapport à Taxe du
canal. On peut alors résoudre le problème de plusieurs manières
outre la résolution si élégante de M. Cisotti; je vais ici exposer deux
des procédés simples que Fon peut employer, car les catégories
d'exemples qui se traitent facilement et qui se présentent d'elles-
mêmes ne sont pas identiques suivant les méthodes employées.

Première méthode.

Une première méthode est celle qui résulte des Chapitres précé-
dents. On a déjà vu que nos formules générales conviendraient au cas
de la symétrie, si l'on y faisai t (c/. p. î44)

(90)
a === —• b, A =- B, c ==0, y = co,

j ^ e \ /,-=:^c/'2.

Toutes les formules s'appliquent alors facilement. La manière de
former des exemples correspondant à des obstacles dont le contour a
une allure donnée, reste la même que précédemment.
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II est bon de remarquer que, parmi les plus importantes simplifi-
cations, figure celle relative au calcul de la résistance : dans le cas
du canal rectiligne, celle-ci n'a plus qu'une composante non nulle,
celle qui est parallèle aux parois du canal (résistance directe), et
par suite elle s'exprime actuellement sans quadratures (c'est alors
le théorème de M. U. Cisotti).

Seconde méthode.

La seconde méthode, que je vais exposer en quelques mots, va
provenir d'un procédé d'inversion de l 'intégrale (i.4), plus simple
dans le cas de la symétrie, que celui indiqué pour le cas général.

Nous commençons donc, comme dans notre première méthode, par
faire correspondre au domaine ̂  du plan /, correspondant au fluide
en mouvement, un demi-plan t, par la formule (7) actuellement
réduite à
(91) /— — A, lo^(/2 — ^) "+- a A lo^ + /^i

équivalente à [cf. éq. (8)]
(9.) ^_^^

Ensuite, comme ci-dessus [ôq. ( ï / i ) ] posons

(U \ (U(98) A1-:-: ^^-Q(^-^r''"^^r^)(^^^
On voit alors immédiatement que l'inversion va s'obtenir d'elle-

même au moyen des fonctions de Jacobi, de module

(94) Â'^^<I,

et nous pouvons écrire de suite
( 95 ) t =="- sn u = sn ( bs} = sin - ) •

lafonction.sn étantlafonction elliptique construite avec les périodes 4K,
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2iK\ où K e f c K' sont donnés par (cf. APPELL et LACOTJÎÏ, p. r53)

ii^r_dz
( r1
| •K -= / -————
1 ^ v/O—^

L-f1—
f1 '-^ ^

1 j. ,/^_-^^(,_^)(,_^^)
(9^) (^ Î ^4-Â• / 2=I).

Or il est facile de vérifier que t décrit l'axe réel de son plan,
lorsque le point
(97) u=- /c

décrit le contour du rectangle indiqué sur la figure i3 : la corres"
Fi^. 1 2 .

(j^->) (Xj>5 (crîe r,^^ CÀ.,) ^ _< [ ( • • ! >^.^^..„ , „ . . . . . .

pondance étant établie avec l'axe réel dii plan t, comme le montre
le dessin.

Les valeurs de snu sur les côtés 0, K ; K, ,K. + iW ; K: + iW, i'W 5
sont en effet bien classiques (c/. APPELL et LACOIIH, p. i52); pour en
déduire les valeurs prises sur les côtés du demi-rectangle de gauche,
il suffit de se rappeler que sn est une fonction, impaire, qu'elle admet
la période 2 iK\ et qu'on a (APPELL, p. 4o5)

sn (— K -4- iv) = sn (K + ù> + 2:K) ==. — sn (K + ̂ ).

D'où l'on conclut que les valeurs, prises sur les côtés du demi-rectangle
l̂ . i3.

'"K^ K 'r-----̂ -̂"--̂ ^

(%îJ K

de gauche, sont opposées à celles du demi-rectangle de droite. D'où la
•représentation qui est figurée.
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Posons maintenant
rf

(98) .s'= Â'U=-—log- (B^ consl. réelle)

avec
(99) Z=p^

Par suite ^^u=:^(iogp+^~^y

i83

On a immédiatement les résultats indiqués par le Tableau suivant :
n varie do p. ^.n varie do

(zni) o à K.

(?4) K a K^-^V

(^.i) K+îK/ ù ^K/

(^) <fK/ à — K + ^ K /

( X ^ ) — K + z K / a — K ,

— K ' à o

" TT TC
(zni) o à K. const =••= i varie de - à - -{- B'/clvar iedeïà^+BVcK

2 2

consi ̂ î+B'/dC
2

, TT ï-ï/ » - s , , îrvarie de - -i- B7c5<. a -a a
, 7T , 7T ri / / t7varie de — a - — B'À'K

2 2

2 2

( Ai ) K a K 4- <K/ varie de i à e-^' const =7r + B7.K

{u.^ K + ^K/ ù ^K/ consi r= ^ l- l l i 'A I I < ' varie de ̂  -i- B^K. à

œrist^^"-1^'(^,) Hi' à — K + n ^

( X g ) — K-M'K/a —K, varie de ff"""7'^ a i const == — B'A'K
2

vanedeî-B^Kà îconst(W2) % 2

En conséquence, si nous choisissons B' par la condition

(100) B^K;

nous aurons réalisé la représentation du demi-plan t sur la demi-cou-
Kig. i'4.

ronne circulaire qu' indique le dessin. Je ne m'arrête pas1 à faire voir
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que la représentation sera conforme, cela étant évident cl/après ce
qu'on a déjà exposé au Chapitre I.

Observons que les lignes libres ont leurs images sur les bords de la
demi-couronne situés sur l'axe réel du plan Z. Enfin, le rayon de la
circonférence intérieure est B

( 1 0 1 )
TCK' 1

-BW^^K ^^

en désignant, selon l'usage, par q, la quant i té
TT K',...̂

( roa) (] rr e

En définitive, nous avons, entre t e tZ , la relation

f, ==: sn u == sn - , . ^ lo^-Z • ^'?T '

'2 .,

OU

(io3) ^_yn /^làio^^KV
V <7Î: /

Et par suite on passera dey à 2^ par la transformation

(ro4) /=- A log [si^ (^ lo^X - K) - ~ | 4- ^A. logi 4" ̂ .
L \ f"T / ""J A

Or on a
^ sn2 (1K logZ - .K) - i = — (M f^logX - K.),

ce qui. permet démettre 1/équation (îo4) sous la forme suivante^ après
réductions évidentes,

/== l(^t— ATT) ~~ 2A lo^ dn (4—lo^Z—
L \L^

2 A l o ^ | d n ( — l o g Z — K L
/-TT /

D'ailleurs on sait que (TAN^ERY et MOLK, LXX.U.)

, f ^ K , „ .A . / - 2 K . ., ,.dn — logZ — K. =:= (îo — JogZ + K
\ iTC ' / \ l7t , / ^ K , .,(i t i —-îogZ

\ ^îf " y
Donc, en définitive,

(K>5) f= 2A log | dn f^lo^Z") | -h / ( ^ — ATT) — ^ A logÀ'^
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Et par suite la d i f fé ren t i e l l e df s'en dédui t immédia tement sous la
forme {cf. TANNEHY et MOLK, LXVIJI,)

/ a K , ,,\ / a K , ,,\
/ i i/ / . > rf sn — Jo??^ en —lo^Z

(,o6) J^- ̂ È ̂  A^JLJL^^
v / •/ ^7T Z /2K., ,,\

• ^T^10^

On aperçoit que cette différentiel le reste invariable si l'on échangez
en y -

La fonction i2(Z). Éléments du mouvement en fonction de il et de Z.

L ' in t roduc t ion de la fonction Û(Z) définie dans la couronne circu-
laire d o n t la demi -couronne précédente cons t i t ua i t la moi t ié , et les
propriétés de cette précédente fonct ion, se d é t e r m i n e n t exactement
comme nous l 'avons fait dans la première Par t ie : la seule différence

A
e,st que le rayon de la circonférence intér ieure est y2 au l ieu de (/ .TOUS
les éléments du mouvement se d é t e r m i n e n t aussi de même, en partant
de la valeur (106) de df. Par exemple, les lignes ^^ et ïî^, qui forment
le prof i l -de l 'obstacle, sont fournies par les équations suivantes,
déduites de (05) :

/ a K . ./\ / s i K . ,,\
. ^ ,o ,, UîU- r\lL ,/" Ti-10^}011^^0^ ,: x ̂  'y ^ j . e € l / - - -7 "̂ ;. 'z ' ' —-—j^^— -w 1 ' J l c l t ] i——-lo^Z

\ l 7 T : ./

l 'intégrale é tant prise le long de la circonférence [Z = i, ce qu i donne
en séparant x et y :

/ /^K \ / % K \
. , . / , « ,.'7 sn -— cr en —— ff

[ ^\K./-^ ( ,,, „ \ TC / \ TT / ,1 ,y::r:— ——.— ^ e-1 (X)S 0 — . — . . . - . - . - • - . - — — — ^ A r ,
I 7: J,. , / a K \1 ^^ (I)fi „,,..„..„ rr] •ï \ ̂  }

(107)
/^K. \ f2K \^ ^ t t --1-— cr c.n ——o- ^

4AK,/^ f" ,, . ,,'\ rc 7 "\ TT 7 ,y ;;,;„ .„.„ 2—,.„— l ^•'-* s i r : i < ^ — - ' - — ^ — — A ,
TT / , / 9. li. \

'"S (Ifî -— ff
a \ 7T /

Àntt. Êc. Norm^ (3) , X X ï X . — A.VIUL n}1!;̂  a4
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et l'élément d'arc sur une de ces parois est
/ a K \ /aK. \

/ ^AKA-' ./"(-T^011^^,(,o8) ^=-L^_,-i____-^_———^.

^(-^^

On a des calculs tout à fai t semblables pour les parois du canal.

Fonction particulière ^. L'intégrale générale i2.

Supposons d'abord le canal recti ligne.
Nous avions dans le cas général obtenu tout d'abord la fonction

particulière (1^ qui correspondait à l'obstacle formé de deux lames
faisant avec Ox les angles ô ± a. La solution correspondante peut être
ici transportée en faisant 5 === o, o"^-? et en met tant dans 1/e'xpres-

\
sion (77) de cette fonction particulière y2 à la place de-<y.

Si par suite on veut utiliser la démonstration que nous avons f a i t e ,
qui donne la fonction iî[ exprimée au moyen de fonct ions e l l ip t iques ,
il, suffira de prendre, pour Inapplication de la formule (80), des fonc-
tions ell iptiques construites avec les périodes que je vais dire :

Observons tout d'abord que dans la formule que je viens de rappeler,
à savoir, en'désignant momentanément paro^, (Op les demi-périodes,

YûÏl , r, (f), ,\€ " — l ô g / — — y . ^ , , 0 )
(.09) ^ = ̂ ]o,4^--———!—————1 + ̂ -^logZ 4- ̂-o- - ^ . v ^ ^ / ^ ^ — — — — « -r ^-^——^^ -^

^^log./+^cro ^,0)^

. o n peut, pour la construction, des (onctions a1, modifier les périodes
200^ 2(j\y en les multipliant par un facteur- constant arbitraires A,
D'après des formules d'homogénéité (cf. TAN^EHY et MOLK, X.VIII),
on a

^P.^,?.(.)O=Wv̂et par suite
^l,^î h

^^j , ^i ^ -i / \ A)i . r», ^^ )og. - -^1., ?.„„ ),,̂  ^ (^ log, _. ̂  ,, ,,„ ̂

^ (^ 10°'5 + ̂  ff» ^)" ̂ 'O ~" ̂ ^ + Ï ̂ ^n ̂
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D'autre part. Y], = '(0), devant ê t re remplacé par^1 (TANNEHY et MOLK,
Idem), le p rodui t y^co, n'est pas modif ie e(, par conséquent, ia for-
mule (ïoc)) n'est pas altérée par la transformation ci-dessus. Dans
cette formule, les périodes 2o^y 20^, n ' interviennent donc en réalité
que par leur rapporta qui doit être lié à c f ' par la relation

— Î2ÎJ;
q''=.e 7^,

q ' désignant le rayon in té r i eu r de la couronne circulaire que l'on sait.
Ceci étant, le rayon de la circonférence intérieure de notre couronne

EÏ
devant être ici é^'al à e 2 K , les périodes 20^ et 20^ que nous devrons
choisir seront liées à K et K" par

ou, si l'on veut,
(no)

7TJK;

: (T tli

i^
0)1

ce qui, les déf in î t à un facteur près.
Rien n'empêche de choisir

(ni) o)i =K,
iW

0),

de sorte qu'alors notre fonction particulière Sl[ qui convient à l'obstacle
formé de deux lames sera ( c r y = = 7 1 )

\ 3/ .

( 1 1 2 )

, / K . , ., K^ — l o ^ X — —, /.., ïai , \I'K 2< y 1 ̂ ^ 1 /i ( y •*
"^0 "— .... •K>^ /|/ •u

r- ^ K - l o s Z + K

^TT ''' a

[̂

K '^'l
' » ^ •"In.I1!,,..» ,.-

K,

(K

<K.'\ 7T2 '"'

"^J

K^)].

Ce résul ta t peut recevoir une forme plus condensée. J'ai en effet
démontré ( ^ ) que la fonct ion û^ du cas général s'exprimait facilement

( 1 ) Ç/" mon Méûloire : Sur le mouvement d'un solide donné, etc., équation ('25), p. 366.
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au moyen des fonct ions de Jacobi construi tes avec les constantes K (
efcK/ , liées aux périodes 200,, 2(0^ par la relation

e / t"1 := e

Rien n'empêche de prendre

( 113 ) KI =3; &) ^ 1=: K, K
'À

et, dans ces conditions, l 'équation rappelée nous donne, en nous sou-
venant qu'à cause de la symétrie orra o-o == - ->

îî

(i '4) ^=
'300

7T

il
1 (\ fY ,-,-.,-
* u Î-)

"(

/ K
[171:
( K
^^

logZ

i«s-/

K:
^
K

•4- "--•"
9<

K,

K,

/•K/
a

/K/
2

• a.

C'est celte forme que nous a l lons conserver pour le momen ty pour
en déduire l'expression de 0, qu i convient à 1/obstacle le plus général.
La marche à suivre étant celle que j 'ai indiquée dans ma Thèse
(seconde Partie, p. 54)? j'exposerai très rapidement les calculs, qui
se légitiment comme je l'ai déjà dit en cet endroit,

Nous écrirons d'abord la fonct ion ûo qui correspond à un obstacle
polygonal symétrique par rapport à ()x ( jouant le rôle d^nlermédiaire
analyt ique) et, par le même procédé ut i l isé dans le travail rappelé, on
la mettra immédiatement sous la forme

( i ï 5 ) ^0-=

-h

o, — e,
n

0,^Q,
TT

„ / K , „ K
1 - 1 ( 1 0 ^ - - - ^

o", 4- (, \()iv ——ï „ .11 ^ / u ï/
H / S\. . r/ î^

— IogZ+ —cr,
^ V^ ^

^ / K , ,, KÎI — î o g Z — -0-2' - , \in 0 rc '
(T,, -4-, / l(\ ( > • ; ; ^ » « . ^ . « . ^ « . . . «—— . ,̂.""2 ^ <• l1.»^ „ - —

Ï ï / "• 1 ^ K

ti —Iog/+ —^
V^ b TT

K î VIK1 a ;
iK'\K, ̂

K ^'MK,-;;-;

K .̂
' ^'À.
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dans laquelle O , , (L, ..., 0^. design e n ( l e s angles q u e font avec dries côtés
du'polygone, et o, or,, c^, . . . , cr^p TC les argumenis des points de la
demi-circonférence supérieure X = i qui correspondent aux sommets
du polygone. A cause de la symétrie, la valeur de a" qui correspond à
la proue de l'obstacle (po in t de la paroi où le courant se divise) est
évidemment --, eties valeurs de 0, correspondant aux côtés symétriques,
sont opposées.

Si maintenant nous supposons que la ligne polygonale tende vers
une courbe quelconque, le nombre de ses cotés devenant infini,
chacun d'eux tendan t vers zéro, et si nous appelons

^<S>(a)

la relation qui existe, pour le contour limite, entre 0 et o-, avec évi-
demment

( ï l 6 ) <Ï>(7T--cr) =—<l>(o-)

et, par suite,
^
| <â>(cr)^cr==:ô,

Jo

on en conclut immédia t emen t que la fonction Q limite de û^ se pré-
sentera sous la forme (^(o") peut être discontinu pour <r == T C )

( 1 , 7 ) ^ ^ ^^+o^<I>(î^oy|+^"<&/(or)^cr^ l , " \ a 1 7 ' ̂  "°/J ' ^ .

.r / K / -. nf^iog/-^)t f\ /TT \ , / T T \ , VÎT & 2/,,- ,1^ .»-o) -<^ -o^J |og-^——————^
'- - / \ /J H(^log/+^)

Ilf^IosZ-^^
+ ̂  r <1»^) log-^—————-^ ̂ ,

7TJ» ilf^iogZ+'io
V7r TT /

ce qui se légitime a posteriori exactement comme je l'ai fait ailleurs.
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Cette formule peut se transformer facilement, en suivant toujours la
méthode que j'ai donnée. En supposant que le po in t Z de la couronne
ne soit pas sur la frontière extérieure, tous les calculs qui suivent
seront valables ( () .

D'abord on a

( ^'^da^F +/' ^[W71-^^ ^o ^ L \ 2 / .(Dfll^177^1^^<I>(^,

Puis une intégration par partie donne également

TTr^0

0

<ï» ' ( f f ) log

<I»( (T) IOg

"f

11 (

H

H

fK
[in
fK
\tn:

( K

[^

(K
VJT

l o g X —

logZ -+

logZ-

lo^Z -

K. \
--0"a y

K \
" — a2 y

K \
- — o"

9- /
K \

h - cr
2 ;

</c

)~

^-0 , n^ioRZ..-!^)
/ rT»/ \ a 1 V^^ ^ ) ,- <1>(.)^ l o g _ - \ — — ^ ̂ ,

"C-ï'^-^ï^
„ / K. , „ K \/>it H —— I O K / — — o-

f ^)log-^__———^
^TC ÏV f lv ï/./.^ . K _\l î / K , „ K ^

ll^log/+^^?-

Hl^logZ-^o)"*"
\g7T 0 2 /

"fê'^+M
"fë'»^-^,

=| < & ( f f ) l o g

^ 71, ^ jii i -»— Ai / î_^ j —— —— y j

./ 1^)S-« •H' K ^
•'î- "(^l°'.•;i•<-^

( 1 ) Cf. Tlièse, p. 65 et Sur ïe mouvement d'un solide, p. 370 et suiv.
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De sorte qu'en remplaçant dans (117), il vient
191

( 1 1 8 )
uf^ log-Z-K]

P.=î»(Tr)+-<I>(7r)log-)^—————— /
^log-Z-K)
^TC /

7Î yy / 2t Jt\. , ^_ • S r \H^IogZ4-^

n / K , „ K \< ,.7r , H — lOirZ — — cr1 t .ïw \ ^ l V7T 7T Y .
-^^ ^^^'^-.PK... K ^H —logZ+.-ffVTC 'iT y

Mais on a (TANNEHY et MOLK, LXXVII)

H^logX-t-K K i K/ \ ... / K , ^, ,̂ . „-,"s'— ;-= II — logX — K + 2 K
2 / \ in y

:-K/-K lôgZ-K'V ^ Î T .

et
l ï f^logZ—K.^^ , VTT 0 y.„ jo<r ——.—————————/ = — l,
n ' / ^ i o g z ^ K 1

, <7T

de sorte que les deux premiers termes de (i ï8) se détruisent, et qu'il
reste

( 1 1 9 ) ^ == -

,,/ K , ,, K .- iK'^|j „ log/ ̂  -^ o- K, —
. d . V ^ T T 0( TT 2t ,. ^-.t. i•(°)

a) ~ lo^'cla ̂ bn(^YTI logZ+ K
TT (7 K, lE)

3 /

r/cr.

Dans le cas d 'un canal a bords quelconques, cette formule doit être
remplacée par la suivante, qu'on peut démontrer par le même procédé
et que je me contente d'écrire, pour abréger la rédaction, ^(o')
et W(a) représentant toujours l ' inclinaison du courant sur Qx le long
de la paroi de l'obstacle, ou le long des parois du canal; on a

û: -^u^^^
,^rw^^

^jITC
K \

, , / K , ^ K ^H — iogZ -h — aVTT " 7T }
/. / K , ^ K. \0 —log 'Z— ~cr

ch

^7T TT
K

Jn
/^ / IV . r» .I». \% —lo^Z4- —a-}UTT 0 71 )

K \
7T

(fat
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H et @ sont les fonct ions de Jacobi, construites avec les mêmes
périodes que ci-dessus. En outre, la symétrie exige que l'on ai t

<Iî(-7r—cr) ==—<I>(cr),
¥(TT"0')=:-"V(C7).

De là il sera facile de tirer autant d'exemples que l'on voudra, pour
lesquels les calculs s'achèvent complètement, et qui correspondent à
des formes de profils d'obstacles et de parois donnés a priori, l 'allure
des fonctions arbitraires ^(a) et ^(cr) étant alors connue.

Je n'insisterai pas pour le moment sur ces exemples.

Remarque. — II est intéressant de constater que la formule (1:19), à
laquelle nous venons d'aboutir pour û, peut coïncider avec la for-
mule (A) exposée pour le cas général, par une transformation con-
venable.

A cet effet, observons qu'on a

(I2û)

H(

"(
f K , „— logZ --
^TT
f K . „— log/ -+-
^TT 0

K— tj
7T
K— cr
TT

K,

K,

I K 1

2
/K/

?,

K.
V p / K , ,, K. \ , , / / K . , ,, K. \11/ — lôgZ — — a ] M/ — logZ + — o-
_ _ V T T _ _ T T / , \i7t TC /
~ J ^ w ] [ ~ +

„ >. / .8 X. l ,. » 1\

II — — | O ^ Z + " " C 7l! — lo f fZ-— —(T
\,(îr to ' TT y ^7r 7T

Or, en introduisant les fonctions e l l ip t iques de Weierstrass construites
cette fois avec des périodes 20-), 20^ liées a K et K7 par (c/. TANNEKY
e tMoLK, LXX.I)

w \/ei — e'A =; K, h}1 \/c^ — <?3 •: i l i1

e^ e^ e^ étant les nombres connus relatifs à ces fonctions, on a
(TANNEKY c tMoLK, LXXVIIl)

«^ ) . . . , . , ^ v . < ./ X \
1,1 ( x ) •1-1 K ̂ r^/ ^z^ ^ ̂ ;̂:::̂  J "
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Donc, en posant pour un instant

il viendra

u-^ 7-:logZ=\/(?i—^-^-îogZ,
A 7t <,7T

K. /——— o)
.=^a ^^/e^e,^

W{u -~( ') IT(^ +^ )
H ( ^ — ( O " ^ H (^-1-Ï7)"

^ ___^,^ _J^ [ç fJi^J^V^ç/'^_^\1
K \A?i -. c-3 v/ei — c., L \ \/^i -- ̂  / Y \/<?i — ^3 / J

Mais (TANNEE etMoLK, VII)

Ç f^^L^ + Ç ( ̂ ^\ ̂  9. Ç f————^ + —...̂ -̂AV^L^
W<"1 — <W W^l — ^3/ ^^^^ ^ ̂ ^^^ _ ^ /

1 ^ / w^-^ p ^^^^,Y_L
w6'! — ̂ J \\

Transportons dans (x xc)), il vient pour û, à cause de

^
f <I>(a)r/cr=: o,

'A)
et après réductions,

/»7t J ' ' ( — — l O f f Z )

• ^^ f <!>(.)-___^-1^ .̂
" ^ .Pf^lo^-p^^V<7r ^ y " \7r y

C'est .bien la fo rme du cas général, et nous voyons maintenant
nettement comment la forme particulièrey qui convient au cas de la
symétrie, doit être reliée à celle-ci.

Observons que le calcul qui vient d'être fait conduira de suite, dès
qu'un exemplepar t icu l ie raurae té t ra i tédans ie cas général avec o'o== ̂

2

à en transporter tous les exemples concernant la fonction û dans un
exemple correspondant dans le cas symétrique. La fonction <I>(a")
restant alors la même, les profils d'obstacles correspondants seront
d'allures semblables.

Ânn. Éc\ Norm.y (3) , KXÏX. —• MAX ï g x a . 1 • 25
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NOTE.

En conservant partout les fonct ions de Jacobi, nous avons en somme
obtenu, pour le cas du canal avec symétrie, les deux formules fonda-
mentales suivantes :

i° Changement de variable :

( i 2 ï ) f= 2 A log[ dn f^-lo^Z K, IK'} \ + H^^ATC) - 2 A. Io^;
L \ ln /J

2° Expression de la fonction û la plus générale :

( 1 2 % U"
^r
^0

<1>((T)

'F(CT)

rf ,

c/cr b

rf ,I () (v
da 0

"(
"(
o(

«(

K
r7T
K
'̂'n:
K
Ire
K
<f7T

log/—

logZ-t-

log/-

log%+

K,
-"- (7
TT

K. ., rK/
—(7 K, ———
TT 9,

K ..„ /K^— a K, ——
7T ^

K— a-
'7T

(K 'K, -̂ .-

K,1̂2 /

/ f/cr

1-
J'ai mis dans ces formules les périodes en évidence. On peut trouver

avantage à n'introduire dans la théorie que des fonctions e l l i p t iques
construites toutes avec la même paire de périodes. C'est ce qu'il, est
très facile de faire, ainsi que nous allons le montrer.

Si nous ne conservons que des fonctions construites avec les derni-
. t r /

périodes K, —; la (onction û est d'elle-même sous la forme désirée.
£1

Pour y mettre l'expression de /, il suffira d 'uti l iser la transfor-
mation bien connue de Landen.

On obtiendra des formules plus élégantes en ne conservant que
des fonctions construites avec les demi-périodes K, iK\ Auquel cas
tout d'abord la formule (121), qui l ie/et Z, restera tel le quelle.

Pour transformer l'expression de û dans le but poursuivi, nous
nous reporterons à une des valeurs que nous avons démont rées pour
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la fonction û^ qui correspond à l'obstacle formé de deux segments
recfcilignes | cf. infra^ éq. (109) et (112)], à savoir en nous plaçant
pour abréger dans le cas du canal rectiligne, ce qui revient à négliger
momentanément le second terme de l 'équation (122),

(^3) û^^log
^

^

( KY(T:
(^
VÎT

logZ-

logZ+

K
TT

K.
Tt

o'o

o'o

K,

K,

n^\
3 /

(K.'\
a )

4aYiiK(7o. y , 200-0
'3T' 71

Or on sait qu'on peut écrire {cf. TANNERY et MOLK, XXIV)

iK^K, '^{u\ K, i , K ' ) ^ ^ { n K.iK.')

et, par conséquent,

^-Î^Z-\ m:^•^
.-'•• aÉ, -, ——.—..-.-

^(—!ogZ4-\irc 0

—o-o
TX

K
ï^0

^/^lo^Z-Tolo^ \^7r

"i/' / \
K,^-)

^ /

,. 11^ \

^-r)
K,
— CT-o
TT

K^̂
-<•-')-.(^
K /R^ ^ ( ^'s\, l SV } CT.» ( •-:—

/ VTT

logX -

logZ +

K
^°
K
ï^»

K, (K')
/

K,<K')

Reportant dans û^, et observant que (ÏANNEny et MOLK, XXIV)

^ _ ̂  = 3^ [.̂  ̂  Ç (K | K, n^)],

il vient après réductions évidentes

, / K , ., K^ [ —log/—~-cro
/...,, •% a i , \ITC Tr
( > 1 ——— , | /-t <••>» '•
"^0 --"- '"b /'|7- •1771 , ( ,K, , „ h,^ ~lD^Z-4" —CTo

VTT 0 7T
B^rjKcro, y 2aa<,

.̂ - ————————^,«————— J| Q « ̂  -..(— ———————— .
^j n ^

,.» ...rA , / K , r» n-Ky^K/ ^3 — l o g Z — — o " o/ \nT TC

K,/:K')^(^logZ+^o

K, î-K')

K,(K'')

Pour l'application, on fera cry == TC-
Ceci posé, nous pourrons former la fonction ûo qui correspond à un
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obstacle polygonal (c/. plus haut , p. 188). Celte fonction se mettra
immédiatement sous la forme

/ K , ,, K \ . / K , y K \. „ cq—logZ—-- -o - i ^3——log/ —— o-i
, ^——0i VTT " -ÎT 7 'VTT ° 7T /o^ ,n_iio

K , „ K \ , / K , .,^_ ,_^, ^ / K ,, K.
-^logZ-^^^^(^log/+^^^logZ-^^^)^^log/.

(Q^Ô,)^ e^+-———^———,og^——^
TT" --• Tr

/ K , „ K \ / K. , ., K. /, c^ — l o g Z — — ^ c^, — l o g Z - ~ — c r 2
^ ^ \^7T & ÎT 7 \^7T b TT^^r3_^loo.—n.:____i_-jL—-^—:____-L.

• TC & / K , ., K, \ . / K. . „ K.^^Iog/^^^^^log/+^^

^iÊlZL^^

4-*

avec les mêmes notat ions qu'à la page ï88.
Passant de là à la l imite, et posant alors comme précédemment,

r r^ i0==<ï>(.cr) ( I > ( ^ — c r ) = — < I > ( c r ) , d'où J <Ï>(<7)^cr=o ,
L *'o J

on obtient à la l imite la formule

/ K , ., K \ / K , ., K \( K K \ / K
. ^ o' — l o g Z — ~ - c r ) a ' 3 ( — l o g Z -^ r y / / s , in 'K j \tn:i == -- 1 ^ (o'} !o0* __________/.,,,,,..,.,,,-^_____..-,.-, ,, ,.,^.-

TrJ.. ' v / K/D /K , ,, K \ / K , „ K \v ( ) ^ — lo^X + — a c^ — loffZ 4- — o-
V7T 7T / V7T 7T ^

o l r\^ ^ , ^^log/-^cr^,^lo6/--^^4 ^(.)io^^-^^
/.K, , ,, K \ ^ /,K . ,, K^^ _, io^/ .».,„.,. ^ ^ „ lo^Z — —

l v / T T \ , /'ÎT \ | . Vn: 9.7 \ ^7T 0 2 ,
-̂ « <ï> ^ 4. o — d) - — 0 lô^ "———————————,7—" ——-,—————————Î7-

7T [ \2 / \2 /J . / K , „ K \ , / K , „ K '•- \ ! / \ / J ^ _ |,og% ̂  _. .3- _ 10^7 ̂  _
V ^ T T b '1 7 " \ /TC r' '2 ,

/4*/]û) , „ I\ i y*^ , / , , , TT . /7T \ , /Tr \
-+-(-^-loi?%+^)j^ o<ï>'(.)rf.4-^ <I»^+o^-<l>^-o^

qu'on légitime comme antérieurement.
Supposant le point Z situé dans la couronne et non sur la frontière

extérieure, des intégrations par parties nous donnent, par des calculs
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identiques dans le fond à ceux indiqués pa^e 190, la formule définitive

• ^
(is5) a=——f (D(a)

" fc/A

(/ ,x —loa
/ K - „ Ktf — l o e Z — — c r
\ i7T 71

, / K , „ K
'3' — lO^Z 4- - C7

UTC 71

K,.K').,(^ogZ-^

K^'K^^f-^logZ+^-ff/ \(7r TE'

K,;K')

K, îT)
rfcr.

Le même procédé conduit, dans le cas du canal quelconque, a u n e
expression qu'on peut mettre sous la forme

A v /"v < K. / - , . ., / K . rx K \ ^ / K , r/ K \6) i2= ^ <!>(.) ^ ç^logZ-^+ï(^log/-^aj

„ / K , r» K \ „ / K , rv K \| *• ̂  — log/- -a + ̂  —logZ + -a rfŒ
U7T " 7T 7 U.7T TT /

îK f ' ^^ r . / i ^ i -/ K ^^ . / K 1 7 K iKf'n(
—, \ W o1 Ç — l o g / — - c r - h — + u — l o g Z 4 " - a + —
^ J< 1, V^ 7r ^ / VÎT 7T 2 ^^TC/ K ]

^'ÏT

VÎT

K, / K . „ K. m1} , / K , , K, n^N
+ ̂  —lORZ— —^ + —— + Ç.) — log%+ —CM- —

\irC b 7T 2 / V^TT b 7T 2 )

Toutes les fonc t ions qui figurent dans (121) et(n6) sont maintenant
construites avec les demi-périodes K, iK^ ce qui remplit le but pro-
posé.

Les applications se traitent alors comme on l'a déjà indiqué, le
choix de la fonction arbitraire <l>(o) pouvant être fait de manière à
correspondre à un obstacle de forme générale donné a priori. D'où de
multiples exemples faciles à traiter jusqu'au, bout. J'en indiquerai
ailleurs quelques-uns.

Caen, janvier 1911.


